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 لارتباط القانونيالأسس الرياضية ل
 

 العمي محمد د. إبراىيم                                                 
 سوريا -جامعة تشرين –كمية اقتصاد 

 

 المقدمة: -1
ومنو ظيرت نظرية الارتباط  ،من أولى ميام عمم الاحصاء تعدإن دراسة العلاقات بين المتحولات الكمية 

 والانحدار ثم تطورت وتفرعت إلى عدة فروع واختصاصات ىي:
.  X , Yالارتباط البسيط )الانحدار البسيط(: وىو يختص بدراسة العلاقة بين متحولين كميين فقط   -1

يا وحساب معامل الارتباط بينيما ثم استخراج النموذج الرياضي الذي يمثل تمك العلاقة أو يعبر عن
 تعبير . أفضل

وعدة متحولات  Yالانحدار المتعدد(: وىو يختص بدراسة العلاقة بين متحول تابع الارتباط المتعدد )  -2
 .                                                      نرمز ليا بالرموز: مؤثرة عميو

 نرمز ليا بــ ةالارتباط القانوني: وىو يختص بدراسة العلاقة بين عدة متحولات تابع  -3
   :نرمز ليا بالرموز متحولات مؤثرة فيياال وعدة أخرى من               

                . 

ننا في ىذه  ،وىناك فروع أخرى تتناول ىذا الموضوع مثل: التحميل العاممي والتحميل التمييزي  -4 وا 
نو  ،والثاني )الانحدار البسيط والمتعدد(الورقة سنعتبر أن القارئ عمى دراية كافية بالفرعين الأول  وا 

وغير ذلك من الأمور الرياضية  فوفات وجداءاتيا وجذورىا الكامنة،عمى اطلاع كافٍ عمى جبر المص
 .  ( حول المصفوفات(1)انظر الممحق ) التي سنعتمد عمييا عند معالجة مسألة الارتباط القانوني

 للارتباط القانوني كما يمي :ولكن قبل ذلك نستعرض المفاىيم العامة 
 المفاىيم العامة للارتباط القانوني: -2

 لنفترض أننا نريد دراسة العلاقة الارتباطية بين مجموعتين من المتحولات الكمية ىما:
( ونرمز ليا بالرموز  مؤثراً  متحولًا مستقلًا ) p: وتتألف من  مجموعة المتحولات المستقمة  -1

              

متحولًا تابعاً )متأثراً( ونرمز ليا بالرموز  qمجموعة المتحولات التابعة: وتتألف من   -2
                

والتابعة البيانات اللازمة أو المشاىدات  كما نفترض أننا جمعنا عن كل من ىذه المتحولات المستقمة
 Xالمتحولات المستقمة  من لمشاىدة متقابمة عن كل منيا. أي حصمنا عن ك nوحصمنا عمى  الميدانية
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ووضعنا النتائج في  ،من القيم العددية المتقابمة من حيث الزمان أو المكان أو كلاىما n عمى Y والتابعة
 جدول مناسب كما يمي :

 Yوالتابعة  Xلممتحولات المستقمة  البيانات الخاصة والمشاىدات الميدانية :(1الجدول )

 المتحولات Xقيم المشاىدات لممتحولات المستقمة  Yقيم المشاىدات لممتحولات التابعة 
          ....             ....    رقم المشاىدة

    ....                 ....             1 
    ....                 ....             2 
    ....                 ....             3 
    ....                 ....             4 
    ....                 ....             5 
    ....                 ....             6 
. . . . .... . . . . 

. . . . 
. . . . 

. . . . .... . . . . 
. . . . 

. . . . 
. . . . 

    ....                 ....             n 

 المتوسط أو التوقع  ̅   ̅   ̅  ....  ̅   ̅   ̅   ̅  ....  ̅ 
  

  ....   
    

    
    

  ....   
    

    
 التباين  

 

وأن  Xوبصورة عامة يمكننا أن نضع جممة المتحولات المستقمة عمى شكل شعاع عمود ونرمز لو بـــــــ 
 كما يمي : Yنضع جممة المتحولات التابعة عمى شكل شعاع عمود آخر ونرمز لو بــــ 

     

[
 
 
 
 
  

  

  

 
  ]

 
 
 
 

                        

[
 
 
 
 
  

  

  

 
  ]

 
 
 
 

 

 Xمع متحولات المجموعة  Yوسيكون ىدفنا دراسة العلاقة الارتباطية بين متحولات المجموعة 
 بالعمودين التاليين: Yمتوسطات لو  Xتوسطات ملونرمز 

 ̅  

[
 
 
 
 
 
 ̅ 

 ̅ 

 ̅ 

 
 ̅ ]

 
 
 
 
 

                    ̅  

[
 
 
 
 
 
 ̅ 

 ̅ 

 ̅ 

 
 ̅ ]
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 بالعمودين التاليين : Yولتباينات  Xكما نرمز لتباينات 

   

[
 
 
 
 
 
  

 

  
 

  
 

 
  

 
]
 
 
 
 
 

                      

[
 
 
 
 
 
  
 

  
 

  
 

 
  
 
]
 
 
 
 
 

 

 عمماً بأن ىذه التباينات تحسب من العلاقة الصحيحة كما يمي :

  
  

 

   
∑(     ̅ )

            

 

   

  
  

 

   
∑(     ̅ )

 
     ( )

 

   

 
 

 مصفوفة التباينات والتباينات المشتركة :* 
.  Xلكل المتحولات في المجموعة  (      )   نقوم بحساب مصفوفة التباينات والتباينات المشتركة 

 . Yلكل المتحولات في المجموعة   (      )   وحساب مصفوفة التباينات والتباينات المشتركة 
 تينفي المجموع المتقابمة لكل المتحولات  (      )    المتبادلةوحساب مصفوفة التباينات والتباينات 

X , Y : ونضعيا في جدول منظم كما يمي 
  X , Yالتباينات والتباينات المشتركة لـــــ  مصفوفات :(2الجدول )

 المتحولات          ....             ....   
    ....                 ....                
    ....                 ....                
    ....                 ....                
. . . . .... . . . . 

. . . . 
. . . . 

. . . . .... . . . . 
. . . . 

. . . . 
. . . . 

    ....                 ....                
    ....                 ....                
    ....                 ....                
    ....                 ....                . . . . .... . . . . 

. . . . 
. . . . 

. . . . .... . . . . 
. . . . 

. . . . 
. . . . 

    ....                 ....                
 

 Xلمتحولات المجموعة      ةالمشترك اتتباينالوىو يتضمن أربع مصفوفات مختمفة. عمماً بأن 
  تحسب من العلاقتين التاليتين: Yولمتحولات المجموعة 
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       (      )  
 

   
  ∑(      ̅ )(     ̅ )          ( )

 

   

 

 

       (      )  
 

   
  ∑(      ̅ )(     ̅ )          ( )

 

   

 

أي أن          :وأن ،متناظرة ،    المربعة أي أن المصفوفة        ومما سبق نلاحظ أن: 
 .أيضاً متناظرة      ةعبر مال المصفوفة

       :أنوكذلك نلاحظ 
      وأن:          

  أي أن العناصر القطرية ىي التباينات    
   و  

   
 فتحسب من العلاقة : X , Yأما التباينات المشتركة المتبادلة لـ 

       (      )  
 

   
  ∑(      ̅ )(     ̅ )          ( )

 

   

 
 

 أي أن المصفوفة ،        : تحقق العلاقة  المتبادلةالتباينات المشتركة  مصفوفة كما نلاحظ أن
       أي أن  ،   تساوي منقول المصفوفة      المستطيمة

  . 
 مراتبيا المناسبة كما يمي:السابق عمى شكل مصفوفات برموز مختمفة مع   2 ك يمكننا كتابة الجدول لوبذ

 

 : Y , Xمصفوفات التباينات والتباينات المشتركة لــــ : ( 3الجدول )

   (   )    (   ) 

  

  

  

 
  

 

   (   )    (   ) 

  

  

  

 
  

 

(   )    وىنا نلاحظ أن:       
 (   )    

 المصفوفة الارتباطية:* 
 Y , Xإن المصفوفة الارتباطية مؤلفة من معاملات الارتباط الزوجية لكل متحولين ضمن المجموعتين 

 بينيما، ونحسبيا من معادلة )بيرسون( المعرفة بالعلاقة الآتية: وأ

    
   (      )

√  
   √  

 

                        
  

   (      )

√  
   √  

 

              ( ) 
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 الي:فنحصل عمى الجدول الت
  X , Y مصفوفات التباينات والتباينات المشتركة لـــــ: ( 4الجدول )

 المتحولات          ....             ....   
   
  ....    

     
     

      ....              
   
  ....    

     
     

      ....              
   
  ....    

     
     

      ....              
. . . . .... . . . . 
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  ....    
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  1    
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  1    
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     . . . . .... . . . . 
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. . . . .... . . . . 
. . . . 

. . . . 
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  ....    

     
     

     
  ....    

     
     

     
 

 الجدول السابق بالرموز التالية: يحتويياواختصارا لكل ذلك نرمز لممصفوفات الأربعة التي 
 ونضعيا مع مراتبيا كما يمي :                        

 

 : Y , X مصفوفات معاملات الارتباط الزوجية لــــ :(5الجدول )
 المتحولات                                      

     (   )      (   ) 

  

  

  

 
  

 

     (   )      (   ) 

  

  

  

 
  

 

 

(   )     وىنا نلاحظ أن:      
   (   )   
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 : Y , X متحولاتالالشروط المفروضة عمى  -3
قبل أن نباشر بعمميات الحساب والتحميل و  ،إن التحميل القانوني مؤسس عمى توفر عدة شروط وفرضيات

ن أىم  ،الارتباط القانوني المستخدمة في متحولاتال عمىلابد لنا من التأكد من توفر الشروط المفروضة  وا 
 ىذه الشروط ىي:

ومجموعة المتحولات التابعة  Xوجود علاقة سببية واضحة بين مجموعة المتحولات المستقمة )المؤثرة(  -1
Y  ، مثل علاقة مجموعة المؤشرات السكانية )عدد السكان + معدل الولادة + معدل الوفاة+ مدة

البطالة( الحياة( مع مجموعة المؤشرات الاقتصادية )الناتج+ الدخل الفردي+ معدل العمالة+ معدل 
 ...الخ .

أن تأخذ قيمتيا  يأ ،صفة عشوائية Yوفي المجموعة  Xأن يكون لممتحولات المدروسة في المجموعة  -2
بطريقة عشوائية غير معروفة مسبقاً. وأن لا تتضمن قيماً شاذة )متطرفة( لأن وجود القيم الشاذة يؤثر 

ن وجدت يجب استبعادىا مع القيم كثيراً عمى نتائج التحميل   المقابمة ليا في المتحولات الأخرى .وا 

 أن تكون المتحولات ضمن كل مجموعة مستقمة عن بعضيا البعض. أي أن تكون تغيرات كل متحول -3
. وذلك بغض النظر عن وجود فييا مستقمة وغير مشروطة بتغيرات أي متحول آخر مجموعةالفي 

 . المتحولات ضمن كل مجموعةارتباط نظري بين 

 Xأو بين أي متحول من  Yأو ضمن  Xعلاقات الثنائية بين أي متحولين ضمن يفترض أن تكون ال -4
ذا كانت العلاقة بينيما تامة أو شبو تامة )بمعامل Yمع أي متحول من   علاقة خطية غير تامة. وا 

)الأقل أىمية لمدراسة(. أما إذا كانت العلاقة بينيما  %( فإننا نقوم بحذف أحدىما95أكبر من  ارتباط
 أو نقوم بتحويمو إلى متحول آخر فإننا نحذف أحدىما أيضاً (       ا تكونوعندى خطية)غير 

 ويتم التحقق من ذلك خلال دراسة مصفوفات الارتباط الزوجية . ،)حسب ىدف الدراسة(

وأن  أو مشاىدة، حالة 21إلى  11يتراوح من  المدروسة لكل المتحولات nأن يكون حجم العينة  -5
منو . ويتم التحقق من ذلك من خلال إجراء اختبار  متوزيع الطبيعي أو متقاربةخاضعة ل تكون قيميا

 عمى بيانات كل متحول عمى حدة .

أن تكون المتحولات في كل مجموعة ذات طبيعة واحدة وأن تكون بياناتيا متجانسة أو متقاربة من  -6
 كل مجموعة عمى حدة . عمى متحولات F. ويتم التحقق من ذلك خلال تطبيق اختبار المتوقعة القيمة

 أن تكون المتحولات ضمن كل مجموعة قابمة لمتركيب الخطي فيما بينيا . -7
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 التحميل الرياضي للارتباط القانوني -4
ومجموعة من  Xمجموعة من المتحولات المستقمة  نالارتباط القانوني إلى دراسة العلاقة بي ييدف

 حيث أن: Yالمتحولات التابعة 

  

[
 
 
 
 
  

  

  

 
  ]

 
 
 
 

                     

[
 
 
 
 
  

  

  

 
  ]

 
 
 
 

 

 

كل  من ولدراسة ىذه العلاقة نشكل ،Yىو عدد المتحولات في  qو Xىو عدد المتحولات في  pحيث 
 كما يمي:    و    منيما تركيباً خطياً مثقلًا بأمثال مجيولة 

                                         ( ) 
 

                                            ( ) 
 

ذا رمزنا للأمثال  ]   بالشعاع     وا 

  

  

 
  

  (         )  بالرمز  ولمنقولو  [

 

ذا رمزنا للأمثال  ]  بالشعاع     وا 

  

  

 
  

  (         )  ولمنقولو بالرمز   [

 ( عمى الشكل التالي :7( و )6فإنو يمكننا كتابة التركيبين )
 

  (                )

[
 
 
 
 
  

  

  

 
  ]

 
 
 
 

                             ( ) 

 

  (            )

[
 
 
 
 
  

  

  

 
  ]

 
 
 
 

                             ( ) 

 وفق التالي : (9( و )8( أو )7( و )6)وىنا لابد من التمييز بين المتحولات المستخدمة في العلاقات 
وىي  (Independent viarables)تسمى بالمتحولات المستقمة  Xإن متحولات المجموعة 

 .  1 كما في الجدول  قيمة عددية )مشاىدة( متقابمة nمتحولات معروفة ولدينا عن كل منيا 
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ن متحولات المجموعة  وىي أيضاً  (Dependent viarables)تسمى بالمتحولات التابعة  Yوا 
 . 1 كما في الجدول قيمة عددية )مشاىدة( متقابمة  nمعروفة ولدينا عن كل منيا 

أو المركب القانوني  القانوني فيي توابع جديدة ومجيولة ويطمق عمى كل منيما اسم التابع V , Uأما 
(Canonical varaite) :فيكون لدينا . 

U –  ىو المركب القانوني لممجموعةX  التابع القانوني لـــ(X) ـ تابع القانوني لـموأرغب في تسميتو بالX. 
V –  ىو المركب القانوني لممجموعةY التابع القانوني لــ( Y )ــ تابع القانوني لـموأرغب في تسميتو بالY. 

فيي أعداد مجيولة أيضاً ويجب عمينا حسابيا أو تقديرىا حتى تصبح العلاقات      و   ولكن الأمثال 
 (7( و)6) أنيا يمكن أن تأخذ قيماً متعددة، فإن العلاقتين وبما .علاقات محددة  8   9 أو   6   7 
 (     )و  (     )و (     )عطيانا عدداً من أزواج المركبات القانونية نرمز ليا بــــ تيمكن أن 
 كما يمي :...... 

                              

                                 
                  

             (  ) 
                                                        

                               

                                  
                   

             (  ) 

 ويمكن تمثيل العلاقة بين ىذه المتحولات ومركباتيا القانونية كما يمي :

      (1) :                        

           

 ً            
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ρنقوم بحساب معامل الارتباط الزوجي  Yو X ولدراسة العلاقة بين المجموعتين
 

بين المركبين  
...الخ، وذلك  (     )ثم  (     )ثم  (     )القانونيين في كل زوج من الأزواج الممكنة 

 باستخدام معادلة بيرسون كما يمي :

ρ  
   (     )

√   (  )  √   (  )
                                  (  ) 

 

ρويسمى ىذا المعامل 
 

. وبالتالي سيكون لدينا عدداً من (     )بمعامل الارتباط القانوني لمزوج  
ρمعاملات الارتباط القانونية 

 
ىذه ى لاحقاً أن عدد ر وسن .(     )مساوياً لعدد الأزواج الممكنة لـــــ  

ρالمعاملات الممكنة 
 

 ،s=min (p,q)أي أن  qأو  pىو أصغر العددين  s. حيث أن  sيساوي  
سيتم إىمالو خلال التحميل والدراسة بعد إجراء  ، وعندىايكون معدوماً أو ضعيفاً كما إن بعضيا يمكن أن 
 الاختبارات اللازمة لذلك

ρولنفرض الآن إننا حصمنا عمى جميع معاملات الارتباط القانونية 
 

المقابمة للأزواج الممكنة وقمنا  
 سالبة( ثم ترتيبيا تنازلياً فإننا سنحصل عمى متتالية منيا كما يمي : قد تكونبتربيعيا )لأنيا 

 

ρ 
  ρ 

  ρ 
   ρ 

                                         (  ) 
 

 ρالذي يقابل المعامل الأكبر  (U ,V)عمى أن يكون الزوج  ىنا نصطمحوس
الزوج الأول ونرمز لو  ىو  

 ρالذي يقابل المعامل الثاني  (U, V)الزوج  نسميكما  ،(     )بــــ 
بالزوج الثاني ونرمز لو بـــ   

 ρوىكذا نرمز لمزوج الذي يقابل المعامل  ،(     )
 ...الخ . kونسميو بالزوج  (     )بالرمز   

وبعد اختبار معنوية ىذه المعاملات تستبعد المعاملات غير المعنوية ويقتصر الأمر عمى المعاملات 
 الثالث(. الثاني ثمثم فقط )الأول الأولى 

لا  (U ,V)وبصورة عامة سنقوم بمعالجة ىذه المسألة ودراسة الارتباط القانوني بين كل زوجين مركبين 
 عمى التحديد من خلال حساب معامل الارتباط القانوني بينيما والمعرف بالعلاقة التالية:

 (   )  
   (   )

√   ( )  √   ( )
                                                 (  ) 

 

 والتباين المشترك v r (V)والتباين  v r (U)لحساب قيمة ىذا المعامل يمزمنا حساب التباين 
 ( باستخدام العلاقات التالية:7( و)6العلاقتين )ويتم حسابيم من ،  (   )   

   ( )  ∑∑       (     )                                        (  )

 

   

 

   

 

 

   ( )  ∑∑       (     )                                        (  )
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   (   )  ∑∑       (     )                                        (  )

 

   

 

   

 
 

 ويمكن تحويل ىذه المجاميع إلى جداء مصفوفات وأشعة إذا عممنا أن:
   ( )   (   ̅)   (       ̅)     (   ̅)             (  ) 

فإنو يساوي مصفوفة التباينات  (̅   )الأشعة  جميع مأخوذ عمى  (̅   ) وبما أن التوقع 
 . ومنيا نستنتج أن :    وىي  Xلمتحولات المجموعة 

   ( )                                                                                    (  ) 

 يحسب من العلاقة: ( )   أي أن التباين 

   ( )  (         )  [

   

   

 
   

  

   

   

 
   

  

   

   

 
   

  

 
 
 
 

  

   

   

 
   

]  [

  

  

 
  

  ]          (  ) 
 

 يحسب من العلاقة : ( )    وبطريقة مشابية يمكننا أن نجد أن التباين
   ( )                                                                                          (  ) 

 

 يحسب من العلاقة :  (   )    وكذلك يمكننا أن نجد أن التباين المشترك
   (   )                                                                     (  ) 

 ( .3ىي المصفوفات التباينية المعرفة سابقاً في الجدول )     و     و     و      حيث أن: 
 

 عامل الارتباط القانوني الشكل التالي:مالسابقة ل  14 وبذلك تأخذ العلاقة 

ρ(   )  
        

√         √        
                                                   (  ) 

 

عمينا أن نقوم بتقدير   23 من العلاقة  (     ) الأول القانوني  لمزوجولمحصول عمى معامل الارتباط 
عمى أكبر قيمة ممكنة لمعامل   23 من  . بحيث نحصل  و b الواردة في الشعاعين        الأمثال 

. وىي مسألة معقدة وليا لا نياية من الحمول المقبولة. وحتى  (ρ) تعظيم قيمة  ρالارتباط القانوني 
 و b  مثالي ليذه المسألة لابد من وضع شروط إضافية عمى عناصر الشعاعينمحدد و حل  عمى نحصل

  . 
. فمثلًا إذا Vأو Uالقياسي لــــ  اتتأثر بتغيير واحدلا ت ρاليدف نعمم قيمة معامل الارتباط  ولتحقيق ىذا

 تبقى ثابتة لأنو يكون لدينا مايمي: ρفإن قيمة ،  kبعدد ثابت    المركبضربنا 
 
 

 (    )  
          

√           √        
 

        

√         √        
  (   )   (  ) 
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ولذلك . ρدون التأثير عمى قيمة  Vو Uوىذا يعني أنو يمكننا أن نقوم بتغيير واحدات القياس لكل من 
ن أبسط واحدات قياس لVو Uنقوم باختيار واحدات قياس مناسبة لممركبين القانونيين  يما ىي التي . وا 

متساويين ومساويين لمواحد الصحيح. لذلك نضع عمييما   ( )     و ( )      التباينين ليما تجعل
 الشرطين التاليين :

    ( )                                                       (  ) 
 

    ( )   ̀                                                    (  ) 

   ت  ً:   بسٌط إ ى   شك   23  بذ ك تتح     مع د ة 

ρ  
        

   
                                                         (  ) 

 

̀ )إلى مسألة تعظيم البسط  ρوتتحول مسألة تعظيم قيمة المعامل  ويصبح ىدفنا إيجاد  (      
فيكون   ρولنرمز ليذه القيمة العظمى بــ  25   26 ضمن الشرطين  27 من العلاقة ρالقيمة العظمى لـ

 :لدينا
ρ     (        )                                                                   (  ) 

 (     )بالزوج الأول ونرمز لو بــ   ρالذي يقابل ىذه القيمة  U , Vويسمى الزوج 
نشكل منو تابع لاغرانج مع   27 في (        )ولإيجاد القيمة العظمى الشرطية لذلك البسط 

 :كمايمي  25     26 الشرطين 

           
  

 
(          )  

  

 
(          )             (  ) 

بالنسبة  Lثم نشتق التابع  ،ىما عددان حقيقيان وسيطان يسميان بمضروبي لاغرانج       حيث أن 
 : (*)ونضعيما مساويين لمصفر فنحصل عمى المعادلتين التاليتين bثم بالنسبة لــ    لــ

  

  
                                                                  (  ) 

 

  

  
                                                                  (  ) 

 فنحصل عمى العلاقتين   والثانية بـــــ    نضرب الأولى بـــ 
                       
                       

                                  
 (*) يتم حسب قواعد اشتقاق المصفوفات المعرفة بالعلاقات التالية:إن الاشتقاق ىنا 

  
 (    )

  
             

 (      )

  
 

 

  
[       ]

 
 [     ]

 
       

  
 (      )

  
     

 

  
[       ]  

 

  
*(    )

 
  +                    

                                                                
 (        )
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 الثانية من الأولى فنحصل عمى ما يمي:ثم نطرح 
            

                    
          

 نجد أن:  22     25     26 ومن العلاقات 
 شرطاً                       وأن :                               
 أي أن:         وبالتالي فإننا نحصل عمى أن:  

 (  )                                                  عدد حقيقي            
 

قابمة لمعكس )أي     . ونفترض أن المصفوفة  31     31 دة في المعادلتين الموح  نعوض قيمة 
   

   من اليسار بالمقموب   31 نضرب المعادلة و  موجودة(   
 فنحصل عمى أن:   

   
             

           
 عمى أن:ومنيا نحصل 

   
                   

 من العلاقة التالية:  يحسب عن طريق الشعاع  bوبذلك نجد أن الشعاع 

  
   

      

 
                                                         (  ) 

من العلاقة  bوبتعويض قيمة الشعاع  ،)يرتبط معو تناسبياً(  يتناسب مع الشعاع  bأي أن الشعاع 
 نحصل عمى أن :  31 في معادلة المشتق الأول   33 

   

   
      

 
           

 ومنيا نجد أن:
       

                                                 (  ) 
    ولتبسيط الأمور نفترض أن المصفوفة  ،(       )وىذا ىو الشكل العام لمعادلة القيم الذاتية

   لمعكس )أي أن  قابمة
   من اليسار بــــــ   34 نضرب طرفي العلاقة و موجودة(    

فنحصل عمى    
 المعادلة التالية:

   
          

              
               

 أي أن:
   

          
                             (  ) 

 

  (     )لمعادلة القيم الذاتية  النموذجيوىذا ىو الشكل 
ىو عبارة عن مصفوفة   35 وىنا نلاحظ أن نتيجة الجداء المصفوفي الذي في الطرف الأيسر من 

 . p * pمربعة من المرتبة 
 فيكون لدينا ما يمي: Aوللاختصار نرمز ليا بالرمز 

        
          

                                                    (  ) 
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 كما يمي:   بالنسبة لــ  شكل معادلة القيم الذاتية  35 وعندىا تأخذ العلاقة 
                                                                          (  ) 

 والتي يمكن كتابتيا عمى الشكل النموذجي كما يمي:
[     ]                                                               (  ) 

، لذلك  1    ) التافو، عمينا أن نتجنب الحصول عمى الحل   وحتى نستطيع الحصول عمى الشعاع 
يجب أن محددىا قيمة  أن ىي مصفوفة شاذة. وىذا يعني [     ]نفترض أن المصفوفة المربعة 

 تساوي الصفر، أي يجب أن يكون:
  |     |                                                                  (  ) 

سيشكل معادلة مؤلفة من كثير حدود من    مفكوكو بالنسبة لـــ  فإن pتساوي  المحددوبما أن مرتبة ىذا 
 كما يمي: (  )لممقادير  pالمرتبة 

(  )    ( 
 )      ( 

 )                       (  ) 
 

وتسمى ىذه الجذور بالجذور الكامنة  ،  جذراً موجباً لـــ  pوعند حل ىذه المعادلة نحصل عمى 
(Roots)  لممصفوفةA  ويغمب عمييا اسم أو مصطمح القيم الذاتية(Eigen values)  لممصفوفةA. 

  صول عمى ىذه القيم الذاتية حوبعد ال
 نقوم بترتيبيا تنازلياً فيكون لدينا:  

  
    

    
    

     
                                             (  ) 

  وبعد الحصول عمى القيم الذاتية 
   , b)الجذور السابقة( عمينا أن نستخدميا في حساب الشعاعين   

في  فنحصل  38 لذلك نقوم بتعويض كل منيا وعمى التوالي في المعادلة الذاتية  ، 6     7 لمتركيبتين 
ذلك نبدأ بتعويض القيمة توضيح ول،  عمى جممة معادلات متجانسة وغير مستقمة لممجيول  كل مرة
   الاولىالذاتية 

 ( : p=3صل عمى المعادلة الذاتية التالية )بفرض أن فنح  38 في   

[    
  ]  [

      
                         

                   
              

                               
 

] [

  

  

  

]                 (  ) 
 

 كما يمي: aوىي تعطينا جممة معادلات متجانسة بالنسبة لممجيول 
(      

 )                   

         (      
 )           

                  (      
 )    

                     (  ) 

.  39 وىي جممة معادلات غير مستقمة لأن محدد مصفوفة أمثاليا يساوي الصفر، وذلك حسب العلاقة 
 (  ). وأن كل من ىذه الحمول   وبالتالي فإن ىذه الجممة ستعطينا لانياية من الحمول المقبولة لمشعاع 

الحل مع مضاعفاتو ويشكل حزمة من الحمول المقبولة . وىذا  (    )لو لانياية من المضاعفات مثل 
عناصره تبقى غير محددة . )لأن كل قيم ، ولكن طولو أو قياسو أو   يحدد لنا فقط الاتجاه العام لمشعاع 

 مضاعف يعطينا قياس مختمف عن الآخر مع إن ليم نفس الاتجاه( . 
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ونقوم   25 ، نضيف إلييا معادلة الشرط  في تحديد قياس الشعاع   43 وحتى نستفيد من المعادلات 
بحميا معاً بطريقة التعويض، فنحصل )غالباً( عمى حل وحيد ليا، يعطينا العناصر الأساسية لمشعاع 

 . وبذلك نكون قد توصمنا إلى اليدف المطموب . (           ) 
ذا لم نستطيع الحصول عمى حل وحيد لمشعاع  مباشرة )بسبب عدم   25 و   43 من المعادلات   وا 

و إذا كانت دقة الحل غير مضمونة )بسبب كثرة الحسابات(، فإنو يمكننا اتباع طريقة أخرى الاستقلال(. أ
، فنحصل عمى kونضربو بعدد ثابت  (  )مثل   43 تتمخص بأن نبحث عن أي حل مقبول لمجممة 

الذي فرضناه عمى   25 الشرط  فيىذا الحل الأخير ، ثم نعوض (    )شعاع جديد مقبول ىو 
 فنحصل عمى معادلة جديدة من الشكل: Uالقانوني تباين المركب 

   ( )  (    )    (   )                              (  ) 
 وىي تكافئ المعادلة:

                                                             (  )  
 

    المحسوب ذلك العددونستخدم  ، 25 محققاً لمشرط    التي تجعل ذلك الحل    ومنيا نحسب قيمة 
حصل عمى الشعاع الذاتي الأول من جديد ن (    )بحساب الجداء لذلك نقوم    لتعديل الحل المقبول 

 ونكتبو عمى الشكل التالي:   والذي سنرمز لو أيضاً بـــ 

   [

  
 

  
 

  
 

 

]                                                    (  ) 

من الزوج الأول    المصاحب لمتحولات المركب القانوني    ولمحصول عمى عناصر الشعاع الذاتي 
 فنجد أن :  33 نستخدم العلاقة  (      )

   [

  
 

  
 

  
 

 

]  
   

      

  
 [

  
 

  
 

  
 

 

]                        (  ) 

بعدد  فنضربو Vعمى تباين المفروض   26 نقوم بتعديمو ليحقق الشرط    وبعد حصولنا عمى الشعاع 
 فنحصل عمى أن:  26 ونعوض الناتج في الشرط    ثابت

    ( )                                               
 

 وىي تكافئ المعادلة :
                                                                   (  ) 

   بـــ    لذلك نضرب ذلك الشعاع  ، 26 يحقق الشرط    التي تجعل الشعاع     قيمة ومنيا نحسب
 ونكتبو عمى الشكل التالي :   المحسوبة فنحصل عمى شعاع جديد نرمز لو أيضاً بـــ 
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  [

  
 

  
 

  
 

 

]                                                                       (  ) 

  ينالأول وبعد الحصول عمى الشعاعين الذاتيين
    

  ρيمكننا حساب قيمة معامل الارتباط القانوني     
 وىي:  27 من العلاقة  (      )لمزوج الأول 

ρ                                                                         (  ) 
 

 وضع الإشارة المناسبة( : معمن العلاقة التالية )  ρكما يمكن حساب قيمة 

ρ   √  
                                                                 (  ) 

معامل الارتباط أو من خلال حساب  (      )من خلال الشكل البياني لمزوج إشارتو لاحقاً  وسنحدد
  وأخيراً نقوم بتعويض الشعاعين الذاتيين  ،بينيما

    
فنحصل عمى تركيبين   7 و   6 في العلاقتين    

 ىما: (      )خطيين محددين لمزوج القانوني الأول 
 ̃    

      
      

        
                   (  ) 

 

 ̃    
      

      
        

                   (  ) 
وذلك بتعويض قيم المشاىدات الفعمية  ،( ̃    ̃ ) المركبين وبعدىا نقوم بحساب القيم النظرية لكل من

، وبتعويض قيم المشاىدات الفعمية )في  51 في العلاقة  X)في الصفوف( لممتحولات المستقمة 
. فنحصل عمى القيم النظرية المتقابمة لمزوج القانوني   52 في العلاقة  Yالصفوف( لممتحولات التابعة 

 . ( ̃    ̃ )الأول 
يظير لنا اتجاه  شكل انتشار، ومنو فنحصل عمى (  ̃     ̃ )ثم نقوم برسم الشكل البياني لمقيم النظرية 

 . (      )ومتانة الارتباط الخطي بين 
صل عمى القيمة العظمى حفن  ρوىنا يمكننا أيضاً حساب القيمة النظرية لمعامل الارتباط القانوني الأول 

ن إشارتو تتحدد من ( ̃    ̃ )الزوج الأول  رتباط بين مركبيتعبر عن شدة الا والتي  ρ لممعامل . وا 
 خلال تمك الحسابات أو من خلال اتجاه الشكل البياني .

 ، وبذلك 28 من العلاقة  ρومن جية أخرى وبشكل عام يمكننا حساب قيمة معامل الارتباط القانوني 
 جد أن:فن  28 في العلاقة   33 من العلاقة  bبعد تعويض قيمة الشعاع 

ρ        

   
      

 
                                                          (  ) 

 

ρ  
  

 
       

                                                          (  ) 
 

 

  ب  تع ٌض  حص  ع ى أن:         ٌس  ي   54  جد أن   جد ء   خٌر من   34  من   علاقة 

ρ  
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 ، فإ     جد أن:          أن   25  بم  أ ه  دٌ   من   شرط 
 

ρ     √                                                                          (  ) 
 

تساوي الجذر التربيعي لمقيمة الذاتية  (      )المقابل لأي زوج قانوني   ρأي أن قيمة معامل الارتباط 
  
لكل زوج من خلال الحساب الفعمي لقيمتو من القيم النظرية   ρالمقابمة لذلك الزوج . وتحدد إشارة   

 ( .99، أو من خلال العلاقة )أو من خلال شكل الانتشار ( ̃    ̃ )لمزوج 
  وىنا يمكننا أن نستخمص بعض خواص القيم الذاتية 

 [    ]من معين المصفوفة  المحسوبة  
 كمايمي :

 كأي معامل ارتباط خطي يحقق المتراجحة المزدوجة التالية:  ρبما أن قيمة معامل الارتباط 
   ρ                             ρ 

                                          (  ) 
 ρنستنتج   55 ومن العلاقة 

    
 أن:( نجد 56ومن )   

    
                                                                                             (  ) 

  وىذا يعني أن جميع القيم الذاتية 
وأصغر أو  غير سالبةىي قيم  [    ]المحسوبة من المصفوفة   
 يمي: كماتنازلياً تساوي الواحد، لذلك يمكننا ترتيبيا 

    
    

    
     

                                                      (  ) 
 : (      )القانونية  للازدواجوتقابميا معاملات التحديد المقابمة 

  ρ 
  ρ 

  ρ 
   ρ 

                                                      (  ) 
 

كما   أولًا ثم حساب  bوذلك بحساب  ،بأسموب آخر السابق يمكن معالجة الموضوع :طريقة أخرى* 
 يمي:

من اليسار بالمصفوفة   31 ونضرب طرفي المعادلة   31 لنأخذ المشتق الأول المحسوب في العلاقة 
   المقموبة 

   ) بفرض أن    
 موجودة( فنحصل عمى ما يمي:   

 

   
              

                                              (  ) 
 

 من العلاقة : bحسب بدلالة الشعاع ييمكن أن   ومنيا نستخمص أن الشعاع 

  
   

      

 
                                                                              (  ) 

 نجد أن:  31 في معادلة المشتق الثاني   وبتعويض 

   

   
        

 
                                                          

 

       
                                                        (  ) 

 

بالمقموب   62 الأمور نضرب طرفي  ولتبسيط .(      )وىو الشكل العام لمعادلة القيم الذاتية 
   

   ) بفرض أن    
 موجودة( فنحصل عمى المعادلة الذاتية التالية:   

   
          

                                                      (  ) 
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 . (     )لمعادلة القيم الذاتية  النموذجيوىي معادلة الشكل 
 مرتبةوىنا نلاحظ أن نتيجة الجداء المصفوفي في الطرف الأيسر ىي عبارة عن مصفوفة مربعة من ال

q×q،  واختصاراً لمرموز نرمز لذلك الجداء بالرمزB :فيكون لدينا 
     

          
                                                       (  ) 

 نحصل عمى المعادلة الذاتية التالية:  63 وبالتعويض في 
                                                                         (  ) 

 والتي يمكن كتابتيا عمى الشكل التالي:
[     ]                                                       (  ) 

 لمعادلة القيم الذاتية. النموذجيوىي معادلة الشكل 
ىي  [     ]نفترض أن المصفوفة المربعة  (b=1) وحتى نتحاشى الحصول عمى الحل التافو

 مساوياً لمصفر. فيكون لدينا: محددىاوىذا يقتضي أن يكون  ،مصفوفة شاذة
|     |                                                                 (  ) 

 qود من المرتبة معادلة مؤلفة من كثير حدفإن مفكوكو سيشكل  qتساوي  المحددوبما أن مرتبة ىذا 
 كما يمي:   لممقادير 

(  )    ( 
 )      ( 

 )                                 (  ) 
بالجذور جذراً. وتسمى ىذه الجذور  qفنحصل عمى  (  )ثم نقوم بإيجاد جذور ىذه المعادلة بالنسبة لـــ 

ترتيبيا تنازلياً ب. ثم نقوم  Bلممصفوفة  ( eigenvalue )أو بالقيم الذاتية  Bلممصفوفة الكامنة 
 فنحصل عمى القيم الذاتية التالية:

  
    

    
      

                                                                           (  ) 
 ρ:                          المقابمة ليا وعمى معادلات التحديد

  ρ 
  ρ 

    ρ 
    

  نأخذ الجذر الأول  (      )من الزوج    المصاحب لـــــ  b الأولولمحصول عمى الشعاع الذاتي 
  

  ونقوم بتعويض قيمة 
. ثم نجري الحسابات اللازمة فنحصل عمى جممة معادلات   66 في المعادلة   

ستفادة من ىذه حتى نستطيع الاو  ،bمستقمة ، تعطينا لا نياية من الحصول المقبولة لمشعاع خطية غير 
 فنحصل عمى: Vعمى تباين  وضعناهلمشرط الذي  ونخضعولأحد الحمول   المعادلات نأخذ المضاعف 

   ( )                                             (  ) 
نحصل عمى عناصر  ومنو ، 26 الذي يجعل ذلك الحل حلًا يحقق الشرط    ومنيا نحصل قيمة العدد 

  )وىي:    الشعاع الأول 
    

    
      

نطبق   ولمحصول عمى عناصر الشعاع الأول  ،( 
 كما يمي:  61 العلاقة 

   [

  

  
 

 
  

 

]  
   

      

  
 [

  
 

  
 

 
  

 

]                                              (  ) 
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. وبعد ذلك نعوض  b عكما فعمنا م  25 ثم نقوم بتعديمو حتى يحقق الشرط المفروض عميو وىو الشرط 
فنحصل عمى نفس التركبين الخطين المحددين لمزوج  (7( و)6)في العلاقتين       شعاعي الأمثال 

 وىما: (      )الأول 
     

      
        

                                             (  ) 
 

     
      

        
                                             (  ) 

في المعادلتين  Yولــــ  Xوذلك بتعويض القيم الفعمية لــــــ        وبعدىا نقوم بحساب القيم النظرية لــــ 
 ،املي البيانيثم نرسم الشكل  ( ̃    ̃ )فنحصل عمى مجموعة القيم النظرية المتقابمة  ، 73 و   72 

شارةالذي يظير لنا  معامل الارتباط القانوني  قيمة ومنيا نحسب ،      الارتباط بين  معامل متانة وا 
ρ  ونحدد إشارتو المناسبة. كما يمكن حسابρ   :من العلاقةρ   √  

 ثم تحديد إشارتو كما سبق.  
 

 بعده : وما (      )حساب أمثال الزوج الثاني * 
ثاني أكبر معامل   ρالتي تجعل معامل الارتباط القانوني  (      )لمحصول عمى أمثال الزوج الثاني 

  نأخذ القيمة الذاتية الثانية  ،ارتباط
فنحصل منيا عمى جممة معادلات  ،(38 ونعوضيا في المعادلة   

وحتى نستطيع الحصول عمى حل وحيد لمشعاعين  ويكون ليا لانياية من الحمول المقبولة، ،غير مستقمة
b ,   عامل الارتباط الذي يجعل مρ  لمشرطين السابقين  المشابيينشرطين ال من أكبر ما يمكن نستفيد

 وىما:       المفروضين عمى 
   (  )                           (  )                                (  ) 

غير مرتبطة خطياً مع المركبات  (      )وىنا يشترط أيضاً أن تكون المركبات القانونية في الزوج 
 . أي أن يكون :       القانونية لمزوج الأول 

   (     )      (     )   

   (     )      (     )   
                                          (  ) 

  ρالتي تجعل معامل الارتباط القانوني  (      )وىو  kوبصورة عامة لمحصول عمى أمثال الزوج 
  نقوم بتعويض القيمة الذاتية  ،يأخذ قيمة أكبر من المعاملات التالية لو

ومنيا  (28 في المعادلة   
    نحصل عمى جممة معادلات خطية غير مستقمة. وحتى نستطيع الحصول عمى حل وحيد لمشعاعين

 السابقين وىما: ينطنستعين بالشر 
    (  )                               (  )                         (  ) 

غير مرتبطة بالمركبات القانونية السابقة  (      )ونضيف إلييما شروط أن تكون المركبات القانونية 
 ليا وىي:

   (     )        

   (     )        

   (     )        

   (     )        

                                           (  ) 

              وذلك من أجل قيم 
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 تكون معدومة مع جميع المركبات التي تسبقيا . (      )وىذا يعني أن معاملات ارتباط المركبين 
عن الأزواج الأخرى  ويكون كل زوج مستقل ،وىكذا نتابع حتى نحصل عمى أمثال جميع الأزواج الممكنة

الأزواج الممكنة في  والتباينات المشتركة لجميعات التباينمكن توضيح ذلك من خلال عرض وي ،السابقة لو
 كما يمي:  77 ( و76) طو جدول يتناسب مع الشر 

 : (     )التباينات والتباينات المشتركة لممركبات  : 6 جدول 
 المركبات                  

1 1 1 1 1 ρ     
1 1 1 1 ρ  1    
1 1 1 ρ  1 1    
1 1 ρ  1 1 1    
1 ρ  1 1 1 1    
ρ  1 1 1 1 1    

 

فقط  pيساوي  (      )ىي التي تجعل عدد الأزواج القانونية المرتبطة   77 ملاحظة: إن الشروط 
 لأنيا تجعل بقية الأزواج معدومة الارتباط . (p, q)أصغر العددين  sأو يساوي 

 

   القيم الذاتيةاختبار معنوية  -5
           أو معاملات الارتباط القانونية   

ونذكر ىنا أىم ىذه المؤشرات وشروط استخداميا ضمن فرضية  ، ρيوجد عدة مؤشرات لاختيار معنوية 
 . Yومجموعة المتحولات  Xالعدم التالية: لا توجد علاقة معنوية بين مجموعة المتحولات 

    ρ   مقابل أن يكون أحدىا غير معدوم      ρ  ρ  ρ  ρ    أي أن
 ويحسب من العلاقة التالية: Wilk's – lambdaاختيار  -1

⋀( )  ∏(  ρ 
 )                                             (  )

 

   

 

 

وىو يستخدم لمدلالة عمى معنوية جممة  ( p*q , n-1-q )بدرجتي حرية  Fوىو يخضع لمتوزيع 
. وكمما كانت قيمة ىذا المؤشر صغيرة كانت   ρ حتى  ρ معاملات الارتباط المتتالية اعتبار من

المقابمة لدرجتي  Fمن جدول   وتؤخذ القيمة الحرجة لو ،المعنوية كبيرة )وذلك بعكس المؤشرات الأخرى(
    تكون    الحرجة  القيمة لمحسوبة أصغر منا ( )⋀فإذا كانت قيمة  ،(p*q, n-1-q)ة يالحر 

التي تقول أنو لا توجد علاقة معنوية بين مجموعة    نرفض فرضية العدم  )عمى غير العادة( وبالتالي
 . Yومجموعة المتحولات  Xالمتحولات 
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ويعتبر بديلًا   81 المعرفة في  ( )⋀اعتماداً عمى قيمة  يحسب: وىو  partlett's    اختبار -2
 عنو ويحسب من العلاقة :

 ( )
   [  

 

 
(     )]   ⋀( )   [  

 

 
(     )] ∑   (    

 )

 

   

         (  ) 

 

( ) فإذا كانت قيمة  ،(     )(     )   ذي درجة حرية    وىو يخضع لتوزيع 
  

  أكبر من  محسوبةال
معنوية جممة المعاملات القانونية  يقيسوىو  ،  نرفض الفرضية     أو   

 .  ρ حتى  ρ من
 ويحسب من العلاقة : (78 المعرفة من  ( )⋀وىو يعتمد أيضاً عمى قيمة  :Fار باخت -3

 ( )  
  ⋀     

 
 
 

⋀     

 
 
 

                                                        (  ) 

 بدرجتي حرية: Fوىو يخضع لتوزيع 
    (     )(     )                               

        
 

 
((     ))((     ))    

    يساويان:      wو  tحيث أن 
 

 
(     )                √

       

       
 

    نرفض فرضية العدم     أو كانت  ( ) من  أكبرالمحسوبة  ( ) فإذا كانت قيمة 
 

 : وتحسب قيمتو من العلاقة: Hotelling - lawley traceار باخت -4

 ( )  ∑(
ρ 

 

  ρ 
 )                                                           (  )

 

   

 
 

 ثم نقوم بمقارنة ىذه القيمة مع القيمة الحرجة التي تحسب من العلاقة:
    ( )

     

 
 

( ) فإذا كانت      نرفض فرضية العدم     أو     
 

 وتحسب قيمتو من العلاقة التالية: : Pillia's traceار باخت -5

 ( )  ∑ρ 
 

 

   

                                                                     (  ) 

 . (   )بدرجة حرية    وىو يخضع لتوزيع 
( ) فإذا كانت     نرفض فرضية العدم     أو     
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  : إن نتيجة تطبيق ىذه الاختيارات عمى القيم الذاتية ملاحظة
 ρأو عمى المعاملات   

لنا تمك  تفرز  
 ،(       تقابلغير معنونو )معاملاتو ( و          تقابلالمعاملات إلى معاملات معنوية )

ونية القان المعاملات المعنوية وعمى الازدواجوعندىا فإن التحميل الرياضي والإحصائي يقتصر عمى 
الأولى في جدول الاختيار ويكون المعامل الأول ىو أىم  المعنوية ىي المقابمة ليا . وتكون المعاملات

ن قيمة المعامل الأالثاني ثم الثالث )إن وجد ..الخ(المعاملات ثم يميو المعامل  ول تعبر عن مصداقية . وا 
 .ذلك الارتباط

المعرفين     المصاحبين لمتركبين     في الشعاعين       لحساب الأمثال الخلاصة:   -6
 يمكننا أن نتبع إحدى الطرق الحسابية التالية:(7) و (6)بالعلاقتين 
أقل أو يساوي  X)أي عندما يكون عدد المتحولات في     وىي تطبق عندما يكون : الطريقة الأولى

  وتيدف إلى حساب الشعاع . وذلك لاختصار الحسابات المعقدة اللازمة لذلك(. Yعدد المتحولات في 
 وتتمخص بما يمي: bحساب الشعاع أولا ثم 

  نقوم بحساب القيم الذاتية  -1
 من المعادلة الذاتية:  

   
          

                                                    (  ) 
 المعادلة الذاتية: وذلك باستخدام محدد

[      ]                  |      |                               (  ) 
   :ومنيا نحصل عمى القيم الذاتية

    
    

     
 ρوعمى المعاملات ،     

   ρو   
  المقابل لمقيمة الأولى   نقوم بحساب عناصر الشعاع الأول  -2

وذلك بتعويض  (83 من المعادلة   
  قيمة 

 ثم تعديميا لتحقيق الشرط المفروض عمييا وىو:    فييا وحساب عناصر الشعاع   
    ( )                                                              (  ) 

 وذلك بتطبيق العلاقة:  من عناصر الشعاع  bنقوم بحساب عناصر الشعاع الأول  -3

   
       

 
                                                                             (  ) 

( )    المفروض عمييا وىو   26 ثم نقوم بتعديميا لتحقيق الشرط               
 فنحصل عمى تركيبين محددين ليما ىي:  6    7 في التركيبين       عناصر الشعاعين نعوض  -4

 ̃    
      

       
   

 ̃    
      

       
   

                                                (  ) 

ثم نرسم شكمو البياني ونحسب معامل الارتباط القانوني  ( ̃    ̃ )نقوم بحساب القيم النظرية لمزوج  -5
 لتحديد إشارتو .  ρالأول 

 لاحقاً( . نقوم بإجراء جميع الحسابات اللازمة لتحميل الكفاءة ) كما سنرى -6
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أقل أو يساوي  Y)أي عندما يكون عدد المتحولات في  p   ق عندما يكون : وىي تطبالطريقة الثانية
 وذلك لاختصار الحسابات اللازمة لذلك ( . Xعدد المتحولات في 

 وتتمخص بما يمي:  أولًا ثم  bوتيدف إلى حساب الشعاع 
  نقوم بحساب القيم الذاتية  -1

 من المعادلة الذاتية :  
   

          
                                                    (  ) 

 المعادلة الذاتية: وذلك باستخدام محدد
[     ]                         |     |                              (  ) 

 ρوعمى المعاملات    فنحصل عمى الجذور 
   ρو   

  المقابل لمقيمة الأولى  bنقوم بحساب عناصر الشعاع الأول  -2
وذلك بتعويض  ،(88 من المعادلة   

  
 ثم تعديمو حتى يحقق الشرط المفروض عميو :   فييا وحساب عناصر الشعاع الأول   

   ( )                                                    (  ) 
 من العلاقة :   بعد حساب    نقوم بحساب الشعاع الأول  -3

   
   

      

 
                                                               (  ) 

( )    وىو   25 ثم نقوم بتعديمو ليحقق الشرط     فنحصل عمى الشعاع             
فنحصل عمى نفس التركيبين المحددين   6     7 في التركيبين     و  نعوض عناصر الشعاعين  -4

 في الطريقة الأولى أو عمى تركيبين متناسبين معيما وىما:
 ̃    

      
       

   

 ̃    
      

       
   

                                                (  ) 

ثم نرسم شكمو البياني ونحسب معامل الارتباط القانوني  ( ̃    ̃ )نقوم بحساب القيم النظرية لمزوج  -5
 لتحديد إشارتو .  ρالأول 

 تقوم بإجراء جميع الحسابات اللاحقة . -6
 

 كما يمي: p = q: وىي تطبق إذا كان الطريقة الثالثة
  نقوم بحساب القيم الذاتية  -1

 : المحددمن مفكوك   
|   

          
           |                                          (  ) 

 

 ثم نقوم بترتيبيا تنازلياً كما يمي: -2
  
    

    
     

                                                         (  ) 
 

 ρمعاملات التحديد  وىي عبارة عن
  ρ 

  ρ 
   ρ 

 ،المتنازلة (     )المقابمة للأزواج     

  √   ρ معاملات الارتباط القانونية  ثم نحسب
 بين ويتم تحديد إشارتيا حسب طبيعة العلاقة  

 .     و   
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  بعد حساب القيم الذاتية  -3
  المقابمة عمى التوالي لكل قيمة ذاتية     نقوم بحساب الأشعة الذاتية   

  
 من المعادلتين الذاتيتين عمى الترتيب 

 (  )   لمشعاع                                                        
   

          
 (  )   لمشعاع                                            

المفروضين عمييما وبذلك نحصل عمى الشعاعين  (26( و)25)ثم نقوم بتعديميما ليحققان الشرطين 
  المقابمين لكل قيمة ذاتية        

 وبالتالي نحصل عمى التركيبات الخطية  ، 
      

       
        

                                     (  ) 
 

      
       

        
                                     (  ) 

ونرسم شكمو البياني ونحسب معامل الارتباط القانوني  ( ̃   ̃ ) للأزواجنقوم بحساب القيم النظرية  -4
 لتحديد إشارتو .  ρلو 

 ثم تقوم بإجراء جميع الحسابات اللاحقة . -5

 (:sholeskyكي : وتحويل )شوليسالطريقة الرابعة
 أي (34     62 من خلال استخدام المعادلتين     مما سبق لقد لاحظنا أنو يمكننا حساب الشعاعين 

 من خلال المعادلتين التاليتين :
[       

            ]                                                  (  ) 
 

[       
            ]                                               (   ) 

ا يضخم حجم وىذا م ،يتطمب الكثير من الحسابات المعقدة والمتكررة ىاتين المعادلتينولكن تطبيق 
الأخطاء خلال الحسابات ويجعميا تتجاوز مستويات الدقة المطموبة، ويؤثر عمى دقة النتائج في تقدير 

ىاتين المعادلتين بالطرق  قبل أن نبدأ بحلل في تناظر المصفوفة الذاتية. لذلك ، كما يخ ,bالشعاعين 
 المعروفة .

لة القيمة الشاذة العامة. وذلك باستخدام تحويل سنقوم بتحويل مسألة القيم الذاتية العامة إلى مسأ
 كما يمي:    و     ( لممصفوفتين المتناظرتين sholesky )شوليسكي 

( يمكن أن يطبق عمى المصفوفات المتناظرة والمحددة إيجابياً، مثل sholesky إن تحويل )شوليسكي 
 & Golub)ويكون مستقراً جداً من الناحية العددية     و     مصفوفات التباين المشترك 

vonloan 1996)،  تين كما إلى جداء مصفوفتين مثمث    و     وىو يقتضى أن نفرع المصفوفتين
 يمي:

      
                                                     (   ) 

      
                                                     (   ) 

  فتكون      ية العميا لممصفوفة ثىي المصفوفة المثم   حيث أن 
 السفمى .  

  فتكون     ية العميا لممصفوفة ثىي المصفوفة المثم   وأن 
 السفمى .  
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 وأن كل منيما ذات عناصر قطرية موجبة
     أي أن:    ىي مقموب  Kوالآن نفترض أن 

    
     أي أن:    ىي مقموب  Lكما نفترض أن 

    
 وعندىا نجد أن:

   
     

  (  
  )                                                         (   ) 

 

   
     

  (  
  )

 
                                                        (   ) 

   والآن لنأخذ 
 فنجد أن:  111 ونعوضيا في المعادلة    

[                  
    ]                                           

 

*(      )
 
 (      )      

   +                             (   ) 
ذا رمزنا بـــ   فإننا نحصل عمى معادلة من الشكل التالي :     و         وا 

(     ρ     )                                                         (   ) 
الجدائين  اببحسي أ B , Aوالتي يمكن حميا بدقة عالية بطريقة القيمة الشاذة العامة لفرعي المصفوفتين 

  (colub & vanloan 1996+ weenink 1999)     و      المصفوفتين 
    في المصفوفة    من جداء مصفوفة من فرعي تشوليسكي   95 وىكذا سنحصل عمى المعادلة 

  يتين ثوكذلك من جداء المصفوفتين المثم
 .   في   

ن  ، 99     111 وىذا يسمح لنا في تقدير أفضل لمقيم الذاتية مما كان تقديرىا من المعادلتين  وا 
 . ρساوي معاملات الارتباط القانوني ت  115 الجذور التربيعية لمقيم الذاتية المحسوبة من المعادلة 

 لنحصل عمى الارتباط القانوني الأمثل . bتوليف العمود  يتم تعطينا كيفف bأما الأشعة الذاتية 
 يمكن أن نحصل منيا عمى المعادلة التالية:  99 وكذلك الأمر بالنسبة لممعادلة 

*(     )
 
 (    )      

   +                                       (   ) 
 أيضاً عمى الشكل : ياوتكتب  96 وىي تتمتع بنفس الخواص لممعادلة 

[     ρ     ]                                                            (   ) 
    , bيمكننا حساب الأشعة الذاتية   117     115 ومن المعادلتين 
 Yولممتحولات  X: وىي تعتمد عمى مصفوفتي البيانات الأولية المركزية لممتحولات الطريقة الخامسة

 عمى الترتيب:       والتي نرمز ليما بــــ 
 ( ̅     )                             ( ̅     )     حيث أن: 

 بدأ بتفريع ىاتين المصفوفتين بطريقة تفريعات القيمة الشاذة كما يمي :نو 
           

                                                           (   ) 
 

           
                                                           (   ) 

 فيي مصفوفة قطرية .   ة سفمى أما مصفوفة مثمثي   عميا و ية ثمصفوفة مثم   حيث أن 
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 التفريعتين لحساب مصفوفات التباينات المشتركة كما يمي: ىاتينونستخدم 
      

     (     
    

 )          
       

    
               (   ) 

 

      
     (     

    
 )          

       
    

                (   ) 
 

      
     (     

    
 )          

       
    

          
    (   ) 

 أن: حيثبالاستفادة من خاصة التعامد ذلك و 
  

                        
       

  
                      

       
                                              (   ) 

 نجد أن:وىكذا 
   

        
     

       و     
        

     
                            (   ) 

 

 عمى أن:  111 نحصل من   99     111 وبتعويض ذلك في المعادلتين 
 

[        
       

          
  ρ          

 ]       (   ) 
 
 

  من اليسار بالمصفوفة  (116 وبعد ضرب العلاقة 
    

 نحصل عمى :  
 

[  
       

          
  ρ       

 ]                       (   ) 
 والتي يمكن إعادة كتابتيا كما يمي:

*(  
    )

 
 (  

    )  ρ  +      
                         (   ) 

 وىي معادلة من الشكل :
[     ρ  ]                                                                          (   ) 

. حيث نقوم بتعويض فرع  Aوالتي يمكن حميا بسيولة بواسطة تعويض فرع القيمة الشاذة لممصفوفة 
  )القيمة الشاذة 

 نتوصل بعد الإصلاحات إلى أن:و  (118 في المعادلة  (           
(   ρ  )        

                                                         (   ) 
ن القيم الذاتية أما الأشعة الذاتية ليا فنحصل عمييا من أعمدة المصفوفة    ( تساوي 121لممعادلة ) وا 
  

    
      

 ( عمى أن:99وبطريقة مشابية نحصل من المعادلة )
(   ρ  )        

                                                            (   ) 
 أما الأشعة الذاتية ليا فنحصل عمييا من أعمدة المصفوفة   وسيكون ليا نفس القيم الذاتية 

   
    

لمحصول عمى القيم الذاتية. ولم  وبذلك نكون قد توصمنا إلى عدد الجداءات الضرورية .    
( بل يكتفي بفرعين لمقيمة الشاذة ومصفوفة الجداء 99المذكورة في العلاقة ) عد بحاجة لحساب الجداءاتن

(  
ن الجداء الأخير ىو مستقر جداً  ،(     وذلك لأن الأعمدة في كمتا المصفوفتين متعامدة فيما  ،وا 

 [ .David weenink 2003.p.83]  بينيا
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 الارتباط القانوني المعياري:-7
خاصة من الارتباط القانوني العام، ويتم استخدامو لمتخمص من المشكلات الحسابية التي تنجم  وىو حالة

وىو يطبق عمى المتحولات  ،Yولممتحولات التابعة  Xعن واحدات القياس المختمفة لممتحولات المستقمة 
 . X , Yالمعيارية المستخمصة من المتحولات الأصمية )الخام( في كمتا المجموعتين 

 إلى متحولات معيارية وفق العلاقة : Xك نقوم بتحويل متحولات المجموعة لذل

    
    ̅ 

   
                         (          )          (   ) 

 فيكون لدينا حكماً إن المتوسط والتباين يساويان:
 ̅                                (   )                             (   ) 

 إلى متحولات معيارية وفق العلاقة:  Yبتحويل متحولات المجموعة  كما نقوم

    
    ̅ 

   
                    (          )         (   ) 

 ويكون لدينا حكماً أن المتوسط والتباين يساويان:
 ̅                                (   )                             (   ) 

 مجموعتين من المتحولات المعيارية ىما:وبذلك نحصل عمى 
                          

                          
                              (   ) 

 ،Y, Xإن التعامل مع ىذه المتحولات المعيارية يعتبر أكثر سيولة وأفضل دقة من المتحولات الأصمية 
بتطبيق إجراءات الارتباط القانوني عمى متحولات ىاتين المجموعتين ثم نرجع إلى  لذلك سنقوم فيمايمي
 ونستخمص منيا النتائج الممكنة . Y , Xالمتحولات الأصمية 

نشكل تركيبين خطيين ليذه المتحولات  Y , Xوبطريقة مشابية لما فعمناه مع المتحولات الأصمية 
 كما يمي:       المعيارية 

                               ̀                          (   ) 
 

                                                           (   ) 
 

ولكن ،  qىو Yوعدد متحولات  pىو Xوأن عدد متحولات  ،مجيولانعدديان شعاعان   و  eحيث أن 
لايتأثر بواحدات القياس   6     7 المعرفين في العلاقتين  (U , V)لممركبين  ρبما أن معامل الارتباط 

وبمركز المحاور فإنو لا يتأثر بيذه التحويلات المعيارية ويبقى مساوياً لنفسو ومساوياً لمعامل الارتباط 
وفق  (        )وبناءً عميو يمكننا حساب قيمتو من المركبين  ،(        ) القانوني الجديد لممركبين

 لتالية:العلاقة ا

ρ(       )  
   (       )

√   (   )  √   (   )

                                        (   ) 
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 وبنفس الأسموب يمكننا البرىان عمى أن:
   (   )     (     )         (  )                               (   ) 

ن كل عنصر فييا    المشتركة لممجموعة  والتبايناتىي مصفوفة التباينات  (  )   حيث أن  وا 
 ويساوي:   يساوي التباين المشترك لمتحولين من 

   (        )   [(     )(     )]                         
 

                                      *(
    ̅ 

   
)(

    ̅ 

   
)+       

      (   ) 
 

 الأصميين ىو عبارة عن معامل الارتباط بين المتحولين (  )    أي أن كل عنصر في المصفوفة
ماىي إلا مصفوفة معاملات الارتباط الزوجية  (  )    أي أن المصفوفة ،المقابمين لو       
 X إن عممية تحويل المتحولاتلأنو في الحقيقة  ،    رمزنا ليا بــــ والتيالأصمية  X المجموعة لمتحولات
 مصفوفات التباينات والتباينات المشتركةيؤدي إلى تحويل       إلى متحولات معيارية   Y والمتحولات

 :عمى الترتيب                    المصفوفات الارتباطية إلى                   
 تأخذ الشكل التالي: (131)وبناءً عمى ذلك نجد أن العلاقة 

   (   )                                                        (   ) 
 وبطريقة مشابية نجد أن:

   (   )                                                       (   ) 
 كما يمكننا أن نجد أن:

   (        )                                       (   ) 
 

يصبح  ρل الارتباط القانوني منجد أن معا  129  في العلاقة  132    133    134 وبتعويض 
 في ىذه الحالة مساوياً لما يمي:

ρ(       )  
        

√         √        
                              (   ) 

 

عمينا الآن أن نقوم   ρالمقابل لــ  (         )وحتى نحصل عمى التركيب الأول أو الزوج الأول 
أكبر ما يمكن وحتى  (       )  المعامل بحيث نجعل قيمة ، f    بحساب عناصر الشعاعين 

   26 ا الشرطين المشابيين لمشرطين منضع عمييبشكل محدد      نستطيع حساب عناصر الشعاعين 

 كما يمي:  25 
   (    )                                                          (   ) 

 

   (    )                                                          (   ) 
 

 تأخذ الشكل التالي:  135 وبذلك نجد أن العلاقة 
ρ(         )                                              (   ) 
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  136    137 نشكل منيا مع الشرطين   138 في العلاقة  ρولمحصول عمى أكبر قيمة لممعامل 
 تابع لاغرانج كما يمي:

           
  

 
(          )  

  

 
(          )      (   ) 

 

 .يسميان بمضروبي لاغرانج ىما عددان وسيطان         حيث : 
 ونضع ىذين المشتقين مساويين لمصفر )لمحصول عمى القيمة fثم بالنسبة لـــــــ   بالنسبة  Lنشتق التابع 
 :(*)( فنجد أن Lالعظمى لــــ 

  

  
                                                  (   ) 

 

  

  
                                                    (   ) 

 ى المعادلتين:فنحصل عم   والثانية بــــ    نضرب الأولى بـــــ 
                

                                    (   ) 
 

               
                                    (   ) 

 ثم نطرح الثانية من الأولى فنحصل عمى أن:
            

                    
                    (   ) 

 أن:  136    137     138 وبما أنو لدينا من 
                            و                      

 عمى أن:  144 فإننا نحصل من 
                                                                          (   )  

ونفترض أن  ،(141( و )141العلاقتين ) فيالموحدة   لذلك نعوض قيمة  ،       أي أن 
   المصفوفة المقموبة 

   من اليسار بـــــــ   141 العلاقة موجودة ثم نضرب    
 فنحصل عمى :   

   
              

                                          (   ) 
 العلاقة: من eبدلالة الشعاع   ومنيا نحصل عمى الشعاع 

  
   

      

 
                                                          (   ) 

 نحصل عمى أن:  141  ىالأول العلاقةفي  fوبتعويض قيمة 

    
   

      

 
                                                    

 وبإصلاحيا نحصل عمى أن:
       

                                                   (   ) 
                                  

 إن الاشتقاق تم حسب قواعد اشتقاق المصفوفات وىي:    (*)
  ̀ 

  
                      

 ( ̀  )
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   وبفرض أن المصفوفة المقموبة 
   من اليسار بالمصفوفة  (148 موجودة. نضرب    

فنحصل عمى    
 أن:

   
          

                                           (   ) 
 : ىإل رمزت التي Rلمقيم الذاتية لممصفوفة  النموذجيةوىي المعادلة 

        
          

                                              (   ) 

 كما يمي: (149 نكتب أخيراً و 
[     ]                                                                     (   ) 

 

مصفوفة شاذة،  [     ]نفترض أن المصفوفة     وحتى نتجنب الحصول عمى الحل التافو وىو 
 يجب أن يساوي الصفر . أي أن :محددىا وىذا يعني أن قيمة 

 

|     |                                                                     (   ) 
بالنسبة  pفإن مفكوكو سيعطينا كثير حدود من المرتبة  p*pمن المرتبة   152  المحددوبما أن 
 :من الشكل    لممقادير 

(  )    ( 
 )      ( 

 )                               (   ) 
 

تسمى بالجذور الكامنة  ،لياجذراً  pفنحصل عمى  (  )نقوم بإيجاد جذور ىذه المعادلة بالنسبة لــــــ 
ثم نقوم بترتيب ىذه الجذور تنازلياً  ،Rلممصفوفة  (eigenvalue)أو تسمى بالقيم الذاتية  Rلممصفوفة 
 كمايمي:

  
    

    
       

                                                        (   ) 
 

 المرتبة تنازلياً : (        )وىي تقابل مربعات معاملات الارتباط القانونية بين الأزواج 
ρ 

  ρ 
  ρ 

    ρ 
                                                        (   ) 

  نأخذ الجذر الأول      المصاحب لمتركيب   اع الذاتي المعياري الأول وحتى نحصل عمى الشع
  

ثم نجري الحسابات اللازمة فنحصل عمى جممة من المعادلات غير   151 ونقوم بتعويضو في المعادلة 
وحتى نستطيع الاستفادة منيا في حساب عناصر الشعاع  ، المستقمة تعطينا لا نياية من الحمول لــــ 

 في المعادلة   نضيف إلييا معادلة الشرط المفروض عمى   المقابل لمقيمة الذاتية   الذاتي الأول 
يعطينا العناصر ىو و  eثم نقوم بحل جممة المعادلات الجديدة فنحصل عمى حل وحيد لــ   136 

  )  الأساسية لذلك الشعاع 
   

   
ويمكننا اتباع طريقة أخرى وىي تتمخص بأن نأخذ أي حل .  (    

المفروض عميو   136 ثم نجعمو يخضع لمشرط  kونضربو بمقدار ثابت   151 لمجممة في  eمقبول 
 فنحصل عمى أن :

 

   (   )                                                     (   ) 
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وبالتالي نحصل عمى عناصر   136 يخضع لمشرط   التي تجعل الشعاع    ومنيا نحصل عمى قيمة 
  ولتكن :    الشعاع 

      
     

       
نستخدم العلاقة   ولمحصول عمى عناصر الشعاع الأول  ، 

 فنجد أن:  156 

   [

  
 

  
 

 
  
 

]  
   

      

 
 [

  
 

  
 

 
  
 

]                                           (   ) 

 

 التالي: (137)حتى تحقق الشرط المفروض عمييا وىو الشرط    ثم نعمل عمى تعديل عناصر 
   (   )                                                               (   ) 

  127     128 في التركيبين الخطيين المعرفين في        وبعد ذلك نقوم بتعويض الشعاعين 
 فنحصل عمى أن: 

 ̃       
        

        
          

               (   ) 
 

 ̃       
        

        
          

               (   ) 
 

( وذلك  Rawثم نقوم بتحويل ىذين التركيبين من المتحولات المعيارية إلى المتحولات الأصمية )الخام 
 فنحصل عمى أن:  122     124 بما تساويو من العلاقتين  Zباستبدال كل 

 ̃      
 (

    ̅ 

   
)     

 (
    ̅ 

   
)      

 (
    ̅ 

   
)                 (   ) 

 

 ̃      
 (

    ̅ 

   
)     

 (
    ̅ 

   
)      

 (
    ̅ 

   
)                 (   ) 

 

 وبإجراء بعض الإصلاحات نجد أن:

 ̃    
  
 

   
   

  
 

   
    

  
 

   
   *

  
 

   
 ̅  

  
 

   
 ̅   

  
 

   
 ̅ +  (   ) 

 

 ̃    
  
 

   
   

  
 

   
    

  
 

   
   *

  
 

   
 ̅  

  
 

   
 ̅   

  
 

   
 ̅ +  (   ) 

 

̅ ىو  (164( و)163) ما ضمن القوسين من أن وبفرض  .ضع الناتج فييانعمى الترتيب و  ̅   
 كما يمي:

 ̃   ̃     ̅   
  
 

   
   

  
 

   
    

  
 

   
                                     (   ) 

 

 ̃   ̃     ̅  
  
 

   
   

  
 

   
    

  
 

   
                                   (   ) 
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    166 من خلال أمثال التركيبين المعياريين   6     7 صمنا عمى أمثال التركيبين و وىكذا نكون قد 

 ومن المقارنة بينيما نجد أن: ، 165 

  
  

  
 

   
                 

  
  
 

   
          

  
 

   
                                  (   ) 

 

  
  

  
 

   
                 

  
  
 

   
        

  
  
 

   
                                  (   ) 

 

من عناصر الشعاعين       نقول أنو يمكننا الحصول عمى عناصر الشعاعين الخام  وبعبارة أخرى
 بتقسيميا عمى الانحرافات المعيارية لممتحولات المصاحبة ليا:        المعيارين 

 كما يمكن كتابة ذلك عمى شكل مصفوفي كما يمي:

   [

  
 

  
 

 
  

 

]  (  
    

      
 )

[
 
 
 
 
 
 

 

   
  

 
 

   
 

  
 

   ]
 
 
 
 
 
 

 (  )     

 
 
       (   ) 

 

   [

  
 

  
 

 
  

 

]  (  
    

      
 )

[
 
 
 
 
 
 

 

   
  

 
 

   
 

  
 

   ]
 
 
 
 
 
 

 (  )     

 
 
       (   ) 

 

    الشعاع ثم حسابأولًا    الموضوع بطريقة أخرى وحساب الشعاع  ىذا يمكن معالجة : كانملاحظة
 وذلك باستخدام المعادلتين:

   
          

                                   (   ) 
 

  
   

      

 
                                                       (   ) 

 وذلك بالإضافة لمشرطين
                                                                               (   ) 

 

                                                                               (   ) 
 

 .      ويتم تطبيق ىذه الحالة عندما تكون 
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  Canonical loadingsحساب التحميلات القانونية -8
 Xمعاملات الارتباط الثنائية بين متحولات المجموعة جممة إن المقصود بالتحميلات القانونية ىو 

 ومركباتيا Yومعاملات الارتباط الثنائية بين متحولات المجموعة  ،Uالقانونية الخاصة بيا  المركباتو 
تحميلات ت الييكمية المباشرة . وتشمل ىذه الىذه المعاملات بالمعاملاسمي تو  .Vالقانونية الخاصة بيا 

القانونية  والمركبات Xنوع آخر من المعاملات ىو معاملات الارتباط الثنائية بين متحولات المجموعة 
 والمركبات Yومعاملات الارتباط الثنائية بين متحولات المجموعة  ،Vالمقابمة ليا في الطرف الاخر 

)إلى وتسمى ىذه المعاملات بالمعاملات الييكمية العابرة  ،Uالقانونية المقابمة ليا في الطرف الآخر 
 كما يمي:، pيساوي  (    )كل منيا بفرض أن عدد الأزواج المركبة  الطرف الآخر( وسنعالج

 :التحميلات القانونية المباشرة: وىو مؤلفة من نوعين ىما - أ

 القانونية الخاصة بيا المركباتعمى  X لمجموعةمتحولات اكل من تحميلات  -1- أ
بين  الزوجيةوىي عبارة عن جممة من الأشعة تعبر عن معاملات الارتباط  ،             
              مع كل من المركبات القانونية               كل من المتحولات 

 الخاصة بيا. وتعطى عمى شكل جدول منظم كما يمي:

 : Uعمى  Xتحميلات   7 :جدول 
 

              
 U المركبات

 X المتحولات

                     
                     
                     
            
                     

 

مع كل مركب  Xبين كل متحول من ويتم حساب ىذه المعاملات حاسوبياً من خلال معادلة )بيرسون( 
من              ولكن عممية الحساب تتم بعد حساب القيم النظرية )التنبؤية( لممركبات  .Uمن 

المعطية في  Xبالاعتماد عمى القيم الفعمية لممتحولات ذلك و  ،النماذج الخطية التي تم استخراجيا ليا
 ( 1جدول شبيو بالجدول )

في الشعاع     جداء المصفوفة الارتباطية من    في كل شعاع عمود    كما يمكن حساب المعاملات 
 . ونكتب ذلك كما يمي:   المتعمق بالمركب الموافق لو  eالمعياري 

[
 
 
 
 
   

   

   

 
   ]

 
 
 
 

    

[
 
 
 
 
   

   

   

 
   ]

 
 
 
 

                                                    (   ) 
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 )مثلًا( كما في الشكل التالي :   عمى المركب القانوني الأول  Xويمكن تمثيل تحميلات المتحولات 

……..

        (2)              X                

 
 ...الخ .   ثم عمى    عمى  Xوكذلك يمكن أن نحصل عمى أشكال مشابية لتحميلات 

ن ىذه التحميلات تعبر عن شدة أو قوة العلاقة بين كل من المتحولات  مع كل من المركبات القانونية  Xوا 
 . Uالخاصة بيا 

              القانونية الخاصة بيا  مركباتياعمى  Yمتحولات المجموعة  كل من تحميلات -2- أ

مع كل من             بين كل من المتحولات  الزوجيةوىي عبارة عن معاملات الارتباط 
  وتعطى عمى شكل جدول منظم كما يمي:            المركبات القانونية الخاصة بيا 

  V عمى المركبات Y المتحولات تحميلات(: 6) جدول

              
 Vالمركبات 

 Yالمتحولات 

   
       

     
     

     
   
       

     
     

     
   
       

     
     

     
            
   
       

     
     

     
من             ويتم حساب ىذه المعاملات حاسوبياً بعد إيجاد القيم النظرية لممركبات القانونية 

المعطية في  Yوذلك بالاعتماد عمى القيم الفعمية لممتحولات  ،النماذج الخطية التي تم استخراجيا ليا
 .  1 جدول شبيو بالجدول 

    كما يمكن حساب المعاملات
في الشعاع     عمود من جداء المصفوفة الارتباطية    في كل شعاع  

 ونكتب ذلك كما يمي:   المتعمق بالمركب الموافق   المعياري 



 ~   ~  
 

[
 
 
 
 
 
   
 

   
 

   
 

 
   
 

]
 
 
 
 
 

    

[
 
 
 
 
  
  
  
 
  ]

 
 
 
 

                                                    (   ) 

 )مثلًا( كما في الشكل التالي:   عمى المركب القانوني الأول  Yويمكن تمثيل تحميلات المتحولات 

……..

        (3)                                  

 
ن ىذه التحميلات تعبر عن شدة أو قوة العلاقة بين كل من الو  مع كل من المركبات  Yتحولات ما 

 . Vالقانونية الخاصة بيا 
  Cross canonical loadings: التحميلات القانونية العابرة - ب

 وىي أيضاً تتألف من نوعين ىما:
  في الطرف الآخر . Vالقانونية المقابمة ليا  المركباتعمى  Xتحميلات متحولات المجموعة   -1- ب

مع كل من                بين كل من المتحولات  الزوجيةوىي عبارة عن معاملات الارتباط 
وتعطى عمى شكل جدول ،            وىي  في الطرف الآخر المركبات القانونية المقابمة ليا

 كما يمي:منظم 
 :في الطرف الآخر  المقابمة ليا V العابرة عمى المركبات X تحميلات: (8) جدول

              
 Vالمركبات 

 Xالمتحولات 
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 ويمكن حساب ىذه المعاملات من جراء ضرب معاملات التحميلات المباشرة عمى المركبات 

وىي تعبر عن حجم تأثير كل من  ،(     )المقابل لمزوج   ρفي معامل الارتباط القانوني    
عبر عن حجم تأثير كل من المتحولات وبالعكس ت ،Xعمى المتحولات المستقمة    المركبات القانونية 

X  ونحسب من العلاقة:   عمى المركبات القانونية المقابمة ليا ،   
         

(   عمى أحد المركبات القانونية المقابمة ليا )وليكن  Xالتحميلات العابرة لممجموعة  كما يمكن تمثيل
 كما يمي:

……..

      (4)  :                      X             (   )
 

 .في الطرف الآخر Uالقانونية المقابمة ليا  المركباتعمى  Yتحميلات متحولات المجموعة  -2- ب

مع كل من             بين كل من المتحولات  الزوجيةوىي أيضاً عبارة عن معاملات الارتباط 
 وتعطى عمى شكل جدول منظم كما يمي :              القانونية المقابمة ليا وىي  المركبات

 

 :في الطرف الآخر U المقابمة لياالعابرة عمى المركبات  Y تحميلات (9) جدول
 

              
 Uالمركبات 

 Yالمتحولات 
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في    التحميلات المباشرة عمى المركبات ويمكن حساب ىذه المعاملات من جراء ضرب معاملات 
   وىي تعبر عن حجم تأثير كل من المركبات، (     )المقابل لمزوج   ρ معامل الارتباط القانوني
لمركبات القانونية عمى ا Y، وبالعكس تعبر عن حجم تأثير كل من المتحولات Yعمى كل من المتحولات 

   المقابمة ليا، وتحسب من العلاقة:  
         

  

(    عمى أحد المركبات القانونية المقابمة ليا )وليكن  Yويمكن تمثيل التحميلات العابرة لممجموعة 
 يمي:كما

pY

……..

        (5)  :                      Y          (     )

 
 من التحميلات المباشرة : (     )تقييم النماذج القانونية -9

عمى حدة . ونستخدم    أو   ولكل مركب (     )يتم تقييم النماذج القانونية حسب الأزواج القانونية 
 الأىمية كمايمي: -التشاركية -لذلك مربعات التحميلات المباشرة لحساب عدة مؤشرات ىي: الكفاءة

   : ويتم حساب ىذه الكفاءة لكل مركب  Adequacy:  (     ) حساب كفاءة النموذج -أ 
 Xالمباشرة لممتحولات بأنيا متوسط مربعات التحميلات    عمى حدة، وتعرف كفاءة المركب    وأ

 العلاقة : من    كل عمود فيوتحسب  (  )   ونرمز ليا بــ    عمى

  (  )  
∑    

  
   

 
                                                         (   ) 

ونرمز ليا    عمى  Yحولات بأنيا متوسط مربعات التحميلات المباشرة لممت   كما تعرف كفاءة المركب 
 من العلاقة:    كل عمود فيوتحسب  (  )  بـــــ 

  (  )  
∑    

  
   

 
                                                         (   ) 

.   عمى  Xنربع معاملات الارتباط المباشرة لممتحولات    لحساب كفاءة المركبات القانونية فإنو وليذا 
 ( السابق ونضعيا في جدول منظم كالتالي:6الواردة في الجدول )وىي المعاملات 
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  U عمى X مربعات تحميلات:  (11) جدول
=  المجموع

 التشاركية
              

 Uالمركبات 
 Xالمتحولات 

∑    
 

 

   

    
       

     
     

     

∑    
 

 

   

    
       

     
     

     

∑    
 

 

   

    
       

     
     

     

              

∑    
 

 

   

    
       

     
     

     

P ∑   
 

 

   

   ∑   
 

 

   

 ∑   
 

 

   

 ∑   
 

 

   

 المجموع 

1 
∑   

 

 
   

∑   
 

 
 

∑   
 

 
 

∑   
 

 
 

المتوسط = 
   كفاءة 

خير وتساوي محسوبة وموجودة في السطر الأ   ومن دراسة ىذا الجدول نلاحظ أن كفاءة كل مركب 
 المعتمدة في الدراسة . Xمتوسط مربعات معاملات ارتباطو مع جميع المتحولات 

مساوياً لمواحد )إذا لم يتم الاستغناء عن    وفي الحالة العامة يكون مجموع كفاءات جميع المركبات 
ة التي يفسرىا بعضيا بسبب عدم معنوية الجذور الكامنة(. ويستفاد منيا في تحديد ومعرفة النسبة المئوي

تعني    . حيث أن كفاءة المركب Xتباين الكمي لممتحولات الأصمية في المجموعة لمن ا   المركب 
 . Xمجموعة المتحولات  تغيراتمن    النسبة التي يفسرىا 

وىي    عمى  Yنربع معاملات الارتباط المباشرة لممتحولات    ولحساب كفاءة المركبات القانونية 
 السابق ونضعيا في جدول منظم كالتالي: (7 واردة في الجدول المعاملات ال
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  V عمى Y مربعات تحميلات:  (11)جدول 
=  المجموع

 التشاركية
              

 Uالمركبات 
 Yالمتحولات 

∑  ̀  
 

 

   

  ̀  
     ̀  

   ̀  
   ̀  

     

∑  ̀  
 

 

   

    
     ̀  

   ̀  
   ̀  

     

              

∑  ̀  
 

 

   

    
     ̀  

   ̀  
   ̀  

     

q ∑ ̀  
 

 

   

   ∑ ̀  
 

 

   

 ∑ ̀  
 

 

   

 ∑ ̀  
 

 

   

 المجموع 

1 
∑    

  

 
   

∑    
  

 
 

∑    
  

 
 

∑    
  

   

 
 

المتوسط = 
   كفاءة 

محسوبة وموجودة في السطر الأخير وتساوي    وعند دراسة ىذا الجدول نلاحظ أن كفاءة كل مركب 
 . المعتمدة في الدراسة Yمتوسط مربعات معاملات ارتباطو مع جميع المتحولات 

الاستغناء يكن قد تم مساوياً لمواحد )إذا لم    جميع المركبات  الحالة العامة يكون مجموع كفاءاتوفي 
من تباين    ويستفاد من ىذه الكفاءة في تحديد النسبة المئوية التي يفسرىا المركب  ،عن بعضيا(

من    عني النسبة المئوية التي يفسرىا ت   حيث أن كفاءة المركب  . Yممجموعة لالمتحولات الأصمية 
 . Yمجموعة المتحولات  تغيرات

 :Y communilty والمتحولات X حساب تشاركيو المتحولات  -ب 

 عمى حدة . Yعمى حدة وكل متحول من  Xساب تشاركيو كل متحول من ويتم ح
مع جميع    بأنيا تساوي مجموع مربعات معاملات ارتباط المتحول المحدد    وتعرف تشاركية المتحول 

 وتحسب من العلاقة:  (  )    .ويرمز ليا بالرمز    المركبات 

   (  )  ∑    
 

 

   

                                                           (   ) 

ويبرىن عمى أنو إذا كان التحميل القانوني  ،السابق (11)وىي المقادير المحسوبة عمى يسار الجدول 
)ولم يتم الاستغناء عن بعضيا بسبب عدم معنوية الجذور( فإن تشاركية كل    يشمل جميع المركبات 
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 ،)مجموع العمود الأخير( pيساوي  Xمجموع تشاركيات المجموعة أن و  ،تساوي الواحد (  )متحول 
 )مثلًا( بيانياً كمايمي:   يمكن تمثيل تشاركية المتحول و 

……..……..

        (6) :              (      )            

 
المتحول الأصمي  تغيراتوفي              وىي تعبر عن نسبة مساىمة جميع المركبات القانونية

   في التحميل القانوني .لنا مفيداً    وكم ىو    المحدد 
مع جميع    بأنيا تساوي مجموع مربعات معاملات ارتباط المتحول    كما تعرف تشاركية المتحول 

 : وتحسب من العلاقة (  )    ويرمز ليا بالرمز    المركبات 

   (  )  ∑  ̀  
 

 

   

                                                           (   ) 

 السابق . (11)وىي المقادير المحسوبة عمى يسار الجدول 
عن بعضيا )ولم يتم الاستغناء    إذا كان التحميل القانوني يشمل جميع المركبات ويبرىن عمى أنو 

 تساوي الواحد .   بسبب عدم معنوية الجذور الكامنة( فإن تشاركية كل متحول 
 )مثلًا( بيانياً كما يمي :   تشاركية المتحول  ويمكن تمثيل

……..……..

        (7) :                           
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المتحول الأصمي  تغيراتفي            وىي تعبر عن نسبة مساىمة جميع المركبات القانونية 
 في التحميل القانوني .لنا مفيداً     . وكم ىو   المحدد 

 : (     ) حساب الأىمية النسبية لممتحولات في النموذج -ج 

الارتباط  معامل بأنيا نسبة مربع ،عمى حدة Yعمى حدة ولكل متحول  Xتعرف ىذه الأىمية لكل متحول 
 تحول. وتحسب من العلاقات التالية:ملذلك ال عمى إجمالي التشاركية   أو     بالمتحول الخاص

 (   )  
   
 

∑    
  

   

                      (             )                 (   ) 

 

 (   )  
 ̀  
 

∑    
   

   

                       (          )                (   ) 

 .  أو   كل من المركبات في تباين    أو    أو أىمية كل من  ستفاد منيا في تحديد نسبة مساىمةوي
 من التحميلات العابرة :  (      )تقيم النماذج القانونية  -11

ومنيا نحسب نفس  ،من التحميلات العابرة إليو من الطرف الآخر   أو   يتم التقيم ىنا لكل مركب 
 الأىمية العابرة كما يمي: -التشاركية العابرة -والكفاءة العابرة :المؤشرات السابقة

 : Redundancy (      )حساب الكفاءة العابرة لمنموذج  -أ 

بأنيا متوسط    وتعرف الكفاءة العابرة لممركب  ،عمى حدة   أو   يتم حساب ىذه الكفاءة لكل مركب 
وتحسب من  (  )   نرمز ليا بالرمز و  ،  عمى المركب  Yمربعات التحميلات العابرة لممتحولات 

 العلاقة :

   (  )  
∑    

   
   

 
                                                                (   ) 

 ،  عمى  Xبأنيا متوسط مربعات التحميلات العابرة لممتحولات    كما تعرف الكفاءة العابرة لممركب 
 وتحسب من العلاقة : (  )   ونرمز ليا بالرمز 

   (  )  
∑    

    
   

 
                                                                (   ) 

ومن جية أخرى يمكن حساب الكفاءة العابرة  ،(11),( 11)جداول مشابية لمجدولين  حسابيا منويمكن 
في مربع معامل الارتباط    أو   مكفاءة المباشرة لــــ ل المتتاليمن خلال الجداء    أو   لممركبين 
 ρالقانوني 

 أي يمكن حسابيا من العلاقتين :،   
   (  )    (  )  ρ 

                                                   (   ) 
 

   (  )    (  )  ρ 
                                                   (   ) 

 

وتعرف بأنيا مجموع مربعات التحميلات العابرة لكل  :Yو  Xحساب التشاركية العابرة لممتحولات  -ب 
 متحول عمى المركبات المقابمة لو .
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 من العلاقة:           عمى المركبات المقابمة لو من الطرف الآخر     ويتم حسابيا لكل متحول 

    (  )  ∑    
  

 

   

                                              (   ) 

 من العلاقة :           عمى المركبات المقابمة لو من الطرف الاخر    ويتم حسابيا لكل متحول 

    (  )  ∑    
  

 

   

                                             (   ) 
 

  Yو  Xالعابرة لممتحولات  النسبيةحساب الأىمية  -ج 

الكمية لو  العابرة عمى التشاركية   أو   وىي تساوي نسبة مربع معامل الارتباط الخاص بالمتحول 
 وتحسب من العلاقتين:

  (  )  
   
  

∑    
   

   

                                                                (   ) 
            i: 1   2  3  ……… p 

 

  (  )  
   
   

∑    
    

   

                                                                (   ) 

            j: 1   2  3  ……… q 
 

التحميلاات المباشرة، ولكنيا أقل مؤشرات المذكورة في  التفسيراتوىي تتمتع بنفس المعاني وليا نفس 
 . أىمية منيا
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مع مجموعة من          لات المستقمة ادرس الارتباط القانوني لمجموعة من المتحو مثال:  -11
        عمماً بأن مصفوفات الارتباط بين متحولات كل مجموعة          المتحولات التابعة 

 :يمي ىي في الجدول المنظم كما Yمع المتحولات  Xبين المتحولات       و   وكذلك 
 

  Y , X(: مصفوفة معاملات الارتباط لممجموعتين 1جدول )
 المتحولات                  

121221- 123387- 122249 122438- 124136 1    
121754 121676- 121961 121819- 1 124136    
121872 121755 121312- 1 121819- 122438-    
121571 121133- 1 121312- 121961 122249    
121222 1 121133- 121755 121676- 123387-    

1 121222 121571- 121872 121754 121221-    
 

  الحل: نقوم اولًا بإيجاد القيم المميزة 
|     |من معادلة المحدد    ىي المصفوفة  Rحيث أن    
     

          
ثم نقوم بحساب الأشعة المعيارية المصاحبة لمركبين الخطيين  ،      

 المعرفين بالعلاقتين: Y, Xالمعياريين لممجموعة 
                                         

    ̅ 

   
            ( ) 

 

                                            
    ̅ 
   

            ( ) 
 

     لذلك نقوم بحساب الجداء المصفوفي التالي: 
          

 كما يمي:       
 

    [
              

              
               

]             
   [

                   
                   
                      

]  
 

    [
               

              
               

]           
   [

                       
                        

                          
] 
 

 فنجد أن: Aثم نقوم بحساب الجداء الأول ونرمز لو بـــ 
 

     
       *

                   

                   

                      

+  *
                    

                   

                   

+ 
 

 تساوي: Aنحصل عمى أن عد الحساب وب

     
       [

                             

                             

                             

]              ( ) 
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 فنجد أن: Bثم نقوم بحساب الجداء الثاني ونرمز لو بــــ 
     

       [
                       
                        

                          
]  [

                   
                    
                  

] 
 

 تساوي: Bوبعد الحساب نحصل عمى أن 

     
       [

                           
                             
                           

]             ( ) 
 

 وبعد ذلك نقوم بحساب الجداء الرباعي لممصفوفات الارتباطية فنجد أن:

     
          

           [
                           
                           

                            
]      ( ) 

 

 ولذلك نشكل المعادلة المميزة ليذه المسألة كمايمي: Rثم نقوم بحساب القيم الذاتية لممصفوفة النيائية 
[     ]                                                                           ( ) 

شاذة  [     ]نفترض أن المصفوفة  eليذه المعادلة بالنسبة لــ  غير الصفرية مقبولةولإيجاد حمول 
 . لذلك نضع المحدد التالي مساوياً لمصفر : فيكون محددىا معدوماً 

|     |  |

(           )                   

        (            )           

                   (            )

|       ( ) 

بحساب مفكوك ىذا المحدد حسب طريقة )سايروس( فنحصل عمى كثير حدود من الدرجة الثالثة ثم نقوم 
 : كما يمي   بالنسبة لـــ 

    |     |   (           )(            )(            ) 
    (         )(          )(         ) 
 (         )(        )(         ) 

         (         )(            )(         ) 
          (          )(         )(           ) 

               (            )(         )(        )    
 

      |     |                                          
                                       
                                      
                                     
                                                        

 

      |     |                           (  )           (  )
 
 (  )

 
        ( ) 

 

يجاد جذورىا نستخدم (  )معادلة من الدرجة الثالثة بالنسبة لموسيط وىي  خوارزمية معادلات  ولحميا وا 
 المرتبةالدرجة الثالثة المبرمجة في الحواسيب والآلات الحاسبة فنحصل عمى الجذور الثلاثة التالية )

 تنازلياً( :
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وىي التي تقابل  Rلممصفوفة  eigenvalUesالجذور تسمى الجذور الكامنة أو القيم الذاتية  وىذه
 واج الثلاثة الممكنة وىي:معاملات للارتباط القانوني للأز  ثلاثة
  √   ومعامل ارتباطو القانوني:  (     )الزوج الأول:  -

         

  √   ومعامل ارتباطو القانوني:  (     )الزوج الأول:  -
         

  √   ومعامل ارتباطو القانوني:  (     )الزوج الأول:  -
         

 وىنا نلاحظ أن الزوج الأول ىو أىم من الزوجين الآخرين لأنو يقابل معامل الارتباط القانوني الأكبر .
لمتحقق من فرضية العدم         و  ولاختبار معنوية ىذه المعاملات )أو القيم( نستخدم اختباري 

                تساوي الصفر:            إن معاملات الارتباط القانونية  التالية:
 ونحصل عمى الجدول التالي:    مقابل الطريقة البديمة : أحدىما غير معدوم : 

 نتيجة اختبار معنوية معاملات الارتباط القانونية : : 2 جدول 

 DF Chi-SQ Wilk's  د . ح Sig = p القرار
 الاختبار

 الجذور
                                 معنوي
                             معنوي

                        معنويغير 
 

. وبما        أقل من مستوى الدلالة  pمن خلال قراءة السطر الأول في ىذا الجدول نلاحظ أن قيمة 
    وما يميو(: لذلك نرفض    )   وحتى    من أن ىذا السطر يدرس معنوية المعاملات الثلاثة 

 ونستنتج أن بعض ىذه المعاملات معنوي. أي أن بعضيا يختمف عن الصفر .
. وبما أن ىذا        أيضاً أقل من مستوى الدلالة  pومن خلال قراءة السطر الثاني نلاحظ أن قيمة 

أن أحد ىذين  ونستنتج    وما يميو(. لذلك فإننا نرفض    )    و   السطر يدرس معنوية المعاممين 
 المعاممين يختمف عن الصفر )معنوي( .

. ولكن بما أن ىذا       أكبر من مستوى الدلالة  pومن خلال دراسة السطر الثالث نلاحظ أن قيمة 
لا تختمف جوىرياً عن الصفر . ونستنتج أن الارتباط    فقط، نستنتج أن قيمة    السطر يدرس معنوية 

ج الثالث غير معنوي . ويمكن الاستغناء عنو. ولكننا سنحتفظ بو حتى النياية لأغراض بين مركبي الزو 
 التحميل .

و  (     )ىما المعاملان المعنويان وأن الزوجين    و   ومما سبق نستنتج أن المعاممين 
لتقدير العلاقة بين متحولات المجموعتين ىما الزوجان المذان يعتمد عمييما في ىذه الدراسة  (     )

Y,X  أو بين مركباتيا القانونيةV, U . 
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 المقابمين لكل قيمة من القيم الذاتية   1   2 لمتركبين المعيارين  f, eوبعد ذلك ننتقل إلى حساب الأشعة 
  
  ثم     

  ثم     
 عمى التوالي:  6 وذلك من خلال المعادلة الذاتية   

  فعندما نأخذ القيمة الذاتية الأولى 
وبعد أن نطرح قيمة   6 نعوضيا في المعادلة و            

  
 نحصل عمى أن: Rمن عناصر القطر الرئيسي لـــ   

[     
 ]  [

                            
                            

                             
] [

  

  

  

]  [
 
 
 
]   ( ) 

 

ومنيا نحصل عمى ثلاث معادلات خطية متجانسة وغير مستقمة )لأن المصفوفة شاذة ومحددىا يساوي 
 الصفر( وىي:

                                     
                                      
                                      

                       (  ) 

وحتى نحصل عمى شعاع محدد منيا نستخدم  (e)نا لا نياية من الحمول المقبولة لمشعاع وىي تعطي
 مساوياً لمواحد أي أن:     وىو أن يكون تباين  (e)معادلة الشرط المفروض عمى ذلك الشعاع 

   (    )   ̀                                                                  (  ) 

 فنجد أنو يساوي:  11 نعالج الشرط 

(      )  [
              

              
               

]  [

  

  

  

]                            

 

(      )  [

            (         )

            (         )

          (         )    

]    
 

  
                                                 

                         
                                   

 يأخذ الشكل التالي :  11 وبعد الاصلاح نجد أن الشرط 
  

    
    

   (      )      (      )      (      )         (  ) 
 

 فنحصل عمى أن:   العنصر  من الأولى ونحسب  11  نعود الآن إلى المعادلات
                                                                (  ) 

 

 ثم نعوض ذلك في المعادلة الثانية )أو في الثالثة( فنحصل عمى أن:
                                                             (  ) 

 نحصل عمى أن:ومنيا 
                                                                               (  ) 

 نحصل عمى أن:  13 وبالتعويض في 
                                                                               (  ) 
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 فنحصل عمى أن:  12 ط في معادلة الشر    و    ثم نقوم بتعويض 
 

             
              

    
              

  

               
               

                              
 ومنيا نحصل عمى أن:

            
                                                       (  )  

  
  

 

         
                                         

 يساوي )نأخذ الاشارة الموجبة(   وأخيراً نجد أن العنصر 
    √                                                    (  ) 

 نحصل عمى أن: (16( و)15وبعد التعويض في )
            
            

                                                       (  ) 
 بعد التقريب نكتبوو      اري يالمصاحب لممركب القانوني المع (e)وىكذا نكون قد حصمنا عمى الشعاع 

 عمى الشكل التالي:

   [
      
      
     

]                                           (  ) 

 

 نطبق العلاقة:     المصاحب لممركب القانوني المعياري  ( f)ولحساب الشعاع 

   
   

      

  
    

 ومن الحسابات السابقة نجد أن:

   
 

√        
 [

                           
                             
                           

]  [
      
      
     

] 

 

   
 

        
[
        
       

         
]  [

      
      
     

]                                                         (  ) 

 

  (          )المصاحبين لمزوج الأول المعياري   و   وىكذا نكون قد حصمنا عمى الشعاعين 
 كتابة ىذين المركبين القانونيين المعياريين كما يمي: وبذلك يمكننا

               
         

         
                              (  ) 

 

              
         

         
                              (  ) 

 عمماً بأن معامل الارتباط القانوني لو يساوي: 

   √  
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 وبذلك يمكننا تمثيل العلاقة بين ىذه المتحولات والمركبات كمايمي:
 

      (1):                  

 
ثم رسم الشكل البياني ليما وتحديد إشارة معامل  (  ̃     ̃ )وكما يمكننا حساب القيم النظرية لكل من 

 الارتباط بينيما .
المصاحبين لمزوج الثاني  (f , e)ولمتابعة عمميات التحميل عمينا حساب الشعاعين المعياريين 

  وذلك بتعويض القيمة الذاتية الثانية  (          )
    في المعادلة الذاتية            

جراء الحسابات اللازمة لذلك عين المعيارين ثم عمينا حساب الشعا ،كما فعمنا في حالة الزوج الأول ،وا 
(f,e)  وذلك بتعويض القيمة الذاتية الثالثة  (          )المصاحبين لمزوج الثالث  

  

جراء الحسابات اللازمة لذلك .    في المعادلة الذاتية              وا 
لات وفي النياية نحصل عمى الأشعة المصاحبة للأزواج المعيارية الثلاثة والتي يطمق عمييا اسم المعام

 . standart canonical coefficientsالقانونية المعيارية 
 ويتم تصنيفيا حسب كل مجموعة في جدولين منفصمين كما يمي:

 (   الأشعة) X المعاملات القانونية المعيارية لممجموعة :    جدول

               
 المركبات

 المتحولات
12161- 12173 12937-      
12836 12699- 12184-      
12668- 12781- 1.192      

 (   الأشعة) Y المعاملات القانونية المعيارية لممجموعة :    جدول

               
 المركبات

 المتحولات
12797 12362 12511-      
12512 12316 12811      
12477 12881- 12111      
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نقوم بتقسيم كل عنصر  Yو  Xالمصاحبة لممتحولات الأصمية    و    ساب المعاملات القانونية حلو 
ولممتحول     عمى الانحراف المعياري لممتحول       المصاحب لممتحول    و   من عناصر الأشعة 

 المقابل لو عمى التوالي، أي إننا نطبق العلاقتين التاليتين:    
      الجدول لكل سطر من

   
  

   
 

   
                                                          (  ) 

      لكل سطر من الجدول

   
  

   
 

   
                                                          (  ) 

انونية الممكنة باتباع نفس الإجراءات المحددة في لجميع الأزواج الق   و    كما يمكننا حساب الأشعة 
جراء الحسابات المعقدة اللازمة لذلك .  القسم النظري العام . وا 

للأزواج الثلاثة المصاحبة لممتحولات الأصمية في  الخام وفي النياية نحصل عمى المعاملات القانونية
 كما يمي : Y,Xالمجموعتين 

   للأشعة  X (Raw) لممتحولات الأصميةالمعاملات القانونية  :    جدول

            
 المركبات

 المتحولات
12214- 12124 12311-     
12156 12131- 12116-    
12591- 12691 12182     

    للأشعة Y (Raw) لممتحولات الأصميةالمعاملات القانونية  :( ) جدول

            
 المركبات

 المتحولات
12739 12336 12463-     
12418 12251 12662     
12435 12813- 12111     

 كما يمي: Y, Xبدلالة المتحولات الأصمية   (       )بناءً عمى ىذه النتائج يمكننا كتابة الزوج الأول 
 

                                                             (  ) 
 

                                                              (  ) 
 

ن قيمة معامل الإرتباط القانوني بينيما تساوي نفس القيمة السابقة   وا 

  
  √  

  √                
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وذلك  ( ̃    ̃ )يمكننا حساب القيم النظرية )التنبؤية( لممركبين القانونين   27 و  26 ومن المعادلتين 
 ( ̃    ̃ )المعمومة من البيانات المتوفرة فنحصل عمى عمودين نظريين  Y, Xبتعويض قيم المتحولات 

 . Y, Xمقابمين لبيانات 
قيمة معامل الارتباط القانوني النظري بينيما ونحسب  ( ̃    ̃ )برسم شكل الانتشار لمزوج  ثم نقوم

  ونحدد إشارة 
 من تمك القيمة أو من شكل الانتشار .  

 كمايمي:  27 و  26 وأخيراً يمكننا التعميق عمى المعادلتين 
ذا ازداد  12311 بمقدار     بمقدار الواحد فإن ذلك سيؤدي لانخفاض    إنو إذا ازداد  - ، وا 

بمقدار الواحد فإن     إذا ازداد أما  ، 12116 ينخفض بمقدار     فإن  بمقدار الواحد    
 . (12182 بمقدار  سيزداد    

بمقدار     إذا ازداد لكن ، و (12463 بمقدار سينخفض     بمقدار الواحد فإن     إنو إذا ازداد  -
ذا ازداد و  ،(12662 بمقدار  سيزداد    الواحد فإن  بمقدار  سيزداد    بمقدار الواحد فإن     ا 
 فقط . (12111 

 عمى الشكل التالي :        كما يمكننا تمثيل العلاقة بين  -

      (2):                                        

 
 فنجد أنيما يكتبان كما يمي:  (       )و  (       )وبطريقة مشابية يمكننا معالجة الزوجين الآخرين 

                                                            (  ) 
 

                                                             (  ) 
ن قيمة معامل الارتباط القانوني بينيما تساوي:  وا 

  ) وىو معنوي(                           
  √  

  √                
 

  ولتحديد إشارة 
ليما وحساب معامل  الانتشارثم رسم شكل  ( ̃    ̃ )عمينا حساب القيم النظرية لــ   
 الارتباط بينيما .

 
 



 ~   ~  
 

 أما الزوج الثالث فيكتب كمايمي:
                                                          (  ) 

 

                                                             (  ) 
ن قيمة معامل الارتباط القانوني ليما تساوي:  وا 

  ) وىو غير معنوي(                           
  √  

  √                  
  ولتحديد إشارة 

ثم رسم شكل الانتشار ليما وحساب  ( ̃    ̃ )عمينا حساب القيم النظرية لــ   
معامل الارتباط بينيما ويمكننا متابعة تحميل كل زوج عمى حدة كما فعمنا مع الزوج الأول 

 ونترك ذلك لمقارئ . (       )
وحتى نتأكد من صحة الحسابات ومن دقة النماذج القانونية السابقة، عمينا أن نتأكد من تحقيق الشروط 

بأشكاليا المختمفة لذلك نقوم بحساب التباينات  (       )( المفروضة عمى المركبات 77( و)76)
مصفوفات  4ن ( السابق، الذي يتضم6المشتركة لجميع الحالات الممكنة فنحصل عمى جدول كالجدول )

    و    قطرية. ويتم حساب ىذه التباينات المشتركة المختمفة اعتماداً عمى القيم النظرية لممركبات 
 المحسوبة من النماذج القانونية المستخمصة .
 ( والتي نصيغ أحدىا كما يمي :22ويمكن حسابيا من علاقات مشابية لمعلاقة )

   (      )    
                                                  

             
 

 وبناء عمى ذلك تم حساب عناصر المصفوفة القطرية الأولى فكانت كما يمي:
 V و Uالتباينات المشتركة لـ  :(   ) جدول

 المركبات         
121111 121112              
121111           121116    

          121119 121145    
ن عناصر قطرىا 77وىي مصفوفة شبو قطرية تدل عمى تحقق الشروط ) ( في الحالات المدروسة وا 

 ( .76وذلك بسبب الشرط )         الرئيسي تساوي معاملات الارتباط القانوني 
 حساب التحميلات المباشرة لمتحولات كل مجموعة:

ىي عبارة عن معاملات الارتباط الزوجية بين تمك  : Xرة لمتحولات المجموعة التحميلات المباش -أ 
ولحساب ىذه المعاملات لابد من             والمركبات القانونية الخاصة بيا  Xالمتحولات 

وتنظيم جدول مناسب ليذه   26   28   31 حساب القيم النظرية لممركبات القانونية من العلاقات 
ثم القيام بحساب مصفوفة معاملات             ية مقابل القيم الفعمية لقيم المتحولات القيم النظر 
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فنحصل في النياية             مع المركبات القانونية  Xالارتباط الزوجي بين كل متحول من 
 . Uعمى  Xعمى جدول يسمى جدول تحميلات 

مع المركب             ولكن من جية أخرى يمكن حساب ىذه المعاملات الارتباطية لكل من 
كننا أن المقابل لو. أي أنو يم   في الشعاع      من خلال جداء المصفوفة  انفرادعمى     

 من تطبيق العلاقة :    مع نحصل عمى شعاع المعاملات

    [

    

    

    

]      [

   

   

   

] 

 

وتطبق ذلك عمى بيانات ىذا المثال نجد أن شعاع     و    وكذلك الأمر بالنسبة لممركبين 
 يساوي :            مع المتحولات     معاملات ارتباط 

 

    [

    

    

    

]  [
              

              
               

] [
      
      
     

]  [
       
       
      

] 
 

 : فتحسب من العلاقة            مع     أما شعاع معاملات ارتباط 
 

    [

    

    

    

]  [
              

              
               

] [
      
      
     

]  [
        
        
        

] 
 
 

 : فتحسب من العلاقة            مع     وكذلك فإن شعاع معاملات ارتباط 
 

    [

    

    

    

]  [
              

              
               

] [
      
     

      
]  [

        
       

        
] 

 
 

 كالتالي: Uعمى  Xوبعد تقريب ىذه المعاملات نحصل عمى تحميلات 
 : U عمى X تحميلات  7  جدول

            
 Uالمركبات 

 X المتحولات

121157- 121191- 129933-     
126421 123157- 124696-     
125864- 127416- 123273     

 

  129933-  وبمعامل ارتباط سالب    ىو     وىكذا نجد أن المتحول الأكثر ارتباطاً بالمركب 
    عمى  Xويمكن تمثيل تحميلات     ىو     وأكثرىا ارتباطاً بــ     ىو     وأكثرىا ارتباطاً بـــ 

 )فقط( كمايمي:
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      (3) :       X               

 
الزوجية بين تمك  الارتباط: وىي عبارة عن معاملات Yالتحميلات المباشرة لمتحولات المجموعة  -ب 

ولحساب ىذه المعاملات يجب             والمركبات القانونية الخاصة بيا وىي  Yالمتحولات 
وتنظيم جدول   27     29     31 من العلاقات             حساب القيم النظرية لممركبات 

ثم القيام بحساب مصفوفة معاملات الارتباط بينيا فنحصل عمى  Yمناسب ليا مقابل لقيم المتحولات 
 . Vعمى  Yجدول يسمى جدول تحميلات 

    مع المركب             ولكن من جية أخرى يمكن حساب ىذه المعاملات الزوجية لكل من 
 خلال العلاقة : منالمقابل لو . أي    في الشعاع      عمى حدة من خلال جداء المصفوفة 

    [

    

    

    

]      [

   

   

   

] 

وبتطبيق ذلك عمى بيانات ىذا المثال نجد أن         وكذلك الأمر بالنسبة لممعاملات مع المركبين 
 يساوي :            ولات مع المتح    شعاع معاملات ارتباط 

    [

    

    

    

]  [
              

              
               

] [
      
     
     

]  [
       
      
      

] 
 

 العلاقة  :فتحسب من             مع     أما شعاع معاملات ارتباط 

    [

    

    

    

]  [
              

              
               

] [
     
     

      
]  [

       
      
      

] 
 

ن شعاع معاملات ارتباط   فتحسب من العلاقة  :            مع     وا 

    [

    

    

    

]  [
              

              
               

] [
     
     
     

]  [
      
      
      

] 
 



 ~   ~  
 

 ونضعيا في جدول كالتالي: Vعمى  Yوبذلك نحصل عمى تحميلات 
 : Vعمى  Yتحميلات  :(8)جدول 

            
 V المركبات

 Y المتحولات

127118 123775 125925-     
124323 122454 128679     
124429 128948- 121575     

 

 )فقط( كما يمي :    عمى  Yويمكن تمثيل تحميلات 
 

      (4) :       Y              

 
وىي عبارة عن معاملات الارتباط الزوجية بين المتحولات  : Vعمى  Xحساب التحميلات العابرة لــ  -ج 

X  وىي تحسب بعدة طرق ىي:            مع كل من المركبات المقابمة ليا من الطرف الآخر 

            يتم حساب معاملات ارتباطيا مع           بعد حساب القيم النظرية لممركبات لــــ  -
 وتوضع في جدول منظم .

[   ]كن حسابيا من خلال الجداء يم -         . 

في  Uمن التحميلات المباشرة لـــ  [   ]ولكن الطريقة الأسيل لحسابيا ىو ضرب كل شعاع  -
عمى المركب  Xوىكذا نجد أن تحميلات         المقابل لمزوج    معامل الارتباط القانوني 

 نحسب من العلاقة:    
 

[

     

     

     

]     [

    

    

    

]         [
      
       
      

]  [
       
       
      

] 
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 حيث نجد أن:    عمى  Xوكذلك نحصل عمى التحميلات العابرة لـــ 
 

[

     

     

     

]     [

    

    

    

]         [
       
       
       

]  [
       
       
      

] 
 

 من العلاقة :    عمى  Xوكذلك نحصل عمى التحميلات العابرة لــ 
 

[

     

    
    

]     [

    

    

    

]         [
       
      

       
]  [

       
      

       
] 

 

 ونضعيا في جدول مناسب كمايمي: Vعمى  Xوبذلك نكون قد حصمنا عمى التحميلات العابرة لــ 
  Vعمى  Xالتحميلات العابرة لــ  : 9 جدول 

            
 Vالمركبات 

 Y المتحولات

121149- 121126- 124873-     
121271 121827- 121831-     
121247- 121111 121276     

 

ذا ضربنا أشعة التحميلات ونحصل عمييا بنفس الطريق السابقة Uعمى  Yالتحميلات العابرة لــ  -د   وا 
وىي  Uعمى  Yنحصل عمى تحميلات    القانوني الموافقة ليا  الارتباط معاملاتب Vالمباشرة لــ

 كما في الجدول التالي:

  Uعمى  Yالتحميلات العابرة لــ  :(11)جدول 

            
 Vالمركبات 

 Y المتحولات

121311 121515 122311-     
121182 121335 123384     
121186 121221- 121224     

 )فقط( كمايمي:    عمى  Yويمكن تمثيل ىذه التحميلات العابرة لــ 
 



 ~   ~  
 

      (5)        Y              

 

 من التحميلات المباشرة :        تقييم نماذج الأزواج 
عمى حدة     ويتم تقييم كل مركب  ،       نستخدم التحميلات المباشرة لتقييم نماذج الأزواج القانونية 

 . Xمن خلال متوسط مربعات تحميلات ىذه المركبات عمى المتحولات 
تحميلات ىذه المركبات عمى  متوسط مربعات عمى حدة من خلال    كما يتم تقييم كل مركب 

 ىمية .التشاركية والأو . وىناك عدة مؤشرات لتقييم النموذج المركب وىي الكفاءة  Yالمتحولات 
  (Adequacy)        في النموذج     حساب كفاءة وأىمية المركبات  -أ 

ونضعيا في جدول   7 من الجدول  Uعمى  Xلحساب ىذه الكفاءة نحسب مربعات تحميلات 
 كالتالي :
  Uعمى  Xالتحميلات مربعات  :(11)جدول 

             المجموع= التشاركية
 Vالمركبات 

 Y المتحولات

1 121339 1211136 129866     
1 1241229 1236687 122215     
1 1234386 1254849 121171     

 =المجموع 123142 1291572 1276954 3
∑    

  
    

1 1225651 1231524 124381 
     كفاءة 

 
∑   
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ووضعناىا في السطر الأخير حيث قمنا     لقد حسبنا عمى ىامش ىذا الجدول كفاءات المركبات 
 عمى حدة من العلاقة :    بحساب متوسط مربعات تحميلات كل 

  (   )  
∑    

  
   

 
                                  

ن مجموع مربعات التحميلات     وأخيراً نلاحظ أن مجموع كفاءات المركبات يساوي الواحد )تقريباً( وا 
في المركبات     يساوي الواحد )تقريباً( وىذا يعني أن تشاركية كل متحول    في كل سطر 
ن المركبات              تغيراتتفسر كامل التغيرات في             ىي تشاركية كاممة. وا 

    بالنسبة لكل مركب     ومن نفس الجدول يمكننا استخلاص الأىمية النسبية لكل متحول     كل
 علاقة :من ال

(     ) )لأن   
   

   

∑    
 

   
      

     (∑    
    

 

    عمى  1211136 وتساوي     عمى  129866 تساوي     أي أن الأىمية النسبية لممتحول
 .    عمى  1211339 وتساوي 

    عمى   1236688 وتساوي     عمى   122215 فيي تساوي     أما الأىمية النسبية لــ 
 .    عمى   1241229 وتساوي 

    عمى   1254849 وتساوي     عمى   121171 فيي تساوي     ولكن الأىمية النسبية لـــ 
 .    عمى   1234386 وتساوي 

لا يساوي الواحد. فيجب عند حساب     نلاحظ: إذا كان مجموع مربعات المعاملات في الأسطر
     تطبيق العلاقة السابقة وتقسيم مربع كل معامل     بية لـــ الأىمية النس

عمى مجموع مربعات   
∑)المعاملات     

  
 .    في سطر  (   

كان يساوي     ولكننا في ىذا المثال لم نحتاج إلى ذلك لأن مجموع مربعات معاملات كل سطر 
عدم معنوية وتركنا حتى الأخير لادخالو في عمميات الواحد، لأننا لم نستغنى عن الزوج الثالث بسبب 

 التحميل .
  (Adequancy)        في النموذج   أىمية المركبات و حساب كفاءة   -ب 

 ونضعيا في جدول  كالتالي:  8 من الجدول  Vعمى  Yلحساب ىذه الكفاءة نحسب مربعات تحميلات 
  Vعمى  Yالتحميلات مربعات  :(12)جدول 

             التشاركية المجموع=
 Vالمركبات 

 Y المتحولات

1 125167 121425 123511     
1 121869 121612 127533     
1 121962 128117 121133     
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   ∑المجموع  121177 121134 128898 3
  

1 122966 123345 123692 
    كفاءة 

 
∑   

 

 
 

 

ووضعناىا في السطر الأخير. حيث قمنا     ولقد حسبنا عمى ىامش ىذا الجدول كفاءات المركبات 
 عمى حدة من العلاقة :    بحساب متوسط مربعات تحميلات كل 

  (   )  
∑    

  
   

 
                                  

وأن مجموع مربعات التحميلات في كل  يساوي الواحد   وأخيراً نلاحظ أن مجموع كفاءات المركبات
ىي تشاركية             في المركبات     يساوي الواحد . وىذا يعني أن تشاركية كل متحول     سطر

 .   تفسر كامل التغيرات في كل متحول             كاممة . وأن المركبات 
 من العلاقة :   بالنسبة    متحول ومن نفس الجدول يمكننا استخلاص الأىمية النسبية لكل 

(     ) )لأن   
   

   

∑    
       

     ( ∑    
    

    
وتساوي     عمى  121425 وتساوي     عمى  123511 تساوي     أي أن الأىمية النسبية لممتحول

 السطرين الثاني والثالث . ، كما في   و     . وىكذا بالنسبة لممتحولين     عمى  125167 
 ووضعيا في جدول خاص كالتالي: (       )وختاماُ يمكننا استخلاص كفاءات الأزواج المركبة 

  (       )كفاءات المركبات في الأزواج  : 13 جدول 
 kرقم الزوج     كفاءة     كفاءة 

193692 194381 1 
193345 193524 2 
192966 1925651 3 

 وعمالمج 1 1
الخاصة بيا أما  Uإن العمود الأول يعبر عن نسبة التباين المفسر لممجموعة الأولى حسب المركبات 

 الخاصة بيا . Vالعمود الثاني فيعبر عن نسبة التباين المفسر لممجموعة الثانية حسب المركبات 
ويميو  ،   أفضل من كفاءة     ىو الأفضل وأن كفاءة  (       )وىكذا نجد أن كفاءة الزوج الأول 

    ، ثم الزوج الثالث الذي فيو كفاءة    أقل كفاءة من     الذي فيو كفاءة  (       )الزوج الثاني 
لأن عممية اختبار الجذور  ،. عمما أن الزوج الثالث كان يجب الاستغناء عنو من البداية   أقل كفاءة من 

  الكامنة أو القيم الذاتية 
ولكننا احتفظنا بو حتى  ،طتنا أن القيمة الثالثة المقابمة لو غير معنويةاع  

 النياية لتوضيح بعض جوانب التحميل القانوني .
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 cross loadingsمن التحميلات العابرة  (       )تقييم نماذج الأزواج 
عناه في التحميلات المباشرة لتقييم ىذه النماذج من التحميلات العابرة يمكننا اتباع نفس الأسموب الذي اتب

 والحصول عمى جدول يتضمن مربعات تمك التحميلات لكل مجموعة عمى مركباتيا .
لممركبات في الأزواج القانونية  (Redundancy)ولكننا ىنا سنقوم بحساب الكفاءات العابرة 

 مباشرة من الكفاءات المباشرة السابقة باستخدام العلاقتين التاليتين :  (     )
 

(   )                               الكفاءة العابرة لــ           (   )    
  

   

(   )                                الكفاءة العابرة لــ           (   )    
  

  لدينا مما سبق أن قيم  ووبما أن
 تساوي:  

  
    

                  
    

                 
    

             
 

  (       )السابق نحصل عمى أن الكفاءات العابرة لـــ   13 واعتماداً عمى الجدول 
 (       )في الأزواج         الكفاءات العابرة لممركبات   14 جدول 

 kرقم الزوج         

1915613 191666 1 
1911623 191157 2 
1911153 1911145 3 

 وعمالمج      
أو  Xوىنا نلاحظ أن مجموع كل منيا لا يساوي الواحد. وىي تعبر عن كفاءات عابرة ضعيفة لممتحولات 

Y ات المقابمة ليا في الطرف الآخر، أي تعبر عن نسبة التباين المفسر في كل مجموعة عمى المركبX 
 حسب المركبات القانونية المقابمة ليا . Yأو 
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  1 ممحق 
 (1)مصفوفاتمشكمة القيم الذاتية لم

 
 

 مقدمة: -1

لقد ظيرت مشكمة القيم الذاتية لممصفوفات عند معالجة المعادلات الخطية المتجانسة. ولكي نوضح جوىر 
 ىذه القضية دعنا ننطمق من المعادلة الخطية التالية:

                                                             ( ) 
 الشكل التالي:والتي يمكن كتابتيا عمى 

(   )                                                        ( ) 
. ويسمى ىذا  x   1ىو الحل الذي يكون فيو  xواضح أن الحل البسيط ليذه المعادلة بالنسبة لــ لومن ا

في معالجة المسائل العممية المختمفة. ويجعمنا  يفيدنا . لأنو لا(Trivial solution)الحل بالحل التافو 
 .  2 أو في العلاقة   1 نخسر جميع المعمومات المتوفرة في العلاقة 

نفترض أو نشترط أن يكون المضروب الأول  ،من الحدوث  x   1)وحتى نمنع ىذا الحل التافو 
 لأن:  تأخذ قيمة معينة ىي   وعندىا نجد أن  ،معدوماً  (   )

(   )                                                    ( ) 
 . (eigenvalue)  2 بالقيمة الذاتية )الكامنة( لممعادلة   وتسمى ىذه القيمة لـــــ 
تحول متعطينا لانياية من الحمول المقبولة )المحدودة وغير المعدومة( بالنسبة لم  2 وعندىا فإن المعادلة 

 ساوي الصفر .ي (   )في  xأية قيمة محدودة لــ  . وذلك لأن جداء xالمجيول 
وكذلك الأمر في حالة المصفوفات المربعة، حيث نجد أنو لو كانت لدينا جممة من المعادلات الخطية 

 كمايمي:
                     

                     

                     

                                     ( ) 

 فإنو يمكننا كتابتيا بدلالة المصفوفات والأشعة كمايمي:
 

[

         

         

         

] [

  

  

  

]    [

  

  

  

]                              ( ) 

                                  
ضافة( لقد تم استخلاص ىذا الممحق -(1)   من المصدرين التاليين )بتصرف وا 

 عام  -كمية اليندسة -جامعة القاىرة -الباب الثالث –مجدي الطويل: المصفوفات )النظرية والتطبيق(  -1
2- Lancaster, k. mathematical econ- omics- mac. Comb.Landon, New York- educ.- Moscow- 

cof. Pad. 1972 
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 والتي يمكن كتابتيا باختصار عمى الشكل التالي:
                                                     ( ) 

. وىذه العممية تصادفنا كثيراً في    إلى شعاع آخر ىو  Xوىذه العلاقة تعبر عن عممية تحويل الشعاع 
 الدراسات والبحوث العممية .

فإنو يمكننا   4 متحولًا ومشابية لممعادلات  nمعالة خطية وتتضمن  nوبصورة عامة إذا كان لدينا 
 كما يمي: Xوشعاع  Aكتابتيا بدلالة مصفوفة 

                                                 ( ) 
 

ضمن الأمثال العددية تتو  ،)وتسمى بمصفوفة التحويل(    ىي مصفوفة مربعة من المرتبة  Aحيث أن: 
ن  iفي المعادلة الخطية     المصاحبة لممتحول     ىو الشعاع العمود المؤلف من المتحولات      وا 
فيو عدد حقيقي )سممي(   أما  ،نفسيا   ممتحولات لىو الشعاع العمود الذي يرمز       أن، أي    

لقيم ا النموذجي لمشكمةشكل الب  7 ويسمى شكل المعادلة  ،  إلى  Xيستخدم في عممية التحويل من 
 العام شكلالوذلك لتميزىا عن  A  .(standard eigenvalue problem)الذاتية لممصفوفة 

تكون عمى  والذي  A (Generalized eigenvalue problem)الذاتية لممصفوفة  المشكمة لقيم
 الشكل التالي:

                                                                       ( ) 
 

  (positive definite)أيضاً وموجبة تحديداً     ىي مصفوفة مربعة من المرتبة  Bحيث أن 
إلى المشكمة   8 ويمكن تحويل المشكمة العامة لمقيم الذاتية المبينة في  ،مصفوفة متناظرة Aوأن 

]انظر  (cholesky)سكي وذلك باستخدام تحويل وتحميل تشولي  7 المعروضة في العلاقة  النموذجية
ة (. لذلك فإننا سنركز اىتمامنا في ىذه الورقة عمى المشكم138ص  -المصفوفات -ذلك في الطويل

 لمقيم الذاتية وسنعرضيا من خلال الفقرة التالية . النموذجية
 

 لمقيم الذاتية: النموذجيةالمشكمة -2

 السابقة وىي:  7 شكل المعادلة  من إن الشكل العام ليذه المشكمة يكون
                                                                                ( ) 

 كتابتيا عمى الشكل التالي:والتي يمكن 
[    ]                                                                     (  ) 

 . nىي مصفوفة أحادية من المرتبة  Iحيث أن: 
ن حميا  A (characteristic equation)بالمعادلة المميزة لممصفوفة   11 وتسمى المعادلة  وا 

 (.X = 0ل التافو )الذي ىو يصطدم بالح X لمشعاعبالنسبة 
 [    ]وحتى نمنع حدوث ىذا الحل التافو. فإننا نفترض أو نشترط أن تكون المصفوفة اليسارية 

 . الشرطي التالي المحدديحقق . وىذا يعني أنو يجب أن يكون محددىا معدوماً. أي نشترط أن شاذة
|    |                                                                        (  ) 
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فإن العلاقة  (     )وان عناصر قطره الرئيسي تساوي     وبما أن ىذا المحدد ىو من المرتبة 
 تأخذ الشكل التالي:  11 

|

     
           
           

           

   

          
     
           
          

   

           
           
           
     

 |                                           (  ) 

 nوعندما نقوم بحساب منشور أو مفكوك ىذا المحدد فإننا سنحصل منو عمى كثير حدود من المرتبة 
 ويكون لو الشكل التالي:  بالنسبة لموسيط 

          
     

       
                               (  ) 

وعندما  ،A (Eigenvalue equation)بمعادلة القيم الذاتية لممصفوفة   13 وتسمى المعادلة 
قيمة  nجذراً ليا: أي إننا سنحصل منيا عمى  nفإننا سنحصل عمى   لــــ  بالنسبة نقوم بحل ىذه المعادلة

 :    وسنرمز ليا بالرموز   لــ 
                                                                                  (  ) 

وىي تستخدم كثيراً  ،Aوتسمى ىذه الجذور بالقيم الذاتية أو المميزة كما تسمى بالجذور الكامنة لممصفوفة 
ن ىذه القيم الذاتية قد لا تكون مختمفة عن بعضيا البعض بل قد يكون بعضي ا في المسائل العممية. وا 

أن تكون حقيقية أو عقدية )مركبة(. ولكن إذا ظيرت  يامكرراً عدة مرات )عدة جذور مضاعفة(. كما يمكن
 أزواج مترافقة . تكون عمى شكلجذور عقدية فإنيا 

 .   مقابل كل قيمة من القيم الذاتية   11 الذي يحقق العلاقة  Xوالآن نعود إلى مسألة إيجاد الشعاع 
فإننا سنحصل عمى المعادلة   11 ونعوضيا في المعادلة      الذاتية وليكن  ولذلك نأخذ أحد القيم

 المحددة التالية:
[     ]                                                                    (  ) 

عمى عدد   15 مصفوفة شاذة فإنو يمكننا الحصول من  [     ]تجعل المصفوفة    وبما أن قيمة 
ذا أخذنا أحد تمك الحمول وليكن  Xن الحمول المقبولة لـــ لانيائي م فإنو    المقابل لمقيمة الذاتية    . وا 

 سيكون عمى شكل شعاع عمود كمايمي:

   [

  

  

 
  

]

 

                                                                       (  ) 
 

    والمقابمة لمقيمة الذاتية  Aبالشعاع الذاتي )المميز( لممصفوفة    ويسمى ىذا الشعاع 
   حل مقبول ليا مثل  أي ىي جممة معادلات خطية متجانسة فإن  11 ولكن بما أن جممة المعادلات 

 :ول المقبولة )غير التافية( ونرمز ليا بالرموزو حزمة من الحميشكل مع مضاعفات
                                                                              (  ) 

 

    أي عدد حقيقي )غير الصفر( يضاعف أو يقمل الحل    حيث 
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 وحدىا .   المقابل لمقيمة الذاتية    وبذلك نحصل عمى لانياية أخرى من الحمول المرتبطة بالحل 
ولا تحدد لنا عناصر الحل المطموب  ،  الاتجاه العام لمحل  فقط ولكن ىذه الحمول المتضاعفة تحدد لنا

(. ولذلك تبقى أطوال ىذه الحمول كيفية )غير محددة(. وىذا أمر لا يساعدنا عمى التوصل    )مركبات 
 . بل محددة الاتجاه فقطإلى حمول محددة الطول 

بحيث يكون  واحديةإلى أشعة ولمتخمص من ىذه المشكمة يمكن أن نقوم بتحويل ىذه الأشعة المتضاعفة 
 مساوياً لمواحد الصحيح . منياطول كل 

 كمايمي:   ونحسب طولو    يا مثل نملذلك نأخذ أي شعاع 
‖  ‖

    
       

    
    

      
 (  )     مربع الطول  

‖  ‖  √  
                                                                                   

ونرمز لو    لمشعاع  الواحديفنحصل عمى الشعاع  (   )ثم نقسم عناصر ذلك الشعاع عمى طولو 
 وىو يساوي    بــــ 

   
  

‖  ‖
 

  

  
                                                                      (  ) 

 
 

نحصل عمى شعاع جديد يكون لو نفس الاتجاه ويكون طولو الجديد مساوياً لمواحد لأن: وبالتالي 
  

ونحصل  ،  المقابل لمقيمة الذاتية  الواحديبالشعاع الذاتي    ويسمى ىذا الشعاع  ،      
ذا كان لممصفوفة  . واحديةأشعة عمى نفس النتيجة إذا حولنا الأشعة الأخرى إلى  مفة قيمة ذاتية مخت nوا 

مختمفاً مقابلًا ليا. ولمحصول عمى ىذه الأشعة نعود  واحدياً شعاعاً ذاتياً  n)جذراً مختمفاً( فإنو سيكون ليا 
واحدة تمو الأخرى حتى  ، 11 في المعادلة   14 ونعوض كل من القيم الذاتية التي حصمنا عمييا في 

 المقابل لكل منيا. الواحديةنحصل عمى جميع الأشعة الذاتية 
*   لممصفوفة  ليا المقابمة الذاتية : أوجد القيم الذاتية والأشعةمثال

  
  

+  
 كما يمي: A: نكتب المعادلة المميزة لــ الحل

      [    ]                                                                    
 

 المصفوفة اليسرى مساويا لمصفر فنحصل عمى أن : محددثم نضع 
|    |  |

           
           

|                                                                
 

 وىو:  ثم نقوم بحساب مفكوكو فنحصل عمى كثير حدود من المرتبة الثانية بالنسبة لـــ 
(   )(   )                                                                            
                                                                                             

 نحصل عمى الجذرين التاليين:  وبحل المعادلة الأخيرة بالنسبة لــــ 
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فإن      ولإيجاد الأشعة الذاتية المقابمة ليما، نأخذ كل قيمة عمى حدة، فنجد أنو عندما نأخذ 
 مصفوفة المعادلة المميزة تساوي :

[     ]  *
           
           

+  *
   
   

+ 

 المقابمة ليذه القيمة نكتب المعادلة المميزة كما يمي : الذاتية ولمحصول عمى الأشعة
[     ]    *

   
   

+ *
  

  
+    

 

 التاليتين: غير المستقميتين ومنيا نحصل عمى المعادلتين
          
             

 
 (  1- وىما عبارة عن معادلة واحدة )الثانية تنتج من الأولى بصربيا بـــ 

           :                الأولى نأخذ أحدىما ولتكن
      فنحصل منيا عمى أن:              

 ولو نفس الإشارة   يساوي    أي أن العنصر 
يمكننا أن نحصل من المعادلة الأخيرة عمى لانياية من الحمول المقبولة  . أية قيمة كيفية   وبإعطاء 

 ويكون ليا نفس الاتجاه .
        وحتى نحدد أحد ىذه الحمول نضع كيفياً 
        فنحصل عمى أن:                      

 
*     وىو   وبالتالي نحصل عمى الشعاع الذاتي الأول والذي نرمز لو بــ 

 
 
 .     وىو يقابل  +

   وذلك بأخذ مضاعفات      الأشعة الذاتية الأخرى المقابمة لنفس الذاتية  حزمة ومنو نحصل عمى
 كما يمي:

   *
 
 
+     

   *
 
 
+     

   *
 
 
+      

 أي عدد حقيقي )غير الصفر(   حيث 
 فإننا نجد أن المصفوفة:       الثانية أما عندما نأخذ القيمة الذاتية

[     ]  *
           
           

+  *
  
  

+ 
 

 ثم نكتب المعادلة الذاتية كمايمي:
[     ]  *

  
  

+ *
  

  
+    

 التاليتين: غير المستقمتينومنيا نحصل عمى المعادلتين 
          
          

 

1

1
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ذا أخذنا أحدىما نجد أن: ،وىما عبارة عن معادلة واحدة  وا 
       

 ن بالإشارة .وأن العنصرين مختمفا (   )يساوي    أي أن العنصر 
لانياية من الحمول المقبولة  عمى فإنو يمكننا أن نحصل من المعادلة الأخيرة ،أية قيمة كيفية   وبإعطاء 
 كمايمي:

   ، وبذلك نحصل عمى الشعاع الذاتي الأول      فنحصل عمى أن      نضع بشكل كيفي 
*   وىو  2     الثانية المقابل لمقيمة الذاتية

 
  

+   
  2    اتية ومنو نحصل عمى حزمة الأشعة الذاتية الأخرى المقابمة لنفس القيمة الذ

   *
 

  
+     

   *
 

  
+       *

 
  

+             
 أي عدد حقيقي )غير الصفر(   حيث 

نقوم بتعويضيا في المعادلة   11 أو   9 ولمتحقق من أن ىذه الأشعة تشكل حمول مقبولة لممعادلة 
 لنتأكد من تحققيا:      الذاتية 

    *
  
  

+ *
 
 
+  *

 
 
+   *

 
 
+                    

 

    *
  
  

+ *
 

  
+  *

  
 

+    *
 

  
+       

 

ين ليا. عمماً بأن يحققان المعادلة الذاتية، وبذلك يشكلان حمين مقبول      أي أن الشعاعين الذاتيتين 
ن لامتعاد   و    أن الحمين أيضاً إلى ىنا يما تشكل حمول مقبولة ليا أيضاً، ونشيركل من مضاعفات

 الجداء السممي ليا يساوي الصفر:ا يحققان شرط التعامد وىو أن يكون ملأني
〈      〉    

     (    ) *
  
  

+    

وغير محددين بالطول لأن جميع مضاعفاتيما تشكل حمول ، ن بالاتجاه فقط ولكن ىذين الحمين محددا
 مقبولة أيضاً .

 يذا نقوم بحساب طول كل منيا فنجد أن:لو  ،ليا الواحديةلذلك يفضل أن نقوم بحساب الأشعة الذاتية 
‖  ‖

    
    

            
           √         

 

‖  ‖
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         √     
 

 وبذلك نجد أن الأشعة الذاتية الواحدية ىي:
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 فنجد أن:  11 أو   9 ويمكننا التأكد من أن ىذين الشعاعين يحققان المعادلة المميزة 
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 يحققان المعادلة الذاتية المفروضة .      أي أن الشعاعين 
 

 (أنظر المصفوفاتالذاتية : ) والأشعةنظريات مختمفة حول القيم  -3

 تمك المصفوفة أي أن: traceيساوي أثر  Aإن مجموع القيم الذاتية لممصفوفة  :1ن

∑   

 

   

   ( ) 

 يساوي جداء قيميا الذاتية أي أن: Aإن قيمة محدد المصفوفة  :2ن

| |  ∏  

 

   

 

 في المثال السابق فنجد أن: Aخذ القيم الذاتية لممصفوفة أوكتطبيق عمى ذلك نـ
∑     (  )   

  ( )       
|                    ∑     ( ) 

 
| |        

∏    (  )    
|             | |  ∏  ̀           

 

 قيميا الذاتية تكون أصفاراً أي أن: جميع مصفوفة صفرية فإن A: إذا كانت المصفوفة 3ن
  [ ]                                       

 

قيميا الذاتية تكون متساوية وتساوي  جميع فإن Iىي المصفوفة الأحادية  Aإذا كان المصفوفة  :4ن
 الواحد الصحيح أي أن:

               ̀         ̀          
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 فإن قيميا الذاتية تساوي عناصرىا القطرية. أي أن: Dمصفوفة قطرية  Aإذا كانت المصفوفة  :5ن

    [

    
    
    

]       ̀    ̀          ̀          

 لأي مصفوفة وذلك بتحويميا إلى مصفوفة قطرية. ̀  ية في إيجاد القيم الذاتية ويستفاد من ىذه النظر 
| |)مصفوفة شاذة  Aتكون أي مصفوفة  :6ن كانت إحدى قيميا الذاتية مساوية  اإذا وفقط إذ (  

| |لمصفر ) لأن قيمة   ∏   . ) 

 فإنيا تكون شاذة إذا وفقط إذا كان أحد عناصرىا القطرية معدوماً . Dمصفوفة قطرية الأما إذا كانت 
فإن                  مختمفة أي:  Aإذا كانت جميع القيم الذاتية لممصفوفة  :7ن

 الأشعة الذاتية المقابمة ليا تكون مختمفة )من حيث الاتجاه( .

 المقابمة ليا تكون مستقمة خطياً  شعة الذاتيةمختمفة فإن الأ A: إذا كانت جميع القيم الذاتية لممصفوفة 8ن

نفس القيم الذاتية: وعندىا  n.nوليما نفس المرتبة  B , Aيمكن أن يكون لمصفوفتين مختمفتين  :9ن
 متشابيتان. )يستفاد منيا في التعرف عمى المصفوفات( . Bو Aتكون 

 .  ا نفس كثير الحدود بالنسبة لــــ مينفس القيم الذاتية وذلك لأن ل   ولمنقوليا  Aإن لممصفوفة  :11ن

ذا كانت ىذه القيم يحقيق A: إذا كانت المصفوفة 11ن ة ومتناظرة فإن قيميا الذاتية تكون حقيقية. وا 
مختمفة فإن الأشعة الذاتية المقابمة ليا تكون متعامدة أي يكون الجداء السممي لأي شعاعين يساوي الصفر 

          
أما إذا لم تكن مختمفة فيمكن تحويل الأشعة الذاتية المقابمة ليا إلى  ،      
 نظرية غرام(.حسب أشعة متعامدة )

رفة )الجزء صحقيقية ومتناظرة سمبياً فإن قيميا الذاتية تكون تخيمية  A: إذا كانت المصفوفة 12ن
ذا كانت ىذه القيم مختمفة فإن الأشعة الذاتية المقاب يقيقحال مة ليا تكون متعامدة. أو يمكن معدوم(. وا 

 تحويميا إلى متعامدة )نظرية غرام( .

أي عدد   وكان  ، والمقابل لمقيمة الذاتية  Aىو الشعاع الذاتي لممصفوفة  Uإذا كان الشعاع  :13ن
  ومقابلًا لمقيمة الذاتية  Aيكون أيضاً شعاعاً ذاتياً لممصفوفة  (    )فإن الشعاع حقيقي غير الصفر 

 نفسيا .

| |)أي أن مصفوفة نظامية  Lمصفوفة مربعة ومتناظرة وكانت  Aإذا كانت  :14ن ومن مرتبة  (  
A  فإن المصفوفة ،B  تكون مشابية لــ           المعرفة بالعلاقةA  يكون ليا نفس القيم و

 )ولكن الأشعة الذاتية تبقى غير متطابقة( .  Aالذاتية التي لـــ 

ن الأشعة الذاتية لـ           . أي أن: Aفي الأشعة الذاتية لـــ     تساوي حاصل ضرب  Bوا 
  Bىي الأشعة الذاتية لــ  Vو  Aىي الأشعة الذاتية لــ  Uحيث: 

 بتحويمة التشابو .          مصفوفة التكونان متشابيتين. وتسمى  B,Aوبالتالي فإن 
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فإننا سنحصل عمى  Tبحسب ترتيبيا مصفوفة  Aة الذاتية لممصفوفة : إذا شكمنا من أعمدة الأشع15ن
 ،(A(medal malrixبالمصفوفة الظاىرية لــ  T)وتسمى المصفوفة  Aمصفوفة مربعة من مرتبة 

ذا كانت المصفوفة  | |)نظامية  Tوا   المعرفة بالعلاقة: Dفإن المصفوفة  (  

ن عناصر قطرىا الرئيسي ىي القيم الذاتية لــ            وتساوي  Dتكون مصفوفة قطرية وا 
 . أي أن: السابق الترتيب حسب Aالقيم الذاتية لــ

          [

  

 
 
 

   

 
  

 
 

   

 
 
  

 

   

 
 
 
  

] 

 

 ربتحويمة الاستقطا          تكونان متشابيتين وتسمى المصفوفة  D,A أي أن المصفوفتين
، ويستفاد من ىذه النظرية في عممية Similarity diagonalization transformationوالتشابو 

 التحقق من صحة الأشعة الذاتية. عمميات تحويل المصفوفات إلى مصفوفات قطرية، وفي
 وىناك شكل آخر ليذه النظرية وىو أن يكون:

        غير موجود(          )وتطبق عندما 
 عمى القطر الرئيسي .   : ىي مصفوفة قطرية مؤلفة من القيم الذاتية  حيث 

ىي              مرة وكانت الأشعة  mومكررة  Aقيمة ذاتية لممصفوفة   إذا كانت  :16ن
∑فإن التركيب الخطي ليا المكررة .   الأشعة الذاتية المقابمة لــ       

 
يكون أيضاً شعاعاً ذاتياً     

  نفسيا حيث أن   ومقابلًا لمقيمة الذاتية  Aوفة لممصف
 أية أعداد حقيقية غير الصفر  

| |) A قيمة ذاتية لممصفوفة النظامية  : إذا كانت 17ن    فإن  Uويقابميا الشعاع الذاتي  (  
 عدد صحيح بشكل عام n. حيث أن  Uويقابميا نفس الشعاع الذاتي    تكون قيمة ذاتية لممصفوفة 

أما شعاعيا  ،قيمة ذاتية ليا    ويكون     فإنو يكون لدينا المصفوفة   -=n: إذا كان ىامةنتيجة 
 . Aىو نفسو الذي لــ  Uالذاتي فيبقى 

( ) وكان  (    )القيمة والشعاع الذاتيين  Aإذا كان لممصفوفة  :18ن  ∑       
فإن     

 .  [  ( ) ]يكون لو القيمة والشعاع الذاتيين  ( ) 

 ىاممتون( . -: نظرية )كايمي19ن

 ىي :  وكانت معادلتيا الذاتية بالنسبة لـــ  nمصفوفة مربعة من المرتبة  Aإذا كانت 
|    |            

          
 :نفسيا تحقق تمك المعادلة الذاتية أي يكون لدينا Aفإن 
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∑من العلاقة      يمكن الحصول عمى المقموب :21ن         
وذلك بضرب تمك الصيغة     

 من اليسار فنجد أن :    بــ 

   
              

            
 

 من العلاقة:    وبالتالي نحصل عمى المقموب 
    

  

  

[           
         ] 

    كن فك أو نشر أي مصفوفة : ت21ن
حتى القوة  A( عمى شكل متسمسمة قوى من    )حيث   

(n-1   أي يمكن كتابة  
 عمى الشكل التالي:  

  
        

     
        

    
 

كحد أعمى. أي يمكن كتابتيا      إلى الحد  ( ) يمكن فك واقتطاع أي دالة مصفوفة  :22ن
 كمايمي:

( ) بشرط تقارب المتسمسمة                  ∑    
    

    

 وىناك نظريات أخرى يمكن البحث عنيا في المراجع المختصة .
 

]  : لنأخذ المصفوفة المتناظرة التالية : مثال آخر
     

    
    

]   

  Aوالمطموب: إيجاد القيم والأشعة الذاتية لــ 
        والجداء  Tثم حساب المصفوفة 

]        ثم التأكد من أن:           

    
    
    

] 
 

 الحل: لإيجاد القيم الذاتية ليذه المصفوفة نشكل المعادلة الذاتية ليا وىي:
       

[    ]      
مساوياً لمصفر أي  محدد المصفوفةنضع  (X=0)نحصل عمى الحل التافو لمشعاع العمودي  لا وحتى

|    |نجعل:     فنجد أن:    

|
       
      
      

|    

 نجد أن: مفكوك ىذا المحدد حسب الأقطاروبأخذ 
(   )(   )(   )          (   )   (   )   (   )    

(           )(   )                        
                                                                  

  ومنو نحصل عمى المعادلة                                                  
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جذور كامنة   3 فنحصل عمى حسب خوارزمية معادلات الدرجة الثالثة   نحل ىذه المعادلة بالنسبة لــ 
                                        وىي:     Aقيم ذاتية لممصفوفة السابقة   3 أو عمى 

  A =trac(A)مجموع ىذه القيم لذاتية = مجموع عناصر القطر الرئيسي لممصفوفة  :وىنا نلاحظ أن
                            1 1 11 5 2 5 12 

عمى التوالي في مصفوفة   ولمحصول عمى الأشعة الذاتية المقابمة لكل من ىذه القيم الذاتية نعوض قيم 
 فإنو يكون لدينا:     : فعندما نضع المميزة المعادلة

[
                
                
                 

] [

   

   

   

]    

 ومنيا نحصل عمى المعادلات الخطية المتجانسة التالية:
              

               
                

وىي معادلات غير مستقمة عن بعضيا البعض بل ىي عبارة عن معادلة واحدة )لأن الثانية تنتج من 
 )الأولى بضربيا بـــ 

 

 
 ( . 1- والثالثة من الأولى بضربيا بـــ  (

 نأخذ معادلة واحدة منيا ولتكن المعادلة الثانية فنجد أن:ولذلك 
                                                ( ) 

فنحصل عمى       وىي تعطينا لانياية من الحمول المقبولة لذلك نبدأ بالحل البسيط الذي يكون فيو 
       فنحصل عمى أن       ثم نضع        أن: 

]   عمى الشعاع الذاتي الأول وىو: وبذلك نحصل 
  
  
 

]   

]     من العلاقة:     ومنيا نحصل عمى حزمة الأشعة المقابمة لمقيمة الذاتية: 
  
  
 

] 

 ىو أي عدد حقيقي )غير الصفر( . Cحيث 
     ، لذلك نضع      فإننا سنحصل عمى أن   1 المعادلة  في     ولكن إذا وضعنا 
    وبالتالي نحصل عمى الشعاع الذاتي الآخر المقابل أيضاً لمقيمة الذاتية      فنحصل عمى 

]   وىو:  
 
 
 
]   

 من العلاقة الآتية :    ومنيا نحصل عمى حزمة أخرى من الأشعة المقابمة لمقيمة الذاتية 

     [
 
 
 
] 
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وعندىا نضع         فإننا سنحصل عمى أن :   1  في المعادلة     ولكن إذا وضعنا 
ــ       فنحصل عمى أن       وبالتالي نحصل عمى الشعاع الذاتي الثالث المقابل أيضاً لـ
 وىو :     

   [
 

  
 

] 

 من العلاقة الآتية :    ومنو نحصل عمى حزمة ثالثة من الأشعة المقابمة أيضاً لمجذر الذاتي 
       غير مستقل عن    أي أن          نلاحظ أن:   16 وحسب النظرية 

 صحيحة نتأكد من أن قيميا تحقق المعادلة الذاتية التالية:         ولمتحقق من أن ىذه الأشعة 
       

 أشعة لحزمة الثالثة فنجد أنيا محققة : أحد وكمثال عمى ذلك نـأخذ

[
     

    
    

] [
 

  
 

]    [
 

  
 

]

 

 
 

 فنجد أن:    (    )ونعوضيا في المعادلة       وأخيراً لنأخذ القيمة الذاتية الثالثة 

[

(    )     
  (    )  
   (    )

] [

   

   

   

]  [
      
     
     

] [

   

   

   

]    

 ومنيا نحصل عمى المعادلات الخطية التالية:
              
              
              

 
 

،  2 وىي معادلات غير مستقمة عن بعضيا البعض )لأن محددىا معدوم( ولحميا نقوم بضرب الثانية بـــ 
 ثم نطرحيا من الثالثة فنحصل عمى المعادلة التالية:

                  
 

       ، وبالتعويض في المعادلة الثالثة أو غيرىا نجد أن 2   فإن      فإذا وضعنا 
 وىو:      الشعاع الأول المقابل لمقيمة الذاتية:  وبذلك نحصل عمى

   [
  
 
 

]                 [
  
 
 

] 
 

 فنجد أنيا محققة :       ولمتأكد من صحتو نعوضو في المعادلة 

[
     

    
    

] [
  
 
 

]  [
   
  
  

]    [
  
 
 

] 
 

          من الأشعة الأولى المقابمة لمقيم الذاتية وىي:   Tثم نقوم بتشكيل المصفوفة 
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  [
     
    
    

]      
 

 
[

    
    

    
] 

 وبذلك نجد أن:

        
 

 
[

    
    

    
]  [

     
    
    

]  [
    
   
   

] 
 

        [
   
   
    

]  [

    
    
    

] 
 

ذا أردنا أن نحصل عمى الأشعة الذاتية  فإننا نقوم بحساب أطوال الأشعة الذاتية السابقة ونقسم  الواحديةوا 
 عناصر كل شعاع عمى طولو كما يمي:

‖  ‖
                            ‖  ‖  √                           

‖  ‖                               ‖  ‖  √                           

‖  ‖   (  )               ‖  ‖  √                         

 

 

 وىكذا نجد أن الأشعة الذاتية الواحدية ىي:

                                        وىو يقابل                
  

  
 [

 

√ 
 

√ 

 

] 

 

                                        وىو يقابل                
  

  
 [

 

√ 

 
 

√ 

] 

 

                                        وىو يقابل               
  

  
 

[
 
 
 
 
  

 
 

 
 

 ]
 
 
 
 

 

 وىي تحقق العلاقة السابقة:
          

 كما أنيا تحقق المعادلة الذاتية :
         

 


