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 الرحیم الرحمن � بسم
  

دا  

كثیر من علماء الاقتصاد المعاصرین أن اتخاذ القرارات هو یعتقد 

الأحیان یرى المدراء، أو  أساس العمل الإداري، أو التنفیذي، وفي أغلب

اتخاذ القرار هي عملهم الأساس، لذا ینبغي ن على العمل أن عملیة القائمو 

ماذا ینبغي عمله؟ ومن الذي  الأسئلة التالیة:الإجابة عن علیهم وبصورة دائمة 

  سیقوم بالعمل؟ وكیف، وأین، ومتى؟،...إلخ.

لقد شهدت السنوات الأخیرة تطورات متسارعة في استخدام الأسالیب 

الكمیة في اتخذا القرار، ویعود ذلك إلى النمو المتسارع أیضاً في استخدام 

  .عمل الاقتصاديإدارة الالحاسوب، والتقنیات الحدیثة في مجال 

من جهة أخرى، فإنه في أیامنا هذه لا یوجد من یشكك بأهمیة 

. كما أن الأبحاث التي تستند إلى طرائق كافة الریاضیات في مجالات العلوم

ریاضیة كمیة في الدراسة والتحلیل تكون أبحاثا قاصرة عن بلوغ أهدافها بشكل 

یلم ببعض  من أن علمي صحیح. وبناءً علیه كان لابد لدارس الاقتصاد

، والكمیة التي تساعده في أداء عمله بأكمل وجه الطرائق والأسالیب الریاضیة

  في الأماكن والأوقات الصحیحة.عن طریق اتخاذ القرارات الصحیحة 

لذلك تناولنا في هذا الكتاب مجموعة من الطرائق الریاضیة الأكثر 

استخداماً من قبل الاقتصادیین والتي تساهم في تحلیل المشكلات التي تواجههم 

المادة العلمیة بأسلوب مبسط وتعینهم في اتخاذ القرار. وقد حاولنا تناول 

الإضافة إلى وواضح قدر الإمكان، دون الخوض في براهین ریاضیة معقدة، ب

العدید من الأمثلة والحالات العملیة لتحقیق المزید من الفهم والاستیعاب إعطاء 

  من قبل الطالب.
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 ، فإننا ننوه إلى أن لجماعيبالعمل المشترك و ا نلتزمأننا  مع و 

    بتألیف الفصل الثاني و الثالث  قد قام براهیم محمد العليالأستاذ الدكتور إ

قام الأستاذ الدكتور عبد الهادي الرفاعي بتألیف الفصل  و، التاسعالرابع و  و

  و الخامس و السادس و السابع و الثامن الأول

واالله نسأل أن نكون قد وفقنا بتقدیم مساهمة متواضعة للمكتبة العربیة. 

 ائنا الطلاب الأعزاء،وإننا إذ نضع هذا الكتاب بین أیدي زملائنا الأفاضل، وأبن

لكل من یزودنا بأیة ملاحظة ن كمال فیه،  و سنكون شاكریلا ندعي الفإننا 

  حول محتویاته وأسلوب إخراجه، حتى نتلافاها في الطبعات القادمة.

  

  وا من وراء القصد

 م 13/08/2017اللاذقیة: 

  

  انالمؤلفـ                                                      
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  اول ال

  اوات 

  تعریف المتوالیة: -1-1

(تسمى المرتبة  الأعداد: بأنها مجموعة من )أو المتتالیة(تعرف المتوالیة 

و یمكن  ،حسب علاقة ریاضیة محددةو تولد من بعضها  حدود المتوالیة)

قیمة كل عدد (كل حد) من هذه الحدود، إذا عُلم الرقم الذي یدل على حساب 

ضمن مجموعة الحدود. أو بشكل آخر، نقول عن مجموعة ترتیب هذا الحد 

  تشكل متوالیة من الشكل: بأنها)، الأعدادحدود (مجموعة من 

1 2 3, , ,........, ,.....,k na a a a a  

ینتج عن الحد الذي یسبقه (باستثناء الحد  حدودهاإذا كان كل حد من 

ثابتة الأول) وفق علاقة ریاضیة محددة، أي بمعنى آخر، هناك علاقة ریاضیة 

في الشكل السابق حتى یكوّن متوالیة، وبناء علیه نسمي متتالیین بین كل حدین 

  یلي: الرموز السابقة كما

1a  للمتوالیة الأولالحد  

2a الحد الثاني للمتوالیة  
.  .  .  

ka الحد العام للمتوالیة  
.  .  .  

na  للمتوالیة الأخیرالحد  

ن المتوالیة : إمحدوداً ومعروفاً، فإننا نقول nعندما یكون عدد الحدود 

  ن المتوالیة غیر منتهیة.: إعدداً غیر محدود فإننا نقول nمنتهیة، أما إذا كان 

  ن الشكل:ممتزایدة نها متزایدة، إذا كانت حدودها إ :نقول عن المتوالیة

1 2 3 ........ .....k na a a a a       
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من متناقصة نها متناقصة، إذا كانت حدودها إ :كما نقول عن المتوالیة

  الشكل:

1 2 3 ........ .....k na a a a a       

المتوالیة نذكر منها: المتوالیة الحسابیة، و  هناك عدة أنواع من المتوالیات،

  الهندسیة.- بیةالمتوالیة التوافقیة، والمتوالیة الحساو الهندسیة، 

  یلي: فیما فقط المتوالیتین الحسابیة و الهندسیةنقتصر على دراسة وسوف 

  : Arithmetical Progressionالمتوالیة الحسابیة  -1-2

نها متوالیة حسابیة إذا كان الفرق بین أي حد إ :نقول عن متوالیة معینة

 یساوي مقداراً من حدودها (فیما عدا الحد الأول) والحد الذي یسبقه مباشرة، 

ثابتاً، أو بمعنى آخر، إذا كان كل حد من حدود المتوالیة (فیما عدا الحد الأول) 

قه بإضافة مقدار ثابت. هذا المقدار الثابت یسمى بینتج عن الحد الذي یس

0r(حیث  r بـله أساس المتوالیة الحسابیة ویرمز   عنصر  ن الصفرلأ

  ة الجمع).حیادي في عملی

  ذكر أعلاه یمكن أن نعبر عنه على الشكل الآتي: ما

  حتى تشكل مجموعة حدود متوالیة حسابیة، یجب أن یكون:

1k ka a r   

k,....,2,3حیث:  n  

  ……,19 ,15, 11 ,7 ,3                فالمتوالیة:

  متتالیین یساوي مقداراً ثابتاً:ن الفرق بین كل حدین هي متوالیة حسابیة، لأ

7 3 4

11 7 4
4

15 11 4

19 15 4

r

  
  
 

  
  
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نلاحظ أن هذه المتوالیة هي متوالیة متزایدة، ومنه نستنتج أنه عندما 

0rیكون   .تكون المتوالیة الحسابیة متزایدة  

   ……,25,22,19,16           أما المتوالیة التالیة:

ثابتاً  راً امقدلأن الفرق بین كل حدین متتالیین یساوي  ؛ةحسابی فهي أیضاً متوالیة

  أیضاً:

22 25 3

19 22 3 3

16 19 3

r

   


     
   

  

وهذه المتوالیة، هي متوالیة متناقصة، وهنا نستنتج أیضاً أنه عندما یكون 

0r  .تكون المتوالیة الحسابیة متناقصة  

الحسابیة، حسب قیمة أساس المتوالیة  هناك نوعین من المتوالیات أي إن

  وذلك على الشكل التالي:

0rالمتوالیة الحسابیة المتزایدة وفیها یكون  -1 .  

0rالمتوالیة الحسابیة المتناقصة وفیها یكون  -2 . 

0rولا یمكن لأساس المتوالیة الحسابیة أن یساوي الصفر  .  

  الحد العام للمتوالیة الحسابیة: - 1- 1-2

بقلیل من التفكیر واستناداً لتعریف المتوالیة الحسابیة، یمكننا أن نعبر أو 

نوجد كل حد من حدود المتوالیة الحسابیة بدلالة الحد الأول للمتوالیة وأساس 

  :هذه المتوالیة، وترتیب الحد المطلوب، وذلك على الشكل الآتي

raa  12  

3 2 1 1 2a a r a r r a r         

4 3 1 12 3a a r a r r a r          

 . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

  و قیاساً على ذلك نجد:

1 1 ( 1)k ka a r a k r       

 . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
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1 1 ( 1)n na a r a n r       

  :بالحد العام للمتوالیة و یعطى بالعلاقة التالیة kaالحد حیث نسمي 

 1 ( 1) 1 1ka a k r      

الأول وأساس ، یمكن تحدیده إذا علم الحد الحسابیة الحد العام للمتوالیة

  المتوالیة الحسابیة، وترتیب الحد المطلوب.

قیمة إذا علمنا  ،المتوالیة الحسابیة فيأي حد معرفة قیمة إذن، یمكننا 

  .د في المتوالیةوأساسها، وترتیب ذلك الح لحد الأول لهاا

في المتوالیة الحسابیة، الحد الأخیر  إیجادیمكننا  )1- 1واستناداً للعلاقة (

  :وذلك على الشكل التالي، n الترتیبذي 

 1 ( 1) 2 1na a n r      

  :)1- 1(مثال 

1حسابیة حدها الأول متوالیة  8a  3ا ، وأساسهr  الحدود ، اكتب

  .20 الأربعة الأولى، ثم اكتب الحد ذي الترتیب

  :الحل

  

  

  :لهذه المتوالیة فهوالعام  الحدأما 

1 ( 1)ka a k r     

في الحد  20 بـ kیساوي بعد استبدال  20الترتیب  االحد ذ و هكذا نجد أن

  العام:

 20 1 (20 1) 8 19 3 65a a r         

1

2 1

3 1

4 1

8

8 3 11

2 8 2 3 14

3 8 3 3 17

a

a a r

a a r

a a r



    

      

      
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1 ) 1- 1إلى العلاقة ( بالعودة ( 1)ka a k r     نلاحظ أنها تحتوي أربعة

  متحولات هي:

ka الحد العام  

1a الحد الأول  

k ترتیب الحد العام  

r أساس المتوالیة    

بعملیة حسابیة بسیطة معرفة  نایمكنمن هذه المتحولات ثلاثة  نالمفإذا ع

  المتحول الرابع.

  :)2- 1(مثال 

أحد  قیمة) كانت 1- 1في المتوالیة المذكورة في المثال (أنه بفرض 

  فما هو ترتیب هذا الحد. 53الحدود تساوي 

  الحل:

  من الحد العام نلاحظ:

 1 ( 1) 53 8 1 3

53 8 3 3 53 5 3

48
48 3 16

3

ka a k r k

k k

k k

        

        

     

  

  في المتوالیة المذكورة. 16هو  ترتیب هذا الحد أي إن

  ):3- 1مثال (

1حدّها الأول حسابیة لدینا متوالیةأنه بفرض  3a  الترتیب وحدّها ذو 

20أي  عشرونال 79a  هذه المتوالیة: فما هو أساس  

  :الحل

  نلاحظ أن:

 
1

20 1

( 1)

20 1

79 3 19

ka a k r

a a r

r

   

   

  
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76
76 19 4

19
r r      

  . r = 4أساس المتوالیة السابقة یساوي  أي إن

  ):4- 1مثال (

ه إیجادفي المثال السابق كان الحد الأول هو المجهول فیمكن أنه بفرض 

  على الشكل الآتي:

 

 

1

20 1

1 1

1

( 1)

20 1

79 19 4 79 76

79 76 3

ka a k r

a a r

a a

a

   

   

      

   

  

  وهو المطلوب.

  مجموع حدود المتوالیة الحسابیة: -2- 2- 1

 إیجادبد من مجموع حدود المتوالیة الحسابیة، لا إیجادلكي نستطیع 

 إیجادعلاقة ریاضیة نستطیع من خلالها حساب هذا المجموع، ولكن قبل 

مجموع حدود المتوالیة الحسابیة لنتعرف على الخاصیة التالیة التي تتمتع بها 

  حدود المتوالیة الحسابیة.

  خاصیة:

إن مجموع أي حدین متناظرین (متقابلین) في المتوالیة الحسابیة یساوي 

خیر في تاً، وهذا المقدار الثابت یساوي مجموع الحدین الأول والأمقداراً ثاب

  :أي إنالمتوالیة الحسابیة. 

.........3423121   nnnn aaaaaaaa  

  :الآتيوهذا یمكننا التأكد منه على الشكل 
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)1 -2        (

   

   
   

1 1 1 1

2 1 1 1 1

3 2 1 1 1

( 1) 2 ( 1)

( 2) 2 ( 1)

2 ( 3) 2 ( 1)

n

n

n

a a a a n r a n r

a a a r a n r a n r

a a a r a n r a n r





          

           

            

  

                .........................................  
                 ........................................  

 وتساوي متساویة،جمیعها أن المقادیر السابقة  نجدوبذلك 

 12 ( 1)a n r   یثبت صحة الخاصیة المذكورة أعلاه، والتي تقول:  وهو ما

 ة الحسابیة یساوي مقداراً ثابتاً ن مجموع أي حدین متناظرین في المتوالیإ

ویساوي 12 ( 1)a n r     في المتوالیةالأول والأخیر  الحدینمجموع وهو 

  الحسابیة.

   وجده على الشكل الآتي:نلیة الحسابیة فیمكن أن مجموع حدود المتوا أما

الأولى حد  n(مجموع  nPلنرمز إلى مجموع حدود المتوالیة الحسابیة بالرمز 

  :أي إنابیة)، من حدود المتوالیة الحس

1 2 3 2 1......n n n nP a a a a a a         

بعضها تحت بعض  ،لنكتب مجموع حدود المتوالیة الحسابیة مرتین

  فنجد:مستفیدین من الخاصیة التبدیلیة لعملیة الجمع، وبشكل متعاكس، 

)(......

)(......

12321

12321

IIaaaaaaP

IaaaaaaP

nnnn

nnnn









  

طرفاً إلى طرف، بحیث نأخذ مجموع  (II) (I)لنجمع المعادلتین السابقتین 

، السابقة مستفیدین من الخاصیة) معاً متقابلین(تحت بعضهما حدین  كل

  فنحصل على الشكل التالي:

1 2 1 3 2 1 2 12 ( ) ( ) ( ) ...... ( ) ( )n n n n n nP a a a a a a a a a a               
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 في الطرف الأیمن متساویةالتي الأقواس) ضمن  (نلاحظ أن الأزواج 

)1وتساوي (حسب الخاصیة المذكورة) )na a یساوي(الأقواس) ، عدد الأزواج 

n  یلي: یمكننا أن نكتب ما، لذلك  

12 ( )n nP n a a     

  :یكون لدینا وبالتالي

   1 2 3 1
2

n

n
P a a     

ا مجموع حدود المتوالیة الحسابیة، بدلالة الحد الأول تعطینالتي العلاقة  وهي

  والحد الأخیر وعدد الحدود.

وباعتبار أن    1 12 ( 1)na a a n r      رة أعلاه، حسب الخاصیة المذكو

  على الشكل الآتي: )3-1فإننا نستطیع كتابة العلاقة (

   12 1 4 1
2

n

n
P a n r         

من حساب مجموع حدود المتوالیة الحسابیة بدلالة وهذه العلاقة أیضاً تمكننا 

  عدد حدود المتوالیة وحدّها الأول وأساسها.

، ) تحتویان على أربعة متحولات4- 1) و (3-1إن كلاً من العلاقتین (

   إذا علمنا ثلاثة منها فیمكن حساب المتحول الرابع، بعملیة حسابیة بسیطة.

  :)5- 1(مثال 

  المتوالیة الحسابیة التالیة:حدود أوجد مجموع 

3,7,11,15,……………,43  

  الحل:

أما عدد  r = 4 أساسها یساويأن هذه المتوالیة الحسابیة  فينلاحظ 

  ) حیث نجد:2-1(حدودها فیمكن حسابه بالاعتماد على العلاقة 

   1 ( 1) 43 3 1 4 11na a n r n n            
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حدّ، وبالتالي یمكن حساب مجموع  11هو  عدد حدود المتوالیة أي إن

  ).4- 1) أو (3-1العلاقتین ( إحدىمن خلال حدود هذه المتوالیة 

  ) نجد أن مجوع حدود هذه المتوالیة یساوي:3- 1فباستخدام العلاقة (

1 11

11
( ) (3 43) 253

2 2
n n

n
P a a P         

  المتوالیة المذكورة یساوي:حدود ) فنجد أن مجموع 4-1العلاقة ( أما باستخدام

     1 11

11
2 ( 1) 2 (3) 11 1 4 253

2 2
n

n
P a n r P                  

  وهو المطلوب.

  :)6- 1(مثال 

1حدها الأول حسابیة متوالیة  7a  5، وأساسهاr  ،حدودها  ومجموع

196nP  لیةعدد حدود هذه المتوا، أوجد  n = ?. 

  الحل:

  ) نجد أن:4-1باستخدام العلاقة (

   

 

1

2

2

[2 ( 1) ] 196 2 7 1 5
2 2

196 14 5 5 392 9 5
2

5 9 392 0

n

n n
P a n r n

n
n n n

n n

               

          

    

  

بحلها نجد أن لها حلّین على   nـمعادلة من الدرجة الثانیة بالنسبة ل

  الشكل التالي:

8n: الأول الحل   8حدود المتوالیة هو عدد  أي إنوهو العدد المطلوب 

  حدود.

9.8n: الثاني الحل   ن أإذ سالب وغیر صحیح،  لأنه ؛وهو حل مرفوض

  .اً موجب اً صحیح اً عدد حدود المتوالیة الحسابیة یجب أن یكون عدد
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  ):7- 1مثال (

ن فیما إذا كانت مجموعة الحدود الأربعة التالیة تشكل فیما بینها بیّ 

  متوالیة حسابیة، ثم أوجد أساس هذه المتوالیة:

3 2 , 4 , 5 , 6c b c b c c b         

  الحل:

لكي تشكل هذه الحدود متوالیة حسابیة یجب أن یكون  الفرق بین كل 

  حدین متتالیین یساوي مقداراً ثابتاً:

  نلاحظ أن:

1

2

3

4

3 2

4

5

6

a c b

a c b

a c

a c b

   

  

 

  

  

  وبالتالي یجب أن یكون:

2 1 3 2 4 3a a a a a a      

  أي:

   

   

   

4 3 2 4 3 2

5 4 5 4

6 5 6 5

c b c b c b c b c b

c c b c c b c b

c b c c b c c b

              

          

          

cكل حدین متتالیین ویساوي  ابت بیننلاحظ أن الفرق ث b هذا یعني أن ،

rالحدود السابقة تشكل متوالیة حسابیة، وأساس هذه المتوالیة یساوي  c b .  

  الطبیعیة: الأعدادمجموع حدود متوالیة  - 3- 1-2

  الطبیعیة التالیة : الأعدادإن متوالیة 

   1,2,3,4,......., 2 , 1 ,n n n   
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1هي عبارة عن متوالیة حسابیة حدّها الأول  1a  1 وأساسهاr   وعدد

  ) حیث:3- 1حد. لحساب مجموعها نطبق العلاقة ( nحدودها 

 
 1

1
( ) (1 ) 5 1

2 2 2
n n n

n nn n
P a a p n

 
          

  .nحتى  1من الطبیعیة  الأعدادمكننا من حساب مجموع وهي العلاقة التي ت

  ):8- 1مثال(

  .100حتى  1الطبیعیة من  الأعدادأوجد مجموع 

  :الحل

  ) نجد:5-1باستخدام العلاقة (

   
100

100

1 100 100 1 100 101

2 2 2

10100
5050

2

n

n n
P P

P

    
    

 

  

  وهو المطلوب.

الزوجیة  الأعدادالفردیة ومتوالیة  الأعدادمجموع حدود متوالیة  - 4- 1-2

  الطبیعیة:

الیة حسابیة حدّها الطبیعیة الفردیة: هي متو  الأعدادإن متوالیة 

1الأول 1a  2وأساسهاr   وعدد حدودهاn  فیكون حدّها الأخیر بدلالة ترتیب

2الحدود یساوي 1na n  .  

  حدودها هي: أي إن

 1,3,5,7,9,......., 2 1n   

  ) نجد:3- 1تخدام العلاقة (مجموع هذه الحدود الفردیة، باس یجادولإ

   2
1( ) 1 (2 1) 6 1

2 2
n n n

n n
P a a P n n            
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  ):9- 1مثال (

 1الطبیعیة الفردیة المحصورة بین  الأعدادأوجد مجموع حدود متوالیة 

  .100و

  الحل:

1نلاحظ أن الحد الأول 1a  99والحد الأخیرna   وعدد الحدودn=50.  

  ) نجد:6- 1لاقة (وباستخدام الع

2 2
50 50 2500nP n P     

الطبیعیة الزوجیة: فهي أیضاً متوالیة حسابیة حدّها  الأعدادأما متوالیة 

1الأول 2a  2وأساسهاr   وعدد حدودهاn  فیكون حدّها الأخیر بدلالة ترتیب

2naالحدود یساوي n  .حدودها هي: أي إن  

 2,4,6,8,......., 2 n  

  ) نجد:3-1مجموع هذه الحدود الزوجیة، باستخدام العلاقة ( یجادولإ

     1( ) 2 2 1 7 1
2 2

n n n

n n
P a a P n n n             

  ):10- 1مثال (

 2الزوجیة المحصورة بینالطبیعیة  الأعدادأوجد مجموع حدود متوالیة 

  .100و

  الحل:

1نلاحظ أن الحد الأول 2a  100والحد الأخیرna   وعدد الحدود

n=50.  

  ) نجد:7- 1وباستخدام العلاقة (

   501 50 50 1 50 51 2550nP n n P           

  الطبیعیة: الأعدادمجموع حدود متوالیة مربعات  - 5- 1-2

  هذه المتوالیة تأخذ الشكل التالي:إن حدود 
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2 2 2 2 2 21 , 2 ,3 , 4 ,......., ,......,k n  

هو السبب؟) ولكن ا ة أن هذه الحدود لا تشكل متوالیة حسابیة (مالحقیق

  مجموع هذه الحدود على الشكل التالي: إیجادیمكن 

  :مجموع حدودها كما یلي لنكتب

2 2 2 2 2 2

1

1 2 3 4 .......
n

n
k

S k n


        

  نستعین بالمتطابقة التالیة:لحساب هذا المجموع 

   33 3 3 2 21 3 3 1 3 3 1k k k k k k k k               

  فیكون: nحتى  1قیماً مختلفة من  kرة المتحول في العلاقة الأخی لنعطِ 

3 3 2 1 0 3 1 3 1 1       عندماk = 1  

3 3 2 2 1 3 2 3 2 1       عندماk = 2 

3 3 2 3 2 3 3 3 3 1       عندماk = 3 

………………………………………………  

 
33 2 1 3 3 1n n n n        عندماk = n 

  المعادلات السابقة فنجد:نجمع شاقولیاً حدود كل طرف على حدة في 

   

 

 

 

 

3 2 2 2 2

3

3

2

2

3 1 2 3 ....... 3 1 2 3 .......

1
3 3

2

3
3 1

2

3
1 1

3 2

2 3 1

6

n

n

n

n

n n n n

n n
n S n

S n n n n

n
S n n

n n n
S

            

 
   

       

 
       

 

 
 
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   
 

1 2 1
8 1

6
n

n n n
S

   
    

  الطبیعیة. الأعداد توهي العلاقة التي تعطینا مجموع حدود متوالیة مربعا

  ):11- 1مثال (

  .100و 1الطبیعیة التي تقع بین  الأعدادمربعات مجموع أوجد 

  الحل:

  ) نجد:8- 1بتطبیق العلاقة (

       
100

100

1 2 1 100 100 1 2 100 1

6 6

100 101 201 2030100
338350

6 6

n

n n n
S S

S

        
   

 
  

  

  المطلوب.وهو 

  الطبیعیة: الأعدادمجموع حدود متوالیة مكعبات  - 6- 1-2

  هذه المتوالیة تأخذ الشكل التالي:إن حدود 

3 3 3 3 3 31 ,2 ,3 , 4 ,......., ,.....,k n  

مجموع  إیجادوهذه المتوالیة أیضاً لیست متوالیة حسابیة، ولكن یمكن 

  حدودها على الشكل التالي:

3             لنكتب: 3 3 3 3 3

1

1 2 3 4 .......
n

n
k

k n


        

  نستعین بالمتطابقة التالیة:لحساب هذا المجموع 

   44 4 4 3 2 3 21 4 6 4 1 4 6 4 1k k k k k k k k k k                   

  فیكون: nحتى  1قیماً مختلفة من  kفي العلاقة الأخیرة المتحول  لنعطِ 

4 4 3 2 1 0 4 1 6 1 4 1 1         عندماk = 1 

4 4 3 2 2 1 4 2 6 2 4 2 1         عندماk = 2 

4 4 3 2 3 2 4 3 6 3 4 3 1         عندماk = 3 
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……………………………………………… 

 
44 3 2 1 4 6 4 1n n n n n          عندماk = n 

  نجمع شاقولیاً حدود كل طرف على حدة في المعادلات السابقة فنجد:

   
 

4 3 3 3 3 2 2 2 24 1 2 3 ....... 6 1 2 3 .......

4 1 2 3 .......

n n n

n n

            

      
  

الثاني هو وما داخل القوس  nنلاحظ أن ما داخل القوس الأول هو 

nS وما داخل القوس الثالث هو ،nP:وباستبدال كل منها بما یساویه نجد ،  

     

4

4

4 6 4

1 2 1 1
4 6 4

6 2

n n n

n

n S P n

n n n n n
n n





      

      
       

  

  فیكون:

     

 

   
 

4

4 3 2 2

4 3 2 2 2

222

4 1 2 1 2 1

4 2 3 2 2

4 2 2 1

1 1
9 1

4 2

n

n

n

n

n n n n n n n

n n n n n n n

n n n n n n

n n n n









            

           

         

    
   

 

  

 الأعدادوهي العلاقة التي تعطینا مجموع حدود متوالیة مكعبات 

  .الطبیعیة

  ):12- 1مثال (

  .100و 1الطبیعیة التي تقع بین  الأعدادأوجد مجموع مكعبات 

  الحل:

  ) نجد:9- 1بتطبیق العلاقة (

   
2 2 2

100

1 100 100 1 100 101

2 2 2
n

n n
 

        
        

    
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 
2

2

100

10100
5050 25502500

2


 
   
 

  

  وهو المطلوب.

  :1 ملاحظة

  ) نجد:9- 1) و (5- 1بمقارنة كلاً من العلاقتین (

 
 

2

21

2
n n

n n
P

  
  
 

  

  الطبیعیة. الأعدادالطبیعیة یساوي مربع مجموع  الأعدادمجموع مكعبات إن أي 

  :Geometrical Progressionالمتوالیة الهندسیة  -1-3

  :مجموعة حدود من الشكلنقول عن 

nk aaaaa .,,.........,.......,,, 321  

إذا كان حاصل قسمة كل حد (عدا الحد  ،متوالیة هندسیةتشكل إنها 

، أي إذا كانت نسبة كل یساوي مقداراً ثابتاً مباشرة سبقه الأول) على الحد الذي ی

حیث الهندسیة یسمى أساس المتوالیة  q  حدین متتالیین تساوي مقداراً ثابتاً 

)1q 0، وq  إنها  مجموعة الحدود السابقة)، أو بشكل آخر: نقول عن

ل حد (عدا الحد الأول) ینتج من الحد الذي إذا كان ك ،متوالیة هندسیةتشكل 

الهندسیة حیث  أساس المتوالیة qبمقدار ثابت  الحد السابقیسبقه، بضرب 

)1q 0، وq (.  

  على الشكل التالي: نعبر عن ما ذكر أعلاهویمكننا أن 

 
1

10 1k

k

a
q

a 

   

  أو بشكل آخر:

 1 11 1k ka a q    
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  :)13- 1(مثال 

  أوجد نوع المتوالیة التالیة، ثم أوجد أساسها:

7, 14, 28, 56, 112,........  

  الحل:

أن الفرق بین كل حدین متتالیین لیس ثابتاً، مما یدل على أن نلاحظ 

  المتوالیة لیست حسابیة، ولو أوجدنا نسبة كل حدین متتالیین نجد: 

2

1

14
2

7

a

a
   

3

2

28
2

14

a

a
   

4

3

56
2

28

a

a
   

5

4

112
2

56

a

a
   

المتوالیة هي إذن ،2تساوي و  نلاحظ أن نسبة أي حدین متتالیین ثابتة

2q هاأساسالیة هندسیة، و متو  .  

  نجد أن: أو بشكل آخر

2 1

3 2

2 7 2 14

2 14 2 28

a a

a a

    

    
  

4 3

5 4

2 28 2 56

2 56 2 112

a a

a a

    

    
   

، )2(بالعددضربه مباشرة بعد ن الحد الذي یسبقه ینتج عحد كل  أي إن

  .2qهاأساسو المتوالیة هي متوالیة هندسیة،  أي إن

  :2 ملاحظة

1qأعلاه أن أساس المتوالیة الهندسیة ناذكر    وذلك لأن الواحد هو

  ة الضرب.عنصر حیادي بالنسبة لعملی
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0qكما ذكرنا أن أساس المتوالیة الهندسیة   وذلك لأن الصفر هو

  عنصر ماص بالنسبة لعملیة الضرب.

  أنواع المتوالیة الهندسیة: - 1- 1-3

حسب أساس وذلك أنواع للمتوالیة الهندسیة،  أربعةیمكننا التمییز بین 

  :الآتي، وذلك على الشكل الهندسیة المتوالیة

المتوالیة الهندسیة تكون  1qإذا كان أساس المتوالیة أكبر من الواحد   - أ

  كالمتوالیة التالیة:متزایدة 

3, 9, 27, 81, 243, .......  

  حیث أن:

3q  1  أي إنq  

10إذا كان أساس المتوالیة   - ب  q،  متناقصة، المتوالیة الهندسیة تكون

  كالمتوالیة التالیة:

1
27,9,3,1, ,...............................

3
  

  حیث أن:

1

3
q   10 أي إن  q  

1أما إذا كان أساس المتوالیة - جـ 0q   ،المتوالیة الهندسیة تكون ف

  ناقصة، كالمتوالیة التالیة:ولكنها بالقیمة المطلقة متمتناوبة الإشارة 

1
27,9, 3,1, ,.................

3
    

  حیث أن:

1

3
q   1أي إن 0q    

  ن حدودها تتناوب بین السالب والموجب.، لأالإشارةت المتوالیة متناوبة وسمی
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ة الإشارة، تكون المتوالیة الهندسیة أیضاً متناوب 1qعندما یكون -د

  ولكنها بالقیمة المطلقة تكون متزایدة، كالمتوالیة التالیة:

1, 3, 9, 27,81, 243, .................    

3qحیث:    1 أي إنq  

  الحد العام للمتوالیة الهندسیة: - 2- 1-3

 نستطیعأننا أعلاه  المذكورتعریف المتوالیة الهندسیة نلاحظ من خلال 

، د المتوالیة الهندسیة بدلالة الحد الأول، وأساس المتوالیةابة أي حد من حدو كت

  وترتیب الحد المطلوب، حیث نجد:

2 1

2
3 2 1 1

2 3
4 3 1 1

1
1 1

1
1 1

................................

...................................

k
k k

n
n n

a a q

a a q a q q a q

a a q a q q a q

a a q a q

a a q a q







 

      

      

   

   

  

  كتابة حدود المتوالیة الهندسیة على الشكل التالي: نجد أنه یمكنوبالتالي 

2 3 1 1
1 1 1 1 1 1, , , ,............, ,.........,k na a q a q a q a q a q       

والیة الهندسیة، وهو یساوي حسب ما ورد العام للمت الحدب ka یسمى الحد

  ما یلي:أعلاه 

 1
1 12 1k

ka a q     

في المتوالیة الهندسیة المنتهیة على حساب الحد الأخیر  كما یمكن

  الشكل التالي:

 1
1 13 1n

na a q     
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أربعة  ) تحتوي على 13-1) و(12- 1العلاقتین السابقتین (كل من إن 

معرفة المتحول الرابع بعملیة  نامنها ثلاثة متحولات یمكن نارفإذا ع تمتحولا

 یجادحسابیة بسیطة (مع الانتباه إلى أننا نضطر أحیاناً للاستعانة باللوغاریتم لإ

  قیمة أساس المتوالیة الهندسیة أو ترتیب الحد المطلوب)

  :)14- 1(مثال 

1 متوالیة هندسیة حدها الأول 2a    5 الخامسوحدها 162a   أوجد

  أساس هذه المتوالیة.

  الحل:

  ) نلاحظ أن:12- 1بالاعتماد على العلاقة (
1 5 1 5 1 4

1 5 1

4

log 0,477121

162 2 2

81 log81 4 log

log81 1.908485
log 0.477121

4 4

10 10 3

k
k

q

a a q a a q q q

q q

q

q

           

     

  

   

  

3q  أساس هذه المتوالیة الهندسیة یساوي أي إن  .وهو المطلوب  

  :3 ملاحظة

نا اللوغاریتم العشري، وكان بإمكاننا نلاحظ في المثال السابق أننا استخدم

  استخدام اللوغاریتم الطبیعي (النیبري).-أیضاً 

  :)15- 1(مثال 

1لدینا متوالیة هندسیة حدها الأول  4a ،  3وأساسهاq  وحدها ،

8748naالأخیر   ، :لیة.عدد حدود هذه المتوا إیجادالمطلوب  

  :الحل

  ) نلاحظ:13-1اعتماداً على العلاقة (
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 

1 1
1

1

8748 4 3

2187 3 log 2187 1 log3

n n
n

n

a a q

n

 



    

     
  

 
log 2187 3.339848

1 7
log3 0.477121

7 1 8

n

n

   

   
  

8n هوعدد حدود هذه المتوالیة  أي إن  .حدود وهو المطلوب  

  مجموع حدود المتوالیة الهندسیة: - 3- 1-3

علاقة ریاضیة  ادإیجمن  مجموع حدود المتوالیة الهندسیة   یجادلابد لإ

الحدود ذاتها. وهذه  إیجادتمكننا من الحصول على مجموع هذه الحدود بدون 

حدود المتوالیة الهندسیة نحصل علیها  مجموع إیجادالعلاقة التي تمكننا من 

  على الشكل الآتي:

لفة حیث المتوالیة مؤ ، nG بالرمزلنرمز لمجموع حدود المتوالیة الهندسیة 

  فیكون:حد،    n  من

1 2 3 ........... ..........n k nG a a a a a        

فإذا عوضنا عن كل حد بما یساویه من خلال الحد العام للمتوالیة 

  السابقة عن الشكل الآتي:العلاقة  الهندسیة تصبح

) I ( 2 3 1 1
1 1 1 1 1 1...... ......k n

nG a a q a q a q a q a q               

 فنجد:   q) بأساس المتوالیة الهندسیة I (  طرفي المعادلةنضرب 

 2 3
1 1 1 1 1....... ......k n

nq G a q a q a q a q a q II             

  ) نجد:II  ( ) من المعادلة I بطرح المعادلة (

1 1
n

n nq G G a q a     

1( 1) ( 1)n
nG q a q      

  وبالتالي نجد أن:
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 1

1
14 1

1

n

n

q
G a

q


  


  

حد الأول وأساس بدلالة المجموع حدود المتوالیة الهندسیة، قانون وهو 

  المتوالیة. حدودالمتوالیة، وعدد 

  :4 ملاحظة

متحولات، فإذا عرف منها ثلاثة  ة) تحتوي على أربع14-1علاقة (إن ال

قد نضطر إلى استخدام أمكننا حساب المتحول الرابع بعملیة حسابیة بسیطة، و 

  عند حساب عدد الحدود أو أساس المتوالیة الهندسیة. اللوغاریتم

  :)16 - 1(مثال 

توالیة المثال التقلیدي الذي یمكن إیراده على حساب مجموع حدود الم

  الهندسیة هو التالي:

، عرض علیه حاكم هذه اللعبة الشطرنج باختراعلعبة عندما قام مخترع 

، فطلب المخترع أن یوضع له في ذلك الوقت أن یختار المكافأة التي یریدالبلاد 

في  یضاعف العددفي المربع الأول من رقعة الشطرنج حبة قمح واحدة، ثم 

بحیث  ،هذا العدد في المربع الثالث، وهكذا یضاعفثم ومن المربع الثاني، 

ثم یأخذ المخترع مجموع  یوضع ضعف العدد لكل مربع في المربع التالي له،

فعجز الحاكم عن الوفاء بهذه  الموجودة على رقعة الشطرنج، حبات القمح

  المكافأة. فما هو السبب؟

  الحل:

بات القمح حل الكبیر عددالإن عجز الحاكم عن الوفاء بوعده كان بسبب 

هذا العدد كان عبارة عن  حیث إنالتي یجب أن توضع على رقعة الشطرنج، 

1مجموع حدود متوالیة هندسیة حدها الأول  1a  2، وأساسهاq  وعدد ،
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64nحدودها   شطرنج) فكان العدد المطلوب (عدد المربعات في رقعة ال

  ):14-1یساوي بالاعتماد على العلاقة (

1

64 64
64 19

64

1

1

2 1 2 1
1 2 1 1.8446744 10

2 1 1

n

n

q
G a

q

G


  



 
      



  

  وهذا العدد الكبیر جعل الحاكم عاجزاً عن الوفاء بما وعد به مخترع الشطرنج.

  ):17- 1مثال (

1متوالیة هندسیة حدّها الأول  3a ،  2وأساسهاq   ، ومجموع حدودها 

189nG  ،؟عدد حدود هذه المتوالیة فما هو  

  الحل:

1

1 2 1
189 3 63 2 1

1 2 1

64 2 log 64 log 2

log 64 1.8061799
6

log 2 0.30102999

n n
n

n

n

q
G a

q

n

n

 
       

 

     

  

  

  حدود. n = 6عدد حدود هذه المتوالیة الهندسیة یساوي  أي إن

  :5 ملاحظة

) معقدة 14- 1أساس المتوالیة بالاعتماد على العلاقة ( إیجادإن عملیة 

نتطرق لهذا  انیة، ولنت من درجات أعلى من الثقلیلاً وتحتاج إلى حل معادلا

  .الفصلالأمر في هذا 

  ):18 - 1مثال (

حتى تشكل الحدود الثلاثة التالیة فیما بینها  x المتحول أوجد قیمة 

  متوالیة هندسیة.
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2 5, 4, 10 3x x x      

  الحل:

  حتى تشكل الحدود السابقة متوالیة هندسیة یجب أن یكون:

32

1 2

aa

a a
  

  بمعنى:

4 10 3

2 5 4

x x

x x

  


  
  

  أو بشكل آخر:

       
2 2

4 4 2 5 10 3

8 16 6 35 50

x x x x

x x x x

        

        
  

  و بالتالي یكون:

27 43 66 0x x      

التي حصلنا علیها، هي معادلة من الدرجة الثانیة  الأخیرةإن المعادلة 

3x، هما   x نقوم بحلها فنحصل على قیمتین لـ x بالنسبة لـ   أو
22

7
x  

  هما: xن حسب قیمة متوالیتا وبالتالي یكون لدینا

3x: عندما الأولى  1، والمتوالیة هي, 1,1  1وفیهاq    

الثانیة: عندما 
22

7
x ي ، والمتوالیة ه

9 6 4
, ,

7 7 7


وفیها  

2

3
q


.  

  مجموع حدود المتوالیة الهندسیة غیر المنتهیة: - 4- 3 -1

 أي إذاحدود المتوالیة الهندسیة كبیراً جداً (غیر منته)، عدد عندما یكون 

أساس  qنمیز بین حالتین حسب قیمة مجموعها  فلحساب، n كان

  المتوالیة.
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  الحالة الأولى:- 

في هذه الحالة  ینتهيفإن مجموعها أیضاً  1qإذا كان أساس المتوالیة

Gأي  إلى  للأس (لأن أي عدد أكبر من الواحد إذا رفع  فإنه

المجموع العام للمتوالیة الهندسیة یصبح غیر منته فإن ) وبالتالي یساوي

G .  

  الحالة الثانیة:- 

10 إذا كان أساس المتوالیة  q فإن مجموعها یعطى بالعلاقة التالیة 

  ):14-1العلاقة ( إلىاستناداً 

1 1

lim 11
lim

1 1

n
n

n
n

qq
G a G a

q q









    

 
  

limو بما أن      0n

n
q


         لأنlim 0 0 1

n
q q


       :إذن  

1 1
1

0 1

1 1 1

a a
G a

q q q



   

  
  

  مجموع حدود المتوالیة الهندسیة غیر المنتهیة في هذه الحالة یساوي: أي إن

 1 15 1
1

a
G

q
  


  

  :)19- 1(مثال 

  التالیة: ةمتوالیة الهندسیة غیر المنتهیأوجد مجموع حدود ال

1 1 1
2, , , , ............

2 8 32
  

  الحل:

21نلاحظ أن حدها الأول a ، وأساسها
1

4
q  ،  و بما أنها غیر

10منتهیة و أن   q  ) نجد أن مجموع حدود ف)، 15-1نستخدم  العلاقة

   الهندسیة یساوي:هذه المتوالیة 

1

31
4 4

2 2 8

1 1 3

a
G G

q
     

 
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  الأول الفصلتمارین غیر محلولة على 

الأولى للمتوالیة الحسابیة التي حدها الأول  السبعةاكتب الحدود  )1

1 4a  5، وأساسهاr .ثم اكتب حدها العام ،  

العام، وأوجد حدها أوجد أساس المتوالیة التالیة، ثم اكتب حدها  )2

  العاشر.

17, 13, 9, 5, ...........  

  ثم أوجد مجموع الحدود العشرین الأولى لهذه المتوالیة.

  بفرض أنه لدینا المتوالیة التالیة: )3

2,6, 10, ..................., 38  

  أوجد عدد حدود هذه المتوالیة، ثم أوجد مجموعها.

  .العام، ومجموعهاحدها و أوجد نوع المتوالیة التالیة، ثم أوجد أساسها،  )4

2, 4, 8, 16, .......,1024  

1متوالیة هندسیة حدها الأول  )5 3a  3، وأساسهاq   وحدها الأخیر ،

2187na ثم أوجد مجموعها ها، أوجد عدد حدود.  

31متوالیة هندسیة حدها الأول  )6 a 4، وأساسهاq   ، ومجموع 

4095nGحدودها   عدد حدودها، أوجد.  

  :التالیة المتوالیة غیر المنتهیة أوجد مجموع حدود )7

1 1
3 , 1 , , ,. . . . . . .

3 9
  

،  50و 1أوجد مجموع حدود متوالیة الأعداد الطبیعیة المحصورة بین  )8

منها و مجموع مربعاتها و مجموع مكعباتها و مجموع الأعداد الفردیة 

  .، و كذلك مجموع الأعداد الزوجیة منها فقطفقط
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ل اا  

طدة ام اظ  

  (بفائدة بسیطة) تهوحصیلالإیداع حساب فائدة  -2-1

  تعاریف أولیة: - 1- 2-1

ي الــذي یقــوم الشــخص بإیداعــه فــي المصــرف، أو صــلهــو المبلــغ الأ :مــودعالمبلــغ ال -أ 

  .k عند أحد الناس مقابل فائدة محددة، ونرمز لهذا المبلغ بالرمز

وهـــو النســــبة المئویــــة التــــي یســـتحقها المــــودع علــــى المبلــــغ  نوي:ســـعر الفائــــدة الســــ -ب 

، ویكـون pمقابل إیداعه لمدة سنة كاملة، ونرمز لسعر الفائدة السنوي بالرمز  kالأصلي 

  %، أو غیر ذلك.9%، أو 8عادةً نسبة مئویة مثل 

ات، وهي الفترة الزمنیة التي یودع بها المبلغ الأصـلي، وتحسـب بالسـنو  مدة الإیداع: -جـ

وإذا كانت المدة أقل من سنة، أو تشمل أجزاء أخرى من السنة، فیتم حسـابها بالأیـام، ثـم 

یومـــاً إذا كانـــت الســـنة  366یومـــاً (أو علـــى  365تحویلهـــا إلـــى ســـنوات بتقســـیمها علـــى 

كبیســة)، علمــاً أن یــوم الإیــداع لا یــدخل فــي حســاب المــدة، بینمــا یــدخل یــوم الســحب فــي 

لأیـام السـنة عنـد حسـاب  ةم التراكمیـالأرقـا جـدولكـن الاسـتعانة بمدة الإیـداع. ویم حساب

  .رقم یوم الإیداع –مدة الإیداع = رقم یوم السحب ، وتحسب من العلاقة: مدة الإیداع

تحویلهــا إلــى ســنوات بتقســیمها أمــا إذا كانــت المــدة مؤلفــة مــن أشــهر صــحیحة فیــتم 

  .nلرمز ، ونرمز للمدة الزمنیة المحسوبة بالسنوات با 12على 

وهــو المبلــغ الإضــافي الــذي یســتحقه المــودع مقابــل إیــداع   مقــدار الفائــدة الصــحیحة: -د

ـــغ الأصـــلي  ـــة للمبلـــغ الأصـــلي  kالمبل ـــنفس الوحـــدات النقدی ، kلمـــدةٍ مـــا؛ وهـــو یحســـب ب

حســاب لیومــاً إذا كانــت الســنة كبیســة)، أي  366یومــاً (أو  365وعنــدها تحســب الســنة 

  یوماً. 365الأیام على بالسنوات نقسم عدد المدة 
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وهـــو المبلـــغ الإضــافي الـــذي یســـتحقه المــودع مقابـــل إیـــداع  مقـــدار الفائـــدة التجاریــة: -هـــ

أي لحسـاب المـدة یومـاً فقـط. 360لمدةٍ ما؛ وذلك عندما تحسب السـنة  kالمبلغ الأصلي 

  یوماَ . 360یام على م عدد الأبالسنوات یتم تقسی

  :k المستحقة لمبلغ واحد حساب مقدار الفائدة الصحیحة - 2- 2-1

  مقدار الفائدة المستحقة لمبلغ ما یتأثر بعدة عوامل هي:إن  

بالسـنوات، وبمـا أننـا  n، ومـدة الإیـداع k، وحجـم المبلـغ الأصـلي pسـعر الفائـدة السـنویة 

  نقوم بإجراء الحسابات على أساس نظام الفائدة البسیطة نجد أنه:

  لیرة سوریة.   .1k.p    فائدة المستحقة علیه في نهایة السنة الأولى یبلغ مقدار ال

  لیرة سوریة.   k.p.2    وفي نهایة السنة الثانیة یبلغ مقدار الفائدة المستحقة علیه

  لیرة سوریة.   k.p.3   وفي نهایة السنة الثالثة یبلغ مقدار الفائدة المستحقة علیه 

................................................................................  

  لیرة سوریة.  k.p.n        یبلغ مقدار الفائدة المستحقة علیه  nوفي نهایة السنة 

 pبفائـدة ســنویة  kفـإذا رمزنـا لمقـدار الفائـدة الصـحیحة المســتحقة عنـد إیـداع مبلـغ 

  ، فإننا نحصل على العلاقة التالیة:Inبالرمز  nلمدة 

 1 2In k p n     

  هي معادلة تتضمن أربعة متحولات؛ إذا عرفنا ثلاثة منها نستطیع حساب الرابع.و 

  :)1-2(مثال 

% 8لیرة سوریة بفائدة  5000احسب مقدار الفائدة المستحقة عن إیداع مبلغ       

  سنوات. 3ولمدة 

  الحل:

In، ولكن  n=3و  ،p=0.08و ، k=5000لدینا:      ؟

  :وبذلك نجد

5000 0.08 3 1200 . .In L S     
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  حساب مقدار الفائدة التجاریة المستحقة لمبلغ واحد: - 3- 2-1

طریقـــة بســبب  إن حســاب الفائـــدة التجاریــة یختلـــف عــن حســـاب الفائــدة الصـــحیحة

 360التجــار فــي الســوق یعتبــرون أن الســنة مؤلفــة مــن  حیــث إن، حســاب مــدة الإیــداع 

عـدد  لمدة المحسـوبة بالأیـام إلـى سـنوات یقسـمونیوماً فقط، وبذلك فإنهم عندما یحولون ا

، فــإن مــدة الإیــداع Dیومــاً فقــط. فــإذا رمزنــا لعــدد أیــام مــدة الإیــداع بـــ  360علــى الأیــام 

بالســنوات تصـــبح مســـاویة لـــ 
360

D
nt   وبـــذلك تأخـــذ العلاقـــة وتســـمى بالمـــدة التجاریــة ،

  :) الشكل التالي2-1(

(2-2)               
360

D
It k p k p nt       

  ولإیجاد العلاقة التي تربط بین المقدارین نقسم بعضهما على بعض فنجد أن:

                               

360

365

365

360

D
k p

It

DIn k p

It

In

 


 



  

 
73

3 2
72

It

In
   

 Inصـحیحة أكبر من مقـدار الفائـدة ال Itوهنا نلاحظ أن مقدار الفائدة التجاریة 

بعدد أكبر من الواحد  اَ مضروبIn ه یساويلأن







 1

72

73
 ، 

  :1ملاحظة 

فـــإن الفائـــدة تكـــون تجاریـــة ، لأن ذلـــك یعتبـــر إذا كانـــت المـــدة محســـوبة بالأشـــهر 

لك تعتبـــر الســـنة مؤلفـــة مـــن یومـــاَ وبـــذ 30منهـــا یســـاوي  متســـاویة وكـــلاً  هـــاجمیعالأشـــهر 

360 12 30  . َیوما   

    :)2- 2(مثال 

لیرة سوریة أودع لمدة  15000التجاریة لمبلغ الصحیحة ثم أوجد مقدار الفائدة 

  %، ثم احسب نسبة كلٍ منهما إلى الآخر.9یوماً بفائدة سنویة بسیطة قدرها  260
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  الحل:

  ،k=15000 ،p=0,09لدینا   

ا المدة الحقیقیة ولدین
365

260
n  ولكن ?In   

ولدینا المدة التجاریة 
360

260
nt  ولكن?It   

  نجد أن:ف) 2- 2) ثم في (1-2وبتعویض هذه المعطیات في العلاقتین (

 
260

15000 0.09 961.64 . .
365

In L S   

 
260

15000 0.09 975 . .
360

It L S   

  ونجد أن النسبة بینهما تساوي:

975
1.01389

961.64

It

In
   

أكبـــر  مـــن مقـــدار الفائـــدة  Itوهنـــا نلاحـــظ أن مقـــدار الفائـــدة التجاریـــة المســـتحقة 

  وهذا ما أشرنا إلیه بشكل عام في الملاحظة السابقة.، Inالصحیحة 

  :kمبلغ واحد یداع لإ الصحیحة ةحصیلالحساب  - 4- 2-1

یسـاوي ذلـك  pعامـاً وبفائـدة بسـیطة سـنویة  nأودع لمدة  kحصیلة مبلغ واحد إن 

  بعـد k. وإذا رمزنـا لحصـیلة المبلـغ In علیـه مضافاً إلیه مقدار الفائدة المسـتحقة kالمبلغ 

n  عاماً بالرمزSn :یكون لدینا ،  

 4 2Sn k In    

Inوبما أن  k p n   :نجد أن  

Sn k k p n     

   1 5 2Sn k p n      

  هي علاقة تتضمن أربعة متحولات إذا عرفنا منها ثلاثة أمكننا حساب الرابع.و 

  :)3- 2(مثال 

  %.8سنوات بفائدة بسیطة  3لیرة سوریة أودع لمدة  12000أوجد حصیلة مبلغ     
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   الحل:

  .?=Sn ولكن  ،k=12000 ،p=0.08 ،n=3لدینا  

  حصیلة ذلك المبلغ تساوي: أن ) نجد5- 2من (

8
12000 1 3 14880 . .

100
Sn L S

 
     

 
  

  حساب حصیلة عدة مبالغ: - 5- 2-1

، وذلـــك بأســـعار فائــــدة  4kو 3kو 2kو 1kلنفتـــرض أن أحـــدهم أودع عـــدة مبـــالغ

، ولمــــــدد زمنیــــــة محســــــوبة  4pو 3pو 2pو 1pیة مختلفــــــة أو متســــــاویة، ولــــــتكن ســــــنو 

  فمـــــا هــــــي حصـــــیلة هــــــذه المبـــــالغ فــــــي لحظــــــة ، 4nو 3nو 2nو 1nبالســـــنوات، ولــــــتكن 

  السحب؟

إن حصـــیلة هـــذه المبـــالغ تســـاوي مجمــــوع حصـــائل المبـــالغ المختلفـــة، فـــإذا رمزنــــا 

  ، فإنه یكون لدینا:Sللحصیلة الإجمالیة بالرمز 

.........4321  SnSnSnSnS  

 وهـــي مســـاویة مـــن جهـــة أخـــرى لمجمـــوع المبـــالغ مضـــافاً إلیهـــا إجمـــالي الفوائـــد المســـتحقة

  كما یلي: S، لأنه یمكننا كتابة اعلیه

 1 2 3 4 1 2 3 4 6 2S k k k k In In In In             

  :)4- 2(مثال 

  %.7، بفائدة سنویة 15/2/2002لیرة سوریة بتاریخ  5000أودع أحمد مبلغ 

  %.8، بفائدة سنویة 25/4/2002لیرة سوریة بتاریخ  3000ثم أودع مبلغ 

  %.9بفائدة سنویة  9/11/2002لیرة سوریة بتاریخ  4000ثم أودع مبلغ 

  ؟31/12/2002فما هي حصیلة هذه المبالغ بتاریخ 

    الحل:

من سنوات، فنجد تحویلها إلى بالأیام ثم  الإیداع مددحظ أنه في البدایة علینا حساب نلا

  أن:لأیام السنة التراكمیة  قامر الأجدول 
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                365

319
31946365 11  nD  

               365

250
25115365 22  nD  

               365

52
52313365 33  nD  

1 1 1 1

7 319
5000 305.89 . .

100 365
In k p n L S        

2 2 2 2

8 250
3000 164.38 . .

100 365
In k p n L S        

3 3 3 3

9 52
4000 51.29 . .

100 365
In k p n L S        

  وبذلك نجد أن:

5000 3000 4000 305.89 164.38 51.29 12521.56 . .S L S        

  حساب القیمة الحالیة والخصم (بفائدة بسیطة) -2-2

  مفاهیم عامة: - 1- 2-2

ســـمیة، وإن المفهـــومین معـــاً إن مفهـــوم القیمـــة الحالیـــة یـــأتي مـــن مفهـــوم القیمـــة الا

لیـرة سـوریة  1000مرتبطان بعملیات الـدیون والقـروض. فمـثلاً، إذا اسـتدان أحـدهم مبلـغ 

من تاجر لفترة ما، فإن ذلك التاجر (الدائن) سیحرر على المدین سنداً بقیمـة مالیـة أكبـر 

الفائــدة إضــافة لیــرة ســوریة)، وذلــك لأن الــدائن ســیقوم ب 1000مــن مبلــغ الــدین المــذكور (

حساب حصیلة ذلك الدین عند تاریخ الاستحقاق المتفق علیه، وبسـعر الفائـدة المستحقة و 

ـــك القـــرض  أشـــهر، وأن ســـعر  7الســـائد أو المتفـــق علیـــه أیضـــاً. وإذا فرضـــنا أن مـــدة ذل

  أشهر تساوي: 7%، فإن حصیلة ذلك الدین بعد 9الفائدة 

9 7
1000 1 1135 . .

100 12
S L S

 
    

 
  

لیـرة ســوریة،  1135م بتحریـر ســند علـى المـدین بقیمـة وهكـذا نجـد أن الـدائن سـیقو 

لیرة سـوریة فقـط، وسـیثبت علـى ذلـك السـند تـاریخ الاسـتحقاق بعـد  1000وسیسلمه مبلغ 
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أشهر من تاریخه. ثـم یطلـب مـن المـدین والشـهود التوقیـع علـى السـند المحـرر؛ وبـذلك  7

  القانونیة.یأخذ السند صفة قانونیة تمكن الدائن من تحصیله عبر المؤسسات 

لیـرة سـوریة، وأن  1000وهكذا نجد أن القیمة الحالیة لذلك السـند هـي مبلـغ الـدین 

لیرة سوریة. ولكن القیمـة الحالیـة  1135القیمة الاسمیة هي القیمة المسجلة علیه، وتبلغ 

لــذلك الســند لا تبقــى ثابتــة، بــل تتغیــر بعــد مــرور أي فتــرة زمنیــة، فــإذا أراد المــدین تســویة 

أشهر من تـاریخ اسـتحقاقه، فـإن قیمتـه الحالیـة حینهـا ستسـاوي  5ین وتسدیده قبل هذا الد

مبلغاً آخر یسمى القیمة الحالیـة فـي تـاریخ التسـویة أو الخصـم أو القطـع، لـذلك سـیطالب 

  الدائن بخصم مبلغ معین من القیمة الاسمیة المسجلة على السند.

ي مــن مفهــوم القیمــة الاســمیة وهكــذا نجــد أن مفهــوم القیمــة الحالیــة لأي مبلــغ تــأت

المؤجلة الدفع لذلك المبلغ، وهما أمران مرتبطان بالدیون وسنداتها التي تستحق الدفع في 

مواعید معینة فـي المسـتقبل، ویـراد تسـویتها ودفعهـا قبـل مواعیـدها، وسـنورد لاحقـاً بعـض 

  التعاریف الضروریة المتعلقة بهذا الأمر.

قیمة المستحقة الدفع للدائن في تاریخ الاسـتحقاق والمثبتـة هي ال * القیمة الاسمیة للدین:

  لیرة سوریة. 1135قیمة العلى السند الخاص بذلك، مثل 

ـــة الـــذي یحـــدد  * تـــاریخ الاســـتحقاق: وهـــو التـــاریخ المـــدون علـــى الســـند أو الوثیقـــة المالی

  اللحظة التي یجب أن یقوم المدین بتسدید القیمة الاسمیة المثبتة للدائن.

هــو التــاریخ الــذي یریــد الــدائن أو المــدین تســویة الــدین فیــه،  یخ الخصــم أو القطــع:* تــار 

  .حساب القیمة الحالیة ویكون سابقاَ لتاریخ الاستحقاق وهو تاریخ

وهــي الفتــرة الزمنیــة الممتــدة مـن تــاریخ الخصــم أو القطــع حتــى تــاریخ  * مـدة الاســتحقاق:

  الاستحقاق، وتقاس بالسنوات.

هي القیمة المكافئة حالیاً للدین المؤجل. أو هـي المبلـغ الـذي إذا  للدین: * القیمة الحالیة

، ولمــدة تســاوي مــدة  pأودع الآن (أو فــي لحظــة التســویة) فــي المصــرف بفائــدة بســیطة 

  لقیمة الاسمیة المدونة على السند.ة لساویلأصبحت حصیلته مالاستحقاق 

  الحالیة والخصم:العلاقات الأساسیة بین القیمتین الاسمیة و  - 2- 2-2

  .Vبالرمز  الآن وللقیمة الحالیة له        . Sبالرمز للسند رمز للقیمة الاسمیة ن
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  .pولسعر الفائدة البسیطة سنویاً بالرمز  .nبالرمزت ولمدة الاستحقاق المحولة إلى سنوا

  

  :الصحیحة القیمة الحالیةحساب * 

ها ترتبط مع نجد أنلقیمة الحالیة فتعریف ومعنى انعتمد على   V لحساب القیمة الحالیة 

  : أي إن) ،  1-2بعلاقة مشابهة للحصیلة البسیطة ( Sالقیمة الأسمیة  

   1 7 2S V n p     

  تساوي: Sومنها نجد أن القیمة الحالیة لمبلغ 

 
 8 2

1

S
V

n p
 

 
  

  وتسمى هذه القیمة بالقیمة الحالیة الصحیحة.

  مقدار الخصم الصحیح (الحطیطة الداخلیة):حساب * 

عنـد تسـویة الـدیون  Sوهو فائـدة القیمـة الحالیـة، ویـتم خصـمه مـن القیمـة الاسـمیة 

  قبل مواعید استحقاقها، وذلك بسبب الاستعجال في تسدیدها، وهو یساوي:

  القیمة الحالیة الصحیحة –مقدار الخصم الصحیح = القیمة الاسمیة 

  نجد أن: Dالخصم الصحیح بـ وإذا رمزنا لمقدار 

 9 2D S V    

  ) نجد أن:7-2(العلاقة واعتماداً على 

 

 

1

10 2

D V n p V

D V n p

   

   
  

  معدل الفائدة× مدة الاستحقاق × مقدار الخصم الصحیح = القیمة الحالیة :  أي إن

  = فائدة القیمة الحالیة                               

  لصحیح: معدل الخصم احساب * 

هو النسبة الناتجة عن قسمة مقدار الخصم الصحیح السنوي على القیمة الاسـمیة 

S حتى تستقیم الحسابات لابد من تحویل الخصم الصحیح المحسوب على مدة .n  سنة
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. وإذا nعلـى  Dإلى المبلغ الذي یعادله، والمنسوب إلى سنة كاملة، وهذا یقتضي تقسـیم 

  فإن: qلسنوي بالرمز رمزنا لمعدل الخصم الصحیح ا

 11 2
D
n D

q
S n S

  


  

  من جهة أخرى یساوي: Dوهكذا نجد أن مقدار الخصم الصحیح 

 12 2D S n q     

  بالعلاقة التالیة: pترتبط مع  q) نجد أن 10-2و() 9-2ومن العلاقتین (

 13 2
1

D V n p S n q

V p
q p

S n p

     

   
 

  

pqفــإن  ، Sأصــغر مــن   Vوبمــا أن   معــدل الخصــم الصــحیح هــو  أي إن؛

، وهـــو یســـتخدم لحســـاب مقـــدار الخصـــم الصـــحیح pنســـبة مئویـــة أقـــل مـــن ســـعر الفائـــدة 

، وذلـك ) 12-2حسب العلاقـة ( nوبمدة الاستحقاق  Sمباشرةً، بضربه بالقیمة الاسمیة 

  الیة .) إلا بعد حساب القیمة الح10-2لأنه لا یمكننا تطبیق العلاقة (

  مقدار الخصم التجاري (الحطیطة الخارجیة):حساب * 

لزیـــادة أربـــاحهم، فهـــم عـــدا عـــن أنهـــم  كافـــةً  معلـــوم أن التجـــار یســـتخدمون الأســـالیب 

یومــــاً، فــــإنهم یحســــبون مقــــدار الخصــــم عنــــد تســــویة الــــدیون قبــــل  360یحســــبون الســــنة 

فائــدة المســـتحقة هــم یعتبـــرون أن مقــدار الخصــم هـــو الحیــث إنمواعیــدها بطریقــة أخـــرى، 

لیحصــلوا علــى مقــدار أكبــر للخصــم، ثــم یقطعونــه مــن القیمــة الاســمیة  Sللقیمــة الاســمیة 

ویســمونه ( pعنــد تســویة الــدیون، لــذلك یقومــون بحســابه باســتخدام معــدل الفائــدة الســنویة 

. فــإذا رمزنــا لمقــدار nوبالمــدة  S) وضــربه بالقیمــة الاســمیة Pتجــاري للخصــم المعــدل ال

نجــد حســب  .  Dtبالحطیطــة الخارجیــة  بــالرمز  والــذي یســمى أحیانــاً  ،يار الخصــم التجــ

  التعریف أن:

 14 2Dt S n p     
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pqوبمــا أن    فــإنDtD  مقــدار الخصــم التجــاري أكبــر مــن الخصــم  أي إن؛

، ولــیس علــى  Sة علــى القیمــة الاســمی Pالصــحیح، لأنــه یطبــق معــدل الفائــدة البســیطة 

  .) 12-2كما في العلاقة ( Vالقیمة الحالیة 

  معدل الخصم التجاري:حساب *

لحســاب هـــذا المعــدل نســـتخدم مقـــدار الخصــم التجـــاري المنســـوب إلــى ســـنة كاملـــة 

  فنجد أن :  Sونقسمها على القیمة الاسمیة 

 15 2

Dt

Dt S n pn
qt p

S n S n S

 
    

 
  

علـــى ، ولكنـــه یطبـــق  Pیســـاوي معـــدل الفائـــدة  tqمعـــدل الخصـــم التجـــاري أي إن

یكون  Dtالقیمة الاسمیة، ولیس على القیمة الحالیة، ولذلك فإن مقدار الخصم التجاري 

  وهذا ما أشرنا إلیه أكثر من مرة. Dأكبر من مقدار الخصم الصحیح 

  :  Pة  والتجاریة بدلال  qالصحیحة بدلالة   القیمة الحالیةحساب * 

  إن القیمة الحالیة لأي مبلغ مؤجل تحسب من العلاقة:

  مقدار الخصم -القیمة الحالیة = القیمة الاسمیة 

  وبما أنه لدینا نوعان من الخصم، فإنه سیكون لدینا نوعان من القیمة الحالیة هما:

  مقدار الخصم الصحیح - القیمة الحالیة الصحیحة = القیمة الاسمیة

 15 2V S D    

  نجد أن: اومنه

   1 16 2

V S S n q

V S n q

   

   
  

  مقدار الخصم التجاري - القیمة الحالیة التجاریة = القیمة الاسمیة

 17 2Vt S Dt    

  ومنها نجد أن:

   1 18 2

Vt S S n p

Vt S n p

   

   
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   :2ملاحظة 

عنـدما یكــون لــدینا عـدة دیــون أو كمبیــالات فإننـا نتعامــل مــع كـل واحــد بمفــرده، ثــم 

  تائج الحسابات ونستخلص النتائج المطلوبة. ندمج ن

  :)5-2(مثال 

لیــرة ســوریة، یســتحق الــدفع  10000ســند لدیــه ، قیمتــه  یریــد أحــد الأشــخاص بیــع

ا هـــو مقـــدار الخصـــم أشـــهر مـــن الآن. فمـــا هـــي القیمـــة الحالیـــة لهـــذا الســـند؟؛ ومـــ 8بعـــد 

لیـة التجاریـة إذا ومـا هـو مقـدار الخصـم التجـاري؟ ومـا هـي القیمـة الحا الصحیح ومعدلـه؟

  %؟9كان سعر الفائدة البسیطة 

    الحل:

، S=10000لدینا القیمة الاسمیة 
12

8
n ،p= 0.09  

  تحسب من العلاقة: V الصحیحة وبذلك نجد أن القیمة الحالیة

  8 9
12 100

10000
9433.96 . .

1 1

S
V L S

n p
  

   
  

  ویحسب مقدار الخصم الصحیح من العلاقة:

10000 9433.96 566.04 . .D S V L S      

  ننا حساب مقدار الخصم الصحیح من العلاقة:ویمك

8 9
9433.96 566.04 . .

12 100
D V n p L S        

  أما معدل الخصم الصحیح فیحسب من العلاقة:

9433.96 9
0.0849056

10000 100

V
q p

S
      

% وهــــو المعــــدل الــــذي یجــــب تطبیقــــه علــــى القیمــــة 8.49معــــدل الخصــــم  أي إن

  ، وبالتجریب نجد أن:Dلنحصل على نفس مقدار الخصم الصحیح  Sالاسمیة 

8 8, 49
10000 566.4 . .

12 100
D S n q L S        
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  ومن العلاقة:  Sفي  معدل الفائدة بضرب أما مقدار الخصم التجاري فیحسب 

8 9
10000 600 . .

12 100
Dt S n p L S        

  وهكذا یتضح لنا أن مقدار الخصم التجاري أكبر من الخصم الصحیح، 

8 9
566.04 33.96 . .

12 100
Dt D D n p L S         

  أما القیمة الحالیة التجاریة لذلك السند فتحسب من العلاقة:

10000 600 9400 . .V t S Dt L S      

. Vtأكبـر مـن القیمـة الحالیـة التجاریـة  Vوهنا نلاحظ أن القیمة الحالیة الصحیحة   

ولــذلك یجــب علــى أصــحاب الســندات أن یكونــوا علــى درایــة كافیــة بالألاعیــب التــي تســود 

  في الأسواق المالیة، وأن یتخذوا القرار المناسب لهم عند تسویة أو بیع أي سند مالي.

  یة الدیون قصیرة الأجل (بفائدة بسیطة)تسو  -2-3

  أسس التسویة: - 1- 2-3

إن الظروف الحیاتیة المختلفة قد تجبر المدین أن یطلب من الدائن أن یعید 

النظر في الدیون المستحقة له، وأن یعدل في تواریخ استحقاقاتها؛ ویتم ذلك حسب أحد 

  الأشكال التالیة:

  أ . تسدید دین قبل موعده

  دین واحد بدین آخر جدید وبتاریخ استحقاق جدید. ستبدالاـ ب 

  وبتاریخ استحقاق جدیداستبدال عدة دیون بدین واحد جدید ج .

  تسدید جزء من الدین الأصلي وتحریر سند جدید بالمبلغ المتبقي.. د 

ولكن إجراء مثل هذه العملیات یحتاج إلى مقارنة المبالغ القدیمة مع المبالغ الجدیدة 

ار العادل الذي یضمن حقوق الطرفین ، وهنا نذكر بضرورة الالتزام بالقاعدة واتخاذ القر 

  تي تسمى في العلوم المالیة بالقاعدة الذهبیة التالیة :ال

القاعدة الذهبیة : لا یجوز جمع أو طرح المبالغ المالیة إلا إذا كانت قیمها منسوبة 

  إلى لحظة زمنیة واحدة .
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علینا أن نحسب قیم هذه ، و جمع أو طرح مبالغ مختلفة وهذا یعني أنه لإجراء مقارنة أ

المبالغ عند لحظة زمنیة معینة ، وإن أفضل تلك اللحظات هي لحظة التسویة أو لحظة 

حالیة لتلك المبالغ . وبعد ذلك نقوم الصفر(الآن) ، وعندها تسمى تلك القیم بالقیم ال

وفق القاعدة  الجدیدةلقیم الحالیة للمبالغ بإحراء مطابقة بین القیم الحالیة للمبالغ القدیمة وا

  العامة التالیة :

  قاعدة العامة :ال

  =   مجموع القیم الحالیة للدیون القدیمة

 (في لحظة التسویة)

  مجموع القیم الحالیة للدیون الجدیدة

 (في لحظة التسویة)

  ویمكن التعبیر عنها ریاضیاً كما یلي :  

V1+V2+…     =   V             (19-2) 

لا یتضـــــرر أي طـــــرف مـــــن أطـــــراف التعاقـــــد (الـــــدائن وهـــــذه القاعـــــدة تضـــــمن أن  

إضافة الفوائد المستحقة عن كل دین یتم  تتمو التسویة،  أووالمدین) من عملیة الاستبدال 

تأجیل موعد استحقاقه، و یتم إنقاص قیمة الـدین الـذي یسـدد قبـل موعـده بمقـدار الخصـم 

  المستحق عن ذلك التقدیم.

 وبتطبیق هذه القاعـدة المعتمـدة علـى القـیم الحالیـة یمكننـا إجـراء الحسـابات اللازمـة      

لتسویة الدیون المختلفة، ویتم حساب القـیم الحالیـة إمـا علـى أسـاس القـیم الحالیـة  هاجمیع

علـى أسـاس القـیم الحالیـة التجاریـة و إمـا ، pالصحیحة باسـتخدام معـدل الفائـدة البسـیطة 

، وهنــــا نــــذكّر بالعلاقــــات اللازمــــة لحســــاب القــــیم kqخصــــم التجــــاري باســــتخدام معــــدل ال

  الحالیة:

)2 -20(  

القیمة الحالیة التجاریة  نحسبایأما إذا كانت المعاملة بین الطرفین تجاریة، فإن الطرفین 

  من العلاقة:

        )2 -21(     

 1
1

S
V V S n q

n p
     

 

 1V t S n p   
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  :)6- 2(مثال 

  الغ التالیة:لنفترض أن شركة تدین للمصرف بالمب 

  أشهر منذ الآن. 3ل.س وتستحق بعد  20000

  أشهر منذ الآن. 8ل.س وتستحق بعد  40000

  أشهر. 10وترید الآن تسویة هذین الدینین بدین واحد یستحق بعد 

  % سنویاً.15فما هي قیمة الدین الجدید إذا علمت أن سعر الفائدة البسیطة 

  الحل: 

  أن تتحقق المعادلة التالیة:انطلاقاً من القاعدة السابقة یجب 

  القیمة الحالیة للدین الأول + القیمة الحالیة للدین الثاني= القیمة الحالیة للدین الجدید.

، نقــوم بحســاب القــیم الحالیــة للطــرفین Xوبفــرض أن القیمــة الاســمیة للــدین الجدیــد هــي 

  دة أن:على أساس القیم الحالیة الصحیحة لكل من الدیون السابقة فنجد من القاع

1 2

20000 40000

3 15 8 15 10 15
1 1 1
12 100 12 100 12 100

V V V

X

 

 

     

  

19277.11 36363.64
1.125

1.125 (19277.11 36363.64)

62595.84 . .

X

X

X L S

 

  



  

  أشهر من الآن. 10وهو القیمة الاسمیة للدین الجدید الذي یستحق بعد 
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  الثاني الفصلتمارین غیر محلولة على 

أشـــهر  8لیـــرة ســـوریة لمـــدة  3600أوجـــد مقـــدار الفائـــدة المســـتحقة عـــن إیـــداع مبلـــغ  )1

  % سنویاً.6بفائدة بسیطة قدرها 

لیـرة سـوریة، فأوجـد  250إذا كان مقدار الفائدة المستحقة عن إیداع مبلغ ما یسـاوي  )2

% ســنویاً، وأن 7القیمــة الأصــلیة لــذلك المبلــغ إذا علمــت أن ســعر الفائــدة البســیطة 

  أشهر. 6مدة الإیداع كانت 

% ســـنویاً. فاحســب المـــدة 5لیـــرة ســوریة بفائـــدة بســیطة  30000أودع أحــدهم مبلــغ  )3

  لیرة سوریة. 50000بح حصیلة هذا المبلغ اللازمة لتص

  احسب إجمالي الفوائد الصحیحة المستحقة على المبالغ التالیة: )4

  % سنویاً.6أشهر بفائدة بسیطة  6أودع لمدة  2500مبلغ 

  % سنویاً.5أشهر بفائدة بسیطة  3أودع لمدة  5000مبلغ 

  % سنویاً.7أشهر بفائدة بسیطة  9أودع لمدة  1500مبلغ 

  مالي الفوائد التجاریة على المبالغ الواردة في المثال السابق.احسب إج )5

  یدین أحدهم لآخر بالمبالغ التالیة: )6

  یوماً من الآن. 150لیرة سوریة ویستحق بعد  12000

  یوم من الآن. 200لیرة سوریة ویستحق بعد  16000

  یوماً من الآن. 250لیرة سوریة ویستحق بعد  20000

  یوم من الآن. 300یستبدلهم بدین جدید یستحق بعد واتفق مع الدائن على أن 

% 6حساب القیمة الاسمیة للسـند الجدیـد إذا كـان سـعر الفائـدة البسـیطة  والمطلوب:

  سنویاً.

  لیــــرة ســــوریة خصــــماً تجاریــــاً. فاحســــب  2000یریــــد أحــــدهم خصــــم كمبیالــــة قیمتهــــا  )7

الفائــــــدة  یومـــــاً، وأن معــــــدل 150قیمتهـــــا الحالیــــــة إذا علمـــــت أنهــــــا تســـــتحق بعــــــد   

  %.7البسیطة

ل.س أودعت بفائـدة  2000دفعات عادیة سنویة مقدار كل منها  10أوجد حصیلة  )8

  % سنویاً.6بسیطة قدرها 
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  احسب جملة الدفعات السابقة إذا كانت دفعات فوریة. )9

  حسب جملة الدفعات السابقة إذا كانت دفعات عادیة شهریة، ثم فوریة شهریة.ا )10
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  ال اث

ردة ام اظ  

  

إن نظام الفائدة المركبة هو أحد أنظمة إیداع الأموال والتعامل بها لمدد زمنیة 

طویلة الأجل، ویعتمد هذا النظام على إضافة الفائدة المستحقة في مواعید محددة إلى 

  .معه المبلغ الأصلي، لتحسب ضمن الرصید، ولتأخذ فوائد جدیدة

  :المبالغ وفوائدها إیداع حصیلةحساب  -3-1

  تعاریف عامة: - 1- 3-1

لقد أشرنا سابقاً إلى أن نظام الفائدة المركبة یقتضي أن تضاف  نظام الفائدة المركبة:

علیه) في نهایة كل  ولمودع إلى المبلغ الأصلي (أي تعلالفائدة المستحقة على المبلغ ا

عام (أو في مواعید محددة في نهایة كل عام، أو في منتصف كل عام أو في نهایة كل 

فصل) وتحسب ضمن الرصید المودع لتأخذ معه فائدة جدیدة. ویطبق هذا النظام في 

التي تزید مدتها عن الفترة   هاجمیع معظم المصارف وعلى العملیات المالیة والإیداعات

   المحددة لإضافة الفائدة المركبة.

  .Kهو المبلغ الذي یتم إیداعه في بدایة المدة، وسنرمز له بالرمز و المبلغ المودع:

وهو عبارة عن نسبة مئویة محددة تحدد مسبقاً لحساب الفائدة  سعر الفائدة السنویة:

  .P، وسنرمز له بالرمز دة عام كاملإیداعه لم مقابل السنویة عن المبلغ المودع

مقابل  مودعاً في المصرف Kوهي الفترة الزمنیة التي یبقى خلالها المبلغ  مدة الإیداع:

   .n، وهي تحسب بالسنوات، ونرمز لها بالرمز الحصول على فائدة

  هو الرصید السابق + الفوائد المستحقة علیه. الرصید الجاري:

وهي الرصید الأخیر الناتج عن إضافة الفوائد المتتالیة إلى المبلغ  المبلغ:إیداع حصیلة 

  .Gn، وسنرمز لها بالرمز في تلك اللحظة مع الفوائد المستحقة علیهاالمودع 
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وهي الفترة المحددة التي تحسب في نهایتها الفائدة المستحقة على المبلغ  فترة العلاوة:

المودع، وتضاف إلى الرصید السابق، وقد تكون فترة العلاوة سنة كاملة، أو نصف 

طول فترة العلاوة، نحصل على عدد المرات  علىسنة، أو ربع سنة. وإذا قسمنا السنة 

ثلاً، إذا كانت الفائدة تضاف كل نصف سنة، التي تضاف إلیها الفائدة خلال العام، فم

  ف فیها الفائدة خلال العام تساوي مرتین سنویاَ .فإن عدد المرات التي تضا

  :Kحصیلة إیداع مبلغ واحد  - 2- 3-1

هي عبارة عن القیمة المالیة التي یبلغها المبلغ المودع  Kإیداع مبلغ  لةإن حصی

K  بفائدة مركبةP  بعد مرورn .سنة على إیداعه  

ولإیجاد العلاقة التي تعطینا هذه الحصیلة، نقوم بحسابها سنةً فسنة. فنجد أن 

وإذا  بعد مرور سنة واحدة = المبلغ الأصلي + الفائدة المستحقة علیه. Kحصیلة المبلغ 

  نجد أن: G1بعد مرور سنة واحدة على إیداعه بالرمز  Kرمزنا لحصیلة المبلغ 

 1 1G K K P K P       

أننا نعالج الموضوع ضمن نظام الفائدة المركبة، فإن الفائدة المستحقة خلال  وبما

 G1، ولنفترض أن حصیلة الرصید G1الجدید العام الثاني ستحسب على الرصید 

  ، فإننا نجد أن:G2ستصبح في نهایة السنة الثانیة 

 2 1 1 1 1G G G P G P       

من العلاقة الأولى نحصل على حصیلة الإیداع في نهایة السنة  G1 وبتعویض 

  كالتالي:  G2  الثانیة

     
2

2 1 1 1G K p P K P         

وإن الحصیلة ،  G2الجدید  وخلال السنة الثالثة سنحسب الفائدة على الرصید 

  وتساوي:  G3في نهایة السنة الثالثة ستصبح  

   
3

3 2 2 2 1 1G G G P G P K P          

  التي تساوي:و  G4 وفي نهایة السنة الرابعة  نحصل على الحصیلة 
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   
4

4 3 3 3 1 1G G G P G P K P          

..........................  

  التي تساوي:و   Gn نحصل على الحصیلة  nوفي نهایة السنة 

   nnnnn PKPGPGGG   11111  

، Gn سنة تساوي nولمدة  Pبفائدة مركبة  Kوبذلك نجد أن حصیلة إیداع المبلغ 

  من العلاقة التالیة:وتحسب 

   1 1 3
n

nG K P   
  

أي نضع دائماً  ؛(P+1)للعدد  rوتسهیلاً للعملیات الریاضیة والحسابیة سنرمز بـ 

r P1 . ) الحصیلة أن ) السابقة فنحصل على 1-3ونعوض ذلك في العلاقة

  .تساوي المطلوبة

 2 3n
nG K r  

  

أو  rو Gn، K ،nوهنا نلاحظ أن هذه العلاقة تتضمن أربعة متحولات هي: 

(P+1).  فإذا علمنا ثلاثاً منها، یمكننا حساب الرابع. ولكن إجراء مثل هذه الحسابات قد

یكون أمراً صعباً أو مطولاً، لذلك یجب أن نستخدم الآلات الحاسبة التي تتضمن التوابع 

  .أو نستخدم جداول خاصة معدة لذلك الریاضیة الأساسیة،

وعند الضرورة، یمكن أن نقوم بتبسیط العملیات الحسابیة، وذلك بتحویل العلاقة 

  ) السابقة إلى شكل لوغاریتمي، حیث نقوم بأخذ لوغاریتم الطرفین، فنجد أن:2- 3(

 log log log 3 3nG K n r     

logوبعد حساب  nG   نعود ونحسبGn    باستخدام عكس اللوغاریتمint log ،

  :الآتي السنوضح ذلك من خلال المثو 

   :)1- 3(مثال 

و لمدة % سنویاً  8ل.س. بفائدة مركبة  100000مبلغ  حصیلة إیداع ما هي 

  ؟سنوات 10

    الحل:
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K=100000     ،P=0.08     ،n=10      ،?nG لدینا   

  ) نجد أن:2- 3) أو (1- 3وبالتعویض في العلاقة (

 
10

100000 1 0.08 215892.5

n
n

n

G k r

G

 

     

بح حصیلة ذلك المبلغ مساویةً لـ و كمثال آخر: احسب مدة الإیداع اللازمة لتص 

215892.5 .  

  ) كما یلي: 2- 3نطبق العلاقة (

 215892.5 100000 1 0.08

n
n

n

G k r 

  
  

الأس، وأن حسابه یعتبر صعباً ، نلاحظ أنه یقع في nولحساب عدد السنوات  

  دون استخدام اللوغاریتمات، لذلك نأخذ لوغاریتم الطرفین، فنجد أن:

     log 215892.5 log 100000 log 1 0.08

5.3342376 5 (0.033423755)

0.3342376 0.033423755

0.3342376
10

0.033423755

n

n

n

n

   

  

 

 

  

  :Kحساب الفائدة المستحقة على المبلغ المودع  - 3- 3-1

زیادة التي یساوي مقدار ال Kإن مقدار الفائدة المستحقة على المبلغ المودع 

  والمبلغ  nGه یساوي مقدار الفرق بین الحصیلة أي إن ،الإیداعحققتها عملیة 

  . Kالأصلي 

  فنجد أن: nIعاماً بالرمز  nفإذا رمزنا لمقدار الفائدة المستحقة خلال 

(4 3)n nI G K   

  فنحصل على العلاقة:)، 2- 3من العلاقة ( nGویمكن تعویض 

( 1) (5 3)n n
nI K r K K r        

  وهي علاقة تتضمن أربعة متحولات إذا علمنا ثلاثاً منها أمكننا حساب الرابع. 
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   :)2- 3(مثال 

، وبفائدة سنوات 10ل.س لمدة  100000ع مبلغ أوجد الفائدة المستحقة عن إیدا

  % سنویاً.8مركبة 

   الحل:

  یلي: ) كما5- 3مباشرة من العلاقة (یمكننا حساب هذه الفائدة 

   

 

10
100000 1.08 1 100000 2.158925 1

100000 1.158925 115892.5 .

n

n

I

I L S

      
 

  
  

  : 1ملاحظة 

   K مرة في العام فإن حصیلة إیداع مبلغ  m الفائدة تحسب وتضافإذا كانت 

حسب من العلاقة تمرة في العام   m عاماً على إیداعه وحساب فوائده  nبعد مرور 

  الآتیة:

 1 6 3
n m

n

P
G K

m


 

    
   

  عدد مرات حسابها في العام. mوهو السعر السنوي للفائدة المركبة،  Pحیث 

   :)3- 3(مثال 

سنوات في مصرف  5ل.س ، أُودع لمدة  200000احسب حصیلة مبلغ 

% سنویاً. 6یحسب الفائدة المركبة ویضیفها إلى الرصید كل ثلاثة أشهر، وبسعر قدره 

  ثم احسب مقدار الفائدة المحققة من ذلك الإیداع.

   :لحلا

000002K,4m,0,06P,5n,?5لدینا  G  

  مباشرة نجد أن:) 6- 3(وبتطبیق العلاقة 
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5

5 4

5

5

1

0.06
200000 1 200000 (1.346855)

4

269371 . .

n m
P

G K
m

G

G L S





 
   

 

 
     

 



  

  أما مقدار الفائدة المستحقة فیساوي:

5 5

5

269371 200000

69371 .

I G K

I L S

   

  

  : 2ملاحظة 

لاحظنا أنه عندما تُحسب الفائدة وتضاف أكثر من مرة خلال العام فإن مقدار د لق

الفائدة یكون أكبر من مقدارها عندما تُحسب وتضاف مرة واحدة فقط خلال العام، لذلك 

یبرز لدینا سؤال هام هو: ما هو السعر الحقیقي السنوي للفائدة عندما تحسب وتضاف 

m مرة خلال العام؟  

  :یحسب من العلاقة التالیة mPقي للفائدة إن السعر الحقی

1 1 (7 3)
m

m

P
P

m

 
    
   

    :)4- 3(مثال 

، % سنویاَ 8دة مركبة  ئسنوات وبفا 4ل.س لمدة  50000أودع أحدهم  

ع ثم أرب ،عندما تضاف مرة واحدة ثم مرتینالسعر الحقیقي للفائدة والمطلوب حساب 

  حساب حصیلة كل من المبالغ السابقة حسب السعر الحقیقي.، ثم مرات في العام

     الحل:

Pلدینا:  0.08:وبذلك نجد أن ،  

  إذا كانت الفائدة تضاف مرة واحدة خلال العام فإن السعر الحقیقي لها یساوي: -أ 

1

1 1 1 0.08
1

P
P P

 
     
   

0.08Pالسعر الحقیقي في هذه الحالة یساوي السعر الاسمي نفسه =  أي إن   
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  وإن حصیلة ذلك المبلغ تساوي:

 
4 4

4 11 50000 (1 0.08) 68024.45 . .G K P L S        

)2(إذا كانت الفائدة تضاف مرتین خلال العام  - ب  m  فإن السعر الحقیقي لها

  یساوي:

2 2

2

0,08
1 1 1 1 0.0816 8.16%

2 2

P
P

   
          
     

نتیجة إضافتها مرتین خلال العام.  %8.16سعر الفائدة الحقیقي أصبح  أي إن

  ولحساب حصیلة ذلك المبلغ حسب السعر الحقیقي نجد أن:

 
4 4

4 21 50000 (1 0.0816) 68428.45 . .G K P L S        

)4(إذا كانت الفائدة تضاف أربع مرات خلال العام  - جـ m  فإن السعر الحقیقي لها

  یساوي:

4 4

4

0.08
1 1 1 1 0.0824 8.24%

4 4

P
P

   
          
     

  السعر الحقیقي تساوي:ذلك وإن حصیلة ذلك المبلغ حسب 

 
4 4

4 41 50000 (1 0.0824) 68639.29 . .G K P L S        

   :1نتیجة

من خلال هذا المثال نستنتج أن السعر الحقیقي للفائدة یزداد كلما ازداد عدد مرات 

  .mإضافة الفائدة خلال العام. أي كلما ازداد 

  البسیطة والحصیلة المركبة:مقارنة الحصیلة  -4- 3-1

سنویاً تعطى بواسطة  Pعاماً وبفائدة بسیطة  nولمدة  Kإن حصیلة إیداع مبلغ 

  ) الآتیة:8 - 3العلاقة (

)3 - 8(                          1Sn K n P     

، وتحسب Gnسنة فتساوي  nولمدة  Pنفسه بفائدة مركبة  Kأما حصیلة إیداع المبلغ 

  ) التالیة:9-3العلاقة (من 
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   1 9 3
n

nG K P   
  

هي  Sn، نلاحظ أن الحصیلة البسیطة nولمقارنة هاتین الحصیلتین وحسب تزاید المدة 

  لأنه یمكننا كتابتها كما یلي: nعبارة عن معادلة مستقیم بدلالة 

  nPKKSn   

  :    الآتي) 1- 3الشكل ( فيهي ترسم المستقیم المبین 

K

(1 )K p 

nS

n

n

nG

nS

  
  ) :التمثیل البیاني للحصیلة البسیطة والحصیلة المركبة1- 3الشكل (

، لأنها تكتب على nفهي عبارة عن معادلة أسیة بدلالة   Gn أما الحصیلة المركبة 

  الصیغة التالیة:

)3 -10(  

  ) نفسه.1- 3البیاني المبین على الشكل ( لمنحنيوهي ترسم ا

  نلاحظ ما یلي:  Gn و nSومن المعادلتین 

KGSفإن:  0nعندما   والمنحنیان یمران من النقطة  00 K,0  

فإن:  1nوعندما  1 1 1S G K P     والمنحنیان یمران من النقطة

 1 , 1K P     

10عندما   n  :فإنn nS G الحصیلة البسیطة أكبر من الحصیلة  أي إن؛

  المركبة.

nفإن:  1nعندما  nS G  الحصیلة المركبة أكبر من الحصیلة البسیطة. أي إن؛  

n
nG K r 
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ونستنتج مما سبق أن نظام الفائدة البسیطة أفضل للمودع من نظام الفائدة  

أصغر من سنة، ولذلك فهو یستخدم في الحسابات قصیرة  nالمركبة إذا كانت المدة 

  الأجل (أقل من سنة).

فإن نظام الفائدة المركبة یصبح أفضل للمودع من نظام  1nأما إذا كانت 

  الفائدة البسیطة، ولذلك فهو یستخدم في الحسابات طویلة الأجل (أكثر من سنة).

  الفائدة المركبة:الحسابات الجاریة حسب  - 5- 3-1

إن تنظیم عملیات الحسابات الجاریة في نظام الفائدة المركبة یدمج بین نظامي 

الفائدة البسیطة والمركبة، ویتم حساب الفوائد عند كل حركة للحساب، وكذلك عند كل 

  موعد لحسابها وفق التالي:

  لإضافة إذا كانت المدة بین حركتین متتالیتین للحساب أقل من الفترة المقررة

الفائدة، فإن مقدار الفائدة المستحقة یحسب وفق نظام الفائدة البسیطة، ولا 

  یضاف إلى الرصید إلا عند نهایة الفترة المقررة، أو عند إغلاق الحساب.

  إذا كانت المدة بین حركتین متتالیتین للحساب أكبر من الفترة المقررة لإضافة

یحسب وفق نظام الفائدة المركبة، ویضاف الفائدة، فإن مقدار الفائدة المستحقة 

في نهایة الفترة الأخیرة، ویتم استكمال حساب مقدار الفائدة عن الأیام المتبقیة 

حسب نظام الفائدة البسیطة، ولا تضاف إلى الرصید إلا عند نهایة الفترة 

  التالیة، أو عند إغلاق الحساب.

ئدة مركبة یضیف الفائدة عملیات حركة الحساب الجاري لنظام فا توضیحویمكن 

  .من خلال المثال التالي ن خلال السنةمرتی

   :)5- 3(مثال 

أوجد حصیلة الحساب الجاري التالي في نهایة العام مع بیان حركات الإیداع 

% سنویاً 8والسحب والإضافة، علماً بأن الفائدة تضاف مرتین خلال العام، وأن سعرها 

  (للحالتین البسیطة والمركبة).
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 التاریخ

 الحسابات العملیات
نوع 

 سحب إیداع المعالجة
إضافة 

 فائدة

الرصید 

 المعتمد

مدة الإیداع 

 بالأیام

الفائدة 

 المستحقة

 بسیطة 22.30 34 3000 - - 3000 5/2/2004

 بسیطة 26.23 15 8000 - - 5000 10/3/2004

 بسیطة 20.98 16 6000 - 2000 - 25/3/2004

 بسیطة  13.77  21  3000  -  3000  -  10/4/2004

 بسیطة  91.80  60  7000  -  -  4000  1/5/2004

 الفوائد مجموع

  30/6 في
-  -  -  -  -  175.08  - 

  الحصیلة

  30/6في 
 مركبة  23.52  15  7175.08  175.08  -  -

 بسیطة  191.61  72 12175.08  -  -  5000  15/7/2004

 بسیطة  122.33  61  9175.08  -  3000  -  25/9/2004

 بسیطة  49.75  15  15175.08  -  -  6000  25/11/2004

 بسیطة  88.02  21  19175.08  -  -  4000  10/12/2004

    475.23  -  -  -  -  -  31/12الفائدة 

في      الحصیلة

31/12  
  مركبة  -  -  19650.3  475.23  -  -

  ولقد قمنا بإجراء الحسابات على الجدول السابق مباشرةً كما یلي:

  یوماً. 366هي سنة كبیسة وتتألف من  2004نلاحظ أن سنة  -1

، 10/3/2004حتى  5/2/2004من  3000حسبنا مدة إیداع المبلغ الأول  -2

  یوماً . 29یتألف من لأن شباط هنا یوماً. 34=1+33فكانت 

22.30Iحسبنا الفائدة المستحقة علیه فوجدناها  -3 K P n   .  

، ولم نضف إلیه الفائدة السابقة لأن 8000/ فأصبح 10/3حسبنا الرصید في  -4

  عملیة الإیداع جرت خلال فترة الإضافة.

  حسبنا الأرصدة الباقیة والفوائد المستحقة علیها كما سبق. -5

؛ أي في نهایة فترة الإضافة قمنا بحساب مجموع الفوائد المستحقة على 30/6في  -6

  ل.س. 175.08وكان یساوي  هایعجم الأرصدة السابقة
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ل.س. وهي  7175.08ـ أضفنا مجموع الفوائد إلى الرصید الأخیر فحصلنا على  7

  ، أو الرصید الأول لنصف السنة الثاني.30/6/2004الحصیلة في 

تابعنا حساب النصف الثاني من السنة كالسابق، وحصلنا على مجموع الفوائد  -8

  ل.س. 475.23

الفوائد إلى الرصید الأخیر فحصلنا على الحصیلة في أضفنا مجموع  -9

  ل.س. 19650.31وتساوي  31/12/2004

  وهكذا یمكننا متابعة الحسابات بنفس الطریقة لعدة سنوات. - 10

  حساب القیمة الحالیة والخصم : -3-2

  مفاهیم عامة : - 1- 3-2

هیم التي لا تختلف المفاهیم العامة المستخدمة في هذا الفصل كثیراً عن المفا

  تعرضنا لها في الفصل السابق حول القیمة الحالیة والخصم بفائدة بسیطة، وهي:

هي القیمة التي تسجل على السندات والكمبیالات، وهي عبارة عن  الاسمیة: القیمة

 القیمة المستحقة الدفع للدائن في تاریخ الاستحقاق .

هو التاریخ المدون على السند أو الوثیقة المالیة الذي یحدد اللحظة  تاریخ الاستحقاق:

 التي یلتزم المدین بحلولها بتسدید القیمة الاسمیة المسجلة على السند .

هو التاریخ الذي یرید الدائن أو المدین تسویة الدین فیه، أو هو  تاریخ الخصم أو القطع:

ند في السوق، وهو تاریخ یكون سابقاً لتاریخ التاریخ الذي یرید الدائن فیه أن یبیع الس

 الاستحقاق على السند .

وهي الفترة الزمنیة المتبقیة لتسدید السند وهي الفترة الممتدة من تاریخ  مدة الاستحقاق:

 التحریر أو الخصم أو القطع حتى تاریخ الاستحقاق، وتقاس بالسنوات .

یاً للدین المؤجل، أو هي المبلغ الذي إذا هي القیمة المكافئة حال القیمة الحالیة للدین:

،  nولمدة الاستحقاق  Pأودع الآن (أو في لحظة التسویة) في المصرف وبفائدة مركبة 

 لأصبحت حصیلته تساوي القیمة الاسمیة المسجلة على السند .

 ه یساوي:أي إنوهو الفرق بین القیمة الاسمیة والقیمة الحالیة  مقدار الخصم:

  القیمة الحالیة –= القیمة الاسمیة مقدار الخصم 
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  العلاقات الأساسیة بین القیمتین الحالیة والاسمیة والخصم : - 2- 3-2

  . Sلنرمز للقیمة الاسمیة للسند بالرمز 

  . Vوللقیمة الحالیة الصحیحة للسند بالرمز 

  وبناء على ذلك یمكننا حساب المؤشرات التالیة:

  حساب القیمة الحالیة الصحیحة :

ي إذا أودعناه الآن بفائدة ذهي عبارة عن المبلغ ال Vإن القیمة الحالیة الصحیحة 

حصیلته المركبة مساویة للقیمة ، أصبحت قیمته أو nولمدة الاستحقاق  Pمركبة 

ا حسب میرتبطان مع بعضه Sو V، وانطلاقاً من هذا التعریف نجد أن Sسمیة الا

  الشكل :اللتین تأخذان ) 12- 2) و(11-2العلاقتین (

� = � ∙ (1 + �)� = � ∙ ��                                (11 − 3) 

  تساوي: Vومنها نجد أن القیمة الحالة الصحیحة 

� =
�

(1 + �)�
=

�

��
                                (12 − 3) 

للمقدار  hولتسهیل العملیات الریاضیة نرمز بــــ 
�

�� �
، أي نستخدم بشكل دائم  

  التحویل الآتي:

ℎ =
1

1 + �
=

1

�
                             (13 − 3) 

  فنجد أن القیمة الحالیة الصحیحة تأخذ الشكل المختزل التالي:

� = � ∙  ℎ�                                        (14 − 3) 

  حساب مقدار الخصم الصحیح (الحطیطة الداخلیة):

  ه یساوي :أي إنوهو الفرق بین القیمة الاسمیة و القیمة الحالیة الصحیحة، 

  القیمة الحالیة الصحیحة –مقدار الخصم الصحیح = القیمة الاسمیة 

  فإنه یكون لدینا: �عاماً بالرمز  nوإذا رمزنا لمقدار الخصم عن 

�� = � − �                                    (15 − 3) 

  ) نحصل على:14-3من ( Vوبتعویض 

�� = � − � ∙ ℎ� = � ∙ (1 − ℎ�)                      (16 − 3) 
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من  Sكما یمكننا حساب مقدار الخصم بدلالة القیمة الحالیة، وذلك بتعویض 

  ) كما یلي:11- 3العلاقة (

�� = � − � = � ∙ �� − � = � ∙ (�� − 1)                (17 − 3) 

  

 حساب معدل الخصم الصحیح:

بما أن الخصم یحسم من القیمة الاسمیة، فإن معدل الخصم السنوي هو عبارة 

،  Sعن نتیجة قسمة مقدار الخصم الصحیح لسنة واحدة على القیمة الاسمیة للسند 

  ) یساوي:16- 3وبما أن مقدار الخصم الصحیح لسنة واحدة حسب العلاقة(

�� = � ∙ (1 − ℎ) 

فإننا نجد أن ذلك المعدل  qمز وإذا رمزنا لمعدل الخصم الصحیح السنوي بالر 

  یساوي:

� =
��

�
=

� ∙ (1 − ℎ)

�
= 1 − ℎ                       (18 − 3) 

 :  Pبسعر الفائدة   qعلاقة معدل الخصم الصحیح  

بمعدل  q) یمكننا أن نستنتج العلاقة التي تربط معدل الخصم 18- 3من العلاقة (

  ، حیث نجد أن:pالفائدة 

� = 1 − ℎ = 1 −
1

1 + �
=

1 + � − 1

1 + �
=

�

1 + �
 

  :أي إن

� =
�

1 + �
                              (19 − 3) 

�ومن هذه العلاقة نستنتج أن  <  P+1على العدد  P، لأنه ناتج عن قسمة �

�الذي یزید عن الواحد .ومنها یمكن أن نستنتج بالمقابل أن :      =
�

���
  

 :  qحساب القیمة الحالیة الصحیحة بدلالة معدل الخصم الصحیح  

�) أن 18-3لقد وجدنا في ( = 1 − ℎ وهذا یعطینا أن ،ℎ = 1 − �  

  ) نحصل على أن :14- 3بتعویض ذلك في العلاقة (

� = � ∙ (1 − �)�                                (20 − 3) 
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 مقدار الخصم التجاري (الحطیطة الخارجیة) :

        ) 16- 3وجدنا أن مقدار الخصم الصحیح یحسب من إحدى العلاقتین (

  ) التالیتین:17- 3( و

�� = � ∙ (1 − ℎ�)                              (21 − 3) 
�� = � ∙ (�� − 1)                             (22 − 3) 

فإننا نحصل على مقدار الخصم الصحیح لسنة واحدة فقط  n=1وإذا وضعنا فیها 

  ویساوي:

�� = � ∙ (1 − ℎ) = � ∙ �                               (23 − 3) 

  

�� = � ∙ (� − 1) = � ∙ �                                (24 − 3) 

وهذا یعني أنه یمكننا حساب مقدار الخصم الصحیح لسنة واحدة بإحدى 

  الطریقتین التالیتین:

 q حیث إن، qبمعدل الخصم الصحیح  Sإما أن نقوم بضرب القیمة الاسمیة  - 

�بالعلاقة  Pتحسب من معدل الفائدة  =
�

�� �
 . 

 . Pبمعدل الفائدة  Vوإما أن نقوم بضرب القیمة  - 

من هاتین الطریقتین، بل یتشاطرون  اً ولكن التجار في السوق لا یستخدمون أی

بمعدل الفائدة  Sویقومون بحساب الخصم لسنة واحدة من جراء ضرب القیمة الاسمیة 

ذي (أو بمعدل أكبر منه) فیحصلون على ما یسمى بالخصم التجاري وال Pالسائد 

  ، وهو عندما یحسب عن سنة واحدة یساوي:Dt سنرمز له بــــ 

�� = � ∙ � = � ∙ (� − 1)                             (25 − 3) 

  القیمة الحالیة التجاریة:

   عندما یریدون حساب القیمة الحالیة التجاریة یقومون أیضاً بتحویر العلاقة 

حسبون القیمة الحالیة التجاریة یو  Pبسعر الفائدة  q) باستبدال معدل الخصم 15- 3(

  من العلاقة:

�� = � ∙ (1 − �)�                                (26 − 3) 

  وهكذا یقومون بحساب الخصم التجاري من العلاقة:

�� = � − ��                                    (27 − 3) 
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    ):6- 3( مثال

لیرة سوریة، یستحق الدفع  20000یرید أحد الأشخاص بیع سند قیمته الاسمیة 

% سنویاً ، فأوجد ما 7إذا علمت أن سعر الفائدة المركبة فبعد ثلاث سنوات من الآن، 

  یلي:

 القیمة الحالیة الصحیحة لهذا السند . - 

 مقدار الخصم الصحیح ومعدله . - 

 مقدار الخصم التجاري ومعدله . - 

  لیة التجاریة .القیمة الحا - 

   الحل :

�لدینا  =?,      � = 0.07,      � = 3,        � = 20000  

  وبذلك نجد أن القیمة الحالیة الصحیحة تساوي:

� = � ∙ ℎ� = 20000 ∙ �
1

1 + 0.07
�

�

= 16325.96        �.� 

  سنوات فیساوي: 3أما مقدار الخصم الصحیح لمدة 

� = � − � = 20000 − 16325.96 = 3674.04     �.� 

  معدل الخصم الصحیح فیساوي:أما 

� = 1 − ℎ = 1 −
1

1.07
= 0.0654 = 6.54%  

  ) التالیة:20- 3ولحساب القیمة الحالیة التجاریة نستخدم العلاقة (

�� = � ∙ (1 − �)� 
     = 20000 ∙ (1 − 0.07)� = 
�� = 20000 ∙ (0.804357)     
�� = 16087.14                      

  أما مقدار الخصم التجاري فهو یساوي:

�� = � − �� = 20000− 16087.14 = 3912.86 

  . �أكبر من القیمة الحالیة التجاریة  Vوهنا نلاحظ أن القیمة الحالیة الصحیحة 
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  تسویة الدیون طویلة الأجل (بفائدة مركبة): -3-3

  أسس التسویة : - 1- 3-3

كیفیة تسویة الدیون قصیرة الأجل اعتماداً على نظام الفائدة  لقد عالجنا سابقاً 

البسیطة، ولكن معالجة تسویة الدیون طویلة الأجل تتم اعتماداً على نظام الفائدة 

حتى لا یتضرر أي طرف من أطراف عملیة التعاقد (الدائن أو المدین) من و المركبة، 

لحالات، وبحیث نضمن مختلف ا عملیة التسویة، لابد من اتباع أساس سلیم لمعالجة

، أي بحیث تتم إضافة الفوائد المستحقة عن كل دین یتم تأجیل تاریخ حقوق الطرفین

استحقاقه، ویتم إنقاص قیمة الدین الذي یسدد قبل موعده أو یتقدم تاریخ استحقاقه، 

  بمقدار الخصم الصحیح المستحق عن ذلك التقدیم .

الدیون قصیرة الأجل وطویلة الأجل والتي  والقاعدة العامة المتبعة في تسویة

  تحفظ حقوق الطرفین هي القاعدة التي تستند على القاعدة الذهبیة التالیة :

القاعدة الذهبیة : لا یجوز جمع أو طرح المبالغ المالیة إلا إذا كانت قیمها 

  . منسوبة إلى لحظة زمنیة واحدة 

اب قیم جمیع الدیون عند تلك لذلك كان لابد من اختیار لحظة زمنیة معینة وحس

اللحظة ، وإن أفضل لحظة هي لحظة التسویة ، ولهذا یتم تحدید تاریخ معین للتسویة  

( واعتباره لحظة الصفر)، وحساب القیم الحالیة لتلك الدیون منسوبة إلى ذلك التاریخ ، 

  ثم تطبیق المعادلة التالیة والتي تسمى معادلة التوازن التالیة:

  القیم الحالیة للدیون قبل التسویة = مجموع القیم الحالیة للدیون بعد التسویةمجموع 

∑ أي           (في لحظة التسویة) �� = ∑   (في لحظة التسویة) �

وبوضع القیم الحالیة للدیون قبل التسویة والقیم الحالیة للدیون بعد التسویة في 

هذه المعادلة، والمطابقة بین الطرفین، یمكننا حساب أي متحول مجهول في أحد 

  الطرفین، وخاصة في الطرف الثاني . 

   ویتم حساب القیم الحالیة لتلك الدیون في الطرفین وفق إحدى الحالتین التالیتین:

  . Pمن حساب القیم الحالیة الصحیحة حسب معدل الفائدة المركبة  - 

�من حساب القیم الحالیة التجاریة باستخدام معدل الخصم التجاري  -  = �.  



  ظم ادة ار اث ال

 

                            69 
  

وهنا نذكر بأهم العلاقات المستخدمة في حساب القیم الحالیة الصحیحة والتجاریة، 

  وهي:

  قتین:نحسب القیمة الحالیة الصحیحة للطرفین من أحدى العلا

  :Pمعدل الفائدة  ةبدلال

� =
�

(1 + �)�
= � ∙ ℎ�                  (28 − 3) 

  :qبدلالة معدل الخصم الصحیح 

� = � ∙ (1 − �)�                                (29 − 3) 
  نحسب القیمة الحالیة التجاریة من العلاقة: أو

�� = � ∙ (1 − �)�                           (30 − 3) 

  :حالات التسویة - 2- 3-3

  : لى:  حالة تسدید الدین قبل موعدهالحالة الأو 

ونستخدم  :وهنا یتم حساب القیمة الحالیة لهذا الدین، ثم تسدید قیمته مباشرة 

  لذلك إحدى العلاقتین:

� =
�

(1 + �)�
= � ∙ ℎ�     ,           �� = � ∙ (1 − �)� 

  : )7- 3(مثال 

 100000لجاره بسند قیمته الاسمیة اكتشف ورثة التاجر أحمد أن والدهم یدین 

سنوات من الآن، فاحسب المبلغ الذي یجب أن یدفعه الورثة  3ل.س، ویستحق بعد 

باقي المال الموروث (حسب القاعدة:  ال تبرئة ذمة والدهم، حتى یتقاسمو للدائن من أج

  . P=0.05بعد وصیة أو دین) علماً بأن سعر الفائدة المركبة 

  الحل:

�لدینا :   =?  ,     � = 0.05  ,       � = 3  ,       � = 100000  

نلاحظ أن المبلغ الذي یجب أن یدفعه الورثة هو القیمة الحالیة الصحیحة لذلك السند 

  وتحسب من العلاقة:

� =
�

(1 + �)�
=

100000

(1 + 0.05)�
= 86383.76     �.� 
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  العلاقة:أما إذا اتفق الطرفان على حساب القیمة الحالیة التجاریة فنحسبها من 

�� = � ∙ [1 − �]� = 10000∙ [1 − (0.05)]� = 85733.5 

  وهي هنا لصالح الورثة .

  :حالة استبدال دین واحد بآخر جدیدالحالة الثانیة: 

، Xلمعالجة هذه الحالة، نفترض أن قیمة الدین الجدید مجهولة، ونرمز لها بــــ 

ن الجدید معلومة، (أو بالمقابل نفترض أن قیمة الدی mونفترض أن مدة استحقاقه 

  مجهولة) . سنوضح ذلك من خلال الأمثلة التالیة: mمعلومة، وأن مدة استحقاقه 

  : )8- 3(مثال 

 5ل.س، ویستحق الدفع بعد  200000یدین أحدهم للمصرف بسند قیمته 

سنوات. احسب القیمة الاسمیة للسند  7سنوات، ویرید استبداله بسند جدید یستحق بعد 

  % سنوباً .8الفائدة المركبة الجدید إذا علمت أن سعر 

  الحل: 

�لدینا :   = 7  ,     � = 0.08  ,       �� = 5  ,       � = 200000  

، فإن القاعدة العامة تعطینا Xنفترض أن القیمة الاسمیة المجهولة للدین الجدید هي 

            V1  =   V          المعادلة التالیة: 

  نحصل على أن: ) للطرفین28- 3وباستخدام العلاقة (

200000

(1 + 0.08)�
=

�

(1 + 0.08)�
 

136116.64 =
�

(1 + 0.08)�
⇒  

� = 136116.64 ∙ (1 + 0.08)� 

� = 233280     �.�. 

  :ثالثة: تسویة عدة دیون بدین واحدالحالة ال

  :التالي مثالنستعرضها من خلال اللمعالجة هذه الحالة نطبق القاعدة نفسها، و 

   :)9- 3(مثال 

  الدیون التي علیه للمصرف بدین واحد جدید، والدیون هي:یرید حمودة تسویة 
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  سنوات . 3ل.س ویستحق بعد  40000

  سنوات . 6ل.س ویستحق بعد  50000

  سنوات . 8ل.س ویستحق بعد  70000

فاحسب القیمة الاسمیة للدین الجدید إذا علمت أنه تم الاتفاق مع المصرف على أن 

  % سنویاً.6عر الفائدة المركبة المعتمدة هو سنوات، وأن س 5تكون مدة الدین الجدید 

  الحل:

� لدینا:  = 0.06  ,�� = 70000  ,�� = 50000  ,    �� = 40000  

� = 5  ,�� = 8   , �� = 6  ,�� = 3 

، وبذلك نجد Xلتطبیق القاعدة العامة نفترض أن القیمة الاسمیة للدین الجدید تساوي 

 أن القاعدة العامة تأخذ الشكل التالي:

�� + �� + �� = � 

  ) على الطرفین نجد أن :28- 3وبتطبیق العلاقة (

40000

(1 + 0.06)�
+

50000

(1 + 0.06)�
+

70000

(1 + 0.06)�
=

�

(1 + 0.06)�
 

33584.77 + 352480.3 + 43918.87 =
�

1.33523
 

112751.67 =
�

1.33523
 

� = 112751.67 ∙ (1.33523) = 150887.67      �.�. 

 (بفائدة مركبة):: حساب حصیلة الدفعات الدوریة المتساویة 3-4

  : تمهید - 1- 3-4

سنعالج في هذه الفقرة كیفیة حساب حصیلة عدة دفعات دوریة متساویة في نهایة 

مدة الإیداع. ونقصد بالدفعات الدوریة الدفعات التي تودع بانتظام خلال فترات زمنیة 

دوریة (كل سنة أو نصف سنة أو فصل أو شهر)، في أحد المصارف وحسب نظام 

لمركبة، وهي قد تكون متساویة، فعندها تسمى الدفعات الدوریة المتساویة، وقد الفائدة ا

  تكون غیر متساویة، وعندها تسمى الدفعات الدوریة غیر المتساویة .
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وستقتصر دراستنا في هذا الفصل على الدفعات الدوریة المتساویة لكونها تخضع 

  .ین ریاضیة محددةإلى قوان

 :ماه نوعینیمكن أن نصنف الدفعات الدوریة إلى  :المتساویة أنواع الدفعات الدوریة**

 :الدفعات العادیة  

في نهایة كل دورة زمنیة  بانتظاموهي الدفعات الدوریة المتساویة التي یتم دفعها 

محددة للدفع( أي في نهایة كل شهر أو في كل فصل أو سنة)، اعتباراً من 

لحظة الاتفاق، وقد سمیت دفعات عادیة لأن الدفعة الأولى منها تدفع في نهایة 

الفترة الأولى التي تم الاتفاق علیها، أي بعد مرور فترة زمنیة على الاتفاق، 

 ات بعد تسدید الدفعة الأخیرة مباشرة .وتحسب حصیلة هذه الدفع

 :الدفعات الفوریة  

في بدایة كل دورة زمنیة  بانتظاموهي الدفعات الدوریة المتساویة التي یتم دفعها 

محددة للدفع ( أي في بدایة كل سنة أو فصل أو شهر)، اعتباراً من لحظة 

راً وفي بدایة الاتفاق، وقد سمیت دفعات فوریة لأن الدفعة الأولى منها تدفع فو 

الفترة الأولى (أي في لحظة الاتفاق) ، وتحسب حصیلة هذه الدفعات بعد مرور 

  دورة زمنیة كاملة على إیداع الدفعة الأخیرة .

وقبل الدخول في الحسابات والاستنتاجات الریاضیة، نرمز للمتحولات التي یمكن 

  ة :أن تدخل في حسابات هذه الدفعات بكل أنواعها بالرموز التالی

  . kقیمة الدفعة الدوریة ونرمز لها كالعادة بــ  -1

، وهو یساوي أیضاً مدة الإیداع إذا  nعدد الدفعات الدوریة: ونرمز له بالرمز  -2

  كان الإیداع سنویاً .

طول مدة الدورة: وهو یساوي وحدة زمنیة یتفق علیها (سنة أو فصل أو شهر)  -3

  . lونرمز له بالرمز 

 فترة زمنیة دوریة، وتحسب بالسنوات . nالمدة الكاملة للإیداع: وهي تساوي  -4

  ، وهو نسبة مئویة سنویة .Pسعر الفائدة المركبة: ونرمز له بالرمز  -5

  ، وتحسب بالفترات الزمنیة المعتمدة .tمدة التأجیل والسماح: ونرمز لها بالرمز  -6
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  .nها مرتبطة بعدد الدفعات لأن ��حصیلة الدفعات الدوریة: ونرمز لها بالرمز  -7

لأنها مرتبطة بعدد  �الفائدة المستحقة للدفعات الدوریة: ونرمز له بالرمز  -8

  أیضاً . nالدفعات 

  :الدفعات العادیة السنویة حساب حصیلة - 2- 3-4

لحساب حصیلة هذه الدفعات ننطلق من تعریف الدفعات العادیة التي تدفع في 

بعد تسدید الدفعة الأخیرة مباشرة، ونقوم بتمثیل سیر نهایة كل سنة، وتحسب حصیلتها 

  عملیات الدفع والحساب كما في الشكل الآتي:

0 1 2 3 4 5 n-1 n………...
n

الحصیلة

k k k k k k k………...

  ) تمثیل الدفعات العادیة2- 3الشكل (

ومن الشكل نلاحظ أنه لحساب الحصیلة الكلیة لهذه الدفعات یجب حساب 

ة المدة ، وذلك اعتماداً على العلاقة حصیلة كل منها بشكل منفرد منسوبة إلى نهای

  فنجد أن:  Gn  =k.rnالمعروفة  الآتیة :  

حصیلة الدفعة الأولى التي أودعت في نهایة العام الأول، واستمر إیداعها حتى نهایة 

�عاماً تساوي :     (n-1)، أي التي بلغت مدة إیداعها nالعام  ∙ ����  .  

حصیلة الدفعة الثانیة التي أودعت في نهایة العام الثاني، واستمر إیداعها حتى نهایة 

�عاماً تساوي :      (n-2)، أي التي بلغت مدة إیداعها nالعام  ∙ ����  .  

�عاماً تساوي:   (n-3)حصیلة الدفعة الثالثة التي استمرت لمدة  ∙ ���� .  

�  عاماً تساوي:   (n-4)دة حصیلة الدفعة الرابعة التي استمرت لم ∙ ���� .  

.........................................................................  

�حصیلة الدفعة قبل الأخیرة التي استمر إیداعها عاماً واحداً تساوي:   ∙ �� .  

  . kحصیلة الدفعة الأخیرة التي سحبت مباشرة بعد إیداعها تساوي نفسها:   

  :أي إنكذا نجد أن الحصیلة الكلیة لهذه الدفعات تساوي مجموع حصائلها، وه

�� = � ∙ ���� + � ∙ ���� + ⋯ … … � ∙ � + � 
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 ولتسهیل عملیة التحلیل نكتب الطرف الثاني بترتیب معاكس، فنحصل على أن :

�� = � + � ∙ � + � ∙ �� + ⋯ … .� ∙ ���� + � ∙ ���� 

لإیجاد صیغة مختصرة لهذه المعادلة، نلاحظ أن الطرف الثاني منها ما هو إلا عبارة 

  حداً، n، وعدد حدودها r، وأساسها Kعن مجموع حدود متوالیة هندسیة، حدها الأول 

  ) نجد أن ذلك المجموع یساوي:14 - 1وحسب العلاقة (

�� = � ∙
�� − 1

� − 1
= � ∙ ��                              (31 − 3) 

للكسر  �حیث رمزنا بـــــ 
�� ��

���
 تؤخذ من الجداول الملحقة. وتحسب قیمته مباشرة أو 

، وهي تتضمن أربعة  kدفعة عادیة قیمة كل منها  nوهذه العلاقة تعطینا حصیلة 

  متحولات إذا علمنا ثلاثة منها أمكننا حساب الرابع .

  العلاقة:ولحساب الفائدة المستحقة عن تلك الدفعات نطبق 

�� = �� − � ∙ �                                     (32 − 3) 

  : )10- 3( مثال

قرر الوالدان أن یودعا في المصرف لصالح طفلهما الجدید، في نهایة كل عام 

. فاحسب حصیلة تلك الدفعات عندما یصبح ذلك الطفل راشداً ویبلغ ل.س 1000مبلغ 

% سنویاً، ثم احسب الفائدة المستحقة عن 8المركبة عاماً، علماً بأن سعر الفائدة  18

  تلك الدفعات .

  الحل: 

��لدینا  =?,     � = 0.08,        � = 18,         � = 1000  

وبما أن الدفعات السابقة هي دفعات سنویة متساویة وعادیة لذلك نقوم بتطبیق العلاقة 

  ) فنحصل على أن حصیلتها تساوي :31- 3(

��� = 1000 ∙
(1.08)�� − 1

(1.08) − 1
= 37450        �.�. 

  ) فنجد أن:32- 3ولحساب الفائدة المستحقة عن تلك الدفعات، نطبق العلاقة (

�� = �� − � ∙ � = 37450 − 18 ∙ 1000 = 19450    �.�. 
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  : 3 ملاحظة

مرة في العام تحسب من  mإن حصیلة الدفعات الجزئیة العادیة التي تدفع بواقع 

  العلاقة:

��∙� = � ∙
��

�
��

�∙�

− 1

��
�
�� − 1

= � ∙
�� − 1

��
�
�� − 1

                (33 − 3) 

دفعة وتدفع   n.mوهي العلاقة التي تعطینا حصیلة الدفعات الجزئیة التي عددها 

  عاماً.  nخلال 

  : )11- 3( مثال

ل.س في آخر كل شهر، فاحسب حصیلة هذه  1000یقوم أحدهم بإیداع مبلغ 

  % سنویاً. 7الدفعات في نهایة السنة الثالثة، علماً بأن سعر الفائدة المركبة 

نلاحظ أن هذه الدفعات هي دفعات عادیة وشهریة ، لأنها تدفع في نهایة كل 

لاث سنوات یساوي دفعة، وأن عددها خلال ث m=12شهر، وأن عددها في السنة 

n.m=36  سنویاً تساوي:7دفعة، ونجد أن حصیلة هذه الدفعات بفائدة مركبة %  

��� = ��� = 1000 ∙
�� − 1

�
�

�� − 1
= 1000 ∙

(1.07)� − 1

(1.07)
�

�� − 1
 

��� = 1000 ∙
1.225043 − 1

1.005654− 1
= 1000 ∙

0.225043

0.005654145
= 

��� = 1000 ∙ (39.80142002) = 39801.42    �.�. 

  حساب حصیلة الدفعات الفوریة السنویة : - 3- 3-4

لحساب حصیلة الدفعات الفوریة ننطلق من تعریف الدفعات الفوریة التي تدفع في 

بدایة كل عام، وتحسب حصیلتها بعد مرور عام على إیداع الدفعة الأخیرة، ولتوضیح 

  سیر عملیات الدفع والحساب نقوم بتمثیل ذلك على الشكل البیاني التالي:
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0 1 2 3 4 5 n-1 n………...
n

الحصیلة

k k k k k kk ………...

  ) : التمثیل البیاني للدفعات الفوریة3- 3الشكل (

ومن الشكل البیاني نلاحظ أن لحظة حساب حصیلة هذه الدفعات هي نهایة 

، أي بعد مرور سنة على موعد  تسدید الدفعة الأخیرة، وهذا یعني أنه nالسنة الأخیرة 

ساب حصیلة كلٍ منها بشكل منفرد لحساب الحصیلة الكلیة لهذه الدفعات، یجب ح

��    ، وذلك اعتماداً على العلاقة المعروفة: nمنسوبة إلى تلك اللحظة  = � ∙ ��  

�عاماً تساوي:  nوبذلك نجد أن حصیلة الدفعة الأولى التي یستمر إیداعها  ∙ ��  

�  عاماً تساوي :       n-1وحصیلة الدفعة الثانیة التي یستمر إیداعها  ∙ ����  

�عاماً تساوي :       n-2وحصیلة الدفعة الثانیة التي یستمر إیداعها  ∙ ����  

.........................................................................  

�سنة تساوي :        2وحصیلة الدفعة قبل الأخیرة التي یستمر إیداعها  ∙ ��  

�ر إیداعها سنة واحدة تساوي :          وحصیلة الدفعة الأخیرة التي یستم ∙ �  

  ها تساوي:أي إنوهكذا نجد أن الحصیلة الكلیة لهذه الدفعات تساوي مجموع حصائلها، 

��
� = � ∙ �� + � ∙ ���� + � ∙ ���� + ⋯ + � ∙ �� + � ∙ � 

  ولتسهیل المعالجة نقوم بكتابة المجموع الأیمن بترتیب معاكس، فنحصل على أن:

��
� = � ∙ � + � ∙ �� + � ∙ �� + ⋯ + � ∙ ���� + � ∙ �� 

وهنا نلاحظ أن المجموع في الطرف الأیمن ما هو إلا عبارة عن مجموع حدود متوالیة 

�)هندسیة حدها الأول ∙ حداً، لذلك فإن العلاقة  n، وعدد حدودها rوأساسها   (�

  السابقة تساوي:

��
� = � ∙ � ∙

�� − 1

� − 1
= � ∙ � ∙ ��                       (34 − 3) 

  وهي علاقة تضم أربعة متحولات، إذا علمنا ثلاثة منها أمكننا حساب الرابع .

  ) نجد أن:31- 3وبمقارنة هذه العلاقة مع العلاقة ( 

��
� = � ∙ ��                                             (35 − 3) 
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  ولحساب مقدار الفائدة المستحقة عن هذه الدفعات نطبق العلاقة البسیطة :

��
� =  ��

� − � ∙ �                                               (36 − 3) 

  :)12- 3(مثال 

دفعات كانت تدفع في بدایة كل عام، إذا علمت أن مقدار  10احسب حصیلة 

% سنویاً. ثم احسب مقدار الفائدة المستحقة 8ل.س. وبفائدة مركبة  5000كل منها 

  عن تلك الدفعات .

  الحل: 

�� لدینا =?,     � = 0.08,          � = 5000,    � =15  

  )34-3بما أن الدفعات تدفع في بدایة كل عام فهي دفعات فوریة لذلك نطبق العلاقة (

��
� = � ∙ � ∙

�� − 1

� − 1
= 5000 ∙ (1.08) ∙

(1.08)�� − 1

1.08 − 1
 

��
� = 5000∙ (1.08) ∙ (14.48656) = 78227.44     �.�. 

  أما مقدار الفائدة المستحقة فیساوي :

��
� = ��

� − � ∙ � = 7822.7 − 10 ∙ 5000 = 28227.44    �.�. 

  : 4 ملاحظة

دفعة في العام فإن حصیلتها  mإذا كانت الدفعات جزئیة وفوریة وتدفع بواقع 

  تحسب من العلاقة :

��∙�
� = � ∙ �

�
� ∙

�� − 1

�
�
� − 1

                                (37 − 3) 

  :)13- 3(مثال 

سنوات  3ل.س في بدایة كل شهر ولمدة  1000 قرر أحدهم أن یودع مبلغ

  % سنویاً .7فاحسب حصیلة هذه الدفعات إذا علمت أن سعر الفائدة المركبة 

  الحل:

نلاحظ أن هذه الدفعات هي دفعات فوریة جزئیة (شهریة) وإن حصیلتها تحسب من 

  العلاقة :

��∙�
� = � ∙ �

�
� ∙

�� − 1

�
�
� − 1
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�وبما أن لدینا  = 1.08,        � = 12,         � = 3,       � = 1000   

  نعوض فنجد أن:

��∙�
� = 1000 ∙ (1.07)

�
�� ∙

(1.07)� − 1

(1.07)
�

�� − 1
= 

��∙�
� = 1000 ∙ (1.00565415) ∙

0.225043

0.005654145
= 

��∙�
� = 40022.46     �.�. 

 :حساب القیمة الحالیة للدفعات الدوریة (بفائدة مركبة) -3-5

وفق الفوریة،  بحساب القیمة الحالیة للدفعات العادیة و هذه الفقرةسنقوم في 

  الترتیب التالي:

  :الحالیة للدفعات العادیة السنویةحساب القیمة  - 1- 3-5

نقصد بمصطلح الدفعات العادیة السنویة الدفعات التي تودع في نهایة كل عام. 

وإن حساب القیمة الحالیة  الكلیة لهذه الدفعات ، یقتضي أن نقوم بحساب القیمة 

  الحالیة لكل منها ثم نأخذ مجموعها. 

ولحساب القیم الحالیة لكل من هذه الدفعات نعود إلى العلاقة العامة لها ، وهي 

  الآتیة: علاقةال

(38 3) 
n

nn hK
P

K
V 




)1(
 :حیث  

1

1




P
h 

وهكذا نجد أنه یمكننا أن نستخدم هذه العلاقة لحساب القیم الحالیة لكل من 

  الدفعات الدوریة حسب مدة كل منها.

1فالقیمة الحالیة للدفعة الأولى التي أودعت في نهایة العام الأول تساوي : 
1 hKV   

2والقیمة الحالیة للدفعة الثانیة التي أودعت في نهایة العام الثاني تساوي  :
2 hKV   

 تساوي  :والقیمة الحالیة للدفعة الثالثة التي أودعت في نهایة العام الثالث 
3

3 hKV   

...............................................................  
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)1(والقیمة الحالیة للدفعة ما قبل الأخیرة التي أودعت في نهایة العام  n: 
1

1


  n
n hKV.  

nتساوي :  nیة العام والقیمة الحالیة للدفعة الأخیرة التي أودعت في نها
n hKV .  

  :أي إنوبذلك نجد أن القیمة الحالیة الكلیة لهذه الدفعات تساوي مجموع قیمها الحالیة ، 

1 2 3 1......... (39 3)n nV V V V V V     
  

  :أي إن

nn
n hkhKhKhKhKV  132 .....  

وبملاحظة أن المجموع في الطرف الثاني ما هو إلا مجموع حدود متوالیة 

hKهندسیة حدها الأول   وأساسها ،h  وعدد حدودهاn  حداً. فإن مجموع حدودها

  یساوي:

1
(40 3)

1

n

n

h
V K h

h


   

  

وبما أن  
1

1
1

h
P

 


  فإنه یفضل كتابة العلاقة السابقة على الشكل التالي: 

1
(41 3)

1

n

n

h
V K h

h


   

  

)1(وبما أن  h :یساوي  

hP
P

P

P
h 









1

11

1

1
11

  

  ) على الشكل التالي:41- 3لذلك نكتب العلاقة (

1 1
(42 3)

n n

n n

h h
V K h V K

P h P

 
      

  

دفعة عادیة سنویة مقدار كل  nوهي العلاقة التي تعطینا القیمة الحالیة الكلیة لـ 

  سنویاً. Pبفائدة مركبة   Kمنها  
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  : )14- 3(مثال 

ل.س، أو بالتقسیط، بشرط أن  450000یبیع أحد التجار السیارات نقداً بمبلغ 

في  40000قدرها ل.س نقداً وفوراً، ویتم دفع أقساط سنویة  300000یتم دفع مبلغ 

  نهایة كل عام ولمدة خمسة أعوام.

م) للسیارة عند بیعها بالتقسیط إذا علمت أن ئلقاحساب الثمن الحقیقي (ا والمطلوب:

ثم قارن ذلك الثمن مع الثمن النقدي المعروض.  % سنویاً.8سعر الفائدة المركبة 

  واستنتج ما تراه مناسباً.

  الحل: 

  الدفعة النقدیة + القیمة الحالیة للأقساط.إن الثمن الحقیقي للسیارة = 

ولحساب القیمة الحالیة للأقساط نلاحظ أولاً أنها عبارة عن دفعات سنویة عادیة . لذلك 

  ) مباشرة فنجد أنه:42- 3نطبق العلاقة (

5لدینا :  , 0.08 , 40000n P K    :ًولدینا أیضا  

1 1
0.9259259

1 1 0.08
h

p
  

   

  ) نجد أن:42- 3السابقة ( وبالتعویض في العلاقة

5

5

5

1 (0.9259259)
40000

0.08

40000 (3.99271) 159708.40 . .

V

V L S


 

    

  وبذلك نجد أن الثمن الحقیقي للسیارة:

300000 159708.40 459708.40 .L S  
  

  وبمقارنة هذا الثمن مع الثمن النقدي نجد أنه یزید عنه بمقدار:

459708.40 450000 9708.40 . .L S 
  

وهذا یعني إن التاجر قد استفاد من عملیة التقسیط، وحصل على مبلغ إضافي 

ل.س  وهو مقدار النصب بسبب التقسیط غیر العادل، لذلك نطلب  9708.40قدره 

  من  الطلاب حساب قیمة القسط العادل. 
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  : 5ملاحظة 

دفعة   m، التي تدفع بواقع یة العادیةئة الحالیة لجملة من الدفعات الجز إن القیم

  عاماً تحسب من العلاقة الآتیة : nفي العام ولمدة  

1

1

1
(43 3)

1

n

m
n m

m

h
V K h

h



   

  

دفعة متساویة   mوهي العلاقة التي تعطینا القیمة الحالیة للدفعات العادیة الجزئیة بواقع 

  خلال العام.

  : )15- 3(مثال 

تدفع  اشترى أحدهم جهاز حاسوب بالتقسیط على أن یدفع ثمنه على شكل أقساط

ل.س ، ولمدة ثلاث سنوات فاحسب  2000في نهایة كل شهر، وقیمة كل منها تساوي 

  % سنویاً.8الثمن الحقیقي لذلك الجهاز. إذا علمت أن سعر الفائدة المركبة 

  الحل: 

?لدینا  , 2000 , 3 , 0.08 , 12V K n P k    .  

عادیة ال الدفعاتلحساب الثمن الحقیقي لذلك الجهاز نطبق علاقة القیمة الحالیة لتلك 

  : الجزئیة

0.08Pوبما أن   : فإن ،  

1 1
0.9259259

1 1 0.08
h

P
  

   

  وبالتعویض نحصل على أن:

1 3

12
1

12

1 (0.9259259)
2000 (0.9259259)

1 (0.9259259)

1 0.793832
2000 (0.9259259)

1 0.9936071

64086.68 . .

n m

n m

n m

V

V

V L S








  




  




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  القیمة الحالیة للدفعات الفوریة السنویة: - 2- 3-5

الذي  هنفس لحساب القیمة الحالیة  الكلیة لهذه الدفعات الفوریة نتبع الأسلوب

اتبعناه في حساب القیمة الحالیة للدفعات العادیة، ولكننا هنا یجب أن نلاحظ أن الدفعة 

الأولى تدفع في بدایة العام الأول، والثانیة في بدایة العام الثاني، والثالثة في بدایة العام 

شكل الثالث.... والأخیرة في بدایة العام الأخیر، وإن عملیات الدفع تمثل كما في ال

  البیاني التالي:

n

  
  (3-4)لشكل ا

KVومن الشكل نلاحظ أن القیمة الحالیة للدفعة الأولى تساوي نفسها أي:  1'.  

1   وأن القیمة الحالیة للدفعة الثانیة التي مدتها عام واحد تساوي :   
2 .' hKV .  

2   وأن القیمة الحالیة للدفعة الثالثة التي مدتها عامان تساوي:       
3 .' hKV .  

3     وأن القیمة الحالیة للدفعة الرابعة التي مدتها ثلاثة أعوام تساوي: 
4 .' hKV .  

...............................  

2قبل الأخیرة تساوي :               وأن القیمة الحالیة للدفعة ما
1' n

nV K h 
  .  

  وأن القیمة الحالیة للدفعة الأخیرة التي تدفع في بدایة العام الأخیر تساوي : 

1' n
nV K h  

  
  تساوي: V'وبذلك نجد أن القیمة الحالیة  الكلیة لهذه الدفعات الفوریة السنویة 

nnn VVVVVVV ''.......''''' 14321    
2 3 2 1' n n

nV K K h K h K h K h K h            
  

 hوأساسها   Kوبما أن الطرف الثاني هو مجموع حدود متوالیة هندسیة حدها الأول  

  حداً، فإننا نجد أن القیمة الحالیة المطلوبة تساوي: nوعدد حدودها 
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1
' (44 3)

1

n

n

h
V K

h


  

  

nVنجد أن القیمة الحالیة للدفعات الفوریة  (3-41)وبمقارنة هذه العلاقة مع العلاقة  '  

  ترتبط مع القیمة الحالیة للدفعات العادیة بالعلاقة:

' (45 3)n
n

V
V

h
 

  

  : 6ملاحظة 

عاماً ،  nدفعة في العام ولمدة  mیة وفوریة وتدفع بواقع  ئإذا كانت الدفعات جز 

  فإن قیمتها الحالیة تحسب من العلاقة التالیة:

1

1
(46 3)

1

n

n m

m

h
V K

h



  

  

  

  

  : )16- 3(مثال 

یرید أحدهم شراء سیارة خاصة، فاتفق مع البائع على أن یسدد له قیمتها على 

خمسة أقساط سنویة تدفع في بدایة كل عام، اعتباراً من تاریخ الشراء،  قیمة كل منها 

م ) لهذه السیارة إذا علمت أن سعر الفائدة ئل.س. فاحسب الثمن الحقیقي (القا 75000

  % سنویاً.6المركبة 

  الحل: 

نلاحظ أن الدفعات هي دفعات فوریة لأنها تدفع في بدایة كل عام، وأن القیمة الحالیة 

  لهذه الدفعات هي نفسها ثمن شراء السیارة المذكورة، كما نلاحظ أن:

75000 , 5Q n   0.06 أن وP   ن:أ و  

1 1
0.943396

1 1.06
h

P
  

  

  ) نجد أن القیمة الحالیة لهذه الدفعات الفوریة تساوي:39- 3وبتطبیق العلاقة (
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 
55 1 0.9433961

' 7500
1 1 0.943396

' 334882.77 . .

n

n

h
V Q

h

V L S


   

 



  

  :حسابات القروض طویلة الأجل وطرق تسدیدها -3-6

التي تكون مدتها أكثر من سنتین، وإن إن القروض طویلة الأجل هي القروض 

عملیة تسدید هذه القروض تعتمد على دفع أقساط دوریة سنویة أو فصلیة أو شهریة، 

  وتنطلق من أحد المبدأین المعادلین التالیین:

عند انتهاء المدة.  ،حصیلة الأقساط حتى نهایة المدة = حصیلة القرضالمبدأ الأول: 

  .المدةوهذا یجعل التعادل في نهایة 

وهذا ، رضالقیمة الحالیة للأقساط عند الإقراض= القیمة الأصلیة للقالمبدأ الثاني: 

  .یجعل التعادل في بدایة المدة

ولهذا فإنه یتوجب على المصرف أن یقوم بتحدید قیمة كل قسط من الأقساط 

حسب أحد هذین المبدأین، علماً بأن هذه الأقساط یمكن أن تكون  هاوحسابالدوریة 

متساویة أو غیر متساویة، كما علیه أن یقوم بتنظیم عملیة دفعها وتحدید مواقیت 

مستحقة في نهایة الفترة سدیدها حتى یتم تسدید قیمة القرض كاملة مع جمیع الفوائد الت

  .1المحددة

  :اط المتساویة)(للأقس إیجاد العلاقة العامة - 1- 3-6

 n، وأن مدة القرض هي   Lلنفترض أن حجم القرض المقدم من المصرف هو 

Prسنویاً ، وأن معاملها  Pسنة، وأن سعر الفائدة المركبة هو  1 وأن مقدار ،

، وأن القسط الأول یستحق الدفع بعد عام من تاریخ Rهو  المتساوي القسط السنوي

  عاماً. nالقرض، وهكذا تتوالى الأقساط حتى یتم تسدید القرض مع فوائده خلال 

. نعتمد على المبدأ الثاني، rو nو Rو Sلإیجاد العلاقة الریاضیة التي تربط بین 

مجموع القیم  وهنا نلاحظ أولاً أنه حتى یتم تسدید القرض مع فوائده یجب أن یكون

  .  Lالحالیة لجمیع الأقساط السنویة مساویاً لقیمة القرض الأصلیة 

                                                 
.  S.Pأكبر من إجمالي الفائدة السنویة المترتبة على قیمة القرض والتي تساوي  Rیتشرط أن یكون مقدار القسط السنوي  1

Rأي یجب أن یكون  S P .  
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    فیكون: 1Vوهكذا فإننا نفترض أن القیمة الحالیة للقسط الأول تساوي 
r

R
V 1  

    :                           قیمة الحالیة للقسط الثاني تساويوأن ال
22

r

R
V    

وأن القیمة الحالیة للقسط الثالث تساوي:                               
33

r

R
V    

........................  

 سنة تساوي: nوبذلك تكون القیمة الحالیة للقسط الأخیر الذي یدفع بعد 
nn

r

R
V   

القرض مع فوائده یجب أن یكون مجموع هذه القیمة حتى یتم تسدید كامل قیمة 

  الحالیة مساویاً لقیمة القرض، أي یجب أن یكون:

1 2 3

2 3

.....

1 1 1 1
....

n

n

V V V V L

R L
r r r r

    

 
      
 

  

وبملاحظة أن ما داخل القوس هو مجموع حدود متوالیة هندسیة حدها الأول 
r

1
 

وأساسها 
r

1
  حداً، نجد أن: nأیضاً، وعدد حدودها  

1
1

1 1 1 1

1 1 11 1

n

n nr rr
L R R R

r r r
r r

 

 
           

 
  

  وهكذا نجد أن العلاقة المطلوبة هي:

1
(47 3)

1

nr
L R

r


  

  

  فنجد أن: R المتساوي ومنها یمكننا أن نحسب مقدار القسط السنوي

1
(48 3)

1 n

r
R L

r 


  

  
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ویسمى المقدار 
1

1 n

r

r 




وتحسب قیمته مباشرة، أو تعطى  بمعامل التسدید 

طة جداول خاصة ملحقة في آخر الكتاب ، أما إجمالي المبلغ الذي قام   اسبو 

  المقترض بتسدیده فیساوي:

( 1)
(49 3)

1
n n

r
K n R n L

r 


     

  

  یساوي: nIوإجمالي الفائدة المترتبة على القرض 

(50 3)n nI K L    

  :المتساویة للأقساط الجزئیة العلاقة الخاصة*

عندما یتم الاتفاق على تسدید القرض على شكل أقساط أو دفعات جزئیة (فصلیة 

عاماً، فإن العلاقة التي  nدفعة خلال كل عام ولمدة  mوشهریة)، متساویة عددها 

  هي: R'تعطینا مقدار القسط الجزئي 

1/( 1)
' (51 3)

1

m

n

r
R L

r 


  

  

  وعندها فإن إجمالي المبلغ المترتب على المقترض یساوي:

1

( 1)
' ' (52 3)

1

m

n n

r
K n m R n m L

r 


       

  

  وإن إجمالي الفائدة المترتبة على المقترض یساوي:

' ' (53 3)n nP K L    

  :)17- 3(مثال 

هو  عاماً، فما 15ل.س، من المصرف لمدة  40000اقترض أحدهم مبلغ 

تسدید القرض مع فوائده ؟، إذا علمت أن سعر مقدار القسط السنوي الذي یضمن 

هو إجمالي المبلغ الذي سیدفعه المقترض للمصرف؟  وما % سنویاً .8الفائدة المركبة 

  هو مقدار الفائدة المترتبة على القرض؟ وما

 هو مقدار القسط الشهري وإجمالي ما إذا أراد المقترض أن یكون القسط شهریاً، فما

  الفائدة؟سیدفعه وإجمالي مقدار 
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  الحل: 

  فنجد أن: (3-43)نحسب مقدار القسط السنوي من العلاقة 

15

1.08 1
40000 4673.18 . .

1 (1.08)
R L S




  

  

  فنجد أن: (3-44)ونحسب إجمالي ما سیدفعه المقترض من 

15 4673.18 70097.70 . .nK L S    

  وبذلك نجد أن إجمالي الفائدة المترتبة على القرض یساوي:

70097.70 40000 30097.70 .n nI K S L S      

إذا أراد المقترض أن یسدد قرضه على شكل دفعات شهریة، فإننا نحسب مقدار أما 

  )، فنجد أن:46- 3القسط الشهري من العلاقة  (

  شهریاً 

1

12

15

(1,08) 1
' 40000 375.84 . .

1 (1.08)
R L S




  

  

  سیدفعه المقترض في هذه الحالة للمصرف یساوي: وإن إجمالي ما

15 12 375.84 67651.2 . .nK L S     

  على القرض تساوي:وإن إجمالي الفائدة المترتبة 

67651.2 40000 27651.2 . .nI L S    

وهنا نلاحظ أن الأقساط الشهریة تكون لصالح المقترض لأنها ستقلل من تكالیف 

  القرض.

  الطرائق المختلفة لتسدید القروض: - 2- 3-6

  هناك عدة طرائق لتسدید القروض نذكر منها ما یلي:

وتعتمد هذه الطریقة على تسدید  أقساط  :الطریقة الأولى: طریقة الأقساط المتساویة

هذه الطریقة تشترط أن تكون جمیع هذه  أي إن ،تدفع في نهایة كل عام متساویةسنویة 

 (3-48)المحسوب من العلاقة  Rالأقساط متساویة، وتساوي مقدار القسط السنوي 

  الآتیة:
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1

1 n

r
R L

r 


 

  

  على ما یلي:وتشترط أیضاً أن یتضمن القسط الدوري 

  كامل الفائدة المستحقة على القرض أو على باقي القرض.جزء مخصص لتغطیة ـ  1

  أصل القرض ویسمى بجزء الاستهلاك. جزء منـ جزء آخر مخصص لتسدید  2

، ولمقدار R، ولمقدار القسط الدوري المتساوي بـ Lفإذا رمزنا لمقدار القرض بـ  

، فإننا نجد أن iDبالرمز  iلقسط ذي الرقم جزء الاستهلاك من القرض المتضمن في ا

  القسط الأول یتألف من عنصرین:

  الفائدة المترتبة على القرض خلال العام الأول، وتساويPLI 1.  

  الجزء المخصص للاستهلاك الأول من القرض ومقداره
1D.  

11ومنه نجد أن مقدار القسط الأول یساوي:  DIR  .  

  ومنه نحصل على أن الجزء المخصص للاستهلاك من القرض یساوي:

1 1D R I  

)(وبعد تسدید هذه الدفعة یبقى من أصل القرض  1DL وإن الفائدة المستحقة علیه .

PDLIتساوي   )(   هو سعر الفائدة المركبة السنوي P. حیث 12

وبعد مرور عام آخر (سنتین) على تاریخ القرض، فإن مقدار القسط الثاني سیشمل 

  فیكون:  2Dجزءاً مستهلكاً جدیداً نرمز له بـ تبقى من القرض و فائدة ما

22 DIR   

22    ن لدینا :                   ویكو  IRD   

33          :               وهكذا یكون  لدینا أیضاً  IRD   

nn              وهكذا نجد أن القسط الأخیر یساوي:  DIR   

nnویكون :                                           IRD   

أولاً، ثم نقوم بحساب الفوائد على المبالغ  Rولذلك نقوم بحساب القسط السنوي 

لاكات السنویة والمتراكمة، ویتم تنظیم هذه تهالمتبقیة من أصل القرض وحساب الاس
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العملیات عبر جدول خاص بذلك یسمى جدول استهلاك القرض. ویتضمن المدفوعات 

  أعوام هذا القرض. ویأخذ هذا الجدول الشكل التالي: والاستهلاكات خلال
  العام 

  

)1( 

الرصید المتبقي من 

القرض في مطلع 

  العام 

)2( 

الفائدة المترتبة علیه 

   iIفي نهایة العام 

)3( 

القسط 

السنوي 

R )4(  

الاستهلاك 

السنوي 

iD 

)5( 

الاستهلاك المتراكم من 

  القرض في نهایة العام

)6( 

الرصید المتبقي من 

القرض من نهایة العام 

)7( 

1 L L.P R D1 D1 
1DL  

2 
1D-L P)D-(L 1

 R  2D 21 D D  )( 21 DDL  

3 )D -D-(L 21
 P)D -D-(L 21  R D3 

321 D D D  )( 321 DDDL   

... ... ... ...  ... ...  …… 

... ...  ... ... ... ... …… 

n ).D -.D -D-(L 1-n21 
 ).PD -.D -D-(L 1-n21  R Dn 

nD ...D D D 321
 0  

 المجموع
 I n.R L -  

ولحساب عناصر هذا الجدول نتبع أسلوب التتابع، فبعد أن نحدد مقدار القسط 

PLI) نقوم بحساب الفائدة الأولى المستحقة 48-3من العلاقة( Rالسنوي  1  ثم

  .من العلاقة D1نقوم بحساب الاستهلاك الأول 

1 (54 3)D R L P     

). ثم نقوم بحساب  4) من عنصر العمود (3وذلك بطرح عنصر العمود (

ي العمودین ونضعهما ف، (L-D1)الاستهلاك المتراكم والرصید المتبقي من القرض 

D-(L(، ولمتابعة العمل نضع الرصید المتبقي)7) و(6( في بدایة السطر الثاني من  1

انطلاقاً من  D2) ثم نحسب الفائدة المستحقة علیه، وبعدها نقوم بحساب 2العمود (

  ) اعتماداً على العلاقة: 4) و(3عناصر العمودین (

2 2 (55 3)D R I    

وهكذا نتابع العمل حتى نصل إلى نهایة الجدول، وبعدها نتحقق من أن مجموع 

  . Lیساوي مقدار القرض  الاستهلاكات 
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  : 7ملاحظة 

هناك طریقة أخرى لحساب عناصر الجدول السابق تعتمد على العلاقة التي تربط 

ii  بین الاستهلاكات السنویة DD ,1 : والتي یمكن استخراجها كما یلي  

  وبذلك یكون: 1iRیساوي  iRبما أن الأقساط متساویة، إذن القسط 

1 2

1 1 2 2

1 1 2

1 1 2

1 1 2

2 1 1

2 1

2 1

( )

(56 3)

(1 )

R R

I D I D

L P D L D P D

L P D L P D P D

D D P D

D D D P

D D P

D D r



  

     

       

  

 

  

 

  

  وهكذا نجد أن: 

rDD

rDD





34

23  

  وبصورة عامة یكون لدینا:

1 (57 3)i iD D r     

)1(وهكذا نجد أن الجزء المستهلك من القرض في نهایة العام  i  یساوي الجزء

) 57- 3. وتستخدم العلاقة (rمضروباً بمعامل الفائدة  (i)المستهلك منه في نهایة العام 

ثم  Rمن الجدول الاستهلاكي السابق، وذلك بعد حساب  (5)لحساب عناصر العمود 

) على الترتیب. وعندما نقوم بحساب 55- 3(و ) 54-3من العلاقتین ( D1حساب 

  بسرعة حساب عناصر بقیة الأعمدة. یمكننا (5)عناصر العمود 
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  :)18- 3(مثال 

% ســنویاً 8ســنوات وبفائــدة مركبــة  5ل.س لمــدة  100000اقتــرض أحــدهم مبلــغ 

  على أن یقوم بتسدیده بطریقة الأقساط المتساویة من أصل القرض والفوائد .

  المطلوب : حساب قیمة القسط السنوي ومقـادیر الاسـتهلاكات السـنویة، ثـم إعـداد جـدول

  لاستهلاك هذا القرض .

  الحل:

�  لدینا :   = 0.08  ,       � = 5  ,       � = 100000  

  ) فنجد أن :48-3لحساب القسط السنوي نطبق العلاقة (

� = � ∙
� − 1

1 − ���
= 100000∙

(1.08) − 1

1 − (1.08)��
= 

  

� = 25045.65   �.�. 
  

  أولاً فنجد أن: ��ولحساب مقادیر الاستهلاكات السنویة من أصل القرض نحسب 

�� = � − �� = � − � ∙ � = 25045.65 − 100000∙ (0.08) 
  

�� =17045.65  

  ) فنجد أن:57-3ثم نحسب الاستهلاكات المتتالیة من العلاقة (

�� = �� ∙ � = 17045.65 ∙ (1.08) = 18409.30 
  

�� = �� ∙ � =18409.30(1.08)=19882.05  

  ثم ننظم جدولاً لاستهلاك هذا القرض كما یلي:

  

  العام

المتبقي من 

القرض في 

  بدایة العام

 i 

الفائدة 

المستحقة 

  على المتبقي

  القسط السنوي

 R 

الاستهلاك 

  السنوي

 ��  

الاستهلاك 

  المتراكم

المتبقي من 

أصل 

  القرض

1 100000 8000  25045.65 17045.65 17045.65 82954.35 
2 82954.35 6636.35 25045.65 18409.30 35454.95 64545.05 
3 65656.05 5163.60 25045.65 19882.05 55337 44663 
4 44663 2573.04 25045.65 21472.61 76809.61 23190.30 
5  23190.39 1855.22 25045.65 23190.42 100000 0 

  ------   ------  100000.02 125228.22 25228.22  -----   المجموع
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   .الطریقة الثانیة: وهي طریقة الأقساط المتناقصة

،  L/ nمتساویاً وتساوي    اً جزء   nإلى      Lوفي هذه الطریقة یتم تقسیم القرض  

تسدیدها في نهایة لجزاء على السنوات المتتالیة (جزء لكل سنة) ، ثم یتم توزیع هذه الأ

  كل عام مع الفائدة المترتبة على القرض (أو على الباقي من القرض) 

  لأول یساوي:وضمن هذه الشروط، فإن مقدار القسط ا

1

L
R L P

n
    

  ومقدار القسط الثاني بعد حذف ما استهلك من القرض یساوي:

n

L
P

n

L
LR 








2

  

  ومقدار القسط الثالث بعد حذف ما استهلك من القرض یساوي:

3

2 L L
R L P

n n

 
    
   

  :ويیسا بعد حذف كل ما استهلك من القرض  nومقدار القسط 

)3 -58(  
  

  وهنا نلاحظ أن هذه الأقساط غیر متساویة، ولكن مقدار الاستهلاك السنوي من أصل 

nالقرض ثابت ویساوي 

L
، وإن عدم تساوي الأقساط یعود إلى أن مقادیر الفوائد تتناقص 

  .عاماً بعد عام

  

  

  

  

  

 1
n

n L L
R L P

n n

  
    
 
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  العملیات في جدول لاستهلاك القرض كما یلي:ویمكن تنظیم هذه 

)1( )2( )3( )4( )5( )6( )7( 

الرصید  العام

المتبقي من 

القرض في 

 مطلع العام

الفائدة المترتبة في 

  نهایة العام

 iI 

الاستهلاك 

السنوي 

iR 

الأقساط 

 السنویة

مجموع ما 

استهلك 

من 

القرض في 

 نهایة العام

الرصید 

المتبقي من 

القرض في 

 نهایة العام

1 L pL  
n

L
 pL +

n

L
 

n

L
  

n

L
L  

2 
n

L
L  

L
L P

n

 
  

 
 

n

L
 )3()4(  

2 L

n


 

2 L
L

n


 

3 
2 L

L
n


 2

L
L P

n

 
   

 
 

n

L
 )3()4(  

3 L

n


 

3 L
L

n


 

4 ... ... ... ... ... ... 

...  ... ... ... ... ... ... 

  :)19- 3(مثال 

ل.س من مصرف التسلیف الشعبي ، على أن  (100000)اقترض أحدهم مبلغ 

سنوات، أي على  5یتم تسدیده على أقساط سنویة بطریقة الأقساط المتناقصة وخلال 

أن یتضمن كل قسط كامل الفائدة المستحقة على القرض (أو باقي القرض)، إضافةً 

إلى مبلغ ثابت من أصل القرض، والمطلوب : حساب قیمة الجزء الثابت المخصص 

تهلاك السنوي من أصل القرض ثم حساب الأقساط السنویة المتناقصة وإعداد للاس

  % سنویاً. 8جدول لعملیات استهلاك هذا القرض علماً بأن سعر الفائدة المركبة 

   الحل:

إن الجزء الثابت =
5

100000
20000   ، ًل.س سنویا  

الفائدة  + =الجزء الثابتن القسط الأول یستحق بعد مرور عام على تاریخ القرض وإ 

  ل.س  28000 = 0.08* 100000+20000 على كامل القرض =

  من الأقساط التالیة = الجزء الثابت + الفائدة على باقي القرض ،  وهكذا نجد أن كلاً 

  واعتماداً على العلاقات السابقة نجد أن الجدول المطلوب هو كما یلي:
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 العام

المتبقي من 

القرض في 

 iمطلع العام 

الفائدة 

المستحقة في 

 iنهایة العام  

الاستهلاك 

السنوي 

iD 

الأقساط 

 Ri  السنویة

الاستهلاك 

المتراكم من 

القرض في 

 iنهایة العام 

الرصید 

المتبقي من 

القرض في 

 نهایة العام

1 100000 8000 20000 28000  20000 80000 

2 80000 6400
 

20000 26400 40000 60000 

3 60000 4800
 

20000 24800 60000 40000 

4 40000 3200
 

20000 23200 80000 20000 

5  20000 1600 20000 21600  100000 0 

  ----   ----   124000  100000  24000  ---  المجموع

   :الطریقة الثالثة: طریقة الأقساط المتزایدة

 كل منها راقدمجزءاً متساویاً  nإلى   L وتعتمد هذه الطریقة على تجزئة القرض

n/L ،   ثم توزیعها على السنوات المتتالیة (بواقع جزء لكل سنة) لتسدیدها مع الفوائد

  نجد أن: هانفس المستحقة علیها في نهایة كل عام . وإذا استخدمنا الرموز السابقة

  n/Lالجزء السنوي الثابت المخصص لاستهلاك القرض = 

ط السنوي مساویاً لحصیلة سإن إضافة الفائدة المستحقة علیه في نهایة العام تجعل الق

  یساوي: iوبذلك نجد أن القسط السنوي في العام ، ذلك الجزء الثابت 

n).ri/L =(Ri  

  i في نهایة العام   n/L تساوي حصیلة الجزء  Ri قیمة القسط  أي إن

سهلة الحساب والفهم لذلك تستخدم كثیراً في العملیات وتتمیز هذه الطریقة بأنها 

  التجاریة وتسمى بطریقة ( الكمبیالات).

   :)20- 3(مثال 

% بشرط أن 8ل.س من مصرف التسلیف بفائدة  100000اقترض أحدهم مبلغ 

سنوات بطریقة الأقساط المتزایدة. والمطلوب : حساب قیمة   5یقوم بتسدیده خلال 

حساب القسط السنوي ومقادیر الاستهلاكات السنویة، ثم إعداد جدول  الجزء الثابت ثم 

  لاستهلاك هذا القرض .
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  الحل: 

  L/n=20000 إن قیمة الجزء السنوي الثابت المخصص لاستهلاك القرض یساوي :

  :كما یلي نقوم بتنظیم الجدول التالي لعملیات تسدید هذا القرضثم 

1 2 3 2 – 3 = 4 

  العام
  قیمة الجزء الثابت

n/L 

  مقدار القسط السنوي

n).ri/L =(Ri  

الفائدة المستحقة على 

   Ii الجزء الثابت

1 20000 21600 1600  

2  20000 23328 3328 

3 20000  25194.24 5194.24 

4 20000 27209.78 7209.56 

5 20000 29386.56 9386.56  

 26718.58 126718.58 100000 المجموع

  : 8 ملاحظة

، فهي مختلفة في الأمثلة السابقة كانت 100000الفائدة لنفس القرض إن مقادیر 

قساط أصغر منها في الأو ل.س)  24000(تساوي في طریقة الأقساط المتناقصة 

نه في المتناقصة تبدأ بأقساط كبیرة وتنتهي لأ، وذلك ل.س) 26718.58المتزایدة (

حقة)، أما في المتزایدة فتبدأ الفائدة المستصغیرة (وهذا ما یخفف من عبء بأقساط 

المستحقة) ، أما  الفائدةبأقساط صغیرة وتنتهي بأقساط كبیرة (وهذا ما یزید من عبء 

 25228.22( فیهاالفائدة  خذ موقعاً وسطاً ، حیث بلغتقة الأقساط المتساویة فتأیطر 

  .الظروفكل الة في في إقامة العد الریاضیة وهذا یدل على فعالیة هذه الطرقل.س) ، 

 الاستهلاك المنتظم:حسابات  -3-7

نقصد بالاستهلاك المنتظم عملیة سحب مبالغ متساویة وبشكلٍ دوري من مبلغ 

  .Kمعین مودع في المصرف قیمته 

التي تسحب من وإن أفضل مثالٍ على الاستهلاك المنتظم هو رواتب المتقاعدین، 

حصیلة إیداعاتهم في مؤسسة التأمینات. فعندما یتقاعد الموظف یكون قد دفع أقساطاً 

شهریة أو سنویة إلى مؤسسة التأمینات، وتكون حصیلة هذه الأقساط قد بلغت عند 

وبعد مرور عام على التقاعد (أو بعد مرور شهر)، تبدأ ، Kانتهاء الخدمة مبلغاً قدره 
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عاماً  nنویة (أو شهریة) إلى ذلك المتقاعد وذلك لمدة مؤسسة التأمینات بدفع رواتب س

  (أو تدفع له راتباً ما بقي على قید الحیاة).

وبغض النظر عن الحالات الخاصة التي قد تدخل ضمن هذا البند، فإننا 

  سنناقش الموضوع بشكله العام كما یلي:

رف تجمع لدیه ) مبلغاً من المال في المصأو أودع ( ما لنفترض أن شخصاً 

عاماً ، على شكل سحوبات سنویة  n، وذلك من أجل أن یستهلكه خلال Kوقدره 

  سنویاً. P، كما نفترض أن سعر الفائدة المركبة هو Dمتساویة قیمة كلٍ منها 

 Kالمبلغ  تجمیع) (أووأن المودع سیبدأ بسحب مبالغه بعد مرور عام على إیداع 

  متحولات هذه المسالة نقوم بما یلي:ولإیجاد العلاقة التي تربط بین  المذكور.

نفترض أن المبلغ قد أودع في بدایة الزمن، وبذلك نجد أن حصیلة المبلغ المودع 

  :حیث إن 1Kستصبح بعد مرور عام على إیداعها(في نهایة العام الأول) مساویة لـ 

1K K r 
  

لسد  1Kمن الحصیلة  Dوفي بدایة العام الثاني یقوم المودع بسحب المبلغ الأول 

حاجاته الشخصیة، وبذلك یبقى في المصرف المبلغ  DK 1.  

   ةً وفي نهایة العام الثاني تصبح حصیلة المبلغ المتبقي من العام الماضي مساوی

  :حیث إن، 2Kلـ 

    2
2 1K K D r K r D r K r D r          

  
لیسد  2Kوفي بدایة العام الثالث یقوم المودع بسحب المبلغ الثاني من الحصیلة 

حاجاته الشخصیة، وبذلك یبقى في المصرف المبلغ  DK 2.  

   ةً العام الماضي مساویوفي نهایة العام الثالث تصبح حصیلة المبلغ المتبقي من 

: حیث إن، 3Kلـ   rDKK  23  

   2 3 2
3 2K K D r K r D r D r K r D r D r              

  
  یلي: ما 4Kوهكذا یمكننا أن نجد أن المبلغ سیبلغ بعد نهایة السنة الرابعة 

4 3 2
4K K r D r D r D r       
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  سنة على الإیداع تصبح حصیلة الإیداع  في المصرف مساویةً  nنه بعد مرور إ و 

:                       حیث إن nKلـ   rDKK nn  1   

  یلي : وهي تساوي أیضاً ما

1 2 2..............n n n
nK K r D r D r D r D r           

  
نهایة العام الأخیر  فيسنة أیضاً ، أي ستسحب  nولكن الدفعة الأخیرة ستسحب بعد 

حتى یستهلك المودع كامل المبلغ الذي أودعه (مع فوائده) في نهایة المدة، مباشرة. 

أي  Dمقدار الدفعة الأخیرة ل اً طابقمسنة  nیجب أن یكون ما بقي في المصرف بعد 

  یجب أن یكون:

1 2 3 2......

n

n n n n

K D

K r D r D r D r D r D r D  



             

  وبذلك نجد أن:

2 2 1........n n nK r D D r D r D r D r           
  

، r، وأساسها Dوبما أن الطرف الأیمن وهو مجموع حدود متوالیة هندسیة حدها الأول 

  ، نجد أن:nوعدد حدودها 

1

1

n
n r

K r D
r


  

  
1

1

1

nrK D
r


 


  

وبما أن 
r

h
1

 :فإن العلاقة السابقة تصبح كما یلي  

 
1 1

59 3
1

n nh h
K D D

r P

 
    

  

  استخدام الصیغة التالیة: ولكننا نفضل

 
1

60 3
1

nr
K D

r


  

  
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ومعامل   Dومقدار الدفعة السنویة   Kوهي العلاقة التي تربط بین المبلغ المودع 

، وهي أربعة متحولات أو مجاهیل إذا علمنا ثلاثة منها یمكننا nوعدد السنوات  rالفائدة 

  حساب الرابع.

) للقیمة الحالیة 42 - 3تماماً العلاقة () تشبه 59- 3نلاحظ أن العلاقة (وهنا 

لأن عملیة الاستهلاك المنتظم هي عملیة مشابهة للإیداع المنتظم ، للدفعات العادیة 

  العادي من حیث القیمة الحالیة لكلٍ منهما.

  : 9 ملاحظة

) 60- 13مرةً في العام فإن العلاقة (  mإذا كانت الدفعات الاستهلاكیة تسحب 

  التالي:تأخذ الشكل 

 1

1
61 3

1

n

m

r
K D

r


  

  

هو معامل الفائدة السنویة، ویساوي  rهي مقدار الدفعة الجزئیة، و D حیث إن

P1r .  

  : )21- 3(مثال 

ل.س.  2000ما هو المبلغ الذي یجب إیداعه لیمول دفعات عادیة سنویة قدرها 

0.05Pولمدة عشر سنوات، علماً بأن سعر الفائدة المركبة    ًسنویا.  

   الحل:

  ) نجد أن:60-3من العلاقة (

 
10

1 1.051
2000 15443.47

1 1.05 1

nr
K D

r

 
    

   

 :)22- 3(مثال 

ل.س.  1000مینات في بدایة كل عام دفعة مقدارها كان أحد الموظفین یسدد للتأ

0.06Pبفائدة    سنوات على إیداع  5ولمدة عشرین عاماً. فما هي حصیلته بعد

ل.س سنویاً.  3500الدفعة الأخیرة؟ وما هو عدد الدفعات التي قیمة كل منها تساوي 



  ظم ادة ار اث ال

 

                            99 
  

 الأخیرة وبحیث تستهلك المبلغوالتي تسحب أولها بعد ست سنوات من تاریخ الدفعة 

  في نهایة المدة. هكامل

  الحل:

إن حصیلة المودع بعد مرور سنة واحدة على الدفعة الأخیرة تساوي حصیلة تلك 

  الدفعات الفوریة وتساوي:

 
 

20

20

1.06 11
1000 1.06 38992.73 . .

1 1.06 1

nr
K D r L S

r


      

   

سنوات على الدفعة الأخیرة نقوم  5حتى نحصل على حصیلة المودع بعد مرور 

سنوات أخرى حسب العلاقة المعروفة  4المبلغ الأخیر بعد مرور بحساب حصیلة 

 الآتیة:

 
44

24 20 38992.73 1.06 49227.42 . .Q K r L S    
  

وبما أن عملیة استهلاك المبلغ الأخیر ستبدأ بعد مرور ست سنوات من تاریخ الدفعة 

طة سحب مبالغ متساویة فهي تعطى اسي بعد مرور عام آخر من تكوینه بو الأخیرة أ

  الآتیة:) 60- 3بالعلاقة (

 

 

 

1 1.06
49227.42 3500

1.06 1

49227.42
1 1.06

3500

0.843898 1 1.06

n

n

n








 



 

  

  

 

   

 

0.15610 1.06

log 0.15610 log 1.06

0.80659328 0.025305865

0.80659328

0.025305865

n

n

n

n




  

   





  

  دفعة أو سنة
31.87376n 
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دفعة  31دفعة، ونعتمد على أن یكون   n=32وتسهیلاً للأمر، نعتبر أن عدد الدفعات 

ل.س. أما الدفعة الثانیة والثلاثون فنحسب قیمتها بحیث تستهلك  3500منها مساویة لـ 

في المصرف، لذلك نقوم بحساب المبلغ الذي ستستهلكه الدفعات  هكامل المبلغ المتبقي

  الأولى، فنجد أنه یساوي: 31الـ

 
31

31

1 1.06
3500 48751.62 . .

1.06 1
K L S




  
  

  ن المبلغ المتبقي في المصرف بعد ذلك مساویاً لـ:وبذلك یكو 

49227.42 48751.80 475.62 . .L S 
  

  عاماً ما یلي: 32وأن حصیلة هذا المبلغ المتبقي من الرصید الأصلي ستبلغ بعد 

   
32

475.62 1.06 3069.36 . .L S 
  

  .كاملاً  وهو مقدار السحبة الأخیرة الثانیة والثلاثین التي تستهلك المبلغ المتجمع

   :10ملاحظة

ل.س. لمدة عشرین سنة، وهذا  1000یلاحظ أن المودع كان قد دفع مبلغ 

   الأولى  31ل.س سنویاً للسنوات الـ  3500سنة. وبمعدل  32غطى صرفیاته لمدة 

  .ل.س للسنة الأخیرة 3069.36و 

  :الاهتلاكحسابات  -3-8 

...إلخ) تتعرض إلى الأثاث و من المعلوم أن الأصول الثابتة (وسائل الإنتاج، 

اهتلاك مستمر حتى تصل إلى مرحلة تصبح غیر صالحة للاستعمال. ولحساب مقدار 

  الاهتلاك السنوي لهذه الأصول نقوم بتعریف المصطلحات التالیة:

  وهي ثمن تكلفة الأصول قبل الاستخدام مباشرةً، ونرمز لها  القیمة الأصلیة:

  عاماً ، وما یبقى منها یعتبر نفایة .  n. ویفترض أنها ستستهلك خلال 0Kبـ 

موع الاهتلاكات المتراكمة، وهي القیمة الأصلیة مطروحاً منها مج القیمة الدفتریة:

  .iKبـ  i لها في العام ونرمز
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 nنرمز لها بـ الأصول صالحة للاستخدام، و  وهي المدة التي تبقى فیها مدة الاستخدام:

  سنة.

  .nKوهي قیمة الأصول كنفایة في آخر المدة، ونرمز لها بـ  القیمة المتبقیة:

وهي تساوي الفرق بین القیمة الأصلیة والقیمة المتبقیة، ونرمز لها بـ  القیمة المستهلكة:

nKK 0.  

  .Aوهو المبلغ المخصص سنویاً للاهتلاك، ونرمز له بـ  قسط الاهتلاك:

  ولحساب الاهتلاك تتبع إحدى الطرق الآتیة: 

  الطریقة الخطیة لحساب الاهتلاك: - 1- 3-8

وتعتمد هذه الطریقة على افتراض أن الاهتلاك یجري بشكل ثابت، ففي كل عام 

یستهلك جزء ثابت من الأصول الثابتة، وبذلك یكون مقدار الاهتلاك السنوي مساویاً 

  :یحسب من العلاقة الخطیة التالیة،Aلمقدار ثابت 

 0 62 3nK K
A

n


   

  ویساوي: iSیساوي  iوأن مقدار الاهتلاك المتراكم في نهایة العام 

AiSi   

على استعمالها تصبح مساویة لـ  عام i وأن القیمة الدفتریة للأصول الثابتة بعد مرور

iK حیث إن:  

AiKKi  0  

  :( أو النسبیة)الطریقة التناسبیة - 2- 3-8

وتعتمد هذه الطریقة على افتراض أن الاهتلاك یجري على شكل نسبة ثابتة من القیمة 

  .Pالمتبقیة من الأصول الثابتة، وتسمى هذه النسبة بمعدل الاهتلاك ونرمز لها بـ 

  تساوي:  iوهكذا نجد أن مقدار الاهتلاك في العام 

 1 63 3i iA K P    

  وتساوي: iKتساوي  iوأن القیمة الدفتریة للأصول الثابتة في نهایة العام 
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 1 1 1 64 3i i i i iK K A K K P         

  ومن هذه العلاقة نجد أن:

 1 0 1K K P    

  وبطریقةٍ مشابهة نجد أن:

   

   

2

2 1 0

3

3 2 0

1 1

1 1

............................................

K K P K P

K K P K P

     

       

  المتبقیة من الأصول تساوي:وبالتالي نحصل على أن القیمة 

   0 1 65 3
n

nK K P     

  وبذلك نجد أن معدل الاهتلاك یحسب من العلاقة التالیة:

 

0

0

1

1 66 3

n
n

n
n

K
P

K

K
P

K

 

  
  

  ، فنجد أنه:0Kو  Pبدلالة  iویمكننا التعبیر عن مقدار الاهتلاك في العام 

   
1

1 0 1 67 3
i

i iA K P K P P


        

ویساوي  iSیساوي  iوأن إجمالي الاهتلاك المتراكم في الأصول الثابتة في نهایة العام 

 ii AS:ویساوي ،  

 

   

0 0 0

0

1

1 1 68 3

i

i i

i

i

S K K K K P

S K p

     

     
 

  

  : 11ملاحظة

یمكن استخدام الطریقتین معاً (الخطیة والتناسبیة) في حساب الاهتلاك السنوي 

للأصول الثابتة، ففي التطبیقات العملیة تستخدم الطریقة التناسبیة في حساب الاهتلاك 

في بدایة المدة، حیث تكون نسبة الاهتلاك كبیرة، ثم تستخدم الطریقة الخطیة في 
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ة حیث یعتبر مقدار الاهتلاك ثابتاً، وهذا ما یساعد حساب الاهتلاك في الفترة الأخیر 

  في نهایة المدة. كلیاً  على تصفیة تلك الأصول

  : )22- 3(مثال 

تقدر مدة اهتلاك أحد أنواع الأصول الثابتة بعشر سنوات، ولحساب مقدار 

الاهتلاك السنوي تستخدم الطریقة التناسبیة خلال خمس السنوات الأولى، وبمعدل 

%. وتستخدم الطریقة الخطیة لحساب الاهتلاك خلال خمس السنوات 25 اهتلاك قدره

  والمطلوب حساب مقدار الاهتلاك السنوي خلال السنوات العشرة المذكورة. المتبقیة.

  الحل: 

 100ونفترض أن قیمة هذه الأصول تساوي لحساب الاهتلاك السنوي نعد الجدول التالي،

  ل.س.

العام 

في 

المرحلة 

 الأولى

  الاهتلاك في نهایة العاممقدار 

  حسب الطریقة التناسبیة

1i iA K P  

  iفي نهایة العام المتبقیة القیمة الدفتریة 

iii AKK  1 

إجمالي الاهتلاك المتراكم 

  في نهایة العام

 iii AKKS 0
 

1  1

25
100 25

100
A    75251001 K 25751001 S 

2  2

25
75 18.75

100
A    

2 75 18.75 56.25K    
2 43.75S  

3  3

25
56.25 14.06

100
A   

3 56.25 14.06 42.19K    
3 57.81S  

4  4

25
42.19 10.55

100
A   

4 4319 10.55 31.64K    
4 68.36S  

5  5

25
31.64 7.91

100
A   

5 31.64 7.91 23.73K    
5 76.27S  

العام 

في 

المرحلة 

 الثانیة

  مقدار الاهتلاك في نهایة العام

  حسب الطریقة الخطیة

n

KK
A n
 5 

5iK K i A   i iS i A A    

1 
23.73 0

4.746
5

A


  
6 23.73 4.746 18.984K    

6 81.016S  

2 4.746A  7 18.984 4.746 14.238K    
7 85.762S  

3 4.746A  8 14.238 4.740 9.492K    
8 90.508S  

4 4.746A  9 9.492 4.746 4.7462K    
9 95.254S  

5 4.746A  10 4.746 4.746 0K    10 100S  



  ظم ادة ار اث ال

 

                            104 
  

  :المتساویة الاستثماریةط اقسطریقة الأ - 3- 3-8

وفق الطریقة  منذ البدایة الاهتلاكوتعتمد هذه الطریقة على حساب أقساط 

  الخطیة السابقة من العلاقة:

n

KK
A no 

  

ثم القیام باستثمار هذه الأقساط في أحد المصارف وتسدیدها على شكل دفعات 

  عاماً .  nعادیة سنویة، وذلك لتأمین المبلغ اللازم لاستبدال تلك الأصول بعد  

م بطریقةٍ أخرى، وذلك انطلاقاً من مبدأ تعادل یمكن أن یت Aولكن حساب المبلغ 

  الطرفین، والذي یقتضي أن تتحقق المعادلة الآتیة:

  حصیلة أقساط الاهتلاك = القیمة المستهلكة من الأصول في نهایة المدة.

  وبما أن حصیلة أقساط الاهتلاك كدفعات عادیة تعطى بالعلاقة:

1

1

n

n

r
Q A

r


 

  

وأن القیمة المستهلكة من الأصول في نهایة المدة تساوي:  no KK  فإننا ،

  نحصل على المعادلة التالیة:

 0

1
69 3

1

n

n

r
A K K

r


   

  

  وبذلك نجد أن مقدار قسط الاهتلاك السنوي یساوي:

   0

1
70 3

1
n n

r
A K K

r


   

  

  : )23- 3(مثال 

  وقدر عمرها الإنتاجي  ل.س. 20000اشترى أحدهم آلة تصویر قیمتها 

ل.س. والمطلوب  2000سنوات فقط، كما قدرت قیمتها كنفایة في آخر المدة بـ  5بـ 

، ثم إعداد جدول یة المتساویةر استثمالا اطقسحساب قسط الاهتلاك حسب طریقة الأ

  % سنویاً.7خاص باستهلاك هذه الآلة إذا علمت أن سعر الفائدة المركبة هو 
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   الحل: 

20000,5,2000,07,0لدینا:  05  KnKP.  

وهكذا نجد أن:        
 

 
5

1.07 1
20000 2000 3130.03

1.07 1
A


   


  

  وبناءً على ذلك نعد جدول الاستهلاك التالي:

 العام
 قسط الاهتلاك

 في نهایة العام

فوائد الاستثمار 

في بدایة العام 

iI  7بمعدل% 

القیمة 

المخصصة 

 iDلاك هتللا

المجموع 

التراكمي 

 الاستهلاكي

القیمة الدفتریة 

للآلة في نهایة 

 السنة

1 3130.03 - 3130.03 1310.32 16869.97 

2 3130.03 219.12 3349.13 6479.45 13520.84 

3 3130.03 453.54 3583.57 10063.02 9937.27 

4 3130.03 704.39 3834.42 13897.44 6102.85 

5 3130.03 972.80 4102.83 18000.00 2000.00 

    2349.85 15650.15 المجموع

  ولتوضیح كیفیة حساب عناصر هذا الجدول نورد الخطوات التالیة:

  .2نضع قسط الاهتلاك في العمود  -1

1:  أن  جدك فننقوم بحساب القیمة المخصصة للاهتلا -2 3130.03D  ،  

  من العلاقة: 2Dثم نحسب 

 2 1 3130.03 1.07 3349.3 . .D D r L S      

  من العلاقة: 3Dثم نحسب 

 3 2 3349.3 1, 07 3583.57 . .D D r L S      

  ونضع النتائج في الجدول. 5Dو 4Dوهكذا نتابع حساب 

ADIـ نحسب فوائد الاستثمار من العلاقة: -3 ii  .ونضعها في الجدول  

التي إلى كل قیمة  نحسب المجموع التراكمي  المخصص للاهتلاك ،وذلك بإضافة -4

  تلیها حتى الأخیر.

نحسب القیمة الدفتریة للآلة في نهایة السنة، وذلك بطرح المجموع التراكمي  -5

  الأخیر.، فنحصل على العمود  20000لاك من القیمة الأصلیة تللاه
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   :التكلفة الرأسمالیةحسابات  -3-9

تعرّف التكلفة الرأسمالیة لمشروع ما أو لآلة معینة بأنها مجموع القیمة الأصلیة 

   لذلك المشروع + القیمة الحالیة لنفقات الصیانة والإصلاح

التي ستصرف علیه خلال فترة عمره الاقتصادي. علماً بأن  ،هاجمیع أو الاستبدال

عملیات الصیانة والإصلاح أو الاستبدال تجري دوریاً وكل عدة سنوات وفي نهایة كل 

  دورة. وسنعالجها بالترتیب عل النحو التالي :

  التكلفة الرأسمالیة مع الصیانة والإصلاح: - 1- 3-9

، ولمقدار S، وللقیمة الأصلیة بالرمز KCلنرمز للتكلفة الرأسمالیة بالرمز 

، ولطول الفترة الزمنیة بین كل إصلاح Qالدفعة الدوریة للصیانة أو الإصلاح بالرمز 

، فإننا نجد أن V، وللقیمة الحالیة لدفعات الصیانة أو الإصلاح بالرمز وآخر بالرمز 

  التعریف بالعلاقة الآتیة: هذه المتحولات مرتبطة حسب

(70 3)KC S V    

وبما أن دفعات الصیانة أو الإصلاح هي دفعات عادیة ودائمة، ولكنها تتمیز 

  سنة فإننا نجد أن: منها یدفع في نهایة الدورة التي مدتها  بأن كلاً 

ة الدورة الأولى؛ أي التي ستدفع القیمة الحالیة للدفعة الأولى التي ستدفع في نهای

1Vتساوي :            عام بعد مرور  Q h    

أما القیمة الحالیة للدفعة الثانیة التي ستدفع في نهایة الدورة الثانیة؛ أي التي 

2عاماً تساوي :               2ستدفع بعد مرور 
2V Q h    

3وكذلك نجد أن القیمة الحالیة للدفعة الثالثة تساوي : 
3V Q h    

............................................................  

  وهكذا یستمر الأمر إلى ما لا نهایة تقریباً.

  وبذلك نجد أن القیمة الحالیة لهذه الدفعات تساوي:

1 2 3 4

2 3 4

............

..............

V V V V V

V Q h Q h Q h Q h

    

             
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وهنا نلاحظ أن الطرف الثاني هو مجموع حدود متوالیة هندسیة لا نهائیة، حدها 

Qالأول  h  وأساسها ،h وعدد حدودها لا نهائي، وبذلك یكون مجموع حدودها ،

  مساویاً لـ:

 

 

1
1

1

71 3
1

V Q h h
h

h
V Q

h

   


  










  

  فنجد أن: Pبدلالة  Vویمكننا معالجة هذه العلاقة للحصول على قیمة 

 

 
 

11
11

1 1 1
1

1 1

PP
V Q Q

P

P P

 
      

  
 

  





 



  

وبالاختصار على  P1 :نحصل على  

 
 

1 1
72 3

11 1
V Q Q

rP
    

 
   

نحصل على أن التكلفة الرأسمالیة لأي  (3-70)وبتعویض ذلك في العلاقة 

  مشروع أو جهاز أو آلة تحسب من العلاقة الآتیة:

1
(73 3)

1
KC S Q

r
   

  

   : )24- 3(مثال 

قررت إدارة الجامعة إنشاء مدرج لطلابها، فكلفت الدائرة الهندسیة بإعداد الدراسة 

ل.س.  3000000والصیانة، فكانت تكالیف الإنشاء الفنیة وتقدیر تكالیف الإنشاء 

ل.س ، وذلك بشرط أن تُجرى كل ثلاث سنوات،  100000وكانت تكالیف الصیانة 

والمطلوب: حساب التكلفة الرأسمالیة لهذا المدرج باعتبار أن عمره الاقتصادي كبیر 

  % سنویاً.8جداً، وأن سعر الفائدة المركبة هو 
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    الحل:

0.08لدینا  , 3 , 3000000P S    

  الآتیة: (3-73)وبذلك نجد أن التكلفة الرأسمالیة المطلوبة تحسب من العلاقة 

3

1

1

1
3000000 100000

(1.06) 1

3523516.36 . .

KC S Q
r

KC

KC L S

  


  






  

  التكلفة الرأسمالیة والاستبدال: - 2- 3-9

لنفترض الآن أن عملیات الإنتاج أو الخدمة في المنشأة تقتضي أن نقوم 

، وهذا یعني أنه علینا أن ندفع في عام باستبدال الآلات أو الأجهزة الموجودة كل 

لتلك الأجهزة  Sمبلغاً جدیداً یساوي القیمة الأصلیة  عام نهایة كل فترة مؤلفة من 

(بفرض أن السعار ثابتة)، وبفرض أنه یمكننا تصریف أو تسویق الأجهزة القدیمة 

الدفعات الدوریة . فإننا نجد أن قیمة كل من 0S(كنفایة أو خردة) بمبلغ معلوم ولیكن 

)(      جهزة تصبح مساویة لـما یلي :لاستبدال تلك الأ 0SSQ   

  نجد أن القیمة الحالیة لهذه الدفعات العادیة تساوي: (3-73)ومن العلاقة 

0( )1
(75 3)

r 1 r 1

S S
V Q


   

    

 S+وهكذا نحصل على أن التكلفة الرأسمالیة لمثل هذه المشاریع تساوي القیمة الأصلیة 

)(القیمة الحالیة للدفعات الدوریة التي قیمة كل منها  0SS  ،أي إن:  

0

0

1
( )

1

( )
(76 3)

1

KC S V

KC S S S
r

S S
KC S

r

 

   



  






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  حالة خاصة: 

وكحالة خاصة لعملیة الاستبدال یمكننا النظر في الحالة التي تكون فیها قیمة 

00النفایة معدومة أو مهملة، أي الحالة التي تكون فیها  S فعندها تأخذ العلاقة .

  الشكل التالي: (73-3)

1
1

1 1

(77 3)
1

S
KC S S

r r

r
KC S

r

 
       

  


 





  

  : )25- 3(مثال 

  یرید أحدهم أن یشتري جهازاً للتحلیل. فوجد أمامه العرضین الآتیین:

  سنوات. 5ل.س ویقتضي استبداله كل  25000العرض الأول: ثمن الجهاز 

  سنوات. 6ل.س ویقتضي استبداله كل  30000العرض الثاني: ثمن الجهاز 

ن، علماً بأن قیمة الجهاز والمطلوب: حساب التكلفة الرأسمالیة لكل من هذین الجهازی

ل.س ، وأن سعر  5000ل.س ، وقیمة الجهاز الثاني كنفایة  3000الأول كنفایة 

  % سنویاً. ثم قارن بین العرضین وحدد أیهما الأفضل.9الفائدة المركبة 

  الحل:  

  لدینا بالنسبة للعرض الأول:

0 3000 , 0.09 , 5 , 250000S P S     

  المطلوبة للجهاز الأول تساوي:وهكذا نجد أن التكلفة الرأسمالیة 

0
1 5

1

( ) 25000 3000
25000

1 (1.09) 1

65844.82 . .

S S
KC S

r

KC L S

 
   

 





  

  ولدینا بالنسبة للعرض الثاني أن:

0 5000, 0.09, 6, 30000S P S     

  وهكذا نجد أن التكلفة الرأسمالیة المطلوبة للجهاز الثاني تساوي:
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0
2 6

2

( ) 30000 5000
30000

1 (1.09) 1

66922.16 . .

S S
KC S

r

KC L S

 
   

 





  

  من الناحیة الاقتصادیة.وبالمقارنة نجد أن العرض الأول أفضل من العرض الثاني 

  :التكلفة الرأسمالیة مع الصیانة والاستبدال -  3- 3-9

عاماً، وأنها  Lلمعالجة هذه الحالة نفترض أن عمر الآلة أو المنشأة المستثمرة 

، وأن عملیات الصیانة تجري علیها عام l تحتاج خلال عمرها إلى صیانة دوریة كل

هو من مضاعفات دورة  Lمرة. وهذا یعني أن العمر   mخلال عمرها الاقتصادي 

lmL، وأن lالصیانة  :ولتوضیح ذلك نرسم الشكل البیاني التالي  

0

استبدال 
اول

استبدال 
ثاني

L 2L

  
  )5- 3الشكل ( 

من مباشرة  عام نلاحظ أن عملیات الصیانة تجري بعد الشكل ومن خلال هذا 

. وهنا یجب أن L... حتى یتم استبدالها في نهایة العام l3، ثم بعد l2العمل، ثم بعد 

عمریة لا تنجز، لأنه یتم استبدال نلاحظ أن عملیة الصیانة الأخیرة في نهایة كل دورة 

  الآلة بآلة جدیدة في نهایة تلك الدورة.

  وإذا رمزنا:

 1للقیمة الحالیة لتكالیف الصیانة المستمرة فرضاً دون انقطاع حتى الاستبدال بالرمزV.  

  2وللقیمة الحالیة لتكالیف الصیانة التي لم تنجز في نهایة كل دورة عمریة بالرمزV.  

  3وللقیمة الحالیة لتكالیف الاستبدال  في نهایة كل دورة عمریة للآلة بالرمزV.  

 ل استبدال) بالرمز وللقیمة الأصلیة اللازمة لشراء هذه الآلة (ونعتبرها ثابتةً عند كS.  

  فعندها نجد أن التكلفة الرأسمالیة للآلة المستثمرة تساوي:

   1 2 3 78 3KC S V V V      
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حتى نحصل على القیمة الحالیة لتكالیف الصیانة   1Vمن  2Vولقد قمنا بطرح 

  خیرة لم تنجز بسبب الاستبدال.الصیانة الأ حیث إنالمنجزة فعلیاً 

، نقوم بحساب القیمة Qوبفرض أن قیمة تكالیف الصیانة في كل مرة تساوي 

  ) وهي تساوي:72- 3لمستمرة فرضاً من العلاقة (الحالیة لتكالیف الصیانة ا

 1 79 3
1

Q
V

r
 

  

  ثم نقوم بحساب القیمة الحالیة لتكالیف عملیات الصیانة  التي لم تنجز في نهایة 

) نفسها، وهي 72-3عاماً، من العلاقة ( Lكل دورة عمریة والتي طول كل منها 

  تساوي:

 2 80 3
1L

Q
V

r
 

  

  من العلاقة  0Sثم نقوم بحساب القیمة الحالیة لتكالیف الاستبدال مع وجود نفایة 

                                ) فنجد أن:72- 3(

 
1
0

3





Lr

SS
V

  

  المستثمرة والمعرفة بالعلاقة  وبذلك نجد أن التكلفة الرأسمالیة للآلة أو المنشأة

  ) تأخذ الشكل التالي:73- 3(

 
 0 81 3

1 1 1L L

S SQ Q
KC S

r r r


    

    

  وهي تضم عدة حدود هي:

S  الثمن الأصلي للآلة عند الشراء، أو في بدایة الاستثمار (ونعتبره ثابتاً عند كل

  استبدال).

1r

Q
  القیمة الحالیة لتكالیف الصیانة المستمرة فرضاً دون انقطاع حتى الاستبدال. 

1Lr

Q
  القیمة الحالیة لتكالیف الصیانة التي لم تنجز في نهایة كل دورة عمریة. 
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 
1
0




Lr

SS
القیمة الحالیة لدفعات الاستبدال  مع وجود نفایة في نهایة كل دورة  

  عمریة.

  : 12 ملاحظة

00إذا كانت قیمة النفایة  S ) نفسها، ولكنها تأخذ ) تبقى 80- 3فإن العلاقة السابقة

  شكلاً آخر هو:
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       







  

   :)26- 3(مثال 

السابق، ولنفترض أن ثمن الآلة عند  3لنأخذ آلة النسخ المعروضة في المثال 

  ل.س   2000ل.س ، وأنها تحتاج إلى صیانة كل عام بقیمة  40000Sالشراء 

سنویاً، وأنه یجب استبدالها كل سبع سنوات. وأن قیمتها في نهایة كل مدة عمریة كنفایة 

معدومة أو مهملة، فاحسب التكلفة الرأسمالیة لاستثمار هذه الآلة إذا علمت أن سعر 

  سنویاً. % 8الفائدة المركبة 

ثم احسب صافي ربح استثمار هذه الآلة، إذا علمت أنها قادرة على إنجاز 

نسخة خلال عمرها الاقتصادي، وأن صاحب المكتبة یأخذ مقابل كل نسخة  500000

ل.س. لكل نسخة، وأنه یودع  0.40ل. س. وأن تكلفة الورق والحبر تساوي  0.90

صافي ربحه منها في المصرف في نهایة كل عام . ثم احسب القیمة الإجمالیة 

  لإجمالي العوائد.

  الحل: 

  حظ أنه لدینا:لحساب التكلفة الرأسمالیة نلا

0? , 0.08 , 20000 , 7 , 0 , 40000KC P Q L S S     

  نجد أن: (14-15)أو  (14-14)وبتطبیق العلاقة 



  ظم ادة ار اث ال

 

                            113 
  

1 7 7

2000 2000 (4000 0)
40000

(1 0.08) 1 (1 0.08) 1 (1 0.08) 1

40000 25000 2801.81 56036.20

118235.00 . .

KC

KC

KC L S


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   


  

نسخة خلال سبع  500000ولحساب صافي الربح نلاحظ أن الآلة قادرة على إنجاز 

: سنوات، وهي بذلك قادرة على إنجاز حوالي
5 0 0 0 0 0

7 1 4 2 8 .5 7
7

  نسخة

  العام. وبذلك نجد أن صافي ربح المستثمر خلال العام الواحد یساوي:خلال 

 0.90 0.40 71428.57 35714.28 . .NP L S     

وبما أن هذه الأرباح الصافیة تدفع في نهایة كل عام، فهي عبارة عن دفعات 

  عادیة، وبذلك نجد أن قیمتها الحالیة تساوي:

7

7

7

1
1

1 1.08
35714.28

0.08

35714.28 5.026370061 185941.76 . .

nh
V Q

P

V L S

 
        

  

  

مع التكلفة الرأسمالیة نجد أن القیمة الحالیة لإجمالي وبمقارنة هذه القیمة الحالیة 

  العوائد الصافیة من هذه الآلة یساوي:

185941.76 118235.00 67706.76 . .L S   
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  الثالث الفصلتمارین غیر محلولة على 

% سنویاً، فاحسب حصیلة هذا 6ل.س. بفائدة مركبة  7000أودع شخص مبلغ  )1

  المستحقة.سنوات، ومقدار الفائدة  5المبلغ بعد 

  أودع أحدهم المبالغ التالیة: )2

  % سنویاً 6سنوات بفائدة  3ل.س لمدة   12000    

  % سنویاً 5سنوات بفائدة  5ل.س لمدة  8000    

  % سنویاً 5سنوات بفائدة  6ل.س لمدة  7000    

فاحسب حصیلة كل من هذه المبالغ، والفائدة المستحقة علیها. ثم احسب الحصیلة      

  . الكلیة لها

ل.س. في نهایة كل عام. أوجد  10000یودع شخص في صندوق التوفیر مبلغ  )3

رصید ذلك الشخص في نهایة السنة الخامسة، واحسب مقدار الفائدة المستحقة له، 

  % سنویاً.8إذا علمت أن سعر الفائدة المركبة هو 

ل.س. وفي نهایة السنة  5100كان أحد الأشخاص یودع في آخر كل سنة مبلغ  )4

  ل.س. والمطلوب: 3600عة وجد أنه حصل على فوائد مركبة قدرها الراب

  حساب حصیلة تلك الدفعات. .1

  حساب معدل الفائدة السنوي. .2

%، احسب 7سنوات وبفائدة سنویة  5ل.س. لمدة  400000اقترض أحدهم مبلغ  )5

القسط الشهري لتسدید ذلك القرض حسب الطریقة الأولى (ثم نظم جدولاً لتسدید 

  ذلك القرض).

  ل.س. من المصرف التجاري بفائدة سنویة 100000قترض أحدهم مبلغ ا )6

%، وتعهد بسدادها خلال أربع سنوات، على شكل أقساط سنویة حسب طریقة 5

  الأقساط المتناقصة، والمطلوب تنظیم جدول لتسدید ذلك القرض.
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ل.س ،  1500000 قام أحدهم بشراء مستودع لاستثماره في العمل التجاري بقیمة )7

ل.س ، احسب التكلفة  60000سنوات، بتكلفة  3ویحتاج إلى صیانة وترمیم كل 

  % سنویاً.8الرأسمالیة لهذا المستودع إذا كان سعر الفائدة المركبة 

یرید أحدهم شراء سیارة لاستثمارها في النقل الداخلي، فإذا علمت أن ثمنها الحالي  )8

ل.س كل عام، وأن  5000تقدر بـ ل.س ، وإن تكالیف صیانتها  800000

ل.س ، والمطلوب: حساب  65000تكالیف تجدید التأمین وتسجیلها تساوي 

التكلفة الرأسمالیة لهذه السیارة بفرض أن عمرها كبیر جداً، وأن سعر الفائدة 

  % سنویاً؟6المركبة 

یرید أحدهم أن یقوم بمشروع استثماري لصناعة الأجبان، فاشترى آلات حدیثة  )9

ل.س، وإذا علمت أن هذه الآلات تحتاج إلى صیانة عامة كل  4000000مة بقی

ل.س، وأنه سیقوم باستبدالها كل عشر سنوات، وتقدر  200000سنتین بقیمة 

ل.س، فما هي التكلفة الرأسمالیة لهذه الآلات إذا كان  300000قیمتها كنفایة بـ 

  % سنویاً.7سعر الفائدة المركبة 

 600منه بسعر المتر  2م 200نزله بالسجاد، فاشترى أراد أحدهم أن یفرش م )10

سنة، فاحسب قیمة الاهتلاك  15ل.س، فإذا كان العمر الاقتصادي للسجاد 

  السنوي في الحالات التالیة:

%، ثم احسب المتبقي 15حسب الطریقة التناسبیة، علماً بأن نسبة الاهتلاك  .1

  من القیمة الأساسیة والتي تستخدم كنفایة.

  قة الخطیة.حسب الطری .2

لطریقة لسنوات   4ثم سنوات للطریقة التناسبیة،  6حسب الطریقتین معاً:  .3

  الخطیة.

  .الاستثماریةط اقسحسب طریقة الأ .4
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رال اا  

واق ادات وام واا  

  الأسهم: -4-1

  تعاریف عامة: - 4-1-1

تقوم الشركات المساهمة عند إحداثها، أو عند توسعها بإصدار أسهم جدیدة یكون 

، ثم طرحها للاكتتاب نفسها ، وعلیها الواجباتنفسها ، ولها الحقوقنفسها لها القیمة

  العام لشرائها من قبل المواطنین.

هو وثیقة مالیة ذات قیمة اسمیة موحدة تمثل حصة من رأسمال  الشركة  تعریف السهم:

ــــین  المســــاهمة تكــــون مخصصــــة للاكتتــــاب العــــام، والأســــهم هــــي أوراق قابلــــة للتــــداول ب

المواطنین وغیر قابلة للتجزئة، وتستحق حصة متناسبة من الأرباح المحققـة أو الموزعـة 

جمــة عــن عمــل أو نشــاط تلــك الشــركة، ســنویاً، وتتحمــل حصــة متناســبة مــن الخســائر النا

  یوجد تاریخ معین لتسدید قیمتها لأصحابها. ولا

  نوعین أساسیین:إلى وتصنف الأسهم المالیة 

وهــي الأكثــر شــیوعاً وانتشــاراً، وهــي التــي تمثــل حصــة مــن رأس المــال،  الأســهم العادیــة:

ع هـذه الأســهم ویتمتـع صـاحبها بجملـة مـن الحقـوق ویلتــزم بجملـة مـن الواجبـات، ولا تتمتـ

بأیة أفضلیة عند تسدید الأرباح، أو عنـد تصـفیة الشـركة، ولا یـتم توزیـع الأربـاح السـنویة 

  على حاملیها إلا بقرار من إدارة الشركة تحدد فیه نسبة التوزیع على كل سهم.

ــــازة: ــــك  الأســــهم الممت ــــى الأســــهم العادیــــة، وذل ــــأن لهــــا أفضــــلیة عل ــــز ب وهــــي أســــهم تتمی

من الأرباح المحققة، ومنح أصحابها حق الاستلام قبل أصحاب  بتخصیصها بحد معین

الأســـهم العادیـــة، مهمـــا كانـــت حصـــة الســـهم العـــادي، كمـــا تعطـــى هـــذه الأســـهم حقـــوق 

  ، ولكـــــــن هـــــــاوأملاك الأولویـــــــة فـــــــي التســـــــدید عنـــــــد تصـــــــفیة أعمـــــــال الشـــــــركة المســـــــاهمة

الشـركة فـي تـاریخ لا یحق لأصـحابها الاشـتراك فـي إدارة الشـركة، ولا اسـتعادة ثمنهـا مـن 

  معیّن.
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وهكذا نجد أن الأسهم الممتـازة تجمـع بـین صـفات السـهم العـادي، وبعـض صـفات 

السند (كمـا سـنرى لاحقـاً)؛ فهـي جـزء مـن الملكیـة ورأس المـال، ولا تسـتحق الـدفع بتـاریخ 

معین، ولكنها تضمن تـأمین ربـح ثابـت لحاملهـا، وتجنبـه مخـاطر الخسـارة، وتعطیـه حـق 

لاسـتلام والتسـدید عنـد التصـفیة، كمـا یمكـن تحویلهـا إلـى أسـهم عادیـة عنــد الأولویـة فـي ا

  الاتفاق على ذلك.

وهي القیمة المالیة المسجلة على وثیقة السهم، وتشترط الدولة أن  القیمة الاسمیة للسهم:

  یكون لها حد أدنى محدود، ولكنه یختلف من دولة لأخرى.

وهـي قیمـة السـهم الحسـابیة بعـد مـرور فتـرة مـن الـزمن علـى بدایـة  القیمة الدفتریة للسـهم:

  العمل في الشركة، وتحسب من المعادلة التالیة:

 القیمة الدفتریة للسهم =        )1- 4(
 قیمة حقوق الملكیة للشركة في لحظة ما

  
 عدد الأسهم

  حقوق الملكیة تساوي:ولكن 

 قیمة المطالیب - الموجوداتقیمة   = قیمة حقوق الملكیة للشركة )2- 4(

الأسـهم الممتـازة تتمتـع بحـق الأفضـلیة فـي التسـدید  ،وذلـك لأنـه ـ كمـا أشـرنا سـابقاً 

  عند أیة تصفیة لحسابات الشركة.

  لم یكن عند الشركة أسهم ممتازة فإن القیمة الدفتریة للسهم تساوي:أما إذا 

 القیمة الدفتریة للسهم = )4-3(
 قیمة المطالیب - قیمة الموجودات

=  
  حقوق الملكیة

 عدد الأسهم عدد الأسهم

  وبما أن حقوق الملكیة تشمل ما یلي:

  المطالیب –رأس المال المدفوع + الاحتیاطات + الأرباح المحجوزة 

فــإن القیمــة الدفتریــة للســهم تــزداد بتقــدم نجــاح عمــل الشــركة، لأن احتیاطیاتهــا وأرباحهــا 

المحجـــوزة تكـــون مرتفعـــة، وبالمقابـــل نجـــد أن القیمـــة الدفتریـــة للســـهم تـــنقص كلمـــا تراجـــع 

یــنعكس بصــورة إیجابیــة علــى القیمـــة  هــاوتطور الشــركة نشــاط الشــركة، لــذلك فــإن نجــاح 

  الدفتریة للسهم.

یر إلى أن القیمة الدفتریة للسهم في بدایة عمـل الشـركة تسـاوي القیمـة الاسـمیة وأخیراً نش

  له، لأن قیمة المطالیب تكون معدومة.
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وتمثــل ثمــن الســهم فــي الأســواق المالیــة، حیــث یــتم تداولــه بــین  القیمــة الســوقیة (الفعلیــة):

فتریـــة لأنهـــا المـــواطنین، أو غیـــرهم، وتختلـــف القیمـــة الســـوقیة عـــن القیمتـــین الاســـمیة والد

  بعدة عوامل أهمها : تتأثر

  القیمة الدفتریة: وتتعلق بوضع الشركة ومركزها المالي.

  ظروف الطلب والعرض على الأسهم في الأسواق المالیة.

  الظروف الاقتصادیة المتعلقة بالتضخم والانكماش.

  ـتوقعات المحللین المالیین لمستقبل أوضاع الشركة.

  الشركة في نهایة كل عام.نسب الأرباح التي توزعها 

 لذلك فإن القیمة السوقیة تتذبذب صعوداً وهبوطاً بحسب تغیر تلك العوامل

  .هاوتطور 

  ویعرف بالعلاقة التالیة: معدل العائد الفعلي للسهم:

 معدل العائد الفعلي للسهم= )4- 4(
 قیمة الربح الذي حققه السهم

. 100 
 القیمة السوقیة للسهم

الربح الذي یحققه السهم یختلف من سنة لأخرى، ویتم حسابه  علماً بأن قیمة

كنسبة مئویة من القیمة الاسمیة، ویمكن حساب معدل العائد الفعلي للسهم مباشرةً من 

  العلاقة التالیة:

 معدل العائد الفعلي للسهم= )5- 4(
 نسبة التوزیع× القیمة الاسمیة للسهم 

. 100 
 القیمة السوقیة للسهم

  :)1-4(مثال 

ل.س،  500أصـــدرت إحـــدى الشـــركات المســـاهمة أســـهماً عادیـــة قیمـــة كـــل منهـــا 

ل.س.  650وبعــد مــرور عــام علــى نشــاطها أصــبحت قیمــة أســهمها فــي الســوق تســاوي 

% مــــن القیمــــة 25وعنــــد حســــاب الأربــــاح قــــررت أن تــــوزع ربحــــاً عــــن كــــل ســــهم بنســــبة 

  الاسمیة.

  عدل العائد الفعلي للسهم:والمطلوب حساب قیمة الربح لكل سهم، ثم حساب م
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    الحل:

إن قیمة الربح للسهم = 
25

125 500
100

  .ل.س  

معدل العائد الفعلي للسهم =وإن 
125

%19.23 0.1923 100
650

   .ل.س  

وهــي القیمــة التــي یمكــن أن یحصــل علیهــا المســاهم مقابــل كــل  القیمــة التصــفویة للســهم:

سهم في حالة تصفیة أعمال الشركة وسداد الالتزامات التي علیهـا (المطالیـب + الأسـهم 

الممتازة)، وغالباً ما تكون عملیات التصفیة مضرة بمصالح أصحاب الأسهم العادیة لأن 

قبــل  هـاجمیعیمـة الأســهم الممتـازة ، ودفـع قهــاجمیعالـدیون الشـركة تكـون مضــطرة لتسـدید 

  أن تقوم بإجراءات الحسابات التصفویة الخاصة بالأسهم العادیة.

  من العلاقة التالیة:هذه القیمة وتحسب 

 القیمة التصفویة للسهم= )5- 4(
 قیمة الالتزامات –قیمة الموجودات في السوق 

 عدد الأسهم

  قیمة الأسهم الممتازة. علماً بأن قیمة الالتزامات = قیمة المطالیب +

  قیمة السهم حسب العائد:

عنــدما یقــدم المســتثمر علــى شــراء أحــد الأســهم فإنــه یفكــر فــي كیفیــة تحقیــق معــدل 

عائد فعلي من ذلك السهم معادل لمعدل استثمار معـین، فـإذا كـان ذلـك المعـدل معلومـاً، 

ــدفع قیمــة معینــة لــذلك الســهم،  ــداً فــإن ذلــك المســتثمر یبــدي اســتعداداً ل والتــي تعطیــه عائ

معــادلاً للعائــد الــذي یطمــح إلــى تحقیقــه مقابــل اســتثمار أموالــه فــي شــراء هــذه الأســهم أو 

غیرهـــا، وقیاســـاً علـــى العلاقـــة الســـابقة یمكنـــه أن یقـــوم بحســـاب قیمـــة الســـهم حســـب ذلـــك 

  العائد من العلاقة التالیة:

 قیمة السهم حسب العائد المطلوب= )6- 4(
 نسبة التوزیع×  القیمة الاسمیة للسهم

. 100  
 معدل العائد الذي یطلبه المستثمر

   :)2-4(مثال 

 1000تســاوي  تلنفتــرض أن القیمــة الاســمیة للســهم الــذي أصــدرته إحــدى الشــركا

% مـن 20ل.س. وأنهـا تـوزع أرباحـاً بنسـبة  1250ل.س. وأن القیمة السوقیة له تساوي 
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الفعلــــي، ثــــم احســــب القیمــــة حســــب العائــــد القیمــــة الاســــمیة. فاحســــب أولاً معــــدل العائــــد 

  %.18المطلوب من قبل أحد المستثمرین والمحدد بـ 

    الحل:

  نحسب أولاً معدل العائد الفعلي، فنجد أنه یساوي:

 معدل العائد الفعلي للسهم=
 نسبة التوزیع× القیمة الاسمیة للسهم 

. 100 
 القیمة السوقیة للسهم

  

 معدل العائد الفعلي للسهم=   
20

1000
100

 
. 100 = 0.16 =)16%(  

1250 

%، فــإن قیمــة الســهم 18وبمــا أن المســتثمر یطمــح إلــى تحقیــق معــدل عائــد قــدره 

  حسب العائد تساوي:

 قیمة السهم حسب العائد المطلوب=
 نسبة التوزیع× القیمة الاسمیة للسهم 

. 100  
 معدل العائد الذي یطلبه المستثمر

                 

20
1000

1001111.11
0.18


 

  

ل.س. ثمنـاً للسـهم المطـروح  1111.11هذا المستثمر یمكن أن یدفع فقط  أي إن

ل.س، لأنـــه یرغــب فـــي أن یحقـــق معـــدلاً للعائـــد قـــدره  1250فــي الســـوق والـــذي یبـــاع بــــ 

18.%  

  معدل تكلفة الأسهم العادیة:

القیمــة الســوقیة التــي تتحملهــا الشــركة وهــو عبــارة عــن النســبة المئویــة مــن صــافي 

  وتسددها كأرباح لأصحاب تلك الأسهم.

  مصاریف العمولة والتوثیق. –وبما أن صافي القیمة السوقیة = القیمة السوقیة 

وأن الأرباح التي تتحملها الشركة = قیمة الأرباح المتوقعة سنویاً + مقدار النمو السـنوي 

  تكلفة السهم یمكن أن یحسب من العلاقة التالیة: فإننا نجد أن معدل لتلك الأرباح.

 معدل تكلفة السهم = معدل الربح المتوقع + معدل نمو الأرباح السنوي     )7- 4(
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  ولكن:

 معدل الربح المتوقع= )8- 4(  
 قیمة الربح المتوقع للسهم

 قیمة المصاریف –القیمة السوقیة 

  وهكذا نجد أن:

 معدل تكلفة السهم = )9- 4(
 قیمة الربح المتوقع للسهم

  + معدل نمو الأرباح السنوي
 قیمة المصاریف –القیمة السوقیة 

   :)3-4(مثال 

ل.س، ولكن هذه الأسهم تبـاع  300أصدرت شركة الألبان أسهماً قیمتها الاسمیة 

ل.س عــن كــل ســهم.  5ل.س، ویســدد عنهــا مصــاریف عمولــة  275فــي الســوق بســعر 

ل.س ســنویاً، وكانــت هــذه  25الأربــاح المســتحقة عــن كـل ســهم تقــدر بـــ فـإذا كانــت قیمــة 

  % سنویاً، فالمطلوب حساب معدل تكلفة السهم.8الأرباح تنمو بمعدل 

    الحل:

  من العلاقة السابقة نجد أن:

 معدل تكلفة السهم = 
 قیمة الربح المتوقع للسهم

  + معدل نمو الأرباح السنوي
 قیمة المصاریف –القیمة السوقیة 

25
17.259 0.08

5 275
 


  

 % من صافي القیمة السوقیة.259.17معدل تكلفة كل سهم یبلغ حوالي  أي إن
         

                     
  

 %17.259 0.17259 0.08 0.09259     

   :)4-4(مثال 

ل.س،  400والتـــي تســـاوي ها نفســـتبـــاع أســـهم إحـــدى الشـــركات بقیمتهـــا الاســـمیة 

ل.س ربحـاً سـنویاً. فـإذا كانـت أربـاح هـذه الشـركة تنمـو بمعـدل  35كل منها  ویوزع على

  ل.س. فالمطلوب: 8% سنویاً، وكانت مصاریف بیع كل سهم تبلغ 7

 .حساب معدل تكلفة السهم  

 .حساب سعره السوقي في نهایة السنة الأولى  
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 .حساب سعره السوقي في نهایة السنة الثانیة  

 لسنة الخامسة.حساب سعره السوقي في نهایة ا  

    الحل:

  لحساب معدل تكلفة السهم نطبق العلاقة الآتیة:

 معدل تكلفة السهم =
 قیمة الربح المتوقع سنویاً 

  + معدل نمو الأرباح السنوي
 مصاریف عمولة –القیمة السوقیة 

35
0.07

8 400

%15.929 0.15929 0.07 0.0892857

  


     

  العلاقة الآتیة:لحساب السعر السوقي للسهم في نهایة السنة الأولى نستخدم 

 معدل الربح المتوقع=
 قیمة الربح السنوي المتوقع

 مصاریف عمولة –القیمة السوقیة 

  ومنها نجد أن:

 = مصاریف عمولة –القیمة السوقیة 
 مقدار الربح المتوقع

 معدل الربح المتوقع

 = القیمة السوقیة
 مقدار الربح المتوقع

  + مصاریف عمولة
 المتوقعمعدل الربح 

  وبالتعویض نجد أن:

معدل الربح المتوقع 
35

%8.929 0.08929
8 400

  


  

وأن مقدار الربح المتوقع في نهایة السنة الأولى =  37.45 0.07 1 35   .ل.س  

 السعر السوقي في نهایة السنة الأولى=
 الربح المتوقع في نهایة السنة الأولى

  + مصاریف عمولة
 المتوقعمعدل الربح 

37.45
427.42 8

0.08929
  

  ل.س. 

  وكذلك نجد أن مقدار الربح المتوقع في نهایة السنة الثانیة 

 
2

40.07 0.07 1 35  
  ل.س. 
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والسعر السوقي في نهایة السنة الثانیة 
40.07

456.76 8
0.08929

   .ل.س  

  وكذلك نجد أن مقدار الربح المتوقع في نهایة السنة الخامسة:

= 
5

49.06 0.07 1 35   .ل.س  

والسعر السوقي في نهایة السنة الخامسة 
49.09

557.77 8
0.08929

   .ل.س  

  عائد السهم العادي:

  یمكن أن نحسب عائد السهم العادي بعدة مقاییس هي:

  ویحسب من العلاقة الآتیة: ـ نصیب السهم العادي من الأرباح المحققة: 1

 الأرباح المحققة = نصیب السهم من )10- 4(
 صافي الربح الخاص بالمساهمین العادیین

 عدد الأسهم العادیة

ویعتبـــر هـــذا العائـــد مـــن أهـــم المقـــاییس التـــي یأخـــذها المســـتثمرون بعـــین الاعتبـــار 

  عندما یفكرون في الاستثمار بشراء أحد الأسهم.

   :)5-4(مثال 

 ل.س، وكــان عــدد 500000إذا كــان صــافي الــربح فــي إحــدى الشــركات یســاوي 

  .سهم ممتاز 500سهم عادي، و 2000الأسهم المباعة یساوي 

  فالمطلوب حساب نصیب السهم العادي:

    الحل:

  نقوم أولاً بحساب نصیب الأسهم الممتازة، فنجد أن:

  .سهم 2500= 500+ 2000د الأسهم = مجموع عد

حصة الأسهم الممتازة من الربح = 
500

100000 500000
2500

  .ل.س  

حصة الأسهم العادیة من الربح = 
2000

400000 500000
2500

  .ل.س  

نصیب السهم العادي = 
2000

400000
200  .ل.س  
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  نصیب السهم العادي من الأرباح الموزعة:. 2

لقد أشرنا سابقاً أن إدارة الشركة قد تقـرر عـدم توزیـع كامـل الأربـاح المحققـة، كـأن 

ستخدامها في استثمارات جدیـدة، وتقـوم بتوزیـع الجـزء البـاقي تقرر الاحتفاظ بجزء منها لا

علـــى المســـاهمین. وعنـــدها نقـــوم بحســـاب نصـــیب الســـهم العـــادي مـــن الأربـــاح الموزعـــة 

  خدام العلاقة الآتیة:تباس

 نصیب السهم من الأرباح الموزعة = )11- 4(
 الأرباح المخصصة للتوزیع على المساهمین العادیین

 العادیةعدد الأسهم 

ویمكن احتساب نصیب السهم من الأرباح الموزعة بضرب القیمة الاسمیة للسهم 

  :أي إنبنسبة التوزیع المقررة، 

  نسبة التوزیع.× نصیب السهم من الأرباح الموزعة = القیمة الاسمیة  

   :)6-4(مثال 

ل.س ، وكان عدد أسهمها  500000إذا كان صافي ربح إحدى الشركات یساوي 

، وعنـد توزیـع هـذه الأربـاح قـررت سـهم 500سهم، وعدد أسهمها الممتازة  2000لعادیة ا

% مــن 35إدارة الشــركة تســدید الأربــاح الخاصــة بالأســهم الممتــازة كاملــة، والاحتفــاظ بـــ 

أربـــاح الأســـهم العادیـــة لاســـتخدامها فـــي اســـتثمارات جدیـــدة، فـــالمطلوب: حســـاب نصـــیب 

  ، السهم العادي من الأرباح الموزعة

    الحل:

  ل.س. 2500=2000+500إن إجمالي عدد الأسهم = 

إن حصة الأسهم الممتازة = 
2500

500
.500000100000  .ل.س  

إن حصة الأسهم العادیة = 
2500

2000
.500000400000  .ل.س  

إن الحصة التي ستخصص للاستثمار الجدید = 
100

35
.400000140000 .ل.س  

  ل.س. 260000=140000-400000للتوزیع = إن الحصة المتبقیة المخصصة 

وبذلك نجد أن نصیب السهم العادي من الأرباح الموزعة = 
2000

26000
130  .ل.س  
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  الریع الجاري للسهم العادي: 

ویعرف بأنه نسبة نصیب السهم العادي من الأرباح الموزعة علـى القیمـة السـوقیة 

  ه یساوي:أي إنللسهم؛ 

)4-12(  
 لجاري للسهم العادي =معدل الریع ا

 نصیب السهم العادي من الأرباح الموزعة
. 100 

 القیمة السوقیة للسهم 

ویتضح من هذه العلاقة أن معدل الریع الجاري للسهم العـادي یتناسـب عكسـاً مـع 

القیمـــة الســـوقیة لـــه. فـــإذا ازدادت القیمـــة الســـوقیة نقـــص ذلـــك الریـــع، وإذا نقصـــت القیمـــة 

  الریع (بفرض أن النصیب ثابت). السوقیة ازداد ذلك

وإن معــــدل الریــــع الجــــاري للســــهم یعبــــر عــــن مردودیــــة اللیــــرة الواحــــدة مــــن القیمــــة 

  ).100السوقیة، أو عن مردودیة كل مائة لیرة سوریة (إذا كان مضروباً بـ 

   :)7-4(مثال 

ل.س ، وكانــت القیمــة  180إذا كــان نصــیب الســهم العــادي مــن الأربــاح الموزعــة 

ل.س، فــــالمطلوب حســــاب معــــدل الریــــع الجــــاري للســــهم  2000للســــهم تســــاوي الســــوقیة 

  العادي.

    الحل:

الریع الجاري للسهم الجاري = 
180

%9 0.09 100
2000

    

 9بـاح الموزعـة قــدره كـل مائـة لیـرة سـوریة مـن القیمـة الســوقیة تـؤمن ریعـاً مـن الأر  أي إن

  لیرات سوریة.

  معدل الریع طیلة فترة الاقتناء:

ویحســب هـــذا الریـــع خــلال وطیلـــة فتـــرة الاقتنــاء منـــذ شـــراء الســهم لأول مـــرة حتـــى 

  لحظة بیعه في السوق. ویحسب من العلاقة الآتیة:

 معدل الریع طیلة فترة الاقتناء= )13- 4(

  سعر شراء السهم) +  –(سعر بیع السهم 

 مجموع الأرباح المقبوضة خلال الفترة
 .100  

  سعر شراء السهم
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   :)8-4(مثال 

ل.س للســـهم،  4500اشـــترى أحـــدهم عـــدة أســـهم مـــن أســـهم شـــركة الرخـــام بســـعر 

% مــن القیمــة 8وخــلال ســنتین مــن اقتنائــه لهــا كانــت الشــركة تــوزع أرباحــاً ســنویة بنســبة 

ل.س للســهم. احســب الریــع طیلــة  5000الاســمیة للأســهم. وبعــد ذلــك قــام ببیعهــا بســعر 

  ل.س .  4000سمیة للسهم تساوي فترة الاقتناء إذا علمت أن القیمة الا

    الحل:

  ل.س. 5000نلاحظ أن سعر المبیع = 

  ل.س. 4500وأن سعر الشراء = 

وأن مجمــــوع الأربــــاح المقبوضــــة خــــلال الفتــــرة عــــن كــــل ســــهم = 
8

160 2 4000
100

   

  ل.س.

  وبذلك نجد أن معدل الریع طیلة الفترة = 

160 (5000 4500)
%14.667 100

4500

 
  

  ل.س. 

  السندات الاستثماریة: -4-2

في حكمها  تستخدم السندات في عملیات تمویل المشاریع الاستثماریة الجدیدة وما

  أو في دعم المنشآت الاقتصادیة المختلفة عندما تتعرض إلى مخاطر معینة.

بأنه وثیقة تنص على دین محدود المدة ویستحق فائدة دوریـة  ویعرف السند الاستثماري:

ه الطــــــرف الــــــذي یصــــــدره لمــــــن یحملــــــه بــــــدفع قیمتــــــه (الاســــــمیة أو معینــــــة، ویتعهــــــد فیــــــ

الاســـتهلاكیة) عنـــد موعـــد اســـتحقاقه، كمـــا یلتـــزم بـــدفع الفوائـــد الدوریـــة المترتبـــة علیـــه فـــي 

  فترات محدودة.

 أنواع السندات:

 یمكن تصنیف السندات في نوعین أساسیین:

وهي السندات التي یكتتبها النـاس بعضـهم علـى بعـض  السندات التجاریة (الكمبیالات):

. وهـذه السـندات یكـون لهـا قیمـة اسـمیة تتضـمن همـاوواجبات لتثبیت حقوق الـدائن والمـدین
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تسـتحق فوائــد  مباشـرة الفوائـد المسـتحقة علـى الـدین، ویكتــب علیهـا تـاریخ الاسـتحقاق، ولا

 دوریة عن المبلغ المقترض.

ســـــندات التــــي تصــــدرها الحكومــــات أو المؤسســـــات أو وهــــي ال الســــندات الاســــتثماریة:

الشركات أو المنظمات الإقلیمیة أو الدولیة. بهدف تمویل مشروعاتها الجدیـدة أو تغطیـة 

 عجوزاتها المتراكمة أو دعم أوضاعها المتردیة.

ویكون لهذه السندات قیمة اسمیة ومدة محدودة، وتستحق فائدة دوریة بنسبة محددة وفـي 

  معینة.فترات زمنیة 

وتتمیـــز هـــذه الســـندات عـــن الأســـهم بأنهـــا تســـتحق الـــدفع بتـــاریخ معـــین، وتضـــمن 

لصــاحبها دخــلاً دوریــاً ثابتــاً (الفائــدة الدوریــة)، ویتمتــع أصــحابها بحقــوق الأفضــلیة عنــد 

  تصفیة أعمال الشركة، ولیس من الضروري أن یكون للسندات قیمة موحدة كالأسهم.

ة السندات الاستثماریة التي تصدرها الشـركات وسنقتصر في هذه الفقرة على دراس

الصناعیة أو الزراعیة أو التجاریة أو الخدمیـة لأغـراض زیـادة رأس مالهـا أو التوسـع فـي 

  أعمالها أو دعم أوضاعها ، وتقسم السندات الاستثماریة إلى الأصناف التالیة:

ركة المصـــدرة وهـــي ســـندات تتعهـــد الشـــ الســـندات القابلـــة للتحویـــل إلـــى أســـهم عادیـــة: -1

بتحویلهـــا إلـــى أســـهم عادیـــة خـــلال زمنیـــة معینـــة. لـــذلك تكـــون أســـعار الفائـــدة علـــى هـــذه 

  السندات أقل من أسعار فائدة السندات العادیة.

وهــي الســندات التــي تحــتفظ الشــركة المصــدرة لهــا بحــق  الســندات القابلــة للاســتدعاء: -2

. وفـي هـذه الحالـة تكـون الشـركة استدعائها ورد قیمتها لأصحابها قبـل مواعیـد اسـتحقاقها

  ملزمة بدفع قیمة عنها تفوق القیم الاسمیة للسندات كتعویض عن عملیة الاستدعاء.

وهـــي الســـندات التـــي تلتـــزم الشـــركة بـــرد قیمتهـــا حســـب  الســـندات القابلـــة للاســـتهلاك: -3

جــدول زمنــي معــین قبــل مواعیــد اســتحقاقها. وحســب نســب محــدودة ســنویاً. تقــوم بشــرائها 

ــــد حجــــم مــــن  ــــتم تحدی الســــوق حســــب تسلســــل الإصــــدار أو حســــب رغبــــة المســــتثمر، وی

 بوســـاطةالاســـتهلاك الســـنوي مـــن هـــذه الســـندات بقـــرار مـــن الإدارة ، ویمكـــن تنفیـــذ ذلـــك 

القرعة. وتكون أسعار الفائدة لهذه السندات أقل من أسعارها للسندات العادیة، وذلك لأن 

  تستهلك السندات بصورة منتظمة.المستثمر یتمتع بحمایة أكبر لكون الشركة 
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وهي السندات التي تكون مضمونة برهن أحد أصول أو  السندات المضمونة بأصل: -4

ممتلكــــات الشــــركة، أو بضــــمان ســــندات أخــــرى أو أســــهم عائــــدة إلــــى مشــــروع آخــــر، أو 

ــة بأصــول  بضــمان شــركات أخــرى. وهــذه الســندات تشــبه الســندات العادیــة ولكنهــا مكفول

  ثابتة ومحددة.

وهـي السـندات التـي یكـون لهـا جـدول غیـر دوري لتسـدید الفوائـد، ولا  سندات الـدخل: -5

  تدفع فوائدها إلا إذا حققت الشركة أرباحاً قبل تاریخ استحقاق الفوائد.

  میزات السندات وعیوبها:

 یتمیز الاستثمار باقتناء السندات الاستثماریة بالخصائص التالیة:

ویزیــــد مــــن مقــــدرتها علــــى ســــداد الالتزامــــات واســــترجاع یــــدعم موقــــف الشــــركة مالیــــاً،  .1

 السندات السابقة.

  یضمن للمستثمر ربحاً ثابتاً یتمثل في مقدار الفائدة الدوریة. .2

  ینشط حركة الأموال في الأسواق المالیة. .3

  یضمن للمستثمر حق الأفضلیة عند تصفیة أعمال الشركة. .4

  یلي: ومن عیوبها ما

  اقتنى سنداً یفوق سعره سعر الاستدعاء.یتعرض المستثمر للخسارة إذا  .1

  یتعرض المستثمر لفقدان جزء من سنداته بدون رغبته إذا تم الاستدعاء بالقرعة. .2

  قیم السندات:

  یمكننا أن نمیز عدة مفاهیم لقیمة السند هي:

وهــي القیمــة التــي تكــون مدونــة علــى الســند والتــي تلتــزم الشــركة  القیمــة الاســمیة: .1

  دها لحامله في موعد الاستحقاق.المصدرة للسند بتسدی

وهــي القیمــة التــي یمكــن الاتفــاق مــع الشــركة علــى تســدیدها  القیمــة الاســتهلاكیة: .2

لحامـــل الســـند فــــي موعـــد اســــتحقاقه. وهـــي قـــد تكــــون أكبـــر أو أقــــل مـــن القیمــــة 

  الاسمیة أو تساویها.

وهنـــا نشـــیر إلـــى أن الســـند یمكـــن أن یتضـــمن بنـــدین خاصـــین بـــالقیمتین الاســـمیة 

ستهلاكیة،  لأن القیمة الاسمیة تستخدم لحساب الفوائد الدوریة بضربها بسعر الفائدة والا
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. أما القیمة الاسـتهلاكیة فقـد تكـون محـدودة كمیـاً أو تحسـب كنسـبة مئویـة مـن Pالدوریة 

  القیمة الاسمیة أیضاً.

وهــي ثمــن شــراء الســند فــي ســوق الأوراق المالیــة، وإن  القیمــة الســوقیة (الفعلیــة): .3

  هلاكیة، وتتأثر بعدة عوامل:هذه القیمة تختلف عن القیمتین الاسمیة والاست

 .القیمة الاستهلاكیة للسند  

 .ظروف الطلب والعرض على تلك السندات  

 .الحالة الاقتصادیة للشركة المصدرة والتوقعات المستقبلیة  

 ه الشركة لحساب الفوائد الدوریة.معدل الفائدة الذي تخصص  

 .معدل الفائدة الذي یطمح المستثمر إلى أن یحققه من استثمار أمواله  

وبـذلك نجـد أن المســتثمر یقـوم بحســاب القیمـة الســوقیة لهـذه الســندات انطلاقـاً مــن 

معـدل الفائـدة الـذي یطمــح إلـى أن یحققـه مــن الاسـتثمار فیهـا، وذلــك مـن خـلال المعادلــة 

  التالیة:

)4 -14( 

القیمة 

السوقیة في 

 لحظة ما

= 

القیمة الحالیة 

للقیمة 

 الاستهلاكیة

+ 

القیمة الحالیة للفوائد المستحقة 

للسند والمنتظر تحصیلها حتى 

 تاریخ الاستحقاق

وهنــــا لابــــد مــــن أن نشــــیر إلــــى أن المســــتثمر یقــــوم بحســــاب القــــیم الحالیــــة للقیمــــة 

  عـــــــــــــدل الفائـــــــــــــدة الـــــــــــــذي یطمـــــــــــــح الاســـــــــــــتهلاكیة وللفوائـــــــــــــد المســـــــــــــتحقة مســـــــــــــتخدماً م

یعتمــد فــي ذلــك علــى معــدل الفائــدة المعتمــد فــي  إلــى أن یحققــه فــي اســتثمار أموالــه، ولا

  الشركة لحساب الأرباح أو غیرها.

ولتوضیح الفروقات بین هذه القـیم المختلفـة، وربطهـا بزمـان حسـابها نقـوم بتمثیلهـا 

  على الشكل البیاني التالي:
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لحظــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــة 

  الاستحقاق

لحظـــــــــــــــــــــــــــــة    

  الشراء

لحظة   

  الإصدار

     الزمن

    القیمة الحالیة للفوائد 

القیمــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــة 

 الاستهلاكیة

القیمـــــــــــــــــة الحالیـــــــــــــــــة للقیمـــــــــــــــــة 

 الاستهلاكیة

القیمـــــــــــــــــــــــــــــــــة 

 السوقیة

 القیمة الأسمیة 

  )1- 4الشكل (

حتــــى نســــتطیع إجــــراء الحســــابات اللازمــــة لهــــذه الســــندات نقــــوم بترمیــــز المتحــــولات      

  تعاریفها وفق الآتي:الداخلة في 

S .ـ القیمة الاسمیة للسند  

K .ـ القیمة الاستهلاكیة للسند  

CP .ـ نصیب السند من المصاریف المتعلقة بعمولة التوزیع والتسویق  

SN  ـ صافي القیمة الاستهلاكیة للسند، وهي تساويSN=S-CP  

I .(كوبون الفائدة) ـ مقدار الفائدة الدوریة  

P .ـ معدل الفائدة المركبة السنوي المعتمد في الشركة  

q .ـ معدل الفائدة المركبة السنوي الذي یطمح المستثمر لتحقیقه  

n .ـ عدد السنوات المتبقیة حتى موعد الاستحقاق  

V1  ـ القیمة الحالیة للقیمة الاستهلاكیةK.  

 V2.ـ القیمة الحالیة للفوائد المستحقة حتى تاریخ الاستحقاق  

M .(ثمن الشراء الفعلي) ـ القیمة السوقیة  

MN  المصاریف المختلفة). –ـ صافي القیمة السوقیة (ثمن الشراء  

 Mبشـــكل ریاضـــي نجـــد أن القیمـــة الســـوقیة للســـند  (4-14)حتـــى نصـــوغ العلاقـــة 

  تساوي:

1 2 (15 4)M V V    
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هي عبارة عن القیمة الحالیـة لمبلـغ  1Vوبما أن القیمة الحالیة للقیمة الاستهلاكیة 

K  مؤجـل الــدفع لمـدةn ویضــعه مسـاویاً لـــ  بفائـدة مركبــة یحـدد ســعرها المسـتثمر، عــامq 

  فإن قیمته الحالیة تساوي:

1 (16 4)
(1 )

n

n

K
V K h

q
   

  

 :  حیث إن
q

h



1

1
  

ولحســــــاب القیمــــــة الحالیــــــة للفوائــــــد المســــــتحقة والمنتظــــــر تحصــــــیلها خــــــلال مــــــدة 

، نلاحـــظ أنهـــا عبـــارة عـــن القیمـــة qالاســـتهلاك بفائـــدة یحـــدد ســـعرها المســـتثمر وبمقـــدار 

دفعـة، وأن قیمتهـا الحالیـة تحسـب مـن العلاقـة  nوعـددها  Iالحالیة لدفعات عادیـة قـدرها 

  الآتیة:

2

1
(17 4)

1

nh
V I

h


  

  

PSIهو مقدار الفائـدة الدوریـة ویسـاوي  I ث إنحی  وبـذلك نجـد أن القیمـة .

  السوقیة تأخذ الشكل التالي:

1
(18 4)

1

n
n h

M K h I
h


    


  

    :1ملاحظة

مـرة خـلال العـام، فـإن العلاقـة السـابقة تعـدل  mإذا كانت الفائـدة تحسـب وتضـاف 

بــــ  Pباســـتبدال كـــل 
m

P
P ' وكـــل ،q  بــــ

m

q
q ' وكـــل ،I  بــــ'' PSI   وكـــلn  بــــ

mnn '  وكلh  بـ
'1

1
'

q
h


.  

  الشكل التالي: M'التي تعطینا القیمة الاستهلاكیة  (4-18)وبذلك تأخذ العلاقة 

'
' 1 '

' ' ' (19 4)
1 '

n
n h

M K h I
h


    


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   :)9-4(مثال 

 300سنوات مـن الآن وقیمتـه الاسـمیة  5احسب القیمة السوقیة لسند یستحق بعد 

ل.س.  350% ســـــنویاً، وقیمتـــــه الاســـــتهلاكیة 8ل.س، وتحســـــب الفائـــــدة علیـــــه بمعـــــدل 

% فـــي اســـتثمار أموالـــه. ثـــم 10والمســـتثمر الـــذي یریـــد شـــراءه یرغـــب فـــي تحقیـــق معـــدل 

  صبحت الفائدة تحسب مرتین في العام.احسب قیمته السوقیة الجدیدة إذا أ

    الحل:

0.008P، وأن 300Sنلاحظ أن:  :وبذلك نجد أن قیمة الفائدة الدوریة تساوي ،  

 300 0.08 24 . .I S P L S    
  

0.10qوأن المعدل الـذي یرغبـه المسـتثمر  350Kكما نلاحظ أن   وبـذلك ،

  نجد أن:

1 1
0.909091

1 0.10 1.10
h   

  

  ) نجد أن القیمة السوقیة تساوي:18-4ومن العلاقة (

 
 

5
5 1 0.909091

350 0.909091 24
1 0.909091

217.3225 100.0768 317.40 . .

M

M L S


   



    

  ل.س. 350وهي أقل من القیمة الاستهلاكیة 

مرتین في العـام.  ولحساب القیمة السوقیة الجدیدة لهذا السند عندما تحسب الفائدة

  )، لذلك نقوم بحساب ما یلي:19-4نطبق العلاقة (

 

0.02 0.10
0.04 , ' 0.05

2 2

300 0.04 12 . .

5 2 10

1 1
0.952381

1 1 0.05

P q
P q

m m

I S P L S

n n m

h
q

      

     

     

   
   

  ) نجد أن القیمة السوقیة الجدیدة لذلك السهم تساوي:18-4وبتعویض ذلك في العلاقة (



  م و ادات و اواق ا اارا ال

 

  134 
  

 
 

10
10 1 0.952381

350 0.952381 12
1 0.952381

214.8697 97.29388 312.16 . .

M

M L S


    



    

فائـدة مـرتین وهذا یعني أن القیمة السوقیة للسند قد تناقصت بسبب نظام إضـافة ال

  ل.س. 350في العام، ونلاحظ أن قیمتها أقل من القیمة الاستهلاكیة 

   :2 ملاحظة

إن القیمة السوقیة، أو ثمن الشراء للسند قد تكون أصـغر مـن القیمـة الاسـتهلاكیة، 

  أو أكبر منها. 

، فعنــدها نقــول: Kأصــغر مــن القیمــة الاســتهلاكیة  Mفــإذا كانــت القیمــة الســوقیة 

، (K-M)إنه تم شراء السند بخصم مـن القیمـة الاسـتهلاكیة، وإن مقـدار الخصـم یسـاوي 

أكبـر مـن معـدل الفائـدة  qویحدث ذلك عندما یكون معـدل الفائـدة الـذي یطلبـه المسـتثمر 

  المعتمد في الشركة لحساب الفوائد.

، فعنــدها نقــول: K أكبــر مــن القیمــة الاســتهلاكیة Mأمــا إذا كانــت القیمــة الســوقیة 

ویحـدث ذلـك عنـدما ، (M-K)إنه تم شراء السند بعلاوة على القیمة الاستهلاكیة، قـدرها 

أصغر من معدل الفائدة المعتمد في الشركة  qیكون معدل الفائدة الذي یطلبه المستثمر 

  لحساب الفوائد.

  تكلفة السندات:

 عتبـــار المصـــاریفلحســـاب تكلفـــة الســـندات التـــي تصـــدرها الشـــركة نأخـــذ بعـــین الا

  التي تتكبدها الشركة من جراء ذلك، وتشمل هذه المصاریف ما یلي: هاجمیع

 .المتوسط السنوي للفرق بین القیمة الاسمیة والقیمة الفعلیة  

  ،الفائدة المسـتحقة علـى السـند سـنویاً، وتحسـب بنسـبة مئویـة مـن القیمـة الاسـمیة

  ویطلق على هذه الفوائد اسم (كوبونات السند).

 الیف الإصـــــدار وتشـــــمل: تكـــــالیف الدراســـــات والموافقـــــات ونفقـــــات الطباعـــــة تكـــــ  

  والإعلان ...إلخ.

 .الرسوم المرتبطة بعملیات الرهن والضمان  

 .العمولات التي تدفعها الشركة للشركات الأخرى لقاء التوزیع والتسویق  
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 .(إن وجدت) الضریبة المفروضة على حركة السندات، أو دخولها  

  مترتبة على تلك السندات.أیة نفقات أخرى  

مـن  CPویمكن حساب التكلفة السنویة المتوسطة للسند الواحد والتي سنرمز لهـا بـالرمز 

  العلاقة التالیة:

 4201 


 C
N

C

N

SK
PSCP

  

  :حیث إن

S .ـ هي القیمة الاسمیة للسند  

P .ـ سعر الفائدة السنویة المعتمدة في الشركة  

K .ـ القیمة الاستهلاكیة للسند في تاریخ الاستحقاق  

C .ـ إجمالي التكالیف المختلفة الناجمة عن إصدار السندات  

C1 .ـ عمولة توزیع وتسویق السند  

N .ـ عدد السنوات التي تم إصدارها  

SN  صافي القیمة الاسمیة .  

  ة:هذه السندات من العلاق بوساطةكما یمكننا حساب معدل تكلفة التمویل 

 100 21 4
S SN

2

CP
AV   



  

   :)10-4(مثال 

ل.س لمـدة  500، القیمـة الاسـمیة لكـلٍ منهـا سند 3000أصدرت إحدى الشركات 

 600سنوات، وتعهدت بتسدید قیمـة اسـتهلاكیة عـن كـل منهـا فـي موعـد الاسـتحقاق  10

ـــدفع فوائـــدها الدوریـــة بمعـــدل  % ســـنویاً، وبلغـــت مصـــاریف إصـــدار هـــذه 7ل.س. وأن ت

ل.س. والمطلـــوب حســـاب التكلفـــة الســـنویة المتوســـطة لكـــل مـــن هـــذه  25000الســـندات 

ات، ثـــم حســـاب معـــدل تكلفـــة التمویـــل لهـــذه الســـندات، إذا علمـــت أن الشـــركة تـــدفع الســـند

ل.س، عــــن كــــل ســــند، ثــــم احســــب القیمــــة  15لشــــركات التســــویق عمولــــة توزیــــع قــــدرها 
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التسـویقیة لهــذه السـندات بعــد سـنتین علــى إصـدارها، إذا علمــت أن المسـتثمر یطمــح إلــى 

  .% سنویاً 9أن یحقق معدل استثمار لأمواله یساوي 

    الحل:

  ) فنجد أن:20-4لحساب التكلفة السنویة نطبق المعادلة (

7 600 500 25000
500 15

100 3000 3000

35 0.03333 8.3333 15 58.36667 . .

CP

CP L S


    

      

  ل.س. لإصداره. 58.3667كل سند یكلف حوالي  أي إن

) فنجد أنـه یلزمنـا 20-4لحساب معدل تكلفة التمویل للسند الواحد نطبق العلاقة (

  حیث نجد أن: SNحساب صافي القیمة الاسمیة 

500 58.3667 441.6333SN S CP      

  وبذلك نجد أن معدل التمویل یساوي:

58.3667
100 100 12.397%

S SN 500 441.633

2 2

CP
AV     

 

  

% من قیمته المتوسطة 12.397كل سهم یكلف حوالي  أي إن






 

2

SNS
.  

ســنوات لاســتحقاقها  8لحســاب القیمــة التســویقیة بعــد ســنتین مــن إصــدارها (ویبقــى 

)، لــذلك نقــوم بحســاب القیمــة الحالیــة 13-4العلاقــة (رغبــات المســتثمر)، نطبــق ضــمن 

، وباســــتخدام معــــدل الفائــــدة المطلــــوب (n=8)للقــــیم الاســــتهلاكیة للســــند للمــــدة المتبقیــــة 

  %. وبتطبیق العلاقة الآتیة:9تحقیقه  

 
1 8

600
301.12 . .

1.09
n

K
V L S

r
  

  

جمیعاً، وذلك ثم نقوم بحساب القیمة الحالیة للفوائد المستحقة، والمنتظر تحصیلها 

  بتطبیق علاقة القیمة الحالیة لدفعات عادیة قیمة كلٍ منها تساوي:

SLPSD .35
100

7
500 
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وبــــذلك نجــــد أن قیمتهــــا الحالیــــة حســــب المــــدة المتبقیــــة وباســــتخدام معــــدل الفائــــدة 

  % تساوي:9المطلوب تحقیقه من قبل المستثمر 

8

2

2

1
1

1 0.49813371.09
35 35

11 0.08256881
1.09

211.15 . .

nh
V D

h

V L S

 
         

 



  

السوقیة لكل سهم من هـذه الأسـهم بعـد سـنتین مـن إصـدارها وبذلك نجد أن القیمة 

  وحسب معدل الفائدة الذي وضعه المستثمر الشاري تساوي:

1 2 301.12 211.15 512.37 . .M V V L S      

  حالات عملیات الشراء:

بما أن عملیات شراء السهم یمكن أن تحدث في أي وقت من أوقـات السـنة، فهـي 

یــة، فــإذا كانــت قبــل توزیــع الفائــدة مباشــرةً فــإن تلــك تتــأثر كثیــراً بموعــد توزیــع الفائــدة الدور 

الفائدة تصبح من حق المشتري، أما إذا كانت بعد موعد توزیع الفائدة مباشرةً فإن الفائدة 

تكــون قــد حســبت، وتكــون مــن حــق البــائع، ولا یســتفید المشــتري مــن الســند حتــى حلــول 

راء تقــع بــین موعــدین متتــالیین الموعــد القــادم لتوزیــع الفائــدة. ولكــن إذا كانــت عملیــة الشــ

لتوزیع الفائدة، فـإن القیمـة السـوقیة تسـاوي ثمـن شـراء السـند بعـد الموعـد الأول مباشـرةً + 

الفوائد المستحقة على ذلـك الـثمن حتـى لحظـة الشـراء. ومـن أجـل توضـیح كیفیـة معالجـة 

  هذه الحالات نقدم مثالاً عددیاً على كلٍ منها.

   :)11-4(مثال 

  ل.س وقیمتـــــــه الاســـــــتهلاكیة 50000بیـــــــع ســـــــند قیمتـــــــه الاســـــــمیة یریـــــــد أحـــــــدهم 

% 5سـنوات مـن الآن، وتسـدد علیـه فوائـد بمعـدل  5ل.س. ویستحق الدفع بعد  60000

مــن القیمــة الاســمیة ســنویاً. ولكــن هــذه الفوائــد تحســب وتــدفع كــل ســتة أشــهر. والمطلــوب 

ي یطمــح إلــى أن یحقــق أوجــد القیمــة الســوقیة لهــذا الســند إذا علمــت أن المســتثمر المشــتر 

  % عن كل نصف عام، وذلك في الحالات التالیة:3معدل فائدة مركبة قدره 

  إذا كانت عملیة الشراء ستتم بعد توزیع الفائدة مباشرةً (بعد صرف الكوبون مباشرةً). .1
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  إذا كانت عملیة الشراء ستتم قبل توزیع الفائدة مباشرةً (قبل صرف الكوبون مباشرةً). .2

  یة الشراء ستتم بعد مرور أربعة أشهر على توزیع الفائدة.إذا كانت عمل .3

    الحل:

إذا كانــت عملیــة الشــراء ســتتم بعــد توزیــع الفائــدة مباشــرةً، فعنــدها نقــوم بحســاب  .1

  الفائدة الدوریة المستحقة كل ستة أشهر من العلاقة:

0.05
50000 1250 . .

2 2

P
I S P S L S       

  

  ، فإن:m=2، وعدد مرات حساب الفائدة K=60000وبما أن القیمة الاستهلاكیة 

2 5 10

0.025
2

0.03

1 1
0.970874

1 1.03

n

P
P

q

h
q

   

  

 

   
  

  وبذلك نجد أن القیمة السوقیة الجدیدة لهذا السند تساوي:

 
 

10

10

1

1

1 0.970874
60000 0.970874 1250

1 0.970874

244645.635 10982.65 55628.29 . .

M

M L S


     


     

  إذا كانت عملیة الشراء ستتم قبل توزیع الفائدة مباشرةً. .2

هـذه الحالـة أن فإن ذلك یعني أن تلك الفائدة تصبح من حق المشتري، وعلیه فـي 

  یجعل ثمن الشراء متضمناً لتلك الفائدة، وبذلك نجد أن:

ثمـــن الشـــراء قبـــل التوزیـــع مباشـــرةً = القیمـــة الســـوقیة بعـــد التوزیـــع مباشـــرةً + قیمـــة 

  الفائدة الدوریة.

2 55628.29 1250 56878.29 . .M L S     

  وهو القیمة السوقیة للسند في هذه الحالة.

  مرور أربعة أشهر على توزیع الفائدة.إذا كانت عملیة الشراء ستتم بعد  .3
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لحســاب القیمــة الســوقیة فــي هــذه الحالــة نحســب القیمــة الســوقیة بعــد توزیــع الفائــدة 

  مباشرةً، والتي وجدنا أنها تساوي:

1 55628.29 . .M L S   

ثـــم نقـــوم بحســـاب الفوائـــد المســـتحقة علـــى هـــذا المبلـــغ لمـــدة أربعـــة أشـــهر مـــن كـــل 

  نصف عام:

 1

4 4
55628.29 0.03

6 6

1112.57 . .

I M q

I L S

        

   

وبإضافة قیمة هذه الفوائد إلى القیمة السوقیة السابقة نحصل على القیمـة السـوقیة 

  بعد مرور أربعة أشهر، وهي تساوي:

1 55628.29 1112.57

56740.86 . .

M M I

M L S

    

  

   :3 ملاحظة

كــان یمكــن حســاب القیمــة الســوقیة للحالــة الثالثــة بحســاب حصــیلة القیمــة الســوقیة 

1Mبعد توزیع الفائدة مباشرةً   :لمدة أربعة اشهر وحسب نظام الفائدة البسیطة كما یلي  

   1

4
1 55628.29 1 0.03 56740.86 . .

6
M M n q L S

          
 

  

  كما یمكن استخدام نظام الفائدة المركبة كما یلي:

   
4

6
1 1 55628.29 0.03 56735.3786 . .

n
M M q L S     

  

  ومن هنا یتضح أن نظام الفائدة البسیطة في مثل هذه الحالات القصیرة أفضل للبائع.

 :الأسواق المالیة -4-3

  تعریف الأسواق المالیة : - 1- 4-3

إن أسـواق الأوراق المالیـة هــي أمكنـة لتــداول الأوراق المالیـة بكـل أنواعهــا، ویـنظم عملهــا 

  الدولة، وتراقب حسن تطبیقه الحكومة، وخاصة الجهات المالیة فیها .قانون تصدره 

  تصنف أسواق الأوراق المالیة إلى نوعین رئیسین هما:
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وهــي الأســواق التــي تتــداول فیهــا الأوراق المالیــة بــین المتعــاملین بطریقــة  أســواق منظمــة:

  منظمة وعلنیة .

وراق المالیــة عــن طریــق بیــوت وهــي الأســواق التــي تتــداول فیهــا الأ أســواق غیــر منظمــة:

  السمسرة أو المصارف الخاصة، وما شابه بذلك .

تحتكـر التـداول وهـي التـي وهناك نوع آخر من هذه الأسواق، وهي الأسـواق الاحتكاریـة، 

  في بعض الأوراق كوزارة المالیة والمصرف المركزي .

  كما یمكن تصنیف أسواق الأوراق المالیة إلى نوعین آخرین هما:

  ق العقود الفوریة (الحاضرة) .أسوا - 

  أسواق العقود المستقبلیة (المؤجلة) . - 

  وبصورة عامة یمكن تصنیف أسواق المال إلى نوعین أساسیین هما:

  أسواق رأس المال . - 

  أسواق النقد . - 

ویمكننا تمثیل مكونات أسواق المال بأنواعهـا وأصـنافها وتحدیـد العلاقـات فیمـا بینهـا مـن 

  خلال الشكل التالي :

سوق التحویلات أسواق التداول الفوري أسواق العقود المستقبلیة أسواق العقود الفوریة

أسواق النقد أسواق رأس المال

أسواق المال

الأسواق الاحتكاریةالأسواق غیر المنظمةالأسواق المنظمة

  (4-1)الشكل رقم 
  :في الأسواق الأوراق المالیة المتداولة - 2- 4-3

  إن أهمها هي : 

وهـــي التـــي تصـــدر عـــن المصـــرف المركـــزي  القابلـــة للتـــداول: الحكومیـــة الأوراق -1

المختلفــة، وهــي تتمیــز عــن الأوراق غیــر القابلــة للتــداول بــأن عائــدها لا روعــه وف
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بــل یتضــمن الأربــاح الرأســمالیة التــي یمكــن  یضــاف علــى معــدل الفائــدة المحــدد،

 تداولها في السوق .

من القیمة أكبر  السوقیة وتكون قیمتها : أسهم الشركات العامة والخاصة -2

  سمیة.الا

وتكـون قیمتهـا أقـل مـن الاسـمیة  :الأجـل أو طویلـة قصیرة  الاستثماریة لسنداتا -3

   .التي سیحصل علیها في تاریخ الاستحقاق

ــــداول: شــــهادات الإیــــداع -4 ــــر شخصــــیة المصــــارف  القابلــــة للت وهــــي شــــهادات غی

  التجاریة.

وهــي تعهــد خطــي مــن المقتــرض بإعــادة تســدید المبلــغ فــي  الكمبیالــة المصــرفیة: -5

 المصرف المذكور .

وهــــــي أوراق مضــــــمونة بأحــــــد أصــــــول المنشــــــأة أو بضــــــمان  الأوراق التجاریــــــة: -6

 المصارف لها.

لتأمین مبلغ ما، ثم إعادته مع  وهي قروض رهن قروض اتفاقیات إعادة الشراء: -7

 الفوائد خلال فترة قصیرة.

وهــي ســندات تصــدرها الخزینــة العامــة أو وزارة المالیــة لفتــرات  أذونــات الخزانــة: -8

 .قصیرة

 وهي سندات مختلفة الآجال تصدرها وزارة المالیة . شهادات المدیونیة: -9

  قیمة الصفقات :الأورق المالیة وتسدید كیفیة شراء  - 3- 4-3

  م سداد قیمة الصفقات بعدة أسالیب أهمها:یت

وفیـــه یقـــوم المتعامـــل بســـداد قیمـــة مشـــتریاته نقـــداً أو  أســـلوب الســـداد النقـــدي الكامـــل: -1

  یستلم قیمة مبیعاته نقداً وعلى النحو المتعارف به في المعاملات التجاریة البسیطة.

وفیه یقوم المتعامل بسداد جزء من مشتریاته نقداً من  أسلوب السداد النقدي الجزئي: -2

قــــروض یســــحبها مــــن الســــوق بضــــمان  بوســــاطةصــــندوقه الخــــاص. ویســــدد البــــاقي 

 الأوراق المالیة المشتراة، والتي تبقى رهناً لدى المقرض .

  وتسمى نسبة المدفوعات النقدیة إلى القیمة السوقیة بنسبة الهامش المبدئي وتساوي:
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 الهامش المبدئي =نسبة 
 قیمة المدفوعات النقدیة

= 
 قیمة القرض -القیمة السوقیة

 القیمة السوقیة القیمة السوقیة للأسهم

وفیه یقوم المتعامل ببیع أسهم أو سندات لا یملكها أو  أسلوب البیع على المكشوف: -3

لم یشترها بعد، ثم یقبض قیمتها وینتظر مدة حتى تنخفض أسعار تلك الأسهم فیقوم 

بشــرائها وتســلیمها إلــى المشــتري الأول، وبالتــالي یحقــق المتعامــل ربحــاً مــن فروقــات 

  الأسعار .

نخفــاض أســعار أســهم بعــض ویســتخدم المضــاربون هــذا الأســلوب عنــدما یتوقعــون ا

الشـــركات، ویقومـــون بـــذلك لتحقیـــق أربـــاح ســـریعة أو لتغطیـــة بعـــض المـــدفوعات أو 

للتهــرب مــن الضــریبة أو لاغتنــام فــرص الــربح مــن الفروقــات الســائدة بــین الأســواق 

المالیــة. وبالتــالي یحقــق المتعامــل ربحــاً مــن فروقــات الأســعار، ولكــن هــذا الأمــر قــد 

 ما ترتفع الأسعار وتحین لحظة التسلیم .ینعكس سلباً علیهم عند

  :)12-4(مثال 

 500لنفترض أن المتعامل اتفق مع السمسار على أن یشتري له بأسلوب الجزئي 

ل.س للســـهم الواحـــد، وعلـــى أن تكـــون نســـبة المبـــدئي للســـداد الجزئـــي  200ســـهم بســـعر 

أسـبوع مـن تـاریخ % من القیمة الاسمیة عند  الشـراء، وعلـى أن تنفیـذ الصـفقة خـلال 60

  التعاقد علیها، فاحسب قیمة القرض الذي یحتاجه المتعامل .

  الحل:

  ل.س 100000=  200 .500نلاحظ أن القیمة الاسمیة للأسهم = 

وإن قیمة المدفوعات النقدیة الأولیة 
60

60000 100000
100

   ل.س  

  ل.س 40000=  60000 -100000وإن قیمة القرض الذي یحتاجه المشتري= 

ةویمكن حساب قیمة القرض من العلاق
100000

0.60
1000

ض 
   

ل.س، ولنفترض الآن القیمة السوقیة للسهم  40000وبحل هذه المعادلة نجد أن ص=  

ل.س، فعنـدها تصـبح القیمـة السـوقیة لإجمـالي  250قد ارتفعت خلال ذلك الأسبوع إلـى 

  ل.س . 125000= 250× 500الأسهم 
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  25000= 100000 -125000وبذلك یكون المتعامل قد حقق ربحاً قدره 

  وهذا یعني أن نسبة الهامش المبدئي (بفرض ثبات قیمة القرض) 

نسبة الهامش الجدید
40000 125000

%68 0.68
125000


    

  ل.س 85000= 40000 - 125000=  وكأن قیمة المدفوعات النقدیة ارتفعت إلى 

فهو یمكنه الاستفادة من تسدید المدفوعات النقدیة وتخفیض قیمتها، أو إلـى شـراء المزیـد 

  من الأسهم الممولة جزئیاً، أو في خدمة القرض وتسدید جزء منه .

  مؤشرات قیاس حالة السوق: - 4- 4-3

معرفـة حالـة السـوق بشـكل إن المستثمرین والمضاربین في الأوراق المالیة یحتـاجون إلـى 

 التـي یـتم التـداول فیهـا . هاوأسعار  مستمر، وإن حالة السوق تقاس بحجم مبیعات الأسهم

لــذلك تمــت صــیاغة عــدة مؤشــرات لقیــاس حالــة الســوق فــي كــل دولــة أو اتحــاد اقتصــادي 

مـن خـلال مسـتوى أســعار أسـهم الشـركات الكبــرى، التـي تتواجـد فــي ذلـك السـوق. وظهــر 

  : هما ؤشراتنوعان من الم

 (كمؤشر جونز لمتوسط الصناعة) مؤشرات تقیس حالة السوق بشكل عام.  

 (ستاندر) مؤشرات تقیس حالة السوق بالنسبة لصناعة معینة.    

ـــداول تصـــمیم  ویقـــوم  ـــي تت ـــرى الت ـــة مـــن أســـهم المنشـــآت الكب ـــى تركیـــب عین المؤشـــر عل

  في كلیهما . أسهمها في أسواق الأوراق المالیة المنظمة أو غیر المنظمة أو

ووسیلة نافعة للتنبؤ ، وتعد مؤشرات أسعار الأوراق المالیة أداة فعالة لقیاس حالة السوق 

بما ستكون علیه الحالة الاقتصادیة العامة للدولة. وهـي تقـدم خـدمات جلیلـة للمسـتثمرین 

هــا تعطــیهم فكــرة ســریعة عــن حیــث إنوغیــرهم مــن المتعــاملین فــي ســوق الأوراق المالیــة، 

  ور التالیة:الأم

معرفة اتجاه التغیرات التي تطرأ على أسعار أسهم محفظة الأوراق التي یملكها  -1

  المستثمر من دون الحاجة إلى متابعة أداء كل ورقة على حدة .

الحكم على أداء المدیرین المحترفین القائمین على إدارة محفظة الأوراق المالیة  -2

خلال مقارنة معدل عائد لمؤسسات المتخصصة في الاستثمار . وذلك من 

السوق الذي یعكسه المؤشر مع معدل عائد محفظة مؤلفة من عینة عشوائیة 
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من الأسهم المتداولة في السوق. مع الأخذ بعین الاعتبار التباین بین مخاطر 

  المحفظة ومخاطر السوق .

التنبؤ بحالة السوق في المستقبل، وهذا الأمر یساعد المستثمرین في اتخاذ  -3

القرار المناسب في الوقت المناسب، وتقوم عملیة التنبؤ على إجراء تحلیل 

لقیم مؤشرات السوق، لاكتشاف نموذج واتجاه التغیرات التي  لسلة الزمنیةالس

طورات المستقبلیة في ذلك النموذج للتنبؤ بالت استخدامتحدث في السوق، ثم 

  السوق .

معامل الانحدار في  حساب تقدیر مخاطر المحفظة المالیة: وذلك من خلال -4

    العلاقة التي تربط بین معدل العائد على الاستثمار في المحفظة العشوائیة 

معدل العائد على محفظة السوق. والذي یقاس بدوره بمعدل العائد المحسوب  و

یس حالة السوق بصفة عامة. ویطلق على تلك العلاقة لأحد المؤشرات التي تق

  بالخط الممیز .

  كیفیة بناء مؤشرات قیاس حالة السوق : - 5- 4-3

یوجــد عــدد كبیــر مــن المؤشــرات الدولیــة والمحلیــة لقیــاس أحــوال الأســواق المالیــة. 

والقــیم والمعــاني والمكــان  التصــمیموهــي تختلــف عــن بعضــها بعــض مــن حیــث التعریــف و 

  ولكن رغم تلك الاختلافات فإنها جمیعاً تقوم على ثلاثة أسس هي: والزمان.

التي تستخدم لحساب لإدخالها في المعادلة  اختیار عینة ملائمة من الأوراق المالیة: -1

حتـــى تكـــون الأوراق المالیـــة ملائمـــة یجـــب أن یكـــون حجمهـــا كبیـــراً قیمـــة المؤشـــر. 

  وانتشارها واسعاً ومصدر أسعارها موثوقاً .

المعتمـــــدة فـــــي حســـــاب قیمـــــة وهـــــي الأوزان  الأوزان النســـــبیة لأســـــهم العینـــــة:تحدیـــــد  -2

وهــي عبــارة عــن جملــة مــن النســب المئویــة المتكاملــة تضــرب بهــا الأســعار  ،المؤشــر

وتــدخل فــي المعادلــة المســتخدمة مــن حســاب قیمــة المؤشــر. وهنــاك ثلاثــة أنــواع مــن 

 هذه الأوزان وهي:

 یل الأسعار بأوزان متساویة محددة ثقتم توفي هذه الحالة ی :الأوزان المتساویة 
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  نســـبة ســـعر الســـهم علـــى مجمـــوع أســـعار الأوزان النســـبیة: وهـــي تحســـب مـــن

الأســـهم الفردیـــة التـــي یقـــوم علیهـــا المؤشـــر. ولكـــن هـــذا النـــوع لا یأخـــذ بعـــین 

 الاعتبار عدد الأسهم الصادرة عن المنشآت المختلفة .

  السـوقیة الكلیـة لعـدد الأسـهم العادیـة القیمة من الأوزان السوقیة :وهي تحسب

 لكل منشأة ممثلة في العینة الملائمة المختارة لحساب مؤشر حالة السوق .

إن أبسـط طریقـة مسـتخدمة فـي تركیـب  :هاحسـابو  قیمـة المؤشـر تركیب طریقةتحدید  -3

ــــة الســــوق، هــــي طریقــــة المتوســــط الحســــابي البســــیط أو  هاوحســــاب قیمــــة مؤشــــر حال

مثقـــل. وتلیهـــا طریقـــة المتوســـط الهندســـي البســـیط أو المتوســـط المتوســـط الحســـابي ال

 الهندسي المثقل .

كما تستخدم طریقة الأرقام القیاسـیة للمقارنـة بـین حالـة السـوق فـي سـنة معینـة مـع حالتـه 

 في سنة الأساس .

 هاحســابو قــیم مؤشــرات الأســواق المالیــة تركیــب ولصــیاغة المعــادلات التــي تســتخدم فــي 

  .كبیرة منشأة اقتصادیة  nمؤلفة من أسهم لذلك فترض أن العینة الملائمة المختارة ن

  وأن أسعار أسهم هذه المنشآت في لحظة معینة هي:

�1, �2, �3, … … , ��, … … . , �� 

  وعندها نجد أن المتوسط الحسابي البسیط لهذه الأسعار یعطى بالعلاقة الآتیة:

��4 =
�1 + �2 + �3 + ⋯ + ��

�
=

∑ ��
�

�
                (22 − 4) 

وإذا رمزنا لـلأوزان النسـبیة المحسـوبة علـى أسـاس نسـبة سـعر السـهم إلـى مجمـوع أسـعار 

  أسهم المنشآت الداخلة في العینة الملائمة بالرموز:

�1, �2, �3, … … , �� 

  فإن المتوسط الحسابي المثقل بهذه الأوزان یحسب من العلاقة :

���� =
�1 ∙ �1 + �2 ∙ �2 + �3 ∙ �3 + ⋯ + �� ∙ ��

∑ ��
�
�=1

 

���� =
∑ �� ∙ ��

∑ ��

                                        (23 − 4) 

  تحسب من العلاقة : ��كل  حیث إن
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�� =
��

∑ ��
�
�=1

                                            (24 − 4) 

الأسـهم العادیـة للمنشـآت  وإذا رمزنا للأوزان المحسوبة حسـب القیمـة السـوقیة الكلیـة لعـدد

  الممثلة في العینة الملائمة بالرموز .

�1, �2, �3, … … , ��, … … . , �� 

  فإن المتوسط الحسابي المثقل بهذه الأوزان یحسب من العلاقة:

���� =
�1 ∙ �1 + �2 ∙ �2 + �3 ∙ �3 + ⋯ + �� ∙ ��

∑ ��
�
�=1

 

���� =
∑ �� ∙ ��

∑ ��

                                     (25 − 4) 

  بحسب العلاقة : ��بأسعارها  ��تحسب نم جداء عدد الأسهم  ��كل  حیث إن

�� = �� ∙ �� 

  . iعدد أسهم المنشاة  �� حیث إن

  وبطریقة مشابهة نجد أن المتوسط الهندسي البسیط للأسعار یعطى بالعلاقة:

��� = ��1 + �2 + �3 + ⋯ . +��
�

                                  (26 − 4) 

  فیحسب من العلاقة : ��أما المتوسط المثقل بالأوزان 

���� = � ��1

�1 ∙ �2

�2 ∙ �3

�3 ∙ … .∙ ��
��

�

�

                    (27 − 4) 

  فیحسب من العلاقة : ��ولكن المتوسط المثقل بالأوزان 

���� = � ��1

�1 ∙ �2

�2 ∙ �3

�3 ∙ … ∙ ��
��

�

�

                    (28 − 4) 

فــي ســنة معینــة، مــع  ���قــة الأرقــام القیاســیة فتســتخدم لمقارنــة متوســط الأســعار أمــا طری

  ) وتستخدم العلاقة الآتیة :100(والتي نعتبرها  ��0متوسطها في سنة الأساس 

� =
���

��
∙ 100 =

∑(���)�

(���)�

∙ 100%                     (29 − 4) 

  وأخیراً یجب حساب متوسط العائد على المؤشر من العلاقة:

� =
��� − ���

��
∙ 100%                                  (30 − 4) 

 ثم یقوم المستثمر باتخاذ القرار المناسب لشراء الأوراق المالیة الملائمة .
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  بدون تثقیل :قیمة المؤشر على حالة حساب  : )13- 4(مثال 

لنفتـــرض اختصـــاراً أن العینـــة الملائمـــة المســـتخدمة فـــي حســـاب مؤشـــر حالـــة أحـــد 

. ولنفتــرض أن أســعار أســهمها كانــت Cو Bو Aواق مؤلفــة مــن ثــلاث منشــآت هــي الأســ

كما في الجـدول الآتـي، والمطلـوب حسـاب قیمـة المؤشـر باسـتخدام المتوسـطین الحسـابي 

  والهندسي، وحساب الرقم القیاسي لهما ومتوسط العائد عن كل سهم .

 أسهم المنشأة
السعر في نهایة السنة 

 الأولى = سنة الأساس
 السعر في نهایة السنة الثانیة

السعر في نهایة السنة 

 الثالثة

A 60 70 90 

B 50 60 80 

C 40 50 70 

القیمة المطلقة للمؤشر 

 = المجموع
150 180 240 

المتوسط الحسابي 

 للسعر
50 60 80 

المتوسط الهندسي 

 للسعر
49.32 59.44 79.58 

 الرقم القیاسي للمؤشر
150

150
∙ 100 = 100% 

180

150
∙ 100 = 120% 

240

150
∙ 100 = 160% 

متوسط العائد على 

 المؤشر
 ---  

180 − 150

150
∙ 100 = 20% 

240 − 150

150
∙ 100 = 60% 

متوسط العائد على 

 السهم
 --- 10 30 

ومن هذا الجدول نلاحظ أن القیمة المطلقـة للمؤشـر (كمجمـوع للأسـعار) قـد ازدادت مـن 

فـــي نهایـــة العـــام  240فـــي نهایـــة العـــام الثـــاني، ثـــم  180فـــي ســـنة الأســـاس إلـــى  150

على التوالي.  80ثم إلى  60إلى  50الثالث. وازداد المتوسط الحسابي لسعر السهم من 

أمـــا   79.58ثـــم إلـــى  59.44إلـــى  49.32وازداد المتوســـط الهندســـي لســـعر الســـهم مـــن 

%. وكـذلك ازداد 160% ثـم إلـى 120% إلـى 100الرقم القیاسي للمؤشر فقد تغیـر مـن 

% فــي الســنة 60% فــي الســنة الثانیــة، وبنســبة 20المؤشــر بنســبة  متوســط العائــد علــى

  الثالثة .
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فـي  30فـي السـنة الثانیـة و 10وأخیراً، نجد أن متوسط العائـد الـذي حققـه المسـتثمر بلـغ 

  السنة الثالثة .

  على حالة التثقیل بالأوزان السعریة النسبیة : :)14- 4(مثال 

مؤشـرات حالـة السـوق بـدون اسـتخدام  لقد عالجنا في المثـال السـابق كیفیـة حسـاب

تثقیلات الأسعار الداخلة في العینة الملائمـة، وبمـا أنـه لا یجـوز أن نسـاوي بـین سـهمین 

ــا نعیــد حــل المثــال ( ) الســابق بوضــع تثقــیلات لأســعار 13-4مختلفــین فــي الســعر، فإنن

الأســـهم مؤلفـــة مـــن الأوزان النســـبیة المحســـوبة علـــى أســـاس نســـبة ســـعر كـــل ســـهم إلـــى 

جمـــوع أســـعار الأســـهم الداخلـــة فـــي العینـــة، فنجـــد أن هـــذه التثقـــیلات فـــي الســـنة الأولـــى م

  تساوي:

�1 =
�1

∑ ��
� =

60

150
=

6

15
 

�2 =
�2

∑ ��
� =

50

150
=

5

15
 

�3 =
�3

∑ ��
� =

40

150
=

4

15
 

 أسهم المنشأة

السعر في نهایة 

السنة الأولى = 

 سنة الأساس

�� 

السعر في 

نهایة السنة 

 الثانیة

�� 
نهایة السعر في 

 السنة الثالثة
�� 

A 60 
6

15
 70 

7

18
 90 

9

24
 

B 50 
50

15
 60 

6

18
 80 

8

24
 

C 40 
40

15
 50 

5

18
 70 

7

24
 

القیمة المطلقة 

للمؤشر = 

 المجموع

150 1 180 1 240 1 

المتوسط الحسابي 

 للسعرالمثقل 
51.333 -- 61.111 -- 80  

 المتوسط الهندسي

 للسعر المثقل
50.68 -- 60.56 -- 79.58  
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 أسهم المنشأة

السعر في نهایة 

السنة الأولى = 

 سنة الأساس

�� 

السعر في 

نهایة السنة 

 الثانیة

�� 
نهایة السعر في 

 السنة الثالثة
�� 

  الرقم القیاسي

 للمؤشر
-- -- 119% -- 

240

150
∙ 100 = 160% 

متوسط العائد على 

 المؤشر
 ---  

61.111 − 51.333

51.333
∙ 100

= 19% 

61.111 − 51.333

51.333
∙ 100

= 57.5% 

متوسط العائد على 

 السهم
 ---  10.222  29.5 

 

ومـــن الجـــدول الســـابق نلاحـــظ أن مؤشـــرات حالـــة الســـوق اختلفـــت عمّـــا كانـــت علیـــه فـــي 

(قـارن  ��المثال السابق البسیط، وذلك بسـبب تثقیـل الأسـعار بـالأوزان السـعریة النسـبیة 

  بین الجدولین واستخلص النتائج اللازمة) .

خلة في العینة على حالة التثقیل بالقیمة السوقیة لأسهم المنشآت الدا:) 15-4مثال (

  الملائمة :

 خـلال ثـلاث هاوأعـداد لصادرة عن تلك المنشآتلنفترض الآن أن أسعار الأسهم ا

  كانت كما یلي:سنوات 

 أسهم المنشأة

 عدد

الأسهم 

الصادرة 

N 

الأسهم قیم 

في نهایة 

السنة 

 الأولى

القیمة 

السوقیة 

في نهایة 

السنة 

 الأولى

قیم  

الأسهم 

في نهایة 

السنة 

 الثانیة

القیمة 

السوقیة في 

نهایة السنة 

 الثانیة

قیم 

الأسهم 

في نهایة 

السنة 

 الثالثة

القیمة 

السوقیة 

في نهایة 

السنة 

 الثالثة

A 3000 60 180000 70 210000 90 270000 
B 2000 50 100000 60 120000 80 160000 
C 1000 40 40000 50 50000 70 70000 

 500000 - 380000 - 320000 - 6000  المجموع

المتوسط 

الحسابي 

 لسعر السهم

- - 53.333 - 63.333 - 83.333 

المتوسط 

الهندسي 

 لسعر السهم

- - 52.77 - 62.87 - 82.99 

الرقم القیاسي 

  للمؤشر
- - 100 - 118.8 - 156.3 
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 أسهم المنشأة

 عدد

الأسهم 

الصادرة 

N 

الأسهم قیم 

في نهایة 

السنة 

 الأولى

القیمة 

السوقیة 

في نهایة 

السنة 

 الأولى

قیم  

الأسهم 

في نهایة 

السنة 

 الثانیة

القیمة 

السوقیة في 

نهایة السنة 

 الثانیة

قیم 

الأسهم 

في نهایة 

السنة 

 الثالثة

القیمة 

السوقیة 

في نهایة 

السنة 

 الثالثة

متوسط العائد 

 على المؤشر
- - - - 18.8% - 56.3% 

متوسط العائد 

 على السهم
- - - - 10 - 30 

ـــه فـــي الحـــالات ومـــن  ـــف عـــن قیمت هـــذا الجـــدول نجـــد أن قیمـــة المتوســـط الحســـابي تختل

، ویحقــق المســتثمر 83.333ثــم إلــى  63.333إلــى  53.333الســابقة، وهــي تــزداد مــن 

فــي الســنة الثالثــة. وأن متوســط العائــد  56.3% فــي الســنة الثانیــة، و18.8عائــداً نســبته 

  ل.س في السنة الثالثة . 30ل.س في السنة الثانیة، و 10على السهم یبلغ 

   :4 ملاحظة

ثابتـاً خـلال السـنة، لأن بعـض المنشـآت تقـوم  ��قد لا یبقى عدد الأسهم الصادرة 

بمحاولة لاشتقاق أسهم لها من الأسهم الأصلیة، وذلك بتجزئة السهم إلى عدة أسهم مـن 

أجـــل تســـهیل تســـویقها فـــي الســـوق، ونتیجـــة لـــذلك الاشـــتقاق تتغیـــر قیمـــة مؤشـــرات قیـــاس 

  السوق إلا إذا تم تعدیلها .

  المالیة:مؤشرات العالمیة في الأسواق أهم ال -4-4

مؤشرات ة و العاملة في مختلف دول العالم عدیوجد في الأسواق المالیة المنتشرة أ

لقیاس حالة تلك الأسواق، ولكن أهم هذه المؤشرات التي تعرضهم نشرات الأخبار والتـي 

  تنشرها الصحف العادیة والمتخصصة هي:

  : (DAW JONCS): مؤشر داو جونز 1

ـــم  هـــو مـــن أقـــدم المؤشـــرات وأكثرهـــا شـــیوعاً فـــي أســـواق الولایـــات المتحـــدة، ولقـــد ت

وكــان هــذا )  Charles Dowتشــارلز دو (مــن قبـل صــاحبة  1884تصـمیمه فــي عــام 

، ثـم تـمّ تطـویره لیضـم  المؤشر یضم عینة مكونة من تسعة أسهم لتسع شركات صناعیة

الضـخامة وبعـدد المسـاهمین وبارتفـاع سهماً لثلاثین شركة صناعیة متمیزة بالعراقـة و  30

  قیمتها السوقیة، لذلك یطلق على هذا المؤشر اسم مؤشر الشركات الصناعیة .
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في البدایة كان هذا المؤشر معرّفاً ومصمماً على أساس المتوسط الحسابي البسیط الذي 

  یحسب من مجموع أسعار الأسهم على عددها والمعرف بالعلاقة:

�� =
�1 + �2 + �3 + ⋯ + ��

�
=

∑ ��

�
                    (31 − 4) 

ولكـــن عیـــوب هـــذا التعریـــف دفعـــت المختصـــین إلـــى تطـــویره وحســـاب قیمـــة مؤشـــر (داو 

لتلـك الأسـعار  W) التي تثقـل أسـعار الأسـهم بـالأوزان النسـبیة 3-4جونز) من العلاقة (

  وتحسب من العلاقة:

�� =
�1 ∙ �1 + �2 ∙ �2 + �3 ∙ �3 + ⋯ + �� ∙ ��

∑ ��

               (32 − 4) 

  تحسب من العلاقة : ��الأوزان  حیث إن

�� =
��

∑ ��

                                                 (33 − 4) 

وممــا یؤخــذ علــى مؤشــر (داو جــونز) الســابق إنــه یتــأثر بحــدوث اشــتقاق لأســهم إحــدى 

مقابـل  الشركات داخل العینة ویتأثر بعدد الأسـهم الجدیـدة التـي تصـدرها إحـدى الشـركات

التوزیعات الربحیة، لأن هذه الأمور تـؤثر علـى القیمـة السـوقیة للسـهم وتـؤدي إلـى تغییـر 

قیمة المؤشر من دون حدوث أي تغییر في حالة السوق المالیة. ولتوضیح هذه المشكلة 

نفتــرض أن العینــة المســتخدمة فــي حســاب المؤشــر تتــألف مــن ثلاثــة أســهم أســعارها هــي 

ل.س وبــذلك  600ذا مــا یعــادل قیمــة مطلقــة لهــا تســاوي ل.س. وهــ 300و 200و 100

 تصبح قیمة المؤشر 

��1 =
600

3
= 200        �. �. 

ولنفترض الآن أن الشركة الثالثة قامت باشتقاق أسـهمها واسـتبدلت كـل سـهم قـدیم بثلاثـة 

 كل سهم .لل.س  100أسهم جدیدة بسعر جدید 

ل.س وإن القیمـة  400مسـاویاً لـــ ونتیجة لـذلك یصـبح مجمـوع الأسـعار الجدیـدة للمؤشـر 

  المتوسطة للمؤشر تصبح مساویة لـــ:

��2 =
400

3
= 133.33      �. � 

لأنـــه لا توجـــد أیـــة  -إن هـــذا الانخفـــاض فـــي قیمـــة المؤشـــر لا یعـــزى إلـــى حالـــة الســـوق

  بل تعزى إلى الاشتقاق الذي حدث في أسهم الشركة الثالثة . -معلومات عن ذلك
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لمحافظــة علــى قیمــة المؤشــر قبــل الاشــتقاق وبعــده، تــم اســتخدام ولمعاجلــة هــذا الخلــل وا

  المطابقة أو المعادلة الآتیة:

��1  قبل الاشتقاق = 34)                       بعد الاشتقاق��2  − 4) 

  حتى نقوم بتحقیق هذه المعادلة نحولها إلى شكلها الأصلي فنجد أنها تقتضي أن یكون:

∑ �1
�

�
=

∑ ��
′�

�=1

�
                                            (35 − 4) 

عـــدد صـــحیح یســـمى  Dهـــي الأســـعار الجدیـــدة للأســـهم بعـــد الاشـــتقاق، و ′� حیـــث إن

المقســوم علیــه المســتخدم لتعــدیل قیمــة المؤشــر وإعادتهــا كمــا كانــت علیــه قبــل الاشــتقاق، 

  ولیس عدد الأسهم أو الشركات الداخلة في العینة.

  ) على مثالنا المدروس، فنجد أن:36-4لمعادلة (نطبق ا Dولحساب 
600

3
=

400

�
 

  

وبالتـالي فـإن قیمـة المؤشـر الجدیـد یجـب أن تحسـب مـن العلاقـة  D = 2ومنهـا نجـد أن 

  الآتیة:

�� =
∑ ��

�
=

400

�
= 200     �. �.                                 (36 − 4) 

  قیمة المؤشر لم تتأثر بسبب الاشتقاقوهي القیمة السابقة نفسها للمؤشر، وهذا یعني أن 

  یلي: كما Dویمكن استخدام معادلة أخرى لاستخراج المقسوم علیه 

  ) كما یلي:35-4نلاحظ أنه یمكننا كتابة المعادلة (

��1 =
∑ ��

′

�
                                             (37 − 4) 

  من العلاقة : Dومنها نجد أنه یمكننا حساب 

� =
∑ ��

�

���

                                             (38 − 4) 

∑ حیث إن ��
فهـو قیمـة المؤشـر بعـد  ��1هو مجمـوع أسـعار الأسـهم بعـد الاشـتقاق أمـا  ′

  الاشتقاق. وبناءً على ذلك یتم حساب قیمة مؤشر السوق بعد الاشتقاق من العلاقة :

�� =
∑ ��

′

�
                                         (39 − 4) 
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هي قیمة العدد المقسوم علیه ولیسـت عـدد الأسـهم أو الشـركات التـي تـدخل  D حیث إن

في العینة الملائمة، وعادة ما یتم نشر قیمة هذا المقسوم علیه في جدول الإعلانات فـي 

  سوق الأوراق المالیة.

عــد ب Pوبتطبیــق هــذه الأفكــار علــى مثالنــا المــدروس، نجــد أن قیمــة العــدد المقســوم علیــه 

  الاشتقاق تحسب من العلاقة:

� =
∑ ��

�

���

=
400

200
= 2 

  وبذلك نجد أن قیمة مؤشر السوق بعد الاشتقاق یجب أن تحسب من العلاقة:

��1 =
∑ ��

′

�
=

400

2
= 200 

والآن لنفتـــرض أن أســـعار تلـــك الأســـهم بعـــد الاشـــتقاق فـــي نهایـــة الیـــوم قـــد أقفلـــت علـــى 

وهـــذا یعنـــي أن قیمتهـــا المطلقـــة ل.س . للأســـهم المـــذكورة،  140، 220، 120الأســـعار 

ل.س . وأن قیمـــة مؤشـــر حالـــة الســـوق تحســـب مـــن  480(مجمـــوع الأســـعار) قـــد بلغـــت 

  العلاقة:

�� =
∑ ��

′

�
=

480

2
=  نقطة        240

نقطـة بسـبب الزیـادة التـي  240نقطـة إلـى  200وهذا یعني أن حالة السوق تحسنت مـن 

  طرأت على أسعار الأسهم بعد الاشتقاق .

   :5 ملاحظة

ــــة الســــوق لیســــت المتوســــط الحســــابي  نلاحــــظ أن قیمــــة مؤشــــر (داو جــــونز) لحال

لأسـعار الأسـهم الداخلـة فــي العینـة، بـل هــي حصـیلة قسـمة مجمــوع الأسـعار علـى العــدد 

  وعادة ما یتم نشر قیمة ذلك العدد في جدول الإعلانات في السوق . Dالمقسوم علیه 

لعدیـد مـن البـاحثین أن یـتم حسـاب مؤشـر وأخیراً، واعتماداً على كل ما سـبق یفضـل ا   

  (داو جونز) من أحدى الصیغ التالیة:

  الصیغة التي تعتمد على الأوزان النسبیة للأسعار، حیث نجد أن: -1

�� =
∑ �� ∙ �

�
′

�
                                    (40 − 4) 
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 الصیغة التي تعتمد على أوزان القیمة السوقیة: -2

�� =
∑ �� ∙ ��

�

�
                                      (41 − 4) 

 الصیغة التي تعتمد على المتوسط الهندسي البسیط، وهي: -3

�� = ���
� ∙ ��

� ∙ ��
��
                                (42 − 4) 

  بطریقة أخرى من العلاقة: Dحیث یتم حساب دلیل الجذر 

� =
∑ �� ��

�

�� ���

                                         (43 − 4) 

أن نتـــائج الحســـابات لهـــذه الصـــیغ المختلفـــة متقاربـــة علـــى  بولقـــد أظهـــرت التجـــار 

المدى الطویل، أما خلال الفترات القصیرة فإنها تظهر تبایناً واضحاً في قیمـة المؤشـر، 

ــــة  علمــــاً بــــأن طریقــــة حســــاب المؤشــــر لا تتعــــرض للتعــــدیل عنــــد إصــــدار أســــهم لتغطی

% مـن مجمـوع 10یـد عـن التوزیعات المقررة للأربـاح إلا إذا كانـت قیمـة تلـك الأسـهم تز 

  الأسهم الصادرة عن المنشأة .

وأخیـــراً نشـــیر إلـــى أن الكثیـــر مـــن الانتقـــادات توجـــه إلـــى مؤشـــر (داو جـــونز) لأنـــه 

، الصــناعیة منشــآتالخـاص بالشــركات الصـناعیة، ولأنــه یعتمـد علــى عینـة صــغیرة مـن 

سـوم علیـه ولأن طریقة حسابه تعتمد على المتوسط الحسابي للأسعار، وعلـى العـدد المق

D أكثــر المؤشــرات شــهرة  هــذا المؤشــر لمعالجــة حالــة الاشــتقاق، ولكــن رغــم ذلــك یبقــى

  وأكثرها استخداماً في الأسواق المالیة .

  : (S & P)آند بور  مؤشر ستاندر :2

ـــة مـــن یعتمـــد هـــذا المؤشـــر ع ـــة كبیـــرة مؤلف منشـــأة  400تمثـــل  ســـهم 500لـــى عین

منشـأة تعمـل فـي  40منشـأة للنقـل، و 20منشأة خدمیة (كهربا والماء)، و 40صناعیة، و

فـي  غالبـاً المجال المالي، وكلها منشآت كبیرة الحجم وواسعة الانتشار، وأسهمها متداولـة 

الأســواق غیــر المنظمــة. ولقــد اشــتق مــن هــذا المؤشــر أربعــة مؤشــرات فرعیــة هــي مؤشــر 

S&P 20سـهماً)، ومؤشـر النقـل ( 40سهم)، مؤشر الخـدمات العامـة ( 400( للصناعة 

  سهماً) . 40سهماً)، ومؤشر المنشآت المالیة (

ـــى عكـــس مؤشـــر (داو جـــونز) لا یعتبـــر مؤشـــر (ســـتاندر ـــد بـــور) متوســـطاً  وعل آن

) 1943-1941حســابیاً، أو هندســیاً، بــل هــو رقــم قیاســي منســوب إلــى الفتــرة الأساســیة (
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نقـاط . ویقـوم هـذا المؤشـر  10ها قیمة جزافیة لـذلك المؤشـر مسـاویة لـــــ والتي أعطیت فی

على مدخل التثقیل بوساطة القیمة السوقیة لأسهم المنشآت الداخلـة فـي العینـة الملائمـة، 

  ویتم حسابه من العلاقة الآتیة:

� =
∑ �� ∙ ��

���

∑ ��
× ∙ ��

× ∙ 10 =
∑ ��

���

∑ ��
× ∙ 10                      (44 − 4) 

سعر الإقفال لسهمها فـي  �� حیث إنو  iعدد الأسهم الصادرة عن المنشاة  �� إنحیث 

��الیوم أو العام المدروس، وحیث 
��و  ×

هما عدد الأسهم وسعر الإقفال فـي الیـوم أو  ×

فهو القیمة الجزافیة أو التقدیریة التـي أعطیـت لـذلك المؤشـر  10العام السابق، أما العدد 

). ومــن مزایـا هــذا المؤشـر أنــه واسـع الطیــف ولا تتــأثر 1943-1941(فـي فتــرة الأسـاس 

قیمته باشتقاق الأسهم ولا بزیادة عـددها لتغطیـة التوزیعـات الربحیـة، وذلـك لأن الاشـتقاق 

��الذي یؤدي إلى زیادة عدد الأسهم یخفـض مـن سـعرها بحیـث یبقـى الجـداء  ∙ ثابتـاً  ��

  في لحظة معینة .

  :)16-4(مثال

وكــان  آتور) یتكــون فقــط مــن أســهم ثــلاث منشــآنــد بــ أن مؤشــر (ســتاندرلنفتــرض 

كمــا  2006و 2005عــدد الأســهم الصــادرة عــن كــل منهــا وأســعارها فــي نهــایتي العــامین

  یلي:
�� 

عدد الأسهم في 

31/12/2006 

�� 

سعر السهم في 

31/12/2006 

��
× 

عدد الأسهم في 

31/12/2005 

��
× 

سعر السهم في 

31/12/2005 

المنشأة أو 

 السهم

2000 35 2000 30 A 
6000∗ 30 4000 40 B 

3200∗∗ 60 3000 60 C 

 3باشــتقاق أسـهمها وحصــول المســتثمر علــى  B*حـدثت زیــادة علــى عـدد أســهم المنشــأة 

  أسهم مقابل كل سهمین .

% مــن عــددها الأصــلي 10بنســبة تقــل عــن  C**حــدثت زیــادة فــي عــدد أســهم المنشــأة 

  سهم) . 200(

بالنســبة للعـــام الســابق تحســب مـــن  2006نجــد أن قیمـــة المؤشــر فــي نهایـــة عــام  وهكــذا

  العلاقة:
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� =
∑ �� ∙ ��

∑ ��
× ∙ ��

× ∙ 10 =
35 ∙ 2000 + 30 ∙ 6000 + 60 ∙ 3200

30 ∙ 2000 + 40 ∙ 4000 + 60 ∙ 3000
∙ 10 

� =
442000

400000
∙ 10 =  نقطة            11.05

   :6 ملاحظة

ـــو مـــن  ـــا التـــي یتمتـــع بهـــا مؤشـــر (ســـتاندرد أنـــد بـــور) فهـــو لا یخل ومـــع كـــل المزای

ه یتحیـز إلـى أي إنـنـه یتحیـز لصـالح المنشـآت ذات القیمـة السـوقیة الكبیـرة، إالعیوب، إذ 

  المنشآت الكبیرة (بعدد أسهمها) وذات الأسعار العالیة .

في  % وأصبح30نسبة فقط قد ازداد ب Aولتوضیح ذلك نفترض أن سعر السهم للمنشأة 

  :قیمة ذلك المؤشر تصبح مساویة ل.س، فإننا نجد أن  36 ـمساویاً ل 2006نهایة عام 

� =
36 ∙ 2000 + 40 ∙ 4000 + 60 ∙ 3000

30 ∙ 2000 + 40 ∙ 4000 + 60 ∙ 3000
∙ 10 =

412000

400000
∙ 10 =  نقطة  10.3

) قـد ازداد بنسـبة Aفقـط (دون  Bولنفترض الآن من جهة أخرى أن سعر السهم للمنشأة 

  . 2006ل.س في نهایة عام  48ضاً، فأصبح سعره % أی20

  وبذلك نجد أن قیمة المؤشر ستصبح مساویة لـــ:

� =
30 ∙ 2000 + 48 ∙ 4000 + 60 ∙ 3000

30 ∙ 2000 + 40 ∙ 4000 + 60 ∙ 3000
∙ 10 =

43200

400000
∙ 10 =  نقطة    10.8

% لكل من 20ومن هذا المثال نلاحظ أنه رغم إننا قمنا بزیادة افتراضیة وموحدة قدرها 

وحســــبنا قیمـــة المؤشـــر علــــى حـــدة، فــــإن  Bو Aســـعري الســـهمین التــــابعین للمنشـــأتین 

       ذات الحجـــــــم الكبیـــــــر  Bالتغییـــــــر الـــــــذي حصـــــــل فـــــــي ســـــــعر الســـــــهم التـــــــابع للمنشـــــــأة 

نقطـة بـدلاً  10.8المؤشر، حیث جعلها تسـاوي سهم) ترك أثراً كبیراً على قیمة  4000(

  .Aفي حالة المنشأة  10.3من 

  : (NASDAQ): مؤشر نازداك3

 National Association Securities)هـــو مـــأخوذ مـــن العبـــارة التالیـــة:

DeulersAutomayed Quotations System)  وهــو أحــد أهــم مؤشــرات الأســواق

شركة تعمـل  3200أصبح الآن یضم أسهم ، و 1971المالیة الأمریكیة، ولقد أحدث عام 

، وتعتمــد علــى هــاجمیع فــي مجــال الإلكترونیــات والاتصــالات والتــأمین فــي أنحــاء العــالم

معدلاتــه معظـــم الصـــفقات التجاریـــة فـــي العـــالم، ویحظــى بـــأكبر حصـــة منهـــا فـــي أســـواق 

ا من التبادل التجـاري فـي أسـواق العـالم، وتعـرف قیمـة هـذ 2/7العالم، حیث تبلغ حصته 
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المستقل  S&P 500المؤشر بطریقة الرقم القیاسي التي أشرنا إلیها عند حساب المؤشر 

  بالقیم .

  وتوجد ثلاثة مستویات لإشهار قیم هذا المؤشر، هي:

 .المستوى الأول: ویظهر فیه أعلى وأدنى قیمة لأسعار الأسهم خلال الیوم  

 ع المعلومــات المســتوى الثــاني: وتظهــر فیــه مؤشــرات الأســعار لصــناع الســوق مــ

  الضروریة للبائع والشاري .

  المســـــتوى الثالـــــث: تظهـــــر فیـــــه الأســـــعار الخاصـــــة لصـــــناع الســـــوق ووظیفـــــتهم

  لمساعدتهم على تنفیذ الأمر .

وهـي عبـارة عـن الـرقم القیاسـي   Nasdaq-100وهناك صـیغة أخـرى لهـذا المؤشـر هـي 

أســــعار الأســــهم ســــابه بتثقیــــل حشــــركة محلیــــة ودولیــــة، وقــــد عـــدلت طریقــــة  100لأكبـــر 

  برؤوس أموال الشركات .

  :  (NIKIE 225) 225: مؤشر نیكاي 4

وهــو رقــم قیاســي لســوق الأســهم فــي طوكیــو، وهــو المعــدل الأكثــر اســتخداماً فــي الأســواق 

من التبادل % 70الآسیویة، ویعمل به في أسواق أمریكا وأوروبا والصین ویشكل حوالي 

 +Nikon)صــحیفة  بوســاطةوتصــمیمه . ولقــد تــم حســابه التجــاري فــي ســوق طوكیــو

Keizai) ومنها تم اشتقاق اسم المؤشر ،(Nik+ Kie) .  

یـــن) مـــن الســـهم أو  50وعنـــد حســـاب قیمـــة هـــذا المؤشـــر تعطـــى أثقـــالاً متســـاویة لكـــل (

جیحــات للشــركات الصــناعیة، الحصــة بعــد تحدیــد العــدد المقســوم علیــه، ولا تعطــى أیــة تر 

  عبر عن فعالیة مختلف الأسهم في السوق .ومیله وحركاته وأرباحه ت هوإن قیم

وتعدیلـه فـي  Dوتتم إعادة النظر في صیاغة هذا المؤشر ومراجعة المقسوم علیه 

شهر أیلول من كـل سـنة لتـتلاءم مـع تغیـرات أسـعار قـیم الأسـهم، أو فـي أي وقـت تكـون 

(مثل حالات الإفلاس)، ولكن یراعـى عنـد إجـراء أي اسـتبدال  كفؤةمعدلات الأسهم غیر 

  .الأسهم تتم مراجعة المقسوم علیه بحیث یضمن انتقالاً سلساً لمؤشر أن للأسهم
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  : CAC) 40 ( 40: مؤشر كاك 5

ورقة مالیة للشركات الأكثر أهمیة في بورصـة بـاریس، ومعظـم  40هو یتألف من 

هذه الشركات هي شركات متعددة الجنسیات عاملة خارج فرنسا، وأخـذ اسـمه مـن العبـارة 

 CotationAssisteeenContine'e = Continuous)الفرنســـیة أو الإنكلیزیـــة 

Assisted Quotation) شــركة هامــة مــن  40مــوال وهــو رقــم قیاســي مثقــل بــرؤوس أ

  شركة في بورصة باریس . 100أصل أعلى 

  :ىمؤشرات أخر  :6

ورقــة مالیــة للشــركات الأكثــر أهمیــة  30: وهــو یضــم  FT-30فــي انجلتــرا: مؤشــر 

  في بورصة لندن .

% مـن التبـادل 70ورقة مالیة تمثل حوالي  100: وهو یضم FTSE-100مؤشر 

  مؤشر الأكثر شهرة في إنجلترا .التجاري في بورصة لندن، ویعتبر هذا ال

% مــن 70ورقــة مالیــة ویشــكل حــوالي  30: وهــو یضــم DAXفــي ألمانیــا: مؤشــر 

  التبادل التجاري في ألمانیا .

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  



  م و ادات و اواق ا اارا ال

 

  159 
  

  الرابع الفصلمارین غیر محلولة على ت

 4000ل.س. وقیمتــه الســوقیة  2000لــدى أحــدهم ســهم عــادي قیمتــه الاســمیة  )1

%، وإذا كانــــت 25الشــــركة أرباحــــاً لكــــل ســــهم بمعــــدل ل.س. ویتوقــــع أن تــــوزع 

% ســــــنویاً، 12%، وكانــــــت الأربـــــاح تنمـــــو بمعـــــدل 8مصـــــاریف البیـــــع تشـــــكل 

  فالمطلوب إیجاد تكلفة التمویل لهذا السهم.

ســنداً لمــدة خمــس ســنوات، القیمــة الاســمیة  15000أصــدرت إحــدى الشــركات   )2

البنـك یأخـذ عمولـة  %. فـإذا كـان9ل.س. وبمعـدل فائـدة مركبـة  100لكل منها 

ل.س. ومصـــــاریف رهــــــن  24500%، ومصـــــاریف الإصــــــدار بلغـــــت 3توزیـــــع 

ل.س، فــــالمطلوب حســــاب تكلفــــة التحویــــل علمــــاً بــــأن القیمــــة  1800الأصــــول 

 الاستهلاكیة لهذه السندات تساوي قیمتها الاسمیة.
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  ال اس 

 واناَو تو دة و  

  

التوابع لمتحول واحد، ولكن في الواقع نادراً على سابقاً  تعرف الطالبلقد 

ما نجد هذه التوابع. فأغلب التوابع یكون فیها أكثر من متحول تحدد تغیرات 

جات التابع، فعندما نتحدث عن تابع الإنتاج نجد أنه قد لا یوجد توابع أو منت

تركیبها عنصر واحد. كذلك كثیراً ما نتحدث عن تابعي العرض  فيیدخل 

نهما تابعان لسعر السلعة، ولكن في الحقیقة نجد أن الطلب أو إوالطلب ونقول 

العرض من سلعة معینة یتعلق بعوامل عدیدة منها سعر السلعة، سعر السلعة 

مستوى الرواتب  أو السلع البدیلة والمنافسة، أسعار المواد الأولیة أو

بشكل مفصل و من  لمتحولَینعن التوابع نتحدث والأجور،...الخ. لذلك سوف 

  لتوابع لعدة متحولات.على الدراسة ثم نعمم ا

  :لمتحولَینتعریف التابع  -5-1

y,نكان لدینا متحولا إذا x ن وكان التابعمستقلا  بهما بشكل  اً مرتبط

أو بآخر، حیث مقابل كل ثنائیة ,x y یوجد قیمة وحیدة للتابع فإننا نقول ،

y,المتحولین  لكل من تابع  ن التابعفي هذه الحالة إ x ونكتب ذلك على ،

  الي:الشكل الت

)5 -1                              ( ,f x y   

  ):1-5مثال (

          التابع التالي:  2, 2 3 4f x y x y      

y, لمتحولَینهو تابع ل x  حیث مقابل كل ثنائیة ,x y یوجد قیمة وحیدة

3x، فعندماللتابع  2وy  :نجد  

       
2

, 3, 2 2 3 3 2 4 18 6 4 28f x y f           
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المقابلة للثنائیةقیمة  أي إن   , 3,2x y  وهذه القیمة  28تساوي

  وحید القیمة. التابع –هذا التابع  وحیدة، لذلك نسمي

أحیاناً یكون مقابل كل ثنائیة  ,x y یوجد قیمتان لـ  لذلك نسمي التابع في

أكثر من   Zالتي یكون فیها لـالحالة بالتابع ثنائي القیمة أما في الحالة هذه 

  فنسمیه متعدد القیم. قیمتین

  ):2- 5مثال (

  الي هو تابع ثنائي القیمة:التابع الت

   2 , ,f x y x y Z f x y x y         

ن مقابل كل ثنائیةلأ ,x yیوجد قیمتین لـ فعندما ،   , 4,9x y  نجد

  أن:

4 9 36 6Z        

  :لمتحولَینمجموعة (منطقة) تعریف التابع  -5-2

ذكرنا أعلاه أن العلاقة ,f x y لمتحولَینتربط بین ا,y x  من

y,لمتحولَینمن ا من جهة أخرى. وبما أن كلاً جهة والتابع  x  هو متحول

منطقة لتالي فإن للتابع مستقل، فهما یمثلان على محورین مختلفین وبا

تعریف تتمثل بمجموعة القیم المؤلفة من الثنائیات ,x yالتي تجعل التابع 

  معیناً.

هي  لمتحولَیناستناداً لما ذكر لاحظ أن مجموعة (منطقة) تعریف التابع 

فتمثل على محور  أما قیم التابع xoyالمستويمحددة من عبارة عن منطقة 

  ثلاثة أبعاد نرمز له بـ وهي عبارة عن سطح معین في فراغ ذي، مستقل

R3   حسب شكل العلاقة التي تربط بین  لآخروهذا السطح یختلف من تابع

 , y لمتحولَینا و Zفإذا كانت العلاقة بین التابع  .Z والتابع  y , x  لمتحولَینا

x :علاقة خطیة أي من الشكل  
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)5 -2   (             ,f x y a x b y c      

منه) أما قیم  اً (أو جزءxoyالمستويفإن منطقة تعریف هذا التابع تشمل 

( موازٍ أو غیر موازٍ للمستوي    على شكل سطح مستوٍ فتكون  Zالتابع 

xoy و (معرف على كامل المستويxoy أو) زء منه) والذي نعرض جعلى

  ) التالي:1-5الشكل رقم ( يأحد أشكاله ف

  
  تحولَینلم) التابع الخطي 1- 5الشكل رقم (

غیر خطیة فإن  y , x لمتحولَینا و Zأما إذا كانت العلاقة بین التابع 

تأخذ شكل سطح غیر مستوٍ فوق منطقة تعریف هذا التابع  Zقیم هذا التابع 

  فقط، فإن كان التابع من الشكل:

  2 2, 16f x y x y      

منطقة تعریف هذا التابع هي مجوعة قیم الثنائیات  إن ,x y التي

  الجذر غیر سالب، أي: إشارةتجعل المقدار الموجود تحت 
2 2

2 2

16 0

16

x y

أو

x y

  

 
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وهذا یعني أن منطقة تعریف التابع هي كامل الدائرة التي مركزها مبدأ 

16ونصف قطرها یساوي  الإحداثیات 4  الأخیرة(باعتبار أن المتراجحة 

فتقع على سطح الكرة التي مركزها مبدأ  Zبر عن الدائرة)، أما قیم التابع تع

) 2- 5في الشكل رقم (، ونوضحها 4ونصف قطرها أیضاً یساوي  الإحداثیات

  التالي:

XX

y

o

Z

Y

z

  
  (شكل كرة) لمتحولَین) تابع غیر خطي 2- 5الشكل رقم (

  النهایات والاستمرار: -5-3

  هایات:الن - 1- 5-3

نها نهایة للتابعإ Z0نقول عن النقطة  ,f x y  عندما تنتهي

یةئانالث ,x y  إلى 0 0,x y من الثنائیات ، إذا كان مقابل كل سلسلة

 ,n nx y  جوار إلىتنتهي التي 0 0,x y  وتختلف عنها، یوجد سلسلة من
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القیم للتابع ,n n nf x y  . القیمة  إلىحیث هذه السلسلة تنتهيZ0 

  التالي: لونعبر عن ذلك ریاضیاً على الشك nعندما

)8 -3                    (
   

 
0 0

0
, ,

lim ,
x y x y

f x y


   

  

  ):3- 5مثال (

9xة التابع التالي عندما أوجد نهای  ،8y   
11

32Z x y   

  الحل:

   

1 11 1

3 32 2

, 9 ,8
lim 9 8 3 2 6

x y
x y


       

  الاستمرار: - 2- 5-3

نقول عن التابع  ,f x y نه مستمر في النقطة إ 0 0,x y إذا

نه مستمر في منطقة إ وة، هذه النقط دمعرفاً فیها وكان له نهایة وحیدة عنكان 

نه إ هنقول عن ومن نقاط منطقة تعریفه. كان مستمراً في كل نقطة  إذاتعریفه 

غیر مستمر (منقطع) إذا كان هناك نقطة على الأقل في منطقة تعریفه غیر 

  مستمر فیها.

  ):4- 5مثال (

: تیةفي النقاط الآ ادرس استمرار التابع التالي     1,1 , 0,0 , 1,1:  

 
2

2

3 5
,

x y
f x y

x y


  


  

  الحل:

  ) نجد:1,1عند النقطة (- 
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 
 

 

2

2

3 1 5 1 3 5
1,1 4

1 11 1
f

  
  


  

  .هاه معرف في هذه النقطة وله قیمة فهو مستمر فیأي إن

  ) نجد:0,0عند النقطة(- 

عدم تعیین 
 

 

2

2

3 0 5 0 0
0,0

00 0
f

 
  


  

  رف في هذه النقطة.ه غیر معأي إن

  ) نجد:- 1، 1عند النقطة (- 

 عدم تعیین 
 

 

2

2

3 1 5 1 3 5 8
1,1

1 1 01 1
f

   
    

  
  

  هذا التابع أیضاً غیر معرف في هذه النقطة. أي إن

  :1ملاحظة 

حول النهایات والاستمرار في التوابع  درسه الطالب سابقاً إن كل ما 

  .لمتحولَین علمتحول واحد ینطبق على التواب

  الجزئیة:المشتقات  -5-4

  :الأولىمن المرتبة  المشتقات الجزئیة- 1- 5-4

نه ، نقول إلمتحولَینواستناداً إلى تعریف التابع  ،استناداً لتعریف المشتق

تنا أحد المتحولات وجعلنا الآخر متغیراً، فیصبح التابع عندها تابعاً إذا ثبّ 

ا التابع وبناءً علیه یمكن إیجاد مشتق هذ  ،الثاني فقط(المتغیر) للمتحول 

بالنسبة لهذا المتحول فقط. ففي التابع  ,f x y  إذا اعتبرنا المتحول،y 

 xهذا التابع بالنسبة للمتحول مشتق فقط متحولاً، فإننا نستطیع حساب xثابتاً و

  وفق التالي:

)5 -4             (
   

0

, ,
lim
x

f x x y f x yZ

x x 

  


 
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 Zللتابع  الأولىالجزئي من المرتبة  المشتق –حیث نسمي هذا المشتق 

,ونرمز له بأحد الرموز التالیة  xبالنسبة للمتحول  ,x x

Z
Z f

x


 


  

حیث نجد المشتق الجزئي من  yینسحب على المتحول نفسه الأمر 

  :yبالنسبة للمتحول  Zالمرتبة الأولى للتابع 

)5 -5          (
   

0

, ,
limy y
y

f x y y f x yZ
Z f

y y 

  
   

 
  

  ):5- 5( مثال

بالنسبة لكلا   Zللتابع الأولىأوجد المشتقات الجزئیة من المرتبة 

  متحولیه:

  2, 3 5 2f x y x y y xy      

  الحل:

2

6 2

3 5 2

Z
xy y

x

Z
x x

y


 




  



  

  المشتقات الجزئیة للتوابع الضمنیة: - 2- 5-4

حیث كنا نثبت أحد المتحولات ونشتق  لمتحولَینبناءً على مشتق التابع 

لنسبة للمتحول الآخر، فإننا هنا سوف نستخدم كیفیة إیجاد مشتق التابع التابع با

لإیجاد المشتق  لمتحولَینوكذلك المشتق الجزئي للتابع  لمتحول واحد، الضمني

  الجزئي من المرتبة الأولى للتابع الضمني الذي یتبع متحولین.

  على الشكل التالي: لمتحولَینیكتب التابع الضمني 

)5 -6    (                      , , 0F x y Z   
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فإذا كان هذا التابع قابلاً للاشتقاق في مجال تعریفه بالنسبة لكل من 

فإننا نعرف المشتقات الجزئیة لهذا التابع بالنسبة لكل متحول  y , x لمتحولَینا

  من متحولاته من المرتبة الأولى على الشكل التالي:

  :xتحول مشتق التابع بالنسبة للم

)5 -7                           (

F
Z x

Fx
Z




 



  

  :yلمتحول لمشتق التابع بالنسبة 

)5 -8       (                         

F

Z y
Fy
Z




 





  

0حیث 
F

Z





  

  ):6- 5مثال (

لضمني التالي بالنسبة أوجد المشتقات الجزئیة من المرتبة الأولى للتابع ا

  :y , x لمتحولَینلكل من ا

  2 2 2, , 3 5 6 0F x y Z x xy y Zx Z       

  الحل:

  ) نجد:8- 5) و(7- 5باستخدام العلاقتین (

 

 

6 5 6 5

2 2

5 12 5 12

2 2

F
x y ZZ x y Zx

Fx x Z x Z
Z

F
x yZ x yy

Fy x Z x Z
Z


        
    





   
  

    

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  المشتقات الجزئیة من المرتبة الثانیة: - 3- 5-4

كان التابع  إذا ,f x y  تعریفه بالنسبة  قابلاً للاشتقاق في مجال

علیها تكون أیضاً عبارة فإن المشتقات الجزئیة التي نحصل  y , x لمتحولَینل

ویمكن أن تكون قابلة للاشتقاق الجزئي مرة أخرى  y , xعن توابع لكل من 

  وذلك على الشكل التالي: y , x لمتحولَینلبالنسبة 

)5 - 9       (                 
2

2 xx xx

Z Z
f Z

x x x

        
   

  

)5 - 10           (               
2

yx yx

Z Z
f Z

y x y x

        
    

  

)5 -11                 (       
2

xy xy

Z Z
f Z

x y x y

   
    

    
  

)5 -12            (              
2

2 yy yy

Z Z
f Z

y y y

   
    

   
  

yxأن  نلاحظوهنا  xyf f   

  تبدیلیة.عملیة الاشتقاق المتتالیة  أي إن

  :2ملاحظة 

  المشتقات الجزئیة من مراتب أعلى بالطریقة نفسها. إیجادیمكن 

  ):7- 5مثال (

  ).5- 5لمثال (لمعطیات االثانیة  من المرتبة المشتقات الجزئیة أوجد

  :الحل

  وجدنا سابقاً أن:

2

6 2

3 5 2

Z
xy y

x

Z
x x

y


 




  



  

  ) نجد:12- 5)، (11- 5)، (10- 5)، (9- 5باستخدام العلاقات (
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2

2
6

Z
y

x





  

2

6 2
Z

x
y x


 

 
  

2

6 2
Z

x
x y


 

 
  

2

2
0

Z

y





  

        نلاحظ هنا أن:
2 2

6 2
Z Z

x
x y y x

 
  

   
  

  المشتقات الجزئیة للتوابع المركبة: - 4- 5-4

لتابع المركب المركبة لمتحول واحد، یمكن أن نعرف ا قیاساً على التوابع

  على الشكل التالي: لمتحولَین

  وفق العلاقة : v, u لمتحولَینهو تابع  Zالتابع  أنبفرض 

 ,Z f u v  

وفق  y ,xهما  لمتحولَینتابعاً أیضاً  v, u لمتحولَینكان كل من افإذا 

 العلاقتین التالیتین:   , , ,u g x y v h x y   

على  y ,x لمتحولَینبالنسبة ل Zلمشتقات الجزئیة للتابع فیمكننا أن نعرف ا

  الشكل التالي:

)5 -13                      (
Z Z u Z v

x u x v x

    
   

    
  

)5 -14                (       
Z Z u Z v

y u y v y

    
   

    
  

  ):8- 5مثال (

بفرض لدینا التابع   2 2, 3 5 2Z f u v u u v v              

  كان:فإذا 
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 

 

2

2

, 3 5

, 2 7

u g x y x x y

v h x y x y

  

  
  

  .y ,x لمتحولَینبالنسبة ل Zتابع لفأوجد المشتقات الجزئیة ل

  الحل:

  ):14- 5) و(13- 5باستخدام العلاقتین (

      

     

2

2

6 5 6 5 5 6 2

6 5 5 5 6 1 4

Z
u v x y u v

x

Z
u v x u v y

y


    




   



  

 y ,xفي العلاقتین السابقتین بما یساویهما بدلالة  v, uیمكن استبدال كل من 

  فقط. y , xمشتقات بدلالة للوصول إلى الصیغة النهائیة لل

  :لمتحولَینالتفاضل الكلي للتابع  -5-5

  التفاضل الكلي من المرتبة الأولى: - 1- 5-5

من الشكل  لمتحولَینكان لدینا تابع  إذا ,f x y  ثبتنا المتحول فإذا

y  وجعلنا المتحولx  فقط متغیراً فإننا یمكن أن نعرف تفاضل التابعZ بة بالنس

  وفق ما یلي: xللمتحول 

)5 -15                                (x

Z
d Z dx

x


 


  

فقط متغیراً فإننا یمكن أن نعرف تفاضل  yوجعلنا  xوإذا ثبتنا المتحول 

  یلي: وفق ما yبالنسبة للمتحول  Zالتابع 

)5 -16                                (y

Z
d Z dy

y


 


  

) 16- 5) و (15-5متغیرین وبدمج العلاقتین( y ,xمن  فإذا جعلنا كلاً 

وفق ما  Zمع بعضهما نحصل على التفاضل الكلي من المرتبة الأولى للتابع 

  یلي:

)5 -17  (                      
Z Z

dZ dx dy
x y

 
   

 
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  ):9- 5مثال (

   التالي:أوجد التفاضل الكلي من المرتبة الأولى للتابع 

2 25Z x y y   

  الحل:

  :الأولىنوجد أولاً المشتقات الجزئیة من المرتبة 

2

10

5 2

Z
xy

x

Z
x y

y







 



  

  :الأولىوبالتالي التفاضل الكلي من المرتبة 

   2

2

10 5 2

10 5 2

dZ xy dx x y dy

xydx x dy ydy

  

  
  

  التفاضل الكلي من المرتبة الثانیة: - 2- 5-5

إذا كان التابع  ,f x y  قابلاً للاشتقاق بالنسبة لكلا متحولیه أكثر

  من مرة. 

) 17- 5فیكون التفاضل الكلي من المرتبة الأولى المعرف بالعلاقة (

أیضاً، وبالتالي یمكن أن نوجد تفاضل هذا  y ,x لمتحولَینعبارة عن تابع لكلا ا

التفاضل أي  d dZ  ًفنحصل على ما یسمى التفاضل  وفق ما ورد سابقا

  وفق التالي: Zالكلي من المرتبة الثانیة للتابع 

)5 -18      ( 
   2 dZ dZ

d Z d dZ dx dy
x y

 
    

 
  

  ) نجد:17- 5بما یساویها وفق العلاقة ( dZوباستبدال 

2

2 2 2 2
2 2

2 2

Z Z Z dZ
d Z dx dy dx dx dy dy

x x y y x dy

Z Z Z Z
dx dydx dxdy dy

x x y y x y

       
          
       

   
       
     
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ن وفق ما ورد سابقاً عند اأن الحدین الثاني والثالث متساویوباعتبار 

  حساب المشتقات الجزئیة نجد التفاضل الكلي من المرتبة الثانیة یساوي:

)8 -19         (
2 2 2

2 2 2

2 2
2

Z Z Z
d Z dx dxdy dy

x x y y

  
     

   
  

  ):10- 5مثال (

  ).9- 5أوجد التفاضل الكلي من المرتبة الثانیة لمعطیات المثال رقم (

  الحل:

  ة:نوجد المشتقات الجزئیة من المرتبة الثانی
2

2

2

2

2

1 0

1 0

2

Z
y

x

Z
x

x y

Z

y









 






  

  ):19-5وبالتالي التفاضل الكلي من المرتبة الثانیة وفق العلاقة (

   2 2 2

2 2 2

10 2 10 2

10 20 2

d Z y dx x dx dy dy

d Z ydx x dx dy dy

  

  
  

  :3ملاحظة 

  التفاضل الكلي من مراتب أعلى بالطریقة نفسها. إیجادیمكن 

  :لمتحولَینالنقاط الحرجة للتابع ذي ا -5-6

ف النقاط الحرجة للتابع عرّ ت ,f x y  بأنها مجموعة النقاط التي

تنتمي لمجموعة (لمنطقة) تعریف التابع والتي تقابل قیماً عظمى أو صغرى أو 

  هذه النقاط في حالتین: إیجادا التابع، ویمكن ذشاذة له

 لمتحولَینالنقاط الحرجة الحرة أو الموضعیة والتي یكون فیها كل من ا 

y ,x رط أو قید.غیر مقید بأي ش  
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  لمتحولَینكل من االنقاط الحرجة المقیدة والتي یكون فیها y ,x  مقیدین

 بشرط أو قید یقید تحولاتهما، وقد یكون هناك أكثر من قید واحد.

  النقاط الحرجة الحرة أو الموضعیة: - 1- 5-6

إن دراسة النقاط الحرجة الحرة للتابع  ,f x y لیة عملیة شبیهة بعم

نه حتى یكون التابع : إلتابع لمتحول واحد، وهنا نقولالقصوى نهایات الإیجاد 

 ,f x y   (موضعیة) یجب أن تكون المشتقات في نقطة حرجة حرة

الجزئیة من المرتبة الأولى لهذا التابع عند هذه النقطة معدومة. بمعنى آخر، 

كانت النقطة  إذا 0 0,x y هي نقطة حرجة حرة للتابعZ :فیجب أن یكون  

 

 
0 0

0 0

, 0

, 0

x

y

f x y

f x y

 

 
  

نوع هذه النقطة فیما إذا كانت تقابل قیمة عظمى أو صغرى أو ولتحدید 

2dفإننا نعتمد على قیمة Zشاذة للتابع  Z  .التفاضل الكلي من المرتبة الثانیة

  الي:وذلك على الشكل الت

2إذا كان  0d Z  .تكون النقطة عبارة عن نهایة صغرى  

2إذا كان  0d Z  .تكون النقطة عبارة عن نهایة عظمى  

2إذا كان  0d Z  .تكون النقطة عبارة عن نقطة شاذة  

كتب على ی Zن التفاضل الكلي من المرتبة الثانیة للتابع ذكرنا سابقاً إ

  الشكل التالي:
2 2 2

2 2 2

2 2
2

Z Z Z
d Z dx dxdy dy

x x y y

  
  

   
  

  التالیة في العلاقة الأخیرة: وبفرض أننا استخدمنا الرموز
2

2

Z
A

x





  ،

2

2

Z
B

y





    ،

2 Z
C

x y




 
  

  ضل الكلي من المرتبة الثانیة من الشكل:تصبح علاقة التفا
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2 2 22d Z A d x C d x d y B d y    

إذا أضفنا وطرحنا لهذه العبارة المقدار
2

2C
dy

A
 :فتصبح على الشكل التالي  

2 2
2 2 2 2 22

C C
d Z A dx Cdxdy dy B dy dy

A A
        

  وبإصلاح العلاقة الأخیرة نجد:

2
22

2

2
2

2

2

2
22 2

dy
A

CAB
dy

A

C
dxAZd

dy
A

C
Bdy

A

C
dxdy

A

C
dxAZd
































  

  

0dxبما أن   0وكذلكdy   2فإن التفاضل الكليd Z  ًیكون سالبا

  وتكون النقطة تشكل نهایة عظمى للتابع عندما:

)5 - 20                        (20 , 0A AB C    

2dویكون  Z :موجباً وتكون النقطة تشكل نهایة صغرى للتابع عندما  

)5 -21                          (20 , 0A AB C    

  وتكون النقطة شاذة في غیر هاتین الحالتین.

) على شكل معینات 21- 5) و (20-5إذا رمزنا لقیم العبارتین (

  نسمیها معینات هیسیان على الشكل التالي:
2 2

22

1 22 2 2

2

,

Z Z

A Cx x yZ
H H

C Bx Z Z

x y y

 

  
  

  

  

  

فإننا نستطیع أن نحدد نوع النقطة التي تشكل نقطة حرجة حرة 

  (موضعیة) للتابع على الشكل التالي:

2تكون النقطة عظمى عندما یكون  -  10 , 0H H .  

2تكون النقطة صغرى عندما یكون  -  10 , 0H H .  
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 ذلك. وتكون النقطة شاذة في غیر - 

  :4ملاحظة 

قد یكون للتابع أكثر من نقطة حرجة حرة حسب القیم التي تعدم 

المشتقات الجزئیة من المرتبة الأولى للتابع. وفي هذه الحالة نوجد كل النقاط 

  ونحدد نوع كل منها على حدة.

  ):11- 5مثال (

  أوجد النقاط الحرجة الحرة للتابع التالي وحدد نوعها:

  3 2 2, 2 2f x y x xy x y        

  الحل:

xZنوجد أولاً   وyZ  ن للصفر فنجد أن:ونجعلهما مساویی  

)5 -22(                       26 2 0xZ x y x       

)5 -23         (                     2 0yZ x y     

  ن:أن لهما حلّین مختلفی ) حلاً مشتركاً نجد23-5) و(22- 5بحل المعادلتین (

0الأول عندما , 0y x   أي النقطة 0,0.  

الثاني عندما
1 1

,
8 4

y x    أي النقطة
1 1

,
4 8

 
 

 
.  

تبة الثانیة ثم نوجد قیم لتحدید نوع كل نقطة نوجد المشتقات الجزئیة من المر 

2المعینات  1,H H.عند كل نقطة  
2

2

2

2

2

12 2

1

2

Z
x

x

Z

x y

Z

y


 






 






  

 الأولىمن أجل النقطة  0,0 :نلاحظ  
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 

 

2

1 2 0,0

2 2

2

2 2 2

2

0,0

12 2 2 0

12 2 1

3 0

1 2

Z
H x

x

xZ Z

x x y
H

Z Z

x y y


    



 

  
   

 

  

  

2نلاحظ أن  10 , 0H H   وهذا یعني أن النقطة 0,0 هي نقطة

  .Zحرجة حرة تشكل نهایة صغرى للتابع 

من أجل النقطة 
1 1

,
4 8

 
 

 
  نلاحظ: 

2

1 11 2 ,
4 8

2 2

2

2 2 2

2
1 1

,
4 8

12 2 1 0

12 2 1

3 0

1 2

Z
H x

x

xZ Z

x x y
H

Z Z

x y y

 
 

 

 
 

 


     



 

  
    

 

  

  

2نلاحظ أن  10 , 0H H    وهذا یعني أن النقطة
1 1

,
4 8

 
 

 
هي 

  .Z نقطة شاذة للتابعنقطة حرجة حرة تمثل 

  النقاط الحرجة المقیدة (الشرطیة): - 2- 5-6

یمكن إیجاد النقاط الحرجة للتابع  ,f x y  ولكن مع وجود شرط أو

لا یجوز أن یكون عدد القیود أو الشروط  ( y , x لمتحولَینقید تحولات ایأكثر 

  أكثر من عدد المتحولات).

شرط أو أكثر نستخدم طریقة  لإیجاد النقاط الحرجة للتابع عند وجود

  ) وسنمیز بین حالة وجود قید واحد أو قیدین:Lagrangeضارب لاغرانج (
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  حال وجود قید واحد: يالنقاط الحرجة ف -1- 2- 6- 5

من الشكل لمتحولَینكان لدینا تابع  إذا ,f x y  النقاط  إیجادونرید

وهو من  y , x التالي الذي یقید تحولاتالحرجة لهذا التابع ولكن بوجود القید 

الشكل ,g x y C:نستخدم طریقة لاغرانج ونلخصها على الشكل التالي ،  

نجعل القید على شكل قیمة تساوي الصفر أي -1 , 0g x y C    

، ثم نضیف  ونضربها بمعامل نسمیه ضارب لاغرانج ونرمز له بـ

فنحصل على تابع جدید نسمیه تابع  Zالتابع  إلىالأخیر المقدار 

,متحولات هي ةلاغرانج وهو في هذه الحالة سیتبع ثلاث ,y x  ویأخذ

 الشكل التالي:

)5 -26        (     , , , ,L x y f x y g x y C        

,بالنسبة لمتحولاته Lنوجد المشتقات الجزئیة للتابع  -2 ,y xهاونجعل 

 مساویة للصفر فنحصل على ثلاث معادلات هي من الشكل:

)5 -27                      (

 

0

0

, 0

L f g

x x x

L f g

y y y

L
g x y C







  
      

   
   

   


   
 

  

) حلاً مشتركاً فنحصل على النقطة 27-5نحل جملة المعادلات ( -3

الحرجة (وقد یكون هناك أكثر من نقطة) مثل النقطة 0 0 0, ,x y  

التي تحقق الشرط ,g x y C وتقابل النقطة 0 0,x y  التي تمثل

 .النقطة الحرجة المقیدة للتابع 

كانت تمثل نهایة  إذالمعرفة نوعیة كل نقطة من النقاط الحرجة فیما  -4

 نشكل ما یسمى معین هیسیان Zعظمى أو صغرى أو شاذة للتابع 

 الموسع الذي یأخذ الشكل التالي:
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2 2

2

2 2

2

0
g g

x y

g L L
J

x x x y

g L L

y x y y

 

 

  


   

  

   

 

0Jفإذا كان  عند النقطة 0 0,x y  فإن هذه النقطة تكون مقابلة للنهایة

  .Zالعظمى للتابع 

0Jوإذا كان  عند النقطة 0 0,x y  فإن هذه النقطة تكون مقابلة للنهایة

  .Zالصغرى للتابع 

0Jوإذا كان    عند النقطة 0 0,x y .فإن هذه النقطة شاذة  

  

  ):12- 5مثال (

   :أوجد النقاط الحرجة الحرة للتابع التالي وحدد نوعها

  3 2,f x y x y     

              ید التالي:بوجود الق , 4g x y x y    

ثم حدد نوع هذه النقاط الحرجة، وأوجد قیمة التابع عند كل نقطة من 

  النقاط الحرجة المقیدة.

  الحل:

  ) نجد:1- 2-6- 5الخطوات المذكورة أعلاه في الفقرة ( تباعبا

   3 2, , 4L x y x y x y       

)5 -28                     (

23 0

2 0

4 0

L
x

x

L
y

y

L
x y








    

 
   

 


    
 

  



  و دة وت   اوا وَناس ال

   180 

 

) حلاً مشتركاً نجد أن هناك حلین لهذه 28- 5بحل مجموعة المعادلات (

المعادلات هما 
4 8 16

, ,
3 3 3

 
 
 

  أي: 

1 1 1

16 8 4
, ,

3 3 3
y x


    

 والحل الآخر: 2, 6, 12   :2أي 2 212, 6, 2y x     .  

تحققان الشرط  Zرجتین لتابع هناك نقطتین ح أي إن

 , 4g x y x y   ن هما: النقطة الأولى:وهاتان النقطتا
4 8

,
3 3

 
 
 

، والنقطة 

الثانیة: 2 , 6.  

ولمعرفة نوعیة هاتین النقطتین، نوجد المشتقات الجزئیة من المرتبة 

، وبالنسبة لكلا gللتابع  الأولىجزئیة من المرتبة والمشتقات ال Lالثانیة للتابع 

y,حولینتالم x ثم نوجد معین هیسیان الموسع عند كل نقطة من النقاط ،

  المذكورة أعلاه وذلك وفق التالي:
2

2

2

2

2

6 1

0 1

2

L g
x

x x

L g

x y y

L

y

 
 

 

 
 

  






  

2 2

2

2 2

2

0
g g

x y

L L L
J

x x x y

g L L

y x y y

 

 

  


   

  

   

  

1

4 8
,

3 3

0 1 1 0 1 1

1 6 0 1 8 0 10 0

1 0 2 1 0 2

J x

 
 
 

      
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النقطة  نأي إ 
4 8

,
3 3

 
 
 

مثل نهایة وت Zهي نقطة حرجة مقیدة للتابع  

1ن:صغرى للتابع المذكور لأ 0J .  

 

2

2,6

0 1 1 0 1 1

1 6 0 1 12 0 10 0

1 0 2 1 0 2

J x



      

النقطة أي إن 2,6  هي نقطة حرجة مقیدة للتابعZ مثل نهایة وت

2ن:ر لأعظمى للتابع المذكو  0J  إحداهما  للتابع نهایتینن إنقول ، وبالتالي

  صغرى والأخرى عظمى.

y,نعوض قیم  x عند كل نقطة في التابعZ  للحصول على قیمة التابع

  عند هذه النقطة فنجد:

       عند النقطة الأولى:
3 2

1

4 8 64 64 256

3 3 27 9 27
Z

   
       
   

  

          لنقطة الثانیة:عند ا   
3 2

2 2 6 8 36 28Z         

  النقاط الحرجة في حال وجود قیدین: -2- 2- 5-6

فقط، وفي هذه الحالة  إن هذه الحالة لا تختلف عن حالة وجود قید واحد

  ن على الشكل التالي:یكون القیدا

 

 
1 1

2 2

,

,

g x y C

g x y C




  

ا مبعد تحویلهالسابقین القیدین وبالتالي نشكل تابع لاغرانج الذي یتضمن 

إلى معادلات صفریة مضروبة على التوالي بمعاملات لاغرانج على الشكل 

  التالي:

       1 2 1 1 1 2 2 2, , , , , ,L x y f x y g x y C g x y C               
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بالنسبة لمتحولاته الأربعة  Lنوجد المشتقات الجزئیة للتابع 

1 2, , ,x y   ى جملة فنحصل عل، ونجعل هذه المشتقات مساویة للصفر

  التالیة: المعادلات الأربع

)5 -29(              

 

 

1 2
1 2

1 2
1 2

1 1

1

2 2

2

0

0

, 0

, 0

g gL f

x x x x

dg gL f

y y y y

L
g x y C

L
g x y C

 

 





   
       


     

    
   

 


   
 

  

) حلاً مشتركاً فنحصل على النقطة أو 29- 5( الأربعنحل جملة المعادلات 

والتي تحقق القیدین المذكورین أعلاه، ولمعرفة نوعیة  Zالنقاط الحرجة للتابع 

  ان الموسع التالي:كل نقطة نعوض هذه النقطة في معین هیسی

)5 -30         (

1 1

2 2

2 2
1 2

2

2 2
1 2

2

0 0

0 0

g g

x y

g g

x y
J

g g L L

x x x x y

g g L L

y y x y y

 

 

 

 


   

    

   

    

  

0Jفإذا كان   تكون النقطة مقابلة لقیمة عظمى للتابعZ.  

0Jوإذا كان  للتابع  تكون النقطة مقابلة لقیمة صغرىZ.  

0Jوإذا كان   لنقطة شاذة.ا تكون  

  ):13- 5مثال (

  :أوجد النقاط الحرجة الحرة للتابع التالي وحدد نوعها

  2 2, 2 3 10f x y x y xy x        

بوجود القیدین التالیین:    2 1, 2 , , 5g x y x y g x y x y      
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  الحل:

  نشكل تابع لاغرانج:

     2 2
1 2 1 2, , , 2 3 10 5 2L x y x y xy x x y x y              

  نوجد المشتقات الجزئیة:

)5 -31      (           

1 2

1 2

1

2

4 1 0

6 2 0

5 0

2 0

L
x y

x

L
y x

y

L
x y

L
x y

 

 





 
      


      

 
    

 


   
 

  

  : ) نحصل على حل وحید وهو31- 5بحل جملة المعادلات (

2 1

6 8 7 6 5 1 0
, , ,

9 9 3 3
y x 

 
     

في نقطة حرجة مقیدة وهي تحقق القیدین  Zوهذا الحل یجعل التابع 

المذكورین وقیمة التابع عندها تساوي
115

9
Z  .  

المشتقات الجزئیة من المرتبة الثانیة  لمعرفة نوعیة هذه النقطة نوجد

  معین هیسیان الموسع:ثم نشكل  g2 ,g1 ین، ومن المرتبة الأولى للقیدLللتابع 
2

1 2
2

2
1 2

2

2

4 1 1

1 1 2

6

g gL

x x x

g gL

x y y y

L

y

 
  

  

 
   

   


 



  

10 5
,

3 3

0 0 1 1

0 0 1 2
9 0

1 1 4 1

1 2 1 6

J

 
 
 


  

 
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0Jنلاحظ أن    عند النقطة الحرجة وهذا یعني أن هذه النقطة تشكل

  .Zظمى للتابع نهایة ع

  التوابع لعدة متحولات -5-7

  هي تعمیم للتوابع لمتحولین

  تعریف التوابع لعدة متحولات: - 1- 5-7

1إذا كان لدین عدة متحولات مستقلة  2 3, , ,....., nx x x x التابع  كان و 

Z  ،مقابل كل جملة  نهو إمرتبطاً بها بشكل أو بآخر 1 2 3, , , ....., nx x x x  

تابع لكل   Z، فإننا نقول في هذه الحالة إن التابع Zقیمة وحیدة للتابع   یوجد

من  1 2 3, , ,....., nx x x x:و نكتب ذلك على الشكل التالي ،  

)5 -32                   ( 1 2 3, , ,....., nZ f x x x x    

و حول مجموعة تعریف التابع یمكننا ذكر نفس ما ذكر حول مجموعة 

  ع لمتحولین.تعریف التاب

  النهایات و الاستمرار: - 2- 5-7

كذلك یمكننا أن نكرر ما ذكر حول النهایات و الاستمرار، حیث یمكن 

  أن نكتب:

)5 -33     (   
 

1 2 01 02 0
1 2 3 0

, ,..., , ,...,
lim , , ,.....,

n n
n

x x x x x x
f x x x x z


  

ن التابع مستمر في النقطة كما یمكن أن نقول إ 01 02 0, ,..., nx x x  إذا كان

ة عندها، و كذلك نقول عن هذا التابع إنه مستمر في معرفاً فیها وله نهایة وحید

، و بالتالي منطقة تعریفه إذا كان مستمراً  في كل نقطة من نقاط منطقة تعریفه

نه غیر مستمر (منقطع) إذا كان هناك نقطة على الأقل في نقول عن التابع إ

  منطقة تعریفه غیر مستمر فیها.
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  المشتقات الجزئیة: - 3- 5-7

نقول  عریف المشتق، واستناداً إلى تعریف التابع لعدة متحولات،استناداَ لت

و جعلنا أحدها فقط متغیراً، فیصبح التابع عندها  جمیعها إذا ثبّتنا المتحولات

تابعاً فقط للمتحول المتغیر (الذي لم یثبت) و بناءً علیه یمكن إیجاد مشتق هذا 

  ه بالشكل التالي:التابع بالنسبة لهذا المتحول فقط، وهذا یمكن كتابت

)5 -34      (
   1 1 2 1 2

1 1 0

, ,..., , ,....,
lim

1

n n

x

f x x x x f x x xZ

x x 

 


   

  Zحیث نسمي هذا المشتق ـــ المشتق الجزئي من المرتبة الأولى للتابع  

و نرمز له بأحد الرموز التالیة:   1xبالنسبة للمتحول 
1 1

1

, ,x x

Z
Z f

x


 


  

نفسها الطریقة بت الأخرى، كما یمكن الأمر نفسه ینسحب على المتحولا

على كما ورد في التوابع لمتحولین، و كذلك إیجاد المشتقات الجزئیة من مراتب أ

  التفاضل الكلي.

  :للتوابع لعدة متحولات النقاط الحرجة - 4- 5-7

  النقاط الحرجة الحرة (الموضعیة): -1- 4- 5-7

  هنا یجب أن یكون:لا تختلف أیضاً هذه العملیة عن التوابع لمتحولین، و 

)5 -35  (
1 2

0 , 0 ,...., 0
n

Z Z Z

x x x

  
  

    

 ، نشكل معینات هیسیان المتدرجةحرة و لمعرفة نوع كل نقطة حرجة

     على الشكل التالي:
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     )5 -36   (

2 2

22
1 1 2

1 22 2 2
1

2
2 1 2

2 2 2

2
1 1 2 1 3

2 2 2

3 42
2 1 2 2 3

2 2 2

2
3 1 3 2 3

,

, ,..., n

Z Z

x x xZ
H H

x Z Z

x x x

Z Z Z

x x x x x

Z Z Z
H H H

x x x x x

Z Z Z

x x x x x

 

  
 

  

  

  

    

  

    

  

    

  

  فإذا كانت قیم هذه المعینات متناوبة الإشارة على الشكل التالي: 

1 2 3 40, 0, 0, 0,.....H H H H     

  . Zتكون النقطة الحرجة الحرة مقابلة لقیمة عظمى للتابع  

  و إذا كانت قیم هذه المعینات كلها موجبة:

1 2 3 40, 0, 0, 0,.....H H H H     

، و في غیر ذلك تكون Zتكون النقطة الحرجة الحرة مقابلة لقیمة صغرى للتابع 

  النقطة شاذة.

  النقاط الحرجة المقیدة: -2- 4- 5-7

التابع مقیداً بقید واحد نشكل تابع لاغرانج الذي یأخذ الشكل  إذا كان

  التالي:

)5 -37  (     1 2 1 2 1 2, ,..., , , ,..., , ,...,n n nL x x x f x x x g x x x C       

  و هنا كذلك یجب أن یكون:



  و دة وت   اوا وَناس ال

   187 

 

)5 -38                  (

1 1 1

1 1 1

1 1 1

0

0

...................................

0

L f g

x x x

L f g

x x x

L f g

x x x







  
  

  

  
  

  

  
  

  

  

          و لمعرفة نوع كل نقطة حرجة مقیدة، نشكل معینات هیسیان الموسعة

  رجة على الشكل التالي:و المتد

)5 -39(
1

1

2

2

3

1 2 3

2 2 2

1 2
2

2 2
1 1 2 1 3

2 3 42 2 22
1 1 2

2
2 2

2 2 1 2 3

2 2 22
2 2 1

2
3 3 1 3 2

0

0

, , ...

g g g

x x xg g
g L L Lx x
x x x x x xg L L

J J J
g L L Lx x x x

x x x x x xg L L

g L L Lx x x x

x x x x x x

  

   
    
       

 
      

       

      

     

     

2متناوبة الإشارة و تبدأ بأول معین موجب  Jفإذا كانت قیم  0J    تكون

النقطة عظمى، أما إذا كانت كل المعینات سالبة تكون النقطة صغرى، و في 

  قطة شاذة.غیر ذلك تكون الن

  :5 ملاحظة

بأكثر من قید واحد حیث نتبع  اً لا یختلف الأمر عندما یكون التابع مقید 

  .ذاتها الخطوات

  تجانس التوابع:  -5-8

نقول عن التابع  1 2 3, , ,....., nZ f x x x x  الدرجةنه متجانس من إ   

k :إذا كان یحقق العلاقة التالیة  

)5 -40 (   1 2 1 2, ,....., , ,.....,k k
n nf x x x Z f x x x Z       
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   فإنه إذا ضربنا كل متحول بـ   k الدرجة من  اً بمعنى إذا كان التابع متجانس

  التابع بمقدار سیتضاعف
k  .مرة  

  )و نقبلها بدون برهان(: نظریة أولر

تنص النظریة على أنه إذا كان التابع   1 2 3, , ,....., nZ f x x x x 

  ع بالخاصیة التالیة:تفإنه یتم  kمتجانساً من الدرجة  

)5 -41   ( 
1 21 2 1 2.... , ,.....,

nx x n x nx f x f x f k f x x x k Z             

  ):14- 5مثال (

أوجد درجة تجانس التابع التالي إذا كان متجانساً، ثم تأكد من تحقق 

  نظریة أولر:

  3
1 2 3 1 2 3, ,Z f x x x x x x     

  الحل:

  3
1 2 3 1 2 3

3 1 13 3
1 2 3 1 2 3

, ,f x x x x x x

x x x x x x Z

     

  

   

         
  

  تجانس من الدرجة الأولى.التابع م أي إن

  للتأكد من نظریة أولر، لنكتب التابع بالشكل التالي لسهولة الاشتقاق:

  
1 1 1

3 3 3
1 2 3Z x x x    

  ) نجد:41- 5و بتطبیق العلاقة (
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 

2 1 1 1 2 1 1 1 2

3 3 3 3 3 3 3 3 3
1 1 2 3 2 1 2 3 3 1 2 3

1 1 1 1 1 1 1 1 1

3 3 3 3 3 3 3 3 3
1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 1 1

3 3 3
1 2 3 1 1 1

1 1 1

3 3 3

1 1 1

3 3 3

1 1 , ,

x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x

x x x f x x x

       
                   
     

     
                 

     

 
      

 
  و هو المطلوب، حیث وجدنا أعلاه أن درجة تجانس التابع هي الواحد.
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  الخامس محلولة على الفصل تمارین غیر

  أوجد المشتقات الجزئیة من المرتبة الأولى والثانیة للتوابع التالیة: )1

 

2 2

2
2

2 2

) 8

)

) 3 *

)

A Z xy x y

x y
B Z

x y

C Z x y

D Z x y

  








 

  

  أوجد التفاضل الكلي من المرتبة الأولى والثانیة للتوابع التالیة: )2
2

2 2

) 3 4

)

)

A Z x y xy x

B Z x y

x y
C Z

x y

   

 






  

  أوجد نهایة التوابع التالیة: )3

 

 

2 2

2
3

22

2
2

) lim 7 5 2

) lim 3 *

x
y

x
y

A x x y y

B x y







  

  

ادرس استمرار التابع التالي عند النقاط )4   3,0 , 2,2  

   
1

2 2 2,f x y x y     

أوجد النقاط الحرجة الحرة (الموضعیة) للتابع التالي ثم حدد نوعها،  )5

  وأوجد قیمة التابع عندها:

  2 2 2, 2 * 3 8 1f x y x y y x x        

التالي، ثم حدد نوعها وأوجد قیمة  أوجد النقاط الحرجة المقیدة للتابع )6

  التابع عندها.

  2 2, 5f x y x y xy x       

. 

. 

. 



  و دة وت   اوا وَناس ال

   192 

 

بوجود القید التالي:  , 2 1g x y x y    

أوجد النقاط الحرجة المقیدة للتابع التالي، ثم حدد نوعها وأوجد قیمة  )7

  التابع عندها.

 , 2f x y x x y      

  بوجود القیدین التالیین:

 

 
1

2

, 2 30

, 6

g x y x y

g x y x y

  

   
  

أوجد درجة تجانس التابع التالي إذا كان متجانساً، ثم تأكد من نظریة  )8

  أولر

  3 3 3
1 2 31 1 2 3, , 5( )Z f x x x x x x     

  

  

 



  اد ااوا  ض  ال ادس

193 

 

  ال ادس

ا دا واض ا  

  

بعد دراسة الطالب في الفصل الخامس للتوابع لمتحولین و لعدة 

متحولات، و كتطبیق علیها، و نظراً لطبیعة دراسة الطالب في كلیة الاقتصاد 

سنحاول في هذا الفصل تعریف الطالب بالشكل الریاضي لبعض التوابع 

مكن أن یدرسها في بعض المقررات الأخرى، كتوابع یالاقتصادیة الهامة التي 

و توابع المنفعة وسلوك المستهلك و كذلك توابع العرض  ، تابع التكالیفالإنتاج

  . و الطلب

  :الإنتاجتوابع  -6-1

  :الإنتاجتعریف توابع  -1- 1- 6

بأنها علاقات ریاضیة تربط بین ناتج النشاط  الإنتاجتعرف توابع 

هذا الناتج الاقتصادي  إنتاجمل التي ساهمت في الاقتصادي وبین العوا

  ویحسب على مستوى المنشأة، أو القطاع، أو الدولة.

 بینما المتحولات هيادي هو التابع ناتج النشاط الاقتصفإن  ،علیهوبناءً 

  .الإنتاجمدخلات النظام أو العوامل التي تساهم في 

ى شكل توابع لعدة عادةً ما تكون عل الإنتاجتوابع بناءً على ذلك، فإن 

فقط للتعریف بها، وما  لمتحولَینمتحولات ولكننا سوف ندرسها على شكل توابع 

  . وهي من الشكل:لمتحولَین الإنتاجالتوابع لعدة متحولات إلا تعمیم لتوابع 

  ,f x y   

y,حیث:  x  الإنتاج: عوامل.  

       Zن النشاط الاقتصادي.: الناتج م  
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ویمكن لهذه التوابع أن تأخذ أشكالاً عدیدة أهمها: التابع الخطي وتابع 

  دوغلاس. -كوب

  :الإنتاجمؤشرات تحلیل توابع  - 2- 6-1

نورد أهمها  الإنتاجهناك مؤشرات عدیدة تستخدم في تحلیل توابع 

  بشكل مختصر وفق التالي:

  عین:یة الوسطى لعنصر إنتاج مالإنتاج -1- 2- 6-1

على المتحول الذي یعبر عن عنصر إنتاج  Zالتابع  قسمةهي ناتج 

 الإنتاجالواحدة من عنصر  الوحدة معین، وهي تعبر عن متوسط إنتاجیة

  .Pالمعني في واحدة الزمن، ونرمز لها بـ

  تساوي: x الإنتاجیة الوسطى لعنصر الإنتاج- 

)6 -1                              (
 ,

x

f x yZ
P

x x
   

  تساوي: y الإنتاجیة الوسطى لعنصر الإنتاج- 

)6 -2                              (
 ,

y

f x yZ
P

y y
   

  یة الحدیة لعنصر إنتاج معین:الإنتاج -2- 2- 6-1

(زیادة التابع) المقابلة لزیادة عنصر  الإنتاجوهي تعبر عن مقدار زیادة 

احدة. وریاضیاً ما هي إلا المشتق الجزئي لتابع المعني بمقدار وحدة و  الإنتاج

بالنسبة للمتحول المعني، وتقاس بواحدات قیاس مركبة وتحسب على  الإنتاج

  .الشكل التالي، حیث نرمز لها بـ

  :x الإنتاجیة الحدیة لعنصر الإنتاج- 

)6 -3(                               x x x

Z
Z f

x


   


  

  :y الإنتاجیة الحدیة لعنصر الإنتاج- 

)6 -4                   (                
y y y

Z
Z f

y


   


  
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یة الحدیة تكون متزایدة إذا كان مشتقها الإنتاجوهنا یمكن أن نذكر أن 

0yموجباً 
  أي ,  0f  اً سالب ناقضة إذا كان مشتقهاوتكون مت 

0y
 أي 0f    عظم قیمة لها عندما یكون مشتقها معدوماً أوتكون في

0y
 أي 0f  .  

یة الحدیة معدومة في نقطة معینة بالنسبة لكلا الإنتاجأما إذا كانت 

في أعظم ظمى أي في نهایته الع الإنتاج، عندها یكون تابع  y, x لمتحولَینا

  ).(راجع بحث التوابع لمتحولین و لعدة متحولات قیمة له

  :الإنتاجمرونة تابع  -3- 2- 6-1

یمكن أن نمیز بین المرونة الجزئیة ، الإنتاجعند الحدیث عن مرونة تابع 

  :والمرونة الكلیة

بالنسبة لأحد متحولاته: هي عبارة عن  Z الإنتاج تابعالمرونة الجزئیة ل -1

نهایة التزاید النسبي للتابع على التزاید النسبي للمتحول عندما ینتهي 

y,تزاید المتحول إلى الصفر، ونرمز لها بـ xE E. 

  وبالتالي فهي تحسب على الشكل التالي:

)6 -5                          (
0

limx
x

Z
Z xZE

x x y
x

 




  
 

  

  آخر نلاحظ من خلال هذه العلاقة أن المرونة الجزئیة تساوي:أو بشكل 

)6 -6(                                     
1

x x

x

E
P

   

  نجد: نفسه الشكلبو 

)6 -7                                     (
1

y y

y

E
P

   

یة الحدیة بمقلوب الإنتاجلجزئیة تساوي حاصل جداء المرونة ا أي إن

  یة الوسطى.الإنتاج
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لیس للمرونة واحدات قیاس لأنها مقیاس نسبي وهي تقیس النسبة المئویة 

  %.1 بنسبة )الإنتاج(عنصر  عندما یزداد المتحول الإنتاج لزیادة تابع

 هي مجموع المرونات الجزئیة لهذا Z الإنتاج المرونة الكلیة لتابع -2

 :أي إن، E التابع بالنسبة لكلا متحولیه ویرمز لها بـ

)6 -8                     (               x yE E E   

عندما یزداد  Z الإنتاج النسبة المئویة لزیادة تابعبس وبالتالي فالمرونة الكلیة تقا

  % مجتمعین.1 بنسبة  y, x  الإنتاجعنصري  كل من

  :(معدل الإحلال) ناسبیة المتحولاتت -4- 2- 6-1

عناصر الإنتاج في (أو بین  الإنتاجإذا كان ممكناً التبدیل بین عنصري 

، فبأي نسبة یمكن الإنتاجمستوىً معین من عند ) عدة متحولاتحال التابع ل

  إجراء هذا التبدیل؟

 نا نفترض أن مستوىإن النسبة بین المتحولین یجب أن تكون سالبة، لأن

یجب أن یقابلها  الإنتاجثابت و بالتالي فإن زیادة أحد عناصر   نتاجالإحجم 

تناقص العنصر الآخر، و یكون التفاضل الكلي مساویاً الصفر، و بناءً على ما 

ذكر في الفصل الخامس حول التفاضل الكلي من المرتبة الأولى یمكن أن 

  نكتب التالي:

  )6 -9       (

0

xy

Z Z Z Z
dZ dx dy dx dy

x y x y

Z

dx y
h

Zdy
x

   
     
   





  




  

  Yو المتحول   Xوهي النسبة التي یمكن أن نبدل فیها بین المتحول 

بین نبدل . ولكن إلى أي مدى یمكن أن الإنتاجدون أن یؤثر ذلك على حجم 
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، وهي ، من أجل ذلك نوجد ما یسمى بمرونة الإحلال بین المتحولین1المتحولین

  تحسب من خلال العلاقة التالیة:

    )6 -10(                       
1xy

xy

x

y

h
W

x h
y

 


  

و كما هو معروف فإن المرونة لیس لها واحدات قیاس لأنها مؤشر 

و قد تكون ثابتة وغیر  الإنتاجنسبي، و هذه المرونة قد تكون تابعة لعوامل 

ذات مرونة  الإنتاج، و لذلك یمكن أن نمیز بین توابع الإنتاجمرتبطة بعوامل 

ذات مرونة الإحلال المتغیرة (و سنترك الحدیث  الإنتاجالإحلال الثابتة و توابع 

  أخرى). عن هذه التوابع لمقررات 

  :الإنتاجالنقاط الحرجة لتابع  -5- 2- 6-1

عن دراسة النقاط الحرجة  الإنتاجلا تختلف دراسة النقاط الحرجة لتابع 

 تاجالإنوهنا نذكر أن تابع  مقیدة، سواءً كانت حرة أم لمتحولَینللتوابع ذات ا

لا یمكن  الإنتاجوكذلك متحولاته (أي ناتج النشاط الاقتصادي وكذلك عوامل 

غالباً یجب أن یكون له نقطة حرجة  الإنتاجكما أن تابع  ،أن تكون سالبة)

تشكل نهایة عظمى للتابع، وبالتالي نوجد النهایة العظمى للتابع سواء بدون 

شكل تكالیف بحیث تكون التي غالباً تكون على و  ،مع وجود قیود مقیود أ

محددة سابقاً ولا یمكن تجاوزها. كما یمكن أحیاناً أن تكون العملیة معاكسة 

بحیث نوجد النهایة الصغرى لتابع التكالیف والمقید بشرط أن لا تقل كمیة 

  عن مقدار معین. الإنتاج

                                  
التبدیل بین عناصر الإنتاج لها حدود معینة و لا یمكن أن تكون تامة، أي لا  یمكن أن نذكر هنا أن عملیة 1

یمكن احلال عنصر إنتاج معین مكان عنصر إنتاج آخر بالكامل و بخاصة احلال عنصر رأس المال مكان 

 عنصر العمل.
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  :الإنتاجأهم أشكال توابع  - 3- 6-1

  (أو أكثر) سنذكر أهمها: لَینلمتحو ذات ا الإنتاجلتوابع یوجد عدة أشكال 

  الخطي: الإنتاجتابع  -1- 3- 6-1

ذ الشكل التالي، حیث فقط فهو یأخ لمتحولَینإذا كان هذا التابع یتبع 

كما  هي علاقة خطیة )الإنتاج(عناصر  متحولاته و الإنتاجتابع العلاقة بین 

  :یلي

)6 -11(                         ,f x y a bx cy      

  في هذا التابع نلاحظ أن المؤشرات الخاصة به تساوي:و 

)6 -12           (        

x

y

x

y

x
x

x

y

y

y

x y

Z
P

x

Z
P

y

b

c

E
P

E
P

E E E













 









  

  دوغلاس: -كوب الإنتاجتابع  -2- 3- 6-1

یتبع  الإنتاجأن  ااعتبر  ناللذادوغلاس  و هذا التابع اقترحه العالمان كوب

بالتالي یصبح التابع من ، و Kورأس المال  Lالعمل قوة لعاملین فقط هما 

  الشكل:

)6 -13                                 (
b cZ a L K  

  تساوي: التحلیلیة نلاحظ أن مؤشراته هذا الإنتاج تابعوفي 
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)6 -14                (

1

1

1

1

1

1

1

1

b c
L

b c
k

b c
L

b c
k

b c
L

L b c
L

b c
k

k b c
k

L k

Z
P a L K

L

Z
P a L K

K

Z
a b L K

L

Z
a c L K

K

a b L K
E b

P a L K

a c L K
E c

P a L K

E E E b c

















   

   


    



    


  
  

 

  
  

 

   









  

  ):1- 6مثال (

  التالي: الإنتاجلدینا تابع أنه بفرض 

 , 3 5 2f x y x y      

  .y = 7 , x = 5مؤشرات تحلیل هذا التابع عندما  ادرس - 1والمطلوب: 

  أوجد النقاط الحرجة الحرة لهذا التابع. - 2           

  الحل:

  المؤشرات التحلیلیة: -1

 5,7عند النقطة ( یة الوسطىالإنتاج(:  

3 5 5 2 7 42
8.4

5 5

3 5 5 2 7 42
6

7 7

x

y

Z
P

x

Z
P

y

   
   

   
   

  

 8.4تساهم في إنتاج  x الإنتاجدة من عنصر والتفسیر أن كل وحدة واح

 6تساهم في إنتاج  y الإنتاجوحدة من المنتجات، وكل وحدة واحدة من عنصر 

  .الإنتاجمن المستوى وحدات من المنتجات، وكل ذلك عند هذا 
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 یة الحدیة:الإنتاج  

5

2

x

y

Z

x

Z

y


 



 






  

ستساهم  x الإنتاجوالتفسیر أن استخدام وحدة إضافیة واحدة في عنصر 

 y الإنتاجزیادة الاستخدام من عنصر  أن وحدات كما 5بمقدار  الإنتاجبزیادة 

  .الإنتاجمن  المستوىبمقدار وحدتین عند هذا  الإنتاجبمقدار وحدة واحدة ستزید 

 :المرونة  
5

0.59
8.4

2
0.33

6

0.59 0.33 0.92

x
x

x

y

y

y

x y

E
P

E
P

E E E

  

  

    



  

 لإنتاجا% سیزید 1بمقدار  x الإنتاجزیادة الاستهلاك من عنصر  أي إن

% سیزید 1بمقدار  y الإنتاج% وزیادة الاستهلاك من عنصر 0.59بمقدار 

بمقدار  y, x. كما أن زیادة الاستهلاك من كل من %0.33بمقدار  الإنتاج

  .%0.92بمقدار  الإنتاج% سیزید 1

 :معدل الإحلال 

  :ثابتاً فإن الإنتاجأنه عندما یكون حجم  ) نجد9-6من العلاقة (

  
2

0.4
5

xy

Z

cy
h

Z b
x




 
    





  

یقابلها بمقدار وحدة واحدة  X الإنتاجكل زیادة في عنصر  أي إن

و العكس بالعكس دون أن وحدة،  0.4بمقدار   Y  الإنتاجنقصان في عنصر 
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) 10- 6. أما مرونة الإحلال فیمكن حسابها من العلاقة (الإنتاجیتغیر حجم 

  على الشكل التالي:

1xy

xy

x

y

h
W

x h
y

 


  

0.4xyhبما أن و     0و هي عدد ثابت فإنxyh   یعني أن  مما

  من الشكل الخطي. الإنتاجو هي كذلك لكل توابع  مرونة الإحلال غیر معینة

   النقاط الحرجة: -2

5نلاحظ أن  0
Z

x


 


2وكذلك   0

Z

y


 


المشتقات الجزئیة  أي إن 

 لهذا التابع لا تنعدم وبالتالي لا یوجد نقاط حرجة لهذا التابع وكذلك لجمیع توابع

  الخطیة من شكله. الإنتاج

     ):2- 6مثال (

  دوغلاس التالي: - من نوع كوب الإنتاجلیكن لدینا تابع 

  0.5 0.4, 5Z f L K L K     

  .K = 32 , L = 25عندما  مؤشرات تحلیل هذا التابع دراسة - 1والمطلوب: 

  النقاط الحرجة الحرة لهذا التابع. إیجاد - 2          

  الحل:

  المؤشرات التحلیلیة: -1

 یة الوسطى:الإنتاج  
0.5 0.4

0.5 0.4

5 25 32 5 5 4
4

25 25

5 25 32 5 5 4
3.125

32 32

L

k

Z
P

L

Z
P

K

   
   

   
   
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كل وحدة واحدة من عنصر فإن  الإنتاجعند هذا المستوى من والتفسیر: 

وحدة واحدة من عنصر وحدات من المنتجات وكل  4تساهم بإنتاج  Lالعمل 

  وحدة من المنتجات. 3.125نتاج تساهم بإ Kرأس المال 

  

 یة الحدیة:الإنتاج  

0.5 0.4 0.5 0.4

0.5 0.6 0.5 0.6

5 0.5 5 0.5 25 32 2

5 0.4 5 0.4 25 32 1.25

L

k

Z
L K

L

Z
L K

K

 

 


         



         





  

الاستهلاك من عنصر دنا إذا ز  الإنتاجمن  المستوىعند هذا والتفسیر: 

دنا وحدة وإذا ز  2بمقدار  الإنتاجید بمقدار وحدة واحدة سیز  L(العمل)  الإنتاج

بمقدار وحدة واحدة سیزداد  K (رأس المال) الإنتاج ستهلاك من عنصرالا

  وحدة. 1.25بمقدار  الإنتاج

 :المرونة  

2
0.5

4

1.25
0.4

3.125

0.5 0.4 0.9

L
L

L

K
K

K

L K

E
P

E
P

E E E

  

  

    




  

 Lزیادة الاستهلاك من فإن  الإنتاجمن  المستوىالتفسیر: عند هذا 

 Kوكذلك زیادة الاستهلاك من ، %0.5بمقدار  الإنتاج% سیزید 1بمقدار 

% 1بمقدار ولكن زیادة الاستهلاك  %،0.4بمقدار  الإنتاج % سیزید1 بمقدار

  %.0.9بمقدار  الإنتاجسیؤدي إلى زیادة معاً  Kو Lمن كل من 

 :معدل الإحلال 

  ) نجد:9-6من العلاقة (
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1

1

0.4 25
0.625

0.5 32

b c

LK b c

LK

Z
a c L K c L c LKh

Z a b L K b K b K
L

h








          
    


 
   



  

یقابلها نقصان بمقدار وحدة واحدة  L الإنتاجكل زیادة في عنصر  أي إن

و العكس بالعكس دون أن وحدة ،  0.625بمقدار   K  الإنتاج في عنصر

) 10- 6. أما مرونة الإحلال فیمكن حسابها من العلاقة (الإنتاجیتغیر حجم 

  على الشكل التالي:

1 1
1LK

LK

x

y

c L
h b KW
L L ch
K K b




    


  

 الإنتاجو هي كذلك لكل توابع  مرونة الإحلال تساوي الواحد،  أي إن

  .دوغلاس - كوب شكل من 

  لنقاط الحرجة الحرة:ا-2

ه لإیجاد النقاط الحرجة الحرة لهذا التابع یجب أن تكون نلاحظ أن

  :المشتقات الجزئیة لهذا التابع معدومة أي

0.5 0.6

0.5 0.6

5 0.5 0

5 0.4 0

Z
L K

L

Z
L K

K






    




    



  

عوامل  توإذا انعدم K= 0و أ L= 0هذه المشتقات لا تنعدم إلا عندما 

لا توجد نقاط حرجة حرة لهذا  نهإ :لذلك یمكن أن نقول الإنتاجینعدم  الإنتاج

  .دوغلاس -من شكل كوب  الإنتاجوكذلك لكل توابع  التابع
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  ):3- 6مثال (

  دوغلاس التالي:- من نوع كوب الإنتاجلدینا تابع أنه بفرض  

  0.5 0.4, 3Z f L K L K     

  والمطلوب: إیجاد النقاط الحرجة لهذا التابع بوجود القید التالي:

 , 5 10 5000g L K L K    

أعظم إنتاج ممكن بشرط أن لا تتجاوز  إیجادالمطلوب هو  أي إن

وحدات نقدیة و سعر وحدة رأس  5، حیث سعر وحدة العمل 5000 التكالیف

  .وحدات نقدیة 10المال 

  الحل:

  ل تابع لاغرانج:نشكقیاساً على ما ذكرنا في الفصل الخامس، 

   0.5 0.4, , 3 5 10 5000L L k L K L K        

  :و نعدمها الجزئیة لهذا التابعنوجد المشتقات 

)6 -15 (                  

0.5 0.4

0.5 0.6

3 0.5 5 0

3 0.4 10 0

5 10 5000 0

L
L K

L

L
L K

K

L
L K












     




     




   



  

  :نجد حلاً مشتركاً ) 13- 6(المعادلات  جملةبحل 

555.56 , 222.22, 0.11L K     

555.56Lهذا التابع یقع في نقطة حرجة مقیدة عندما  أي إن  

222.22Kو   من المرتبة وجد المشتقات الجزئیة نولمعرفة نوعیة هذه النقطة

  فنجد: Lوالمشتقات الجزئیة من المرتبة الثانیة للتابع  gلتابع القید الأولى 
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 

 

2
1.5 0.4

2

2
0.5 1.6

2

2
0.5 0.6

3 0.5 0.5

3 0.4 0.6

3 0.5 0.4
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L

L
L K
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L
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L K
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L
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K





 


     




     




    

 











  

نوجد قیم هذه المشتقات الموسع قبل أن نوجد معین هیسیان 

555.56Lعندما  ،222.22k  :فنجد  

     

     

   

2
1.5 0.4

2

2
0.5 1.6

2

2
0.5 0.6

3 0.5 0.5 555.56 222.22 0.000497

3 0.4 0.6 555.56 222.22 0.00298

3 0.5 0.4 555.56 222.22 0.000995

L

L

L

K

L

L K





 


       




       




     

 

  

  نشكل الآن معین هیسیان الموسع فنجد:

2 2

2

2 2

2

0 5 100

5 0.000497 0.000995 0.2237

10 0.000995 0.00298

g g

L K

g L L
J

L L L K

g L L

L L K K

 

 

  
   
   

  


   

0.2237 0J    

0Jبما أن   تشكل نهایة عظمى للتابع، الحرجة قطة فهذا یعني أن الن

555.56Lعظم عندما یكون حده الأ یبلغ الإنتاج أي إن  222.22وK  ،

  فنجد: الإنتاجنعوض هذه القیم في تابع  الإنتاجولمعرفة كمیة هذا 

   
0.5 0.40.5 0.43 3 555.56 222.22 614Z L K        
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  وحدة. 614أعظم كمیة للإنتاج هي  أي إن

  :تابع التكالیف -6-2

  تعریف تابع التكالیف: -1- 2- 6

، التي من الإنتاجلابد من التعرف على تكالیف  الإنتاجسة توابع بعد درا

ه یمكننا أن نعرف تابع التكالیف بأنه أي إن، الإنتاجالمعروف أنها تتبع لحجم 

من جهة  الإنتاجمن جهة و تكالیف هذا  الإنتاجالعلاقة التي تربط بین حجم 

حیث كنا قد رمزنا  و بذلك یمكن أن یأخذ تابع التكالیف الشكل التالي، أخرى. 

  :  Zبـ   الإنتاجلتابع 

)6 -16                          (( )C c Z  

  شكل تابع التكالیف و محدداته: - 2- 6-2

نورد بعض لا بد أن الحدیث عن الشكل الریاضي لتابع التكالیف،  عند

  الملاحظات الخاصة بهذا التابع:

أو  الإنتاجالمنشأة، قبل أن تبدأ  هناك جزء من التكالیف تتحمله .1

لسبب من الأسباب، و هذا الجزء  الإنتاجحین توقفها عن 

و هو ما یمكن أن نعبر عنه بحد  یسمى عادة التكالیف الثابتة

0eثابت في تابع التكالیف سنرمز له بـالعدد الموجب    . 

و متزاید مع تزاید إن تابع التكالیف هو تابع موجب دوماً و ه .2

الحدیة)  التكالیف، الأمر الذي یجعل مشتقه الأول (الإنتاج

 موجباً أیضاً.

بما أن المشتق الأول موجب (أي لا یمكن أن ینعدم) فهذا  .3

 یعني أن تابع التكالیف لیس له نهایة حدیة.

بناءً علیه یمكن أن نقترح الشكل الریاضي لتابع التكالیف على شكل معادلة من 

  جة الثالثة كما یلي:الدر 
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)6 -17               (
3 2( )C c Z a z b z c z e      

كما ذكرنا أعلاه فإن التكالیف الحدیة لهذا التابع (المشتق الأول) موجبة 

دوماً، و بما أن النظریة الاقتصادیة تقتضي تخفیض التكالیف الحدیة إلى الحد 

الصغرى، لندرس هذا الأمر الأدنى، أي جعل تابع التكالیف الحدیة في نهایته 

  و نوجد محددات تابع التكالیف على الشكل التالي:

  التكالیف الحدیة:

)6 -18                  (2( ) 3 2
C

C Z a z b z d
z


    


  

حتى تكون التكالیف الحدیة في نهایتها الصغرى، یجب أن یكون مشتقها 

  الأول (أي المشتق الثاني لتابع التكالیف) مساویاً الصفر

)6 -19               (

  2

2

( )
6 2 0

6 2
3

C Z C
a z b

z z

b
a z b z

a

 
   

 


   

       

 الإنتاجالتكالیف الحدیة تكون في حدها الأدنى عندما یكون حجم  أي إن

مساویاً   
3

b
z

a


  و عندها أیضاً یجب أن یكون المشتق الثاني لتابع ،

  موجباً، أي:التكالیف الحدیة (أي المشتق الثالث لتابع التكالیف) 

)6 -20               (
 2 3

2 3

( )
6 0 0

C Z C
a a

z z

 
    

 
       

یجب أن یكون موجباً عندما تكون التكالیف الحدیة في  الإنتاجو بما أن حجم 

  ) یكون:18- 6حدها الأدنى، و استناداً إلى النتیجة (

)6 -21        (               0 0
3

b
z b

a


          

في تابع التكالیف، نحسب قیمة   dالثابت  إشارةلیه و لتحدید و بناءً ع

التكالیف الحدیة (في قیمتها الصغرى) والتي یجب أن تكون موجبة حسب ما 
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)  و ذلك على الشكل 19- 6من العلاقة (  zذكرنا أعلاه، ونعوض فیها قیمة 

  التالي:

)6 -22(              
 

2

2 2

2 2

3 2 0
3 3

2
0

3 3

3
0 0

3 3

C b b
a b d

z a a

bC b
d

z a a

C b ad b
d

z a a

     
        

    


   



  
    



  

) لا 20-6) فإن العلاقة (19-6) و (18-6ى العلاقات (وبناءً عل

  تتحقق إلا عندما یكون:

)6 -23                     (
2

0

3

a

a d b



  
      

  ):4- 6مثال (

  لیكن لدینا تابع التكالیف التالي:
3 2( ) 3 27 90 75C c Z z z z      

ي حدها الأدنى، ثم لنتأكد أن الحدیة ف التكالیفالذي یجعل  الإنتاجلنوجد حجم 

  الحدیة و الكلیة. هي الأدنى، و نوجد قیمة هذه التكالیف التكالیفهذه 

  الحل:

الذي یجعل التكالیف الحدیة في  الإنتاج) نلاحظ أن حجم 19-6من العلاقة (

  حدها الأدنى هي:

( 27)
3

3 3 3

b
z

a

  
  


  

 جد المشتق الثاني لتابع التكالیفلیف الحدیة هي الأدنى، لنو اللتأكد أن هذه التك

  ، فنجد:)18- 6الحدیة (المشتق الثالث لتابع التكالیف)  من العلاقة (
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 2 3

2 3

( )
6 6 3 18 0

C Z C
a

z z

 
     

 
  

التكالیف الحدیة في حدها الأدنى، و عندها تكون التكالیف على الشكل  أي إن

  التالي:

  التكالیف الكلیة:
3 23(3) 27(3) 90(3) 75 183C       

  الحدیة:التكالیف 
2 29( ) 54( ) 90 9(3) 54(3) 90 9zC z z         

  :النقاط الحرجة لتابع التكالیف - 3- 6-2

في الواقع الاقتصادي غالباً ما یسعى صاحب القرار إلى تخفیض 

التكالیف إلى حدها الأدنى، بمعنى آخر یحاول الوصول ریاضیاً إلى النهایة 

أخرى یحول  الصغرى لتابع التكالیف، و لكن دون أن یخفض إنتاجه، و بكلمات

  أن ینتج حجماً معیناً من المنتجات بأقل التكالیف الممكنة.

  في هذه الحالة سوف نوجد النهایة الصغرى لتابع التكالیف التالي: 

)6 -24               (
3 2( )C c Z a z b z c z e      

  بمقدار معین على الشكل التالي: الإنتاجبوجود القید التالي الذي یحدد حجم 

)6-25 (              1 2 0, ,...., nf x x x Z    

1حیث:   2, ,...., nx x x  الإنتاجعوامل.  

و القضیة هنا لا تختلف عما درسناه في الفصل الخامس عند إیجاد النهایات 

الحدیة لتابع معین بوجود قید مفروض على متحولات هذا التابع (باستخدام 

  طریقة ضارب لاغرانج).
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  :المنفعة و سلوك المستهلك تابع -6-3

و التكالیف و كان ذلك  الإنتاجلقد درسنا في الفقرتین السابقتین تابعي 

من جهة المنتج، و لكن هذا المنتج لابد أن یجد مستهلكاً لمنتجاته یحقق منها 

من وجهة نظر منفعة معینة من وجهة نظره، لذلك سندرس تابع المنفعة 

  . المستهلك و سلوكه تجاه ذلك

  :المنفعةتعریف تابع  -1- 3- 6

یمكن تعریف تابع المنفعة بأنه العلاقة الریاضیة التي تربط بین عدد 

الوحدات السلعیة المستهلكة من قبل مستهلك معین و العائد (أو المردود) الذي 

و یمكن أن یأخذ الشكل  یحصل علیه هذا المستهلك جراء استهلاكه لهذه السلع.

  :التالي

)6 -26          (         1 2 3( , , ,...., )nU u x x x x  

1حیث: 2 3, , ,...., nx x x x .السلع المستهلكة  

إن تابع المنفعة بالنسبة للمستهلك هو تابع ترتیبي، بمعنى أن على 

التي تحقق له أعلى درجة  و كمیاتها المستهلك أن یحدد تشكیلة السلع المختلفة

فعة كل تركیب استهلاكي بالنسبة منفعة ممكنة. و بما أن تحدید مقدار من

للمستهلك هو أمر غیر ممكن، فإنه یلجأ إلى ترتیب هذه التراكیب الاستهلاكیة 

تركیب سلعي معین أفضل لدیه من قول بأن ن یإتفضیلیاً، بحیث یمكن ترتیباً 

  تركیب سلعي آخر، ... و هكذا. 

حسب  عدة ن تابع المنفعة یأخذ أشكالاً إبناءً علیه یمكن أن نقول 

الكمیات المستهلكة من السلع (متحولات التابع)، مع تحدید شكل معین لهذه 

المتحولات، و عند حل هذه التركیبات المختلفة لكل مستهلك نحصل على قیم 

و هذه القیمة لا   Uمختلفة لهذه الأشكال، التي تعبر عن قیمة تابع المنفعة  



  اد ااوا  ض  ال ادس

211 

 

التي لا أو درجتها  منفعةتعبر عن مقدار المنفعة و إنما تعبر عن مستوى ال

  یمكن الاستفادة منها إذا لم تقارن بقیمة أخرى.

ن تابع المنفعة هو عبارة عن تابع إاً لما ذكر یمكننا أن نذكر استناد

مستمر و متزاید بمعدل متناقص و هو قابل للاشتقاق. و من خصائص هذا 

كما ذكرنا أعلاه   و ذلك لأن قیاس المنفعة ترتیبي التابع أیضاً أنه لیس وحیداً،

و بالتالي فإن أي تابع یمكن أن یسمح بترتیب التراكیب الاستهلاكیة للمستهلك 

ن ان مختلفان ریاضیابذات الترتیب یعتبر تابعاً للمنفعة، فإذا كان لدینا تابع

فكلاهما  ذاته الترتیبب عدة ولكن كلاهما توصلا إلى ترتیب تراكیب استهلاكیة

    .  1لا یختلفان بعضهما عن بعضیعتبر تابعاً للمنفعة و 

  :مؤشرات تحلیل تابع المنفعة -2- 3- 6

كما كان یوجد مؤشرات تحلیلیة للتوابع المذكورة سابقاً، هناك أیضاً مؤشرات 

نوردها  ، و لا تختلف دراستها عما ورد سابقاً، و لذلكتحلیلیة لتابع المنفعة

  فیما یلي:باختصار 

  المنفعة الحدیة: -2-1- 6-3

ارة عن الزیادة في المنفعة التي یحصل علیها المستهلك نتیجة زیادة هي عب

استهلاكه من سلعة معنیة بمقدار وحدة واحدة،  و تحسب عن طریق المشتق 

بالنسبة لكل سلعة من السلع (لكل متحول من  الجزئي من الدرجة الأولى

  ، أي:المتحولات)

  )6 -27  (
1 2

1 2

, , .......,
nx x x

n

U U U
U U U

x x x

  
    

  
  

  

                                  
  بادئ الاقتصاد.ها الطالب في السنة الأولى في مقرر مهنا یمكن أن نذكر بفكرة منحنیات السواء التي درس 1
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  :مرونة تابع المنفعة -2-2- 6-3

المرونة الجزئیة هي عبارة عن النسبة المئویة للزیادة في المنفعة التي  

%، و 1یحصل علیها المستهلك نتیجة زیادة استهلاكه من سلعة معینة بمقدار 

بالتالي هي عبارة عن نهایة التزاید النسبي لتابع المنفعة منسوباً إلى التزاید 

السلعة المفروضة و ذلك عندما یكون تزاید  النسبي للمتحول المعبر عن

  المتحول متناهیاً في الصغر (ینتهي للصفر)، أي:

  )6 -28(     
0

lim

1,2,3,......,

i
i

i
x

x
i i

i

U
xUUE

x x U
x

i n حی�����������������������������������������������ث

 




  
 



  

أما المرونة الكلیة فهي مجموع المرونات الجزئیة، و تعني النسبة المئویة 

تي تدخل في للزیادة في منفعة المستهلك، عندما یزید استهلاكه من كل السلع ال

  %.1تركیبته السلعیة بمقدار 

  )6 -29    (
nXXXX EEEEE  ......

321
   

  معدل الإحلال بین السلع: -3- 2- 6-3

من المنفعة التي لها بفرض أن هناك مجموعة من التركیبات السلعیة 

، أي إنها لتابع المنفعة ذاتها (بمعنى كلها تعطي القیمة نفسها القیمة الترتیبیة

هذا عند استهلاك سلعتین تبدیل ممكناً  )، فإذا كان حنى سواء واحدتقع على من

  ، فبأي نسبة یمكن إجراء هذا التبدیل؟من المنفعة المستوى

إن النسبة بین المتحولین (السلعتین) یجب أن تكون سالبة، لأن المنفعة 

ثابتة و بالتالي فإن زیادة الاستهلاك من إحدى السلع یجب أن یقابلها تناقص 

استهلاك من  تابع المنفعة استهلاك سلعة أخرى (مع فرض عدم تغیر في 

و بناءً  السلع الأخرى)، حتى یكون التفاضل الكلي لتابع المنفعة مساویاً الصفر،
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على ما ذكر في الفصل الخامس حول التفاضل الكلي من المرتبة الأولى یمكن 

  أن نكتب التالي:

  )6 -30       (

0

i j

i j i j

i j i j

ji
x x

j

i

U U U U
dU dx dx dx dx

x x x x

U

xdx
h

Udx
x

   
     
   





  




  

 jx السلعة و   ix السلعةوهي النسبة التي یمكن أن نبدل فیها بین 

  . مقدار منفعة المستهلكدون أن یؤثر ذلك على 

  :النقاط الحرجة لتابع المنفعة -4- 2- 6-3

آخر        لا تختلف عن أي تابعإن دراسة النقاط الحرجة لتابع المنفعة 

مقیدة، و لكن یمكن أن نذكر هنا بأننا نوجد  مو سواء كانت هذه النقاط حرة أ

النهایة العظمى لتابع المنفعة لأننا نرغب دائماً بتعظیم المنفعة و بشكل خاص 

(أي بوجود قید محدودیة الموارد أو الدخل)، و هي  اً عندما یكون الدخل محدود

  سعى دائماً لتخفیضه كما ذكرنا سابقاً.بذلك بعكس تابع التكالیف الذي ن

  ):5- 6مثال (

  :لأحد المستهلكین التالي المنفعةلیكن لدینا تابع 
3

2
1 2 1 2( , )U u x x x x    

ونرید إیجاد التركیبة السلعیة المثلى التي تجعل منفعة المستهلك أعظم ما 

 ر السلع و مقدار دخل هذاایمكن، في ظل القید التالي الذي یحدد أسع

  المستهلك:  

  

1 2 1 2( , ) 6 8 20000w x x x x    
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1ل الإحلال بین السلعتین دثم لنوجد مع 2,x x  

  الحل:

  نشكل تابع لاغرانج:
3

2
1 2 1 2 1 2( , , ) (6 8 20000)L x x x x x x       

  نوجد  المشتقات الجزئیة لتابع لاغرانج:
3

2
2

1

6 0 ( )
L

x
x




   
  

1

2
1 2

2

3
8 0 ( )

2

L
x x

x



   

  

1 26 8 20000 0 ( )
L

x x



    


  

  بحل المعادلات الثلاث السابقة حلاً مشتركاً نجد:

1 21333.33 1500 9682.45x x     

وحدة  1333.33هذا الشخص سیحصل على أكبر منفعة عندما یستهلك  أي إن

، و للتأكد أنه 2x وحدة من السلعة الثانیة 1500و  1x من السلعة الأولى

سیحصل على أكبر منفعة عند هذا الاستهلاك نوجد قیمة معین هیسیان عند 

  هذا الاستهلاك (حسب ما ورد في الفصل الخامس):

 

1

2

1 2

12 2

2
2 22

1 1 2
1 1

2 2
2 2
2 1 2
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2 2 1
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2

0 6 8

6 0 58 4638.48 0

8 58 25.82

J     

بما أن قیمة معین هیسیان موجبة یعني ذلك أن المنفعة التي یحصل علیها 

  مستهلك عظمى.ال

  ):30-6أما معدل الإحلال بین السلعتین فنحسبه باستخدام العلاقة (

1 2

1

2
1 2 1

2
3

22
2

1

3 3 3
(1333.33)

2 2 2 1.33
1500

x x

U
x x x

x
h

U x
x

x


   


     




  

أي عندما یزید استهلاكه من السلعة الأولى بمقدار وحدة واحدة، یجب أن 

  وحدة.  1.33یخفض استهلاكه من السلعة الثانیة بمقدار 

  توابع العرض و الطلب. -6-4

أعلاه التوابع الخاصة بسلوك المنتج الفرد أو المستهلك الفرد ذكرنا  لقد

الآخرین، لذلك  دون النظر إلى صلتهم أو علاقتهم بالمنتجین أو المستهلكین 

سنحاول فیما یلي دراسة العلاقة بینهم من خلال توابع العرض و الطلب على 

  السلع في السوق.  

  معین. توابع الطلب و العرض في قطاع إنتاجي - 1- 6-4

حیث یتكون هذا   iنرمز له   بـ   بفرض لدینا قطاع إنتاجي معین

و بفرض أن منشأة،   iqیة التي عددها الإنتاجالقطاع من عدد من المنشآت 

، و بفرض  iمنتجاً واحداً نرمز له أیضاً بـ  جمیع منشآت هذا القطاع تنتج 

,...,1,2:یة في هذا القطاع، حیثالإنتاجإحدى المنشآت  k أن ik q ،

  في هذه المنشأة من الشكل التالي: الإنتاجفیكون تابع 

)6 -31 (  
1 2 3

( , , ,...., )
nk i k i k i k i k i k iZ f x x x x  
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lkحیث:  ix  الإنتاجكمیة عنصر  تشیر إلى l   المستخدم في المنشأةi 

l,...,1,2حیث :  n  بمعنى آخر تشیر ،lk ix   إلى كمیة الطلب

بینما ، l الإنتاجصر على عن iالذي یبدیه المنتجون في المنشأة 

kتشیر iZ  إلى حجم إنتاج المنشأةi   أي كمیة العرض من منتجات هذه

  المنشأة.

  iPتباع كلها بسعر واحد هو   iللسهولة سنعتبر أن منتجات القطاع  

، بناءً على ما ذكر iبغض النظر عن المنشأة التي تم فیها إنتاج السلعة 

من هذا القطاع على الشكل  kأعلاه یمكن أن نشكل تابع الربح في المنشأة 

  التالي:

)6 -32( 1 2

*

1

( , ,...., )
n

n

k i i k i k i k i k i l ki l
l

R P f x x x P x


    

:  حیث
*
lP    الإنتاجتشیر إلى سعر الوحدة الواحدة من عنصر l .  

في أكبر  k)  للمنشأة 32- 6حتى یكون تابع الربح المعرف بالعلاقة (

ت الجزئیة إلیه، یجب أن تكون المشتقا جمیعها قیمة له، وهو ما تسعى المنشآت

kiله بالنسبة لجمیع متحولاته   lx :مساویةً للصفر، أي  

)6 -33             ( 
* 0

k iki
i l

ki l ki l

fR
P P

x x


   

 
  

سیظهرون طلباً على  kتشیر هذه العلاقة أن المنتجین في المنشأة 

ما دامت النسبة بین  l الإنتاجعنصر 
*
lP  سعر الوحدة الواحدة من عنصر

ما دامت هذه النسبة أي سعر الوحدة الواحدة من المنتجات،  iPو    الإنتاج

و جدیر  المعني في هذه المنشأة. الإنتاجأقل أو تساوي المنفعة الحدیة لعنصر 

 هي عبارة عن سلع تم إنتاجها في المنشأة الإنتاجبعض عناصر  بالذكر هنا أن

أو في منشآت أخرى كالسلع الوسیطة أو الآلات أو المعدات (انظر  نفسها
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) 33- 6فصل جداول المدخلات و المخرجات)، في هذه الحالة فإن العلاقة (

  یة الحیة لتلك السلع یجب أن تساوي الواحد.الإنتاجتشیر إلى أن 

مجهول  nمعادلة بـ   n)  33- 6رى تتضمن العلاقة (من جهة أخ

kiهي  lx   :1,2حیث,...,l n  ًو بحل هذه المعادلات حلاً مشتركا ،

  نحصل على علاقات من الشكل:

)6 -34             ( 

* * *
1 2( , ,....., , )

( 1, 2,...., ) :

ki l ki l n ix P P P P

l n حی�������������������������������������������ث




  

kiنسمي التابع  lx  -  الإنتاجتابع الطالب على عنصر  l    في المنشأة

k   في القطاعi.  

نتاجیة لإفي المنشآت ا  l  الإنتاجعنصر إذا جمعنا الطلبات على 

المذكور في القطاع  الإنتاجنحصل تابع الطلب على عنصر  iالتابعة للقطاع 

i  :الذي یأخذ الشكل التالي  

)6 -35(
* * *

1 2
1 1

( , ,....., , )
i iq q

il ki l ki l n i
k k

x x P P P P
 

    

  یمكن كتابة العلاقة الأخیرة بالشكل التالي:

)6 -36      (
* * *

1 2( , ,....., , )il il n ix P P P P  

  حیث اعتبرنا أن:

1

iq

ki l il
k

 


  

kiفإذا عوضنا عن  lx )  بما یساویها من العلاقة  31- 6في العلاقة (

  ) نحصل على العلاقة التالیة:34- 6(

)6 -37       (
* * *

1 2( , ,....., , )ki ki n iZ P P P P  
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، و هنا iفي القطاع  kرة تابع العرض لمنتجات المنشأة  تمثل العلاقة الأخی

یتبع لسعر   kنلاحظ أن كمیة ما یعرض في السوق من منتجات المنشأة 

  .الإنتاجالوحدة الواحدة من هذا المنتج و یتبع كذلك لأسعار عناصر 

، على الشكل iیكون العرض الإجمالي لمنتجات القطاع (أو المنتج)  و

  التالي:

 )6 -38       (
* * *

1 2
1

( , ,....., , )
iq

i ki ki n i
k

Z Z P P P P


   

  أو بشكل مختصر:

)6 -39       (
* * *

1 2( , ,....., , )i i n iZ P P P P  

  حیث اعتبرنا أن:

1

iq

ki i
k

 


  

  معین. لدى مستهلكو العرض  توابع الطلب - 2- 6-4 

في المجتمع و لكل منهم تابع منفعته الخاص  شخص mبفرض لدینا

به، متحولاته هي عبارة عن كمیات السلع الاستهلاكیة التي یمكنه الحصول 

حیث  jتابع المنفعة للشخص   jUسلعة، فیكون   Nعلیها و التي عددها 

1, 2,3,....,j m :من الشكل التالي  

)6 -40(1 2 3( ) ( , , ,......, )j j ij j j j j NjU u Z u Z Z Z Z   

، بمعنى iمن السلعة   jلكمیة ما یستهلكه الشخص  ijZحیث رمزنا بـ  

  .   iعلى السلعة  jآخر كمیة الطلب الذي یبدیه الشخص 

الذي نعبر  أما القید الذي یقید مشتریات المستهلك فهو الدخل المحدود

  عنه بالشكل التالي: 

)6 -41            (
1

N

j i ij
i

W P Z


   
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المستهلك یحاول تعظیم تابع منفعته  الوارد في العلاقة  نّ كما هو معروف فإ و

)، و بناءً على 41- 6) دون تجاوز الدخل المحدود الوارد في العلاقة (40- 6(

یجاد المشتقات إما ورد في الفصل الخامس، نقوم بتشكیل تابع لاغرانج و 

  لتالیة:الجزئیة و جعلها مساویة للصفر، فنحصل على العلاقات ا

  )6 -42     (0 ( 1, 2,....., )
j

i

ij

U
P i N

Z



   


  

1N) هو 42- 6إن عدد المعادلات التي نحصل علیها من العلاقة (  

1Nمعادلة تتضمن    متحولاً هيijZ )1,2,.....,i N بالإضافة (

نحصل على ، و بحل هذه المعادلات حلاً مشتركاً لاغرانج لضارب 

  المعادلات التالیة:

)6 -43  (1 2( , ,....., , ), ( 1, 2,...., )ij ij N jZ P P P W i N   

  .jمن قبل المستهلك iتابع الطلب على السلعة   ijZحیث نسمي التابع 

مقابل حصوله  الإنتاجلنفرض الآن أن المستهلك یبیع بعض عناصر 

على الدخل (علماً أن أكثر سلعة یمكن أن یبیعها المستهلك هي العمل بأشكاله 

المختلفة)، فإذا رمزنا بـ 
*
j lZ   لكمیة ما یعرضه الشخصj من عنصر 

  ، عندها یمكننا أن نكتب:l الإنتاج

)6 -44                 (
* *

1

n

j l j l
l

W P Z


   

إلى أن  شارةمع الإ
* 0j lZ   الإنتاجمن أجل عدد كبیر من عناصر l 

أو نوعین على الأكثر من  اً حدوا اً المستهلك یمكنه أن یبیع نوع حیث إن

) بما یساویها 43- 6في العلاقة (  jW(العمل). وإذا بدلنا  الإنتاجعناصر 

  :) نجد44-6من العلاقة (

)6 -45        (
* *

1 2
1

( , ,....., , )
n

ij ij N l jl
l

Z P P P P Z


    
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، نحصل iعلى السلعة جمیعهم و إذا جمعنا الطلب الذي یبدیه المستهلكون

  على هذه السلعة و الذي یكتب بالشكل التالي: iZعلى الطلب الكلي 

)6 -46 (
* * *

1 2 1 2
1

( , ,...., , , ,....., )
m

i ij i n N
j

Z Z P P P P P P


    

  ):6- 6مثال (

من  اً واحد اً ینتج نوع ان فقط كل منهمان إنتاجیالدینا قطاع بفرض

، و قد كانت توابع لإنتاجاالمنتجات باستخدام عنصرین فقط من عناصر 

  في هذین القطاعین على الشكل التالي: الإنتاج
11

32
1 11 21Z x x   

1 1

3 2
2 12 22Z x x   

كما  jفي القطاع  iالإنتاجلكمیة ما یستهلك من عنصر  ijxحیث رمزنا بـ

1سنرمز بـ  2,p p  لأسعار المنتجات و كذلك بـ
* *
1 2,p p  لأسعار عناصر

  فیكون تابع الربح في القطاع الأول على الشكل التالي: .الإنتاج
11

* *32
1 1 11 21 1 11 2 21( )R p x x p x p x        

ساویةً الصفر بإیجاد المشتقات الجزئیة لهذا التابع و جعل هذه المشتقات م

  نحصل على المعادلتین التالیتین:
11

*1 32
1 11 21 1

11

1
( ) 0

2

R
p x x p

x


     


  

21
*1 32

1 11 21 2

21

1
( ) 0

3

R
p x x p

x


     


  

 الإنتاجو بحل المعادلتین السابقتین نحصل على تابعي الطلب على عنصري 

  في القطاع الأول من الشكل التالي:
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   

6
1

11 4 2
* *
1 2144

p
x

p p


 
  

   

6
1

21 3 3
* *
1 2216

p
x

p p


 
  

  بذلك یكون تابع العرض من منتجات القطاع الأول من الشكل:  و

   

5
1

1 3 2
* *
1 272

p
Z

p p


 
  

  و بصورة مشابهة نحصل على توابع الطلب و العرض في القطاع الثاني :

   

6
2

12 3 3
* *
1 2216

p
x

p p


 
  

   

6
2

22 2 4
* *
1 2144

p
x

p p


 
  

   

5
2

2 2 3
* *
1 272

p
Z

p p


 
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  فصل السادسرین غیر محلولة على التما

التالي، ثم أوجد النقاط الحرجة الحرة له،  الإنتاجادرس مؤشرات تحلیل تابع  )1

6x إذا علمت أن 8y .  

 , 5 4 6f x y x y        

  :التالي الإنتاجادرس مؤشرات تحلیل تابع  )2

  0.4 0.3, 3Z f L K L K     

18L عندما 22K :ثم أوجد النقاط الحرجة لهذا التابع إذا علمت أن  

 , 8 6 1000g L K L K      

  لیكن لدینا تابع التكالیف التالي: )3
3 2( ) 9 30 25C c Z z z z        

  والمطلوب: 

 هل یحقق هذا التابع القیود الواجب فرضها على معاملات التابع من .1

 الدرجة الثالثة لكي یمثل تابع تكالیف.

الحدیة في حدها الأدنى، ثم تأكد  الیفالذي یجعل التك الإنتاجأوجد حجم  .2

  وجد قیمة هذه التكالیف الحدیة و الكلیة.أهي الأدنى، و  الیفأن هذه التك

  :لأحد المستهلكین التالي المنفعةلیكن لدینا تابع  )4

1 2 1 1 2( , ) 2U u x x x x x    

  لوب :و المط

أوجد التركیبة السلعیة المثلى التي تجعل منفعة المستهلك أعظم ما  .1

یمكن، في ظل القید التالي الذي یحدد أسعار السلع و مقدار دخل 

  هذا المستهلك:  

1 2 1 2( , ) 2 20100w x x x x     

1أوجد معل الإحلال بین السلعتین  .2 2,x x 
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ل اا  

  ذج ادت و ارت

  ( وذج وف )

تعد دراسة العلاقات التشابكیة بین قطاعات الاقتصاد الوطني قدیمة 

) جدولاً أسماه الجدول الاقتصادي 1708العهد، حیث وضع العالم (كیناي 

عرض فیه علاقات التبادل بین القطاعات الاقتصادیة المنتجة و غیر المنتجة، 

) الاقتصاد إلى قطاعین ـــ قطاع منتج لسلع 1872ما قسّم (كارل ماركس ك

) 1877الاستثمار و قطاع منتج لسلع الاستهلاك، كذلك وضع ( والرس 

تمثل بمجموعة معادلات تعبر عن الطلب      نموذجاً للتوازن بین القطاعات 

  .الإنتاجو العرض على مختلف السلع المنتجة و عناصر 

بقیت دون تطبیق عملي إلى أن  جمیعها سف هذه النماذجو لكن مع الأ

) نموذجاً سمي باسمه ـــ نموذج 1931وضع العالم الاقتصادي (لیونیتیف 

   لیونیتیف للتشابك القطاعي، أو نموذج تحلیل المدخلات و المخرجات. 

  :نموذج لیونیتیف -7-1

 تشابكنموذج لیونیتیف للول المدخلات و المخرجات أو ما یسمى دیعد ج

     القطاعي أداةً هامةً لتحلیل علاقات الترابط بین قطاعات الاقتصاد الوطني

، حیث یبین تدفقات حركة السلع بین هذه القطاعات خلال فترة زمنیة وتخطیطها

  معینة (غالباً ما تكون سنة).

  :فروض نموذج لیونیتیف -1- 1- 7

ى مجموعة من تم بناء نموذج لیونیتیف للتشابك القطاعي بالاعتماد عل

  الافتراضات نلخصها بالتالي:

ینتج سلعة واحدة فقط، بمعنى عدد القطاعات  إن كل قطاع اقتصادي )1

سنرمز للسلع و یساوي عدد السلع المتداولة في الاقتصاد ، الاقتصادیة
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,1حیث:  i (القطاعات) بالرمز 2,3,...,i n  قد اعتبرنا عددو 

 قطاع.  nالقطاعات هو 

 إن أسعار منتجات كل قطاع تبقى ثابتة خلال فترة الدراسة. )2

كذلك تبقى نسب ما یحتاجه كل قطاع من منتجات القطاعات الأخرى  )3

 لإنتاج وحدة واحدة من منتجاته ثابتة خلال فترة الدراسة.

علاقة بین القطاعات في الوضع إن الافتراضین الأخیرین یعنیان أننا ندرس ال

  السكوني.

  بناء نموذج لیونیتیف: -2- 1- 7

یة في كل قطاع الإنتاجمن خلال الافتراضات السابقة فإننا نفهم العملیة  

على أنها عملیة تحویل لبعض أو لكل أنواع المنتجات ( المنتجة في القطاعات 

  ذا القطاع.الأخرى) بنسب معینة إلى كمیة من المنتجات التي ینتجها ه

و المستخدمة لإنتاج وحدة  iلكمیة المنتجات المنتجة في القطاع  نرمز

و نسمیها المعاملات الفنیة للإنتاج،        ijaبـ  jواحدة من منتجات القطاع

  و نعتبرها ثابتة. 

  بالرمز iالإجمالي في سنة معینة في القطاع   الإنتاجكما نرمز لكمیة 

iX إلى قسمین:  الإنتاج، حیث یقسم هذا  

  الوسیط و یمثل ما یستخدم من إنتاج هذا القطاع  الإنتاجالأول و یسمى

میع یة على شكل سلع و خدمات وسیطة لدى جالإنتاجفي العملیات 

یة (بما فیها القطاع نفسه)، وكمیة هذا الجزء تحسب الإنتاجالقطاعات 

  على الشكل التالي:

)7 -1             (
1

n

ij j
j

a X


  

  أما القسم الثاني من إنتاج القطاعi  النهائي الذي یذهب  الإنتاجفیسمى

(یتمثل الطلب النهائي  هذا القطاع لتغطیة الطلب النهائي على منتجات
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     و الوارداتالحكومي و الفرق بین الصادرات  بالاستهلاك الخاص و

  ، و یحسب على الشكل التالي:زیادة المخزون)و كذلك 

)7 -2             (
1

: ( 1,2,...., )
n

i ij j i
j

X a X Y i n


     

  .iمنتجات القطاع هي مقدار الطلب النهائي على  iYحیث أن:   

. و هي تشكل الإنتاجتوازن  ـــ معادلات ) السابقة2-7نسمي جملة المعادلات (

لنموذج لیونیتیف للتشابك القطاعي، أو جدول التشابك الأساس أو الهیكل العام 

  القطاعي.

ع بما أننا ندرس النموذج المبسط (السكوني) للاقتصاد، فإن أسس توزی

من خارج محددة  و بالتالي فهي  معروفة،تبقى غیر  iYكمیات الطلب النهائي 

 الإنتاجتقدیر حجم من خلال نموذج لیونیتیف النموذج، و بالتالي سیكون علینا 

ت هذا اللازم لمواجهة الطلب النهائي على منتجا ، iX الإجمالي في كل قطاع

  .iYالقطاع

الجدول التالي الذي نشكل و لتوضیح العلاقة بین القطاعات یمكن أن 

یسمى جدول التشابك القطاعي أو جدول المدخلات و المخرجات بدلالة 

الكمیات، حیث تسمى منتجات كل قطاع بالمخرجات بینما تسمى مستلزمات 

  خدم الرموز التالیة:  بالمدخلات، و لذلك نست الإنتاج

iX  منتجات (مخرجات) القطاع كمیات مجموعi.  

ijq  مقدار منتجات الاستهلاك الوسیط في القطاعi  المستخدمة في

  .jالقطاع 

iq  مقدار منتجات القطاعi  التي تذهب للاستهلاك النهائي (الخاص

  و الحكومي).

و بذلك یكون جدول المدخلات و المخرجات بدلالة الكمیات على الشكل 

  التالي:
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  جدول التشابك القطاعي بدلالة الكمیات): 1-7الجدول (

ات مجموع مخرج

  القطاع

  المخرجــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــات

  اجمالي 

  انتاج 

  القطاع

قطاعات 

الاقتصاد 

  الوطني

  

منتجات 

الاستهلاك 

  النهائي

  منتجات الاستهلاك الوسیط

  

n
  

.....  3  2  1  

j

       

i 

1 1
1

n

j
j

q q


  
1q 

1nq  .....  13q  12q  11q  1X  1  

مــ
ال

ت
لا
ـــــ
ـــــ
ـــــ
ـــــ
ـــــ
ـــــ
ـــــ
ـــــ
ـــــ
ـــــ
ـــــ
ـــــ
ـــــ
ـــــ
ـــــ
ـــــ
خــ

ــد
ـــــ
ـــــ
ـــ

  

2 2
1

n

j
j

q q


 
2q 2nq

  
.....  23q  22q  21q  

2X  2  

3 3
1

n

j
j

q q


 
3q 3nq

  
.....  33q  32q  31q  

3X  3  

.....  

.....  

.....  

.....  

...

...  

.....  

.....  

...

...  

...

...  

...

...  

.....  

.....  

.....  

.....  

1

n

ij i
j

q q


  
iq  inq  .....  3iq  2iq  1iq  

iX  i  

.....  

.....  

.....  

.....  

...

...  

.....  

.....  

...

...  

...

...  

...

...  

.....  

.....  

.....  

.....  

1

n

nj n
j

q q


  
nq  nnq  .....  3nq  2nq  1nq  

nX  n  

م إمكانیة جمع عناصر الأعمدة دع) 1- 7(نلاحظ في الجدول السابق 

لأنها تكون مقاسة بواحدات قیاس مختلفة نظراً لاختلاف منتجات كل قطاع عن 

الآخر، بینما استطعنا جمع عناصر الأسطر لأنها مقاسة بنفس واحدات 

  القیاس.

بدلاً من  الإنتاجكما یمكن استخدام قیم المنتجات و كذلك قیم مستلزمات 

    الكمیات و بالتالي الحصول على جدول التشابك القطاعي بدلالة قیم المواد،

  و لذلك نستخدم الرموز التالیة:  
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iW  منتجات (مخرجات) القطاع  قیممجموعi.  

ijy سیط في القطاع منتجات الاستهلاك الو  قیمةi  المستخدمة في

  .jالقطاع 

iy منتجات القطاع  قیمةi  التي تذهب للاستهلاك النهائي (الخاص

  و الحكومي).

ju القطاع نتاج (مدخلات) مستلزمات إ قیمةj .  

  على الشكل: قیم الموادو بذلك یكون جدول المدخلات و المخرجات بدلالة 

  جدول التشابك القطاعي بدلالة قیم المواد): 2-7الجدول (

مجموع مخرجات 

  القطاع

  ــــــــاتالمخرجــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  اجمالي 

  انتاج 

  القطاع

قطاعات 

الاقتصاد 

  الوطني

  

منتجات 

الاستهلاك 

  النهائي

  منتجات الاستهلاك الوسیط

  

n
  

.....  3  2  1  

j

       

i 

1 1
1
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j
j

y y


  
1y 

1ny  .....  13y  12y  11y  1W  1  
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ـــــ
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3 3
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j
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u y

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y nu .... 

3u 2u 1u 
1

n
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W

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مجموع 

مدخلات 

  jالقطاع
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       إمكانیة جمع عناصر الأعمدة) 2- 7(نلاحظ في الجدول السابق 

 نفسها و كذلك إمكانیة جمع عناصر الأسطر لأنها مقاسة كلها بواحدات القیاس

  (الوحدات النقدیة)، مما یعطینا إمكانیة مهمة جداً لعملیات التحلیل الاقتصادي.  

سعار في الاقتصاد الوطني بعین الاعتبار،     خذنا الأأمن جهة أخرى إذا 

حساب القیم المالیة المقابلة لتلك  )2-7یمكننا استناداً إلى جملة المعادلات (

  أن نكتب جملة المعادلات التالیة: الكمیات، و یمكننا

   )7 -3         (
1

: ( 1, 2,...., )
n

j ij i j
i

P a P V j n


     

  حیث:

jP      حدة الواحدة من منتجات القطاع سعر الوj.  

ij ia P  قیمة السلع و الخدمات التي تنتج في القطاعi       و یستهلكها القطاع

j .لإنتاج وحدة واحدة من منتجاته  

jV    القیمة المضافة الإجمالیة في الوحدة الواحدة من  منتجات القطاعj.  

و أخذنا المجموع  iP) بالأسعار 2- 7إذا ضربنا جملة المعادلات (

)حیث كافة  i لقطاعاتل 1,2,...., )i n  إذا ضربنا جملة ، و كذلك

حیث كافة  jلقطاعات و أخذنا المجموع ل  jX) بالكمیات 3- 7المعادلات (

( 1,2,...., )j n :نحصل على العلاقة التالیة  

   )7 -4         (
1 1

n n

i i j j
i j

P Y V X
 

     

) الأخیرة مهمة جداً في التحلیل الاقتصادي من أجل 4-7العلاقة ( إن

تحقیق التوازن في الاقتصاد الوطني، و هي تعني أن مجموع قیم المنتجات 

، یساوي مجموع القیمة المضافة كافة قطاعات الاقتصاد الوطنيلالنهائیة 

  .جمیعها لمنتجات قطاعات هذا الاقتصاد



ل اا دذج اترت و ا  

     229 

  

) على 3- 7) و (2- 7تین (و باستخدام المصفوفات یمكننا كتابة العلاق

  الشكل التالي:

     )7 -5         (( )X AX Y A X Y       

     )7 -6     (      ( )P PA V P A V       

  حیث:

 ,ij n n
A a     بین القطاعات للإنتاج مصفوفة المعاملات الفنیة.  

  ,1i n
X X   (شعاع عمود) في القطاعات المختلفة الإنتاجمصفوفة.  

  ,1i n
Y Y   مصفوفة الطلب النهائي على منتجات مختلف القطاعات   

  .(شعاع عمود)                

     I         مصفوفة الوحدة و هي من المرتبةn.  

 1,j n
P P     (شعاع سطر)مصفوفة الأسعار.  

 1,j n
V V     مصفوفة القیمة المضافة الإجمالیة في وحدات منتجات

  القطاعات المختلفة.

  و بناءً علیه یمكن كتابة المعادلات المصفوفیة الأخیرة على الشكل التالي:

     )7 -7    (

11 12 1 1 1

21 22 2 2 2

1 2

1

1

1

n

n

n n nn n n

a a a X Y

a a a X Y

a a a X Y

       
             
     
     
       





     



  

     )7 -8         (

 

 

11 12 1

21 22 2

1 2

1 2

1 2

1

1

1

n

n

n

n n nn

n

a a a

a a a
P P P

a a a

V V V

   
     
 
 
   








   




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غیر سالب  ) حلٌ 7-7إذا كان للمعادلة ( 0X   من أجل مصفوفة

(شعاع) نصف موجب  0Y   ن النظام إللطلب النهائي، فإننا نقول

) حلاً غیر 8- 7إذا كان للمعادلة (. بالمقابل 1الاقتصادي یعد نظاماً منتجاً 

سالب  0P   من أجل أي مصفوفة (شعاع) نصف موجب 0V   للقیمة

  ن النظام الاقتصادي یعد نظاماً رابحاً.إالمضافة، فإننا نقول 

استناداً لما ذكر أعلاه إذا كان النظام الاقتصادي رابحاً و علمنا قیمة 

يشعاع الطلب النهائ 0Y  ) تمكننا من إیجاد قیمة شعاع 7-7فإن العلاقة (

في مختلف  الإنتاج، بمعنى آخر تمكننا من تحدید مستویات X الإنتاج

قطاعات الاقتصاد الوطني التي تساهم في سد حاجة الطلب النهائي في 

   .جمیعها القطاعات

قیمة شعاع القیمة  كان النظام الاقتصادي رابحاً و علمناإذا  بشكل مشابه

) تمكننا من معرفة شعاع الأسعار المقابل لهذه 8- 7المضافة فإن العلاقة (

   المنتجات.

  ):1-7مثال (

  :لتالیةلدینا المصفوفات اأنه بفرض 

      

60

80

570

Y

 
   
  

      0.5 1.3 0.8V     

0.4 0 0

0.8 0.2 0

0.9 0.3 0.2

A

 
   
  

  

                                  
0iXأنه شعاع غیر سالب إذا كانت جمیع مركباته غیر سالبة  Xنقول عن الشعاع  1   من أجل جمیع

  .iقیم 

0iXأنه شعاع نصف موجب إذا كانت مركباته غیر سالبة  Xنقول عن الشعاع و    من أجل جمیع

0iX، و كان iقیم    من أجل قیمة واحدة على الأقل لـi.  

0iXأنه شعاع موجب إذا كانت مركباته موجبة  Xما نقول عن الشعاع ك   من أجل جمیع قیمi.  
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نلاحظ هنا أن الشعاع   

100

200

900

X

 
   
  

) و كذلك 7-7هو حل للمعادلة (  

الشعاع  5 2 1P   ) 8-7هو حل للمعادلة.(  

السابقة، فإن أي شعاع  Aكما یمكن التأكد أنه من أجل المصفوفة 

      یعطینا شعاع نصف موجب للإنتاج.   Yالنهائي نصف موجب للطلب 

و للتأكد من ذلك لنأخذ الشعاع 
1

2

3

Y

Y Y

Y

 
   
  

    و نكتب المعادلة المصفوفیة  

  ) على شكل جملة معادلات عددیة من الشكل التالي:7- 7(

1 1

1 2 2

1 2 3 3

0.6

0.8 0.8

0.9 0.3 0.8

X Y

X X Y

X X X Y



  

   

  

  المعادلات على الشكل التالي: كما یمكن كتابة هذه

 

 

1 1

2 1 2

3 1 2 3

1

0.6

1
0.8

0.8

1
0.9 0.3

0.8

X Y

X X Y

X X X Y



 

  

  

1من خلال المعادلات الثلاث الأخیرة نلاحظ أنه إذا كان  0Y  یكون 

1على الأقل  0X  2، و إذا كان 0Y   1فإنه یكون على الأقل 2, 0X X ،      

3كذلك إذا كان  و 0Y    1 كل من فإنه یكون 2 3, , 0X X X  ،  و هنا

أن تكون سالبة. هذا  Xكبات الشعاع  ر نلاحظ أنه لا یمكن لأي مركبة من م

نفسها الطریقة یمكن ب كور هو نظام منتج، كمایعني أن النظام الاقتصادي المذ

  أن نتأكد أنه نظام رابح.
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 13aو هو العنصر  Aبفرض الآن أنه تم تغییر أحد عناصر المصفوفة 

  لتصبح على الشكل التالي مع بقاء المعطیات الأخرى دون تغییر:

*

0.4 0 0.5

0.8 0.2 0

0.9 0.3 0.2

A

 
   
  

  

  قد أصبح سالباً من الشكل: Xالشعاع  عندها سنلاحظ أن

*

2900

2778

3600

X

 
   
  

  

              سالباً أیضاً:قد أصبح   Pأن الشعاعنلاحظ كما 

 * 20 2.69 11.5P      ه نتیجة تغییر أحد عناصر المصفوفة أي إن

A  .فقد أصبح النظام الاقتصادي غیر منتج و كذلك غیر رابح  

  :1 ملاحظة

عندما یكون النظام الاقتصادي منتجاً یكون رابحاً أیضاً و العكس أیضاً 

صحیح، و عندما یكون غیر منتج یكون غیر رابح أیضاً و العكس أیضاً 

  صحیح. 

  .Aخواص مصفوفة المعاملات الفنیة للإنتاج  -7-2 

بالوحدات النقدیة (حتى نستطیع  كافة نقدر منتجات القطاعات بفرض أننا

لأن عناصر الأسطر في هذه المصفوفة هي عبارة  Aأسطر المصفوفة جمع 

ذه عن ما یستهلكه كل قطاع من منتجات القطاعات الأخرى المختلفة)، ففي ه

یتعین بشكل   Vالحالة، إذا كانت عناصر هذه المصفوفة معلومة فإن الشعاع 

  وحید. و هنا سیكون لدینا ما یلي:

1

: ( 1,2,...., )
n

ij
i

a j n


  تمثل قیمة السلع الوسیطة التي یستهلكها القطاع

j  واحدة من منتجاته. نقدیةوحدة ما قیمته لإنتاج  
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1

1 : ( 1, 2,...., )
n

j ij
i

V a j n


    القیمة المضافة الإجمالیة مقدرة تمثل

  .jواحدة من منتجات القطاع نقدیة وحدة  ما قیمتهبالوحدات النقدیة ل

  الصحیح. مساویةً الواحد Pوفي هذه الحالة تكون كل عناصر شعاع الأسعار

0ijaغیر سالبة أي  Aوبما أنه في الحالة العامة تكون عناصر المصفوفة  

فإن مجموع عناصر كل عمود في هذه المصفوفة سیكون أصغر من الواحد 

(لأن هذا المجموع یمثل ما یستهلك في جمیع القطاعات من منتجات قطاع 

من جهة  ذا الاستهلاك لا یمكن أن یتجاوز قیمة إنتاج هذا القطاع)،معین و ه

یمكن أن لذلك موجبة،  Vه في الحالة العامة تكون القیمة المضافة فإنأخرى،

  نكتب:  

)7-9(       
1

1 0 : ( 1,2,...., )
n

j ij
i

V a j n


     

  :أي إن

)7-10           (
1

1 : ( 1, 2,...., )
n

ij
i

a j n


   

و إذا علمنا أن كل قطاع لابد أن یستهلك كسلع وسیطة منتجات قطاع 

  واحد على الأقل، أمكننا أن نكتب المتراجحة التالیة:

)7-11           (
1

0 1 : ( 1, 2,...., )
n

ij
i

a j n


    

  .معاملات الكلیة للإنتاجال -7-3

  : سابقة الذكر )7- 7بالعودة إلى المعادلة المصفوفیة (

    
11 12 1 1 1

21 22 2 2 2

1 2

1

1

1

n

n

n n nn n n

a a a X Y

a a a X Y

a a a X Y

       
             
     
     
       





     



  

و استناداً إلى الخواص الریاضیة للمصفوفات، یمكن كتابة المعادلة السابقة 

  على الشكل التالي:
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)7-12(         

1

1 11 12 1 1

2 21 22 2 2

1 2

1

1

1

n

n

n n n nn n

X a a a Y

X a a a Y

X a a a Y


       

             
     
     

       





     



  

  أو بشكل مختصر:

)7-13(               
1

X A Y X B Y


        

وب المصفوفة لمقل  Bا بـ  نحیث رمز  A   معاملات الو نسمیها مصفوفة

  الكلیة للإنتاج.  الفنیة

یتألف  iX) یمكننا أن نستنتج أن إنتاج أي قطاع 13- 7من المعادلة (

  اء توضحهم المعادلة التالیة: من مجموعة أجز 

)7-14(   1 1 2 2 ..... : ( 1, 2,..., )i i i in nX b Y b Y b Y i n        

قطاع من قطاعات الاقتصاد إن المعادلة الأخیرة تبین أن إنتاج كل 

المخصص للاستهلاك النهائي (الطلب النهائي) في كل  الإنتاجرتبط بالوطني ی

لذلك سمیت  Bقطاعات هذا الاقتصاد الوطني، بموجب عناصر المصفوفة 

  معاملات الكلیة للإنتاج.المصفوفة  - هذه المصفوفة 

مصفوفة المعاملات الفنیة للإنتاج،   Aبناءً على خواص المصفوفة 

0ijb أي إن ،لا تحتوي قیماً سالبة Bنلاحظ أیضاً أن المصفوفة   .      

 iالقطاع كمیة منتجات  ijbاملات فتعني: أما التفسیر الاقتصادي لهذه المع

     للحصول على وحدة واحدة من الطلب النهائي على منتجات اللازمة

      و إذا كنا نقیس المنتجات بالوحدات النقدیة لسهولة الحسابات .jالقطاع 

للحصول على  اللازمة iالقطاع منتجات قیمة بأنها ijbنة، فإننا نفسر و المقار 

  .jما قیمته وحدة نقدیة واحدة من الطلب النهائي على منتجات القطاع 

اشتقاق ب هحیث إن، بصورة أخرى ijbیمكن تفسیر معنى المعاملات 

  نحصل على ما یلي: jY) اشتقاقاً جزئیاً بالنسبة لـ 14- 7العلاقة (
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)7 -15(                        i
ij

j

X
b

Y





  

یة (قیمة) التزاید الذي یطرأ على كم تعني ijbو حسب تعریف المشتق، فإن 

قیمة) منتجات یتزاید الطلب النهائي على كمیة (عندما  i منتجات القطاع

  بمقدار وحدة واحدة.  jالقطاع  

  ):2-7مثال (

ثلاثة قطاعات إنتاجیة في الاقتصاد الوطني هي :  أنه لدینا بفرض

 Aاء، و كانت مصفوفة المعاملات الفنیة للإنتاج الصناعة و الزراعة و البن

  بین هذه القطاعات على الشكل التالي:

    صناعة    زراعة        بناء      

0 .2 0 .4 0 .3

0 .5 0 .3 0 .1

0 .2 0 .1 0 .6

A

 
   
  

  

  صناعة

  زراعة

  بناء

الطلب النهائي على منتجات هذه القطاعات الثلاثة  عكان شعاأنه و بفرض 

  الشكل التالي: على

  

5 0 0

7 0 0

4 0 0

Y

 
   
  

  

  صناعة

  زراعة

  بناء

) و اللازم X الشعاع(الإجمالي في كل قطاع  الإنتاجو المطلوب: تقدیر حجم 

  .)Yلتغطیة الطلب النهائي على منتجات كل قطاع (الشعاع 

  الحل:  

  المعطیات الواردة أعلاه أن: نلاحظ من خلال

 
0.2 0.4 0.3 0.8 0.4 0.3

0.5 0.3 0.1 0.5 0.7 0.1

0.2 0.1 0.6 0.2 0.1 0.4

A A

    
            
       
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  و بالتالي نجد:

 
1

3.80 2.68 3.52

3.10 3.66 3.24

2.68 2.25 5.07

B A


 
      
  

  

  ) نجد:13-7( العلاقة و بناءً على

3.80 2.68 3.52 500 5184

3.10 3.66 3.24 700 5408

2.68 2.25 5.07 400 4943

X B Y

     
              
          

  

الطلب النهائي على منتجات قطاع الزراعة لیصبح  قد تغیرأنه بفرض الآن و 

الإجمالي في كل القطاعات نتیجة هذا  لإنتاجا، لنوجد قیم 700بدلاً من  900

  التغییر.

  ) نجد: 13- 7أیضاً بتطبیق العلاقة (

3.80 2.68 3.52 500 5720

3.10 3.66 3.24 900 6140

2.68 2.25 5.07 400 5393

X B Y

     
              
          

  

وحدة  200بمقدار زیادة الطلب النهائي على منتجات قطاع الزراعة نلاحظ أن 

على الشكل التالي:  جمیعها الإجمالي في القطاعات الإنتاجقد أدت إلى زیادة 

  وحدة). 450 –وحدة، البناء  732 –وحدة، الزراعة  536 –ناعة (الص

  :لات الفنیة للإنتاج في سنة قادمةتقدیر قیم المعام -7-4

لقد ذكرنا أعلاه أنه یستفاد من نموذج التشابك القطاعي (نموذج 

ل قطاع ك منتجاتاللازم من   X  الإنتاجلیونیتیف) في تقدیر حجم (قیمة) 

على منتجات هذا   Yفي القطاعات الأخرى لسد حاجة الطلب النهائي 

القطاع، و هذه المعرفة تنتج من خلال علاقة التشابك التي توضحها عناصر 

و التي  ijaها تتوضح من خلال المعاملات الفنیة للإنتاج أي إن، Aالمصفوفة 

  تكون عادة معلومة و ثابتة في الفترة القصیرة.
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تتغیر مع الزمن في الفترات الطویلة،  ijaلكن المعاملات الفنیة للإنتاج 

ولكن هذا التغیر یكون طفیفاً و یحدث بشكل بطيء، لذلك إذا علمنا قیم هذه 

كن اعتمادها (مع هاش صغیر جداً من الخطأ المعاملات في سنة معینة، فیم

یمكن التغاضي عنه) في سنة لاحقة، على أن لا تكون الفترة الزمنیة الفاصلة 

بین السنتین طویلة. أما عندما تكون الفترة الفاصلة بین السنتین طویلة نسبیاً 

ة لابد أن تتغیر قیم هذه المعاملات و بالتالي لا یمكن اعتماد المعاملات القدیم

في حال عدم من جدید في السنة اللاحقة و لابد من تقدیر هذه المعاملات 

  معرفتها في السنة اللاحقة.

إذن لابد لعملیات التخطیط الاقتصادي و التنبؤ من تقدیر قیم المعاملات 

قیم هذه المعاملات في السنة  من خلال tفي السنة اللاحقة  ijaالفنیة للإنتاج 

  الحالیة.

    Aكنا رمزنا لمصفوفة المعاملات الفنیة للإنتاج في السنة الحالیة بـ  

و سنقوم بتقدیر  tAو سنرمز لتقدیر هذه المصفوفة في السنة اللاحقة بـ 

من خلال قواعد التقدم التقني و تأثیره على العملیات  tAعناصر المصفوفة 

  .1یةالإنتاج

  یة من جهتین:الإنتاجإن التقدم التقني یؤثر في العملیات 

من خلال الإحلال الجزئي لسلع وسیطة مكان سلع أخرى في إنتاج  )1

 منتجات قطاع معین.

و كمیات من خلال تغیر النسبة بین كمیات (قیم) السلع الوسیطة  )2

 (قیم) منتجات القطاع المدروس. 

                                  
نسبة إلى العالم البریطاني ریتشارد ستون    RASــــ طریقة   tAتسمى هذه الطریقة في تقدیر المصفوفة   1

 .Stone R  1962التي وضعها عام.  
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وسیطة مكان سلع سلع الجزئي لحلال الإالحالة الأولى و التي فیها یتم 

معامل موجب نرمز له بـ  من خلال ، فیمكن أن نظهرهالإنتاجأخرى في عملیة 

0ir   حیث نضرب به السطر ،i صفوفةفي الم A ،ه إذا كان حیث إن

1ir    فإن ما یستخدم من السلع الوسیطةi  في القطاعj  للحصول على

وحدة واحدة من منتجاته یزداد مع الزمن على حساب نقصان استخدامه من 

1ir)، و إذا كان iع الوسیطة الأخرى (من غیر القطاع السل    فإن ما

للحصول على وحدة واحدة من  jفي القطاع  iیستخدم من السلع الوسیطة 

ادة استخدامه من السلع الوسیطة منتجاته ینقص مع الزمن على حساب زی

1ir)، أما إذا كان iالأخرى (من غیر القطاع     فإن ما یستخدم من السلع

یتغیر مع للحصول على وحدة واحدة من منتجاته لا  jفي القطاع  iالوسیطة 

من السلع الوسیطة الأخرى (من  jالزمن سواء زاد أو نقص استخدام القطاع 

  ).iغیر القطاع 

أما فیما یتعلق بتغیر النسبة بین كمیات (قیم) السلع الوسیطة المستخدمة 

، فنظهره من 1(قیم) الناتج الإجمالي في هذا القطاع و كمیات jفي القطاع 

0jsخلال معامل آخر نرمز له بـ    حیث نضرب به العمودj  في

1js، فإذا كان Aالمصفوفة   التي یستخدمها  فإن النسبة بین السلع الوسیطة

1jsتزداد مع الزمن، و إذا كان  iالإجمالي للقطاع  الإنتاجو   jالقطاع   

 الإجمالي الإنتاجو   jفإن النسبة بین السلع الوسیطة التي یستخدمها القطاع 

1jsتنقص مع الزمن، و إذا كان  iللقطاع    فإن النسبة بین السلع الوسیطة

تبقى ثابتة مع  iالإجمالي للقطاع  الإنتاجو   jالتي یستخدمها القطاع 

  الزمن.

                                  
الإجمالي لهذا  الإنتاجو  jعندما تزداد النسبة بین كمیات (قیم) السلع الوسیطة التي یستخدمها القطاع  1

  الإجمالي لهذا القطاع سوف تنقص، و العكس بالعكس. الإنتاجة و القطاع، فإن النسبة بین القیمة المضاف
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سیصبح  Aفي المصفوفة  ijaذكرنا أعلاه فإن العنصر بناءً على ما 

  سنة على الشكل التالي:   t، أي بعد مرور tAفي المصفوفة 

)7 -16              (( )ij i ij ja t r a s       

 irرمز للمصفوفة القطریة التي عناصر قطرها الرئیس المعاملات ن

 js، و للمصفوفة القطریة التي عناصر قطرها الرئیس المعاملات Rبالرمز 

  :أي إن  Sبالرمز  

1 1

2 2

0 0 0 0

0 0 0 0
,

0 0 0 0n n

r s

r s
R S

r s

   
   
    
   
   
   

 

 

       

 

  

  و بالتالي یمكن أن نكتب:

)7 -17                   (tA R A S    

لا  tAأن حساب عناصر المصفوفة  عند استخدام هذه الطریقة،نلاحظ 

R,یمكن أن یتم إلا بالتنبؤ بقیم المصفوفتین  S ر بحد ذاته یشكل و هذا الأم

و إن قمنا بالتنبؤ المذكور بشكل تقریبي، فإن مشكلة اقتصادیة لیست بسیطة، 

فرضیات هذه الطریقة (فرضیة الإحلال بین السلع الوسیطة و فرضیة النسبة 

الإجمالي) فیهما بعد عن الواقع بدرجة معینة،  الإنتاجبین السلع الوسیطة و 

یر، مع العلم أن الخطأ الناتج عن الفرض یؤدي إلى خطأ معین في عملیة التقد

  الأول یعدل منه إلى حد ما الخطأ الناتج عن الفرض الثاني.   

  المعاملات الكلیة للإنتاج. فيتأثیر تغیر المعاملات الفنیة  -7-5

 حیث إن Aمشتقة من المصفوفة  Bلقد وجدنا سابقاً أن المصفوفة 

 
1

B A


   و بالتالي فإن أي تغیر في المعاملات ،ija  عناصر)

. و لكن مقدار B) سوف یؤدي إلى تغیر كل عناصر المصفوفة Aالمصفوفة 

الذي حدث  ijaیتوقف من جهة على العنصر  Bهذا التغیر في المصفوفة 
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لذلك لابد من معرفة  فیه التغیر، و على مقدار هذا التغیر من جهة أخرى.

مدى تأثیر كل معامل من المعاملات الفنیة للإنتاج في المعاملات الفنیة الكلیة 

)، و بالتالي في النموذج بالكامل، و ذلك حتى Bللإنتاج (أي في المصفوفة 

  نستطیع عزل المعاملات الهامة من المعاملات قلیلة الأهمیة.

طریقة تقریبیة و طریقة دقیقة،        - یمكن دراسة هذا التأثیر بطریقتین

لسهولتها، حیث سنترك الطریقة الدقیقة و سوف نعتمد هنا الطریقة التقریبیة 

  مقررات أكثر تخصصیةً.ل

غالباً تستخدم الطریقة التقریبیة عندما تكون التغیرات في قیم المعاملات 

  ) صغیرة بالقیمة المطلقة.Aالفنیة (عناصر المصفوفة 

لنضرب طرفي العلاقة  
1

B A


    من الیسار بالمصفوفة A     

  و بالاستفادة من خواص المصفوفات نجد:

)7 -18          (     
1

A B A A


            

،      ijaمقداره  قد طرأ علیه تغیر Aفي المصفوفة  ijaبفرض أن المعامل 

  :1فنجد )18-7و لنشتق طرفي العلاقة (

)7 -19               (
 

  0
ij ij

A B
B A

a a

   
     

 
  

الطرف الأیمن من العلاقة الأخیرة عبارة عن مصفوفة صفریة من  حیث إن

)المرتبة  , )n n طرفي هذه العلاقة من الیسار بالمصفوفة  ب. و بضرB :نجد  

 
  0

ij ij

A B
B B B A

a a

   
       

 
  

و بملاحظة أن:    A B B A         :نجد أن  

                                  
مشتق مصفوفة بالنسبة إلى متحول عددي هو عبارة عن مصفوفة من ذات المرتبة و كل عناصرها  حیث إن 1

 عبارة عن مشتقات عناصر المصفوفة الأصلیة بالنسبة لذلك المتحول العددي.
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 )7 -20               (
 

ij ij

AB
B B

a a

  
   

 
  

هي مقلوب المصفوفة  Bالمصفوفة  حیث إن A   و جداؤهما یساوي

  . ولكن:مصفوفة الوحدة

   ij
ij

A
E

a

  
 


  

حیث  ijE عبارة عن مصفوفة كل عناصرها أصفار عدا العنصر الذي  هي

الذي یساوي الواحد، و بالتالي یمكن أن  jمع العمود  iالسطر عند تقاطعیقع 

  نكتب: 

)7 -21   ( 

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

1 2

i j i j i jn

i j i j i jn

ij

ij

ni j ni j ni jn

b b b b b b

b b b b b bB
B E B

a

b b b b b b

 
 

   
 
 
  





   



  

  یكون: klbو لیكن العنصر  Bفمن أجل أي عنصر من عناصر المصفوفة  

kl
ki jl

ij

b
b b

a


 


  

 من عناصر المصفوفة klbالذي یحدث في العنصر  klbالتغیر  أي إن

B  نتیجة تغیر العنصرija  في المصفوفةA  بمقدارija :یساوي  

)7 -22                  (kl ki jl ijb b b a     

من ) على الحالة التي یتغیر فیها أكثر 22- 7یمكن تعمیم العلاقة (

 klb، فنجد أن التغیر الكلي الذي یحدث للعنصر Aعنصر في المصفوفة 

  سیعطى بالعلاقة التالیة:

)7 -23                  (
1 1

n n

kl ki jl ij
i j

d b b b a
 

    
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  ):3-7مثال (

  لدینا مصفوفة المعاملات الفنیة التالیة:أنه بفرض 

0.5 0 0

0.3 0.1 0.1

0.2 0.2 0.2

A

 
   
  

  

11حدثت التغیرات التالیة: أنه و بفرض  0.1a     ،31 0.1a     

نتیجة  Bإیجاد التغیر الإجمالي الذي سیحدث لعناصر المصفوفة فالمطلوب: 

  التغیرات السابقة.

  نلاحظ أولاً:الحل:  

 
0.5 0 0 2 0 0

0.3 0.9 0.1 0.743 1.143 0.143

0.2 0.2 0.8 0.686 0.286 1.286

A B

   
            
       

  

11من أجل   ) 22- 7بتطبیق العلاقة ( 0.1a   :نجد  

11 11 11 11 2 2 0.1 0.5b b b a         

21 21 11 11 0.743 2 0.1 0.149b b b a         

  و بطریقة مشابهة نستخرج باقي العناصر فنجد:

1

0.5 0 0

0.149 0 0

0.137 0 0

B

 
    
  

  

31) من أجل   22-7كذلك بتطبیق العلاقة ( 0.1a   :نجد  

11 13 11 31 0 2 ( 0.1) 0b b b a          

21 23 11 31 0.143 2 ( 0.1) 0.029b b b a           

  و بطریقة مشابهة نستخرج باقي العناصر فنجد:

2

0 0 0

0 .029 0 0

0 .257 0 0

B

 
    
  
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نتیجة التغیرات  Bالتغیر الإجمالي الذي سیحدث لعناصر المصفوفة أما 

  ) فنجد:23- 7من خلال تطبیق العلاقة (السابقة فنوجده 

1 2

2.5 0 0

0.863 1.143 0.143

0.566 0.286 1.286

B B B

 
       
  

  

قد أصبحت بعد التغیرات التي حدثت على الشكل  Aمع العلم أن المصفوفة 

      التالي:

1 2

0.6 0 0

0.3 0.1 0.1

0.1 0.2 0.2

A A A

 
       
  

  

  .تاجالإنتأثیر تغیر المعاملات الفنیة للإنتاج في حجوم  -7-6

في كل قطاع من قطاعات الاقتصاد  الإنتاجسنبحث الآن في تغیر حجم 

 ،Aالفنیة  المعاملاتأحد عناصر مصفوفة  ijaالعنصر الوطني نتیجة تغیر 

  .ijaبمقدار 

X لقد وجدنا سابقاً أن: B Y    و بناء علیه یمكن أن نكتب العلاقة

  التالیة:

)7-24         (
1

n

k k l l
l

X b Y


   

، و كذلك Bفي المصفوفة  klbالتغیر الذي یحدث للعنصر  klbفإذا كان 

kX  التغیر الذي یحدث على حجم إنتاج القطاعk  نتیجة تغیر المعامل

  : )24- 7، فنستطیع أن نكتب من خلال العلاقة (ijaربمقدا ijaالفني للإنتاج

1

1 1

( )
n

k k kl kl l
l

n n

kl l kl l
l l

X X b b Y

b Y b Y



 

     

    



 
  

          :أي إن
1

n

k kl l
l

X b Y


     
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  رین غیر محلولة على الفصل السابعتما

  

بفرض لدینا ثلاثة قطاعات إنتاجیة في الاقتصاد الوطني، وكانت مصفوفة  )1

  بین هذه القطاعات على الشكل التالي: Aالمعاملات الفنیة للإنتاج 

0 .3 0 .3 0 .2

0 .4 0 .2 0 .3

0 .1 0 .4 0 .3

A

 
   
  

  

الطلب النهائي على منتجات هذه القطاعات الثلاثة و بفرض كان شعاع 

  على الشكل التالي:

  

8 0 0

9 0 0

6 0 0

Y

 
   
  

  

   ) X الشعاع(الإجمالي في كل قطاع  الإنتاجو المطلوب: تقدیر حجم 

  .)Yاللازم لتغطیة الطلب النهائي على منتجات كل قطاع (الشعاع و 

  بفرض لدینا مصفوفة المعاملات الفنیة التالیة: )2

0.3 0.2 0.1

0.2 0.3 0.4

0.2 0.4 0.3

A

 
   
  

  

22و بفرض حدثت التغیرات التالیة:  0.1a     ،31 0.1a     

  فالمطلوب: 

 Bإیجاد التغیر الإجمالي الذي سیحدث لعناصر المصفوفة  .1

 نتیجة التغیرات السابقة.

 .نتیجة التغیرات السابقة الإنتاجإیجاد التغیر في حجوم  .2
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  ال ان

  ار اط  أس

تشكیلها و حلها جبریاً      البرمجة الخطیة و طرائق مسائل الحدیث عن قبل 

و بیانیاً و بطریقة السیمبلكس، لابد من تذكیر الطالب بالمتراجحات  سواءً 

  أكثر، و كیفیة إیجاد حلول هذه المتراجحات.  مبمتحول واحد أ

  المتراجحات: -8-1

aفإننا نستطیع أن نكتب  a , b ندینا عددان حقیقیاإذا كان ل b  إذا

b، كما یمكن أن نعكسها ونكتبهاbأكبر تماماً من  aكان  a  ونقرأهاb 

a، كما یمكن أن نقولaأصغر تماماً من  b العدد  أي إنa یساوي  أكبر أو

b ویمكن أیضاً أن نقولa b  أي العددa  أصغر أو یساويb.  

نسمي كل هذه الصیغ متراجحات (أو متباینات)، وهذا یعني أن 

a,العددین b  ،لیسا متساویین وإنما أحدهما أكبر (أصغر) أو یساوي الآخر

aكما في الحالة b.  

  المتراجحات الخطیة: - 1- 8-1

لمتحولات من الدرجة الأولى بالنسبة ل خطیة (قد تكون المتراجحات 

) وقد تكون غیر خطیة، وقد تكون ذات متحول واحد أو  جمیعها التي تحتویها

أكثر، وسنقتصر في دراستنا على المتراجحات الخطیة والتي لا یزید عدد 

  والتي سوف ندرسها على الشكل التالي:متحولاتها عن متحولین اثنین. 

  المتراجحات الخطیة بمتحول واحد: -1- 1- 8-1

axوهي المتراجحات التي یمكن كتابتها على الشكل  b  وهذه

حیث یمكن حلها على   x`xالمتراجحة تمثل مجموعة نقاط على محور موّجه 

الشكل التالي: 
b

x
a

 مجموعة النقاط التي تمثل حلاً لهذه المتراجحة  أي إن
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,هي نقاط المحور المذكورة والتي تنتمي إلى المجال 
b

x
a

 
  
 

، وقد جعلنا 

، أما لو كانت المتراجحة المجال مغلقاً من الیسار لأن المتراجحة من الشكل 

,فیكون المجال  من الشكل
b

x
a

 
  
 

. وعندما تكون المتراجحة من 

axالشكل b أوax b  فتكون المجالات التي تمثل حلولاً لهذه

,المتراجحة على التوالي
b

x
a

 
   
 

,أو 
b

x
a

 
  
 

  

  وتمثیلها على المحور الموجه یكون على الشكل التالي:

المتراجحة 
b

x
a

 :(الجزء المحدد من المحور)  

b

a  

أو المتراجحة 
b

x
a

  

b

a  
  ):1- 8مثال (

تركة للمتراجحتین التالیتین ثم مثّل نقاط الحل أوجد مجموعة الحلول المش

  على المحور الموجه

3 12

5 35

x

x




  

  الحل:

  المتراجحة الأولى:

 3 12 4 4,x x x       

  المتراجحة الثانیة:

 5 35 7 ,7x x x       
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وبالتالي الحل المشترك هو:  4,7x   

  
  المتراجحات الخطیة بمتحولین: - 2- 1- 8-1

axتكون عادة المتراجحة الخطیة بمتحولین من الشكل by c  

0aحیث  0وكذلكb   كما یمكن أن تكون إشارة المتراجحة من الشكل

 , , ,    كما أن حلول هذه المتراجحة تكون على شكل منطقة في ،

  .XOYالمستوي الإحداثي 

لإیجاد منطقة حلول هذه المتراجحة، نقوم بتحویل المتراجحة إلى معادلة 

وذلك باستبدال إشارة المتراجحة  , , ,     ،(=) نقوم بعد  وبإشارة مساواة

المعادلة  حیث إنوالذي یعبر عن حلول المتراجحة، ذلك برسم المستقیم الناتج، 

axالناتجة من العملیة السابقة تأخذ الشكل التالي by c   وهي معادلة

مستقیم. ولرسم هذا المستقیم في مستوي المحاور الإحداثیة نستخدم إحدى 

   .الطرق المعروفة

أن هذا المستقیم یقسم بعد رسم المستقیم في المستوي الإحداثي، نلاحظ 

  المستوي عملیاً إلى ثلاثة أجزاء نذكرها على الشكل التالي:

الجزء الأول: ویقع عن یمین (یسار) وأعلى المستقیم المفروض حسب  -1

  شكل المتراجحة (أكبر، أصغر).

الجزء الثاني: ویقع عن یسار (یمین) وأسفل المستقیم المفروض حسب  -2

 شكل المتراجحة (أكبر، أصغر).

 جزء الثالث: هو مجموعة نقاط المستقیم المفروض ذاتها.ال -3
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أحد الجزأین الأول أو الثاني یحقق المتراجحة فقط أما الجزء الثالث فهو 

یحقق المتراجحة عندما تكون من الشكل  ,  أما إذا كان شكل المتراجحة

 ,  قیم لا تحقق المتراجحة.فإن مجموعة نقاط المست  

ولمعرفة أي من الجزأین الأول أو الثاني یحقق المتراجحة لا سبیل لنا إلا 

عملیة التجریب، حیث نختار نقطة معینة من أحد هذین الجزأین (وبشرط أن لا 

هذه النقطة المختارة في المتراجحة، فإن  إحداثیاتتقع على المستقیم) ونعوض 

النقطة، فإن هذه النقطة تكون واقعة في منطقة تحققت المتراجحة عند هذه 

الحلول المقبولة لهذه المتراجحة وتكون المنطقة الواقعة في الاتجاه الآخر تشكل 

منطقة الحلول غیر المقبولة. أما إذا لم تتحقق المتراجحة عند النقطة 

المفروضة، فإن هذه النقطة تكون واقعة في منطقة الحلول غیر المقبولة 

  ة وتكون منطقة الحلول المقبولة في الاتجاه الآخر.للمتراجح

ولاختیار نقطة الاختبار یمكن اختیار أي نقطة في المستوي الإحداثي 

في ها نعوض إحداثیات و)، 0,0نقطة مبدأ الإحداثیات (غالباً نختار ولكن 

  المتراجحة ونتخذ القرار بناءً على النتیجة وفق ما هو وارد أعلاه.

  ):2- 8مثال (

  الحلول المشتركة للمتراجحتین التالیتین: منطقةد أوج
5 3 15

3 4 12

x y

x y

 

 
  

  الحل:

  نحول المتراجحتین إلى معادلتین:

5 3 15

3 4 12

x y

x y

 

 
  

  لرسم الخطین المستقیمین المعبرین عن هاتین المعادلتین نكتبهما على الشكل:
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5 3
1 1

15 15 3 5

3 4
1 1

12 12 4 3

x y x y

x y x y

    

    

  

ي المستوي الإحداثي ونختبر المتراجحتین عند نقطة المبدأ نرسم المستقیمین ف

  فنجد :

   5 0 3 0 0 15   المتراجحة الأولى محققة (نقطة المبدأ تقع في منطقة

  الحلول المقبولة).

   3 0 4 0 0 12    المتراجحة الثانیة محققة (نقطة المبدأ تقع في منطقة

  الحلول المقبولة).

أن منطقة الحلول المشتركة للمتراجحتین معاً هي المنطقة  نلاحظ

المخططة بخطوط طولانیة وعرضانیة في الوقت نفسه. فالمنطقة المخططة 

بخطوط عرضانیة فقط تحقق المتراجحة الأولى فقط والمنطقة المخططة 

  ).1- 8بخطوط طولانیة فقط تحقق المتراجحة الثانیة فقط. انظر الشكل (

  
  )1- 8الشكل (
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  ):3- 8مثال (

  المشتركة للمتراجحات الأربعة التالیة:و أوجد منطقة الحلول المقبولة 
3 6 18

6 4 24

0

0

x y

x y

x

y

 

 





  

  الحل:

  نحول المتراجحات إلى معادلات:

 

 

 

 

3 6 18 1

6 4 24 2

0 3

0 4

x y

x y

x

y

 

 





  

على المحاور إن المعادلتین الثالثة والرابعة تعبران عن مستقیمین ینطبقان 

0xتعبر عن المحور العمودي وبالتالي  x = 0الإحداثیة حیث    یعني أنx 

0yتعبر عن المحور الأفقي وبالتالي  y = 0كذلك  لا تأخذ قیماً سالبة،  

ة لا تأخذ قیماً سالبة. مما یعني أن منطقة الحلول المشترك yیعني أن 

للمتراجحات الأربع هي المنطقة التي تحقق المتراجحتین الأولى والثانیة وتكون 

واقعة في الربع الأول من مستوي الإحداثیات. لذلك نوجد منطقة الحلول 

المشتركة المقبولة للمتراجحتین الأولى والثانیة ونختار منها الجزء الذي یقع في 

  الربع الأول على الشكل التالي:
3 6

1 1
18 18 6 3

6 4
1 1

24 24 4 6

x y x y

x y x y

    

    

  

نرسم المستقیمین المعبرین عن المتراجحتین الأولى والثانیة ونحدد منطقة 

الحلول المشتركة حیث نلاحظ أن نقطة المبدأ تحقق المتراجحتین فتكون جهة 

  )):2- 8التحقق نحو الیسار والأسفل. (انظر الشكل (
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  )2- 8الشكل (

  لمتراجحات:خواص ا - 2- 8-1

للمتراجحات كما للمعادلات قواعد أساسیة (خواص) یمكن أن نذكرها كما 

  یلي:

طرفي المتراجحة عدداً ثابتاً أو طرحنا من طرفیها عدداً  إلىإذا جمعنا  -1

 ثابتاً فإن العلاقة بین طرفي المتراجحة لا تتغیر:

إذا ضربنا طرفي المتراجحة بعدد ثابت موجب أو قسمنا طرفیها على  -2

 دد ثابت موجب فإن العلاقة بین طرفي المتراجحة لا تتغیر.ع

إذا ضربنا طرفي المتراجحة بعدد ثابت سالب أو قسمنا طرفیها على  -3

  عدد ثابت سالب فإن العلاقة بین طرفي المتراجحة ینعكس اتجاهها. 

 إلىحتاج على المستوى الجزئي أم الكلي، ت سواءً إن عملیة التخطیط 

مخططین في إجراء المقارنات بین البدائل المختلفة طرائق كمیة تساعد ال

ضمن المتاحة أمام المخطط، وذلك لاختیار البدیل الأمثل أو الأفضل، وذلك 

  شروط محددة.الإمكانیات المتاحة، أو ضمن 

فالمنشآت الاقتصادیة تحاول دوماً الحصول على أكبر عائد من نشاطها 

مواردها لك من خلال استغلال التجاري، وذ ، أمالإنتاجيالاقتصادي سواء 

، ویتم ا، ضمن شروط العملیة الاقتصادیة التي تمارسهالمتاحة استغلالاً أمثل

 الحصول على أكبر ربح أو عائد من العملیة الاقتصادیة، إما عن طریق زیادة
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، أو بیع كمیات بإنتاجالمبیعات ضمن الإمكانیات المتاحة، أو  وإمّا الإنتاج

أبسطها  منف الممكنة. ولتحقیق ذلك هناك طرائق عدیدة، التكالیمعینة بأقل 

  ، التي سنعرضها على الشكل التالي:- طریقة البرمجة الخطیة –وأكثرها سهولة 

  مفهوم البرمجة الخطیة:-8-2

برمجة وقد اشتقت من  –تأتي تسمیة البرمجة الخطیة من كلمتین 

ملیة الاقتصادیة، البرنامج أو خطة العمل التي توصلنا إلى مبتغانا من الع

المستخدمة في جمیعها وتعني أن العلاقات الریاضیة  - والكلمة الثانیة الخطیة

فیها جمیعها البرنامج أو خطة العمل هي علاقات خطیة (أي المتحولات 

  مرفوعة للأس واحد). وبالتالي یمكننا أن نعرف البرنامج الخطي بأنه:

عى إلى تحقیقه (تعظیم ـــ نسخطي تابع هدف خطة عمل، أو برنامج یتضمن 

خطیة تصغیر) ضمن مجموعة قیود تكون على شكل متراجحات، أو معادلات 

مفروضة على متحولات تابع الهدف، وبحل هذا البرنامج نصل إلى الحل 

  الأمثل للمشكلة الاقتصادیة التي نسعى لحلها.

من الأسالیب الكمیة التي  هو أسلوب البرمجة الخطیة وبناءً علیه فإن

التي في إیجاد الحل الأمثل لكثیر من المشكلات الاقتصادیة  یمكن استخدامها

التي تعتبر من أفضل الطرائق الریاضیة البرامج الخطیة  أن . كماتواجهنا

الإنتاج، أو التوزیع، أو التخزین، أو المبیعات،  مشكلات تساعدنا في معالجة

كبر عائد على أ ة مسبقاً، وذلك بهدف الحصولوالتسویق ضمن شروط محدد

تنفیذ الخطة المطلوبة للحصول على  -من العملیة الاقتصادیة، أو بشكل آخر

  بأقل التكالیف الممكنة. أكبر عائد 

  شروط تطبیق أسلوب البرمجة الخطیة: - 1- 8-2

  لتطبیق البرمجة الخطیة شروط خاصة نذكرها على الشكل التالي:
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لقیاس الكمي وأن تكون قابلة لجمیعها أن تكون المتحولات المستخدمة  -1

  العلاقة بین هذه المتحولات خطیة.

غیر سالبة (أكبر أو تساوي جمیعها أن تكون المتحولات المستخدمة  -2

یمكن لعدد العمال أو حجم الإنتاج، أو الحجم  لاالصفر) فمثلاً 

المستخدم من المواد الأولیة،....الخ، أن تكون سالبة، وهو ما نعبر 

 .عنه بقیود عدم السلبیة

لمتحولات المستخدمة ل الأسعارعدم التغیر في المواصفات الفنیة أو  -3

 خلال فترة الدراسة.جمیعها 

  تشكیل البرنامج الخطي: - 2- 8-2

  إن أي برنامج خطي یتألف من الأجزاء الثلاثة التالیة:

أو  Maxتابع هدف من الشكل الخطي ویكون على شكل تعظیم  -1

  .Minتصغیر 

تابع  الداخلة في متحولاتالة على مفروضأساسیة مجموعة قیود  -2

القیود على شكل متراجحات من الشكل وتكون هذه ، الهدف

 , , ,    أو معادلات خطیة حیث تعبر هذه المتراجحات أو

 المعادلات عن الموارد المتاحة أو المخرجات المطلوب تحقیقها.

فردیة  عن قیودالجزء الثالث من البرنامج الخطي هو أیضاً عبارة  -3

جمیعها على شكل متراجحات خطیة، وهي ذاتها في البرامج  تكون

وقد تحدثنا عنها أعلاه، ومعناها أن ونسمیها قیود عدم السلبیة 

أكبر أو تساوي  يسالبة (أ غیر یجب أن تكونجمیعها المتحولات 

 الصفر).

الشكل  وبناءً علیه یمكن صیاغة النموذج العام لمسائل البرمجة الخطیة على

  التالي:
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    
 

 

  

  

  :1ملاحظة 

 –نسمي النموذج عندما تكون القیود الأساسیة على شكل معادلات 

نموذجاً نظامیاً، ونستخدم مثل هذه النماذج غالباً في عملیات البحث عن 

  الحلول المثلى للمشكلات الاقتصادیة نظراً لسهولته.

 وإتقانلابد من التمكن ل مسائل البرمجة الخطیة كیفیة ح قبل الغوص في

من خلال  صیاغته بشكل صحیح، سوف نوضح ذلكعملیة كتابة النموذج و 

  :المثال التالي

  ):4- 8مثال (

بفرض لدینا مصنع للغسالات المنزلیة، ویحتوي هذا المصنع على ثلاثة 

زین خطوط للإنتاج، كما یمكنه أن ینتج على كل خط من خطوط الإنتاج طرا

 Aالواحدة من الطراز  الغسالةإنتاج )، فإذا علمت أن B, Aمن الغسالات (

 3ساعات،  4على الخطوط الأول والثاني والثالث یحتاج على التوالي إلى 

على الخطوط  Bالواحدة من الطراز  الغسالةساعات. وكذلك إنتاج  5ساعات، 

ساعات على  4 ساعات، 6ساعات،  5یحتاج إلى الأول والثاني والثالث 

 A 5000الواحدة من الطراز  الغسالةالتوالي. وإذا علمت أن المصنع یربح من 
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ل.س. وإذا علمت أن المصنع یستطیع تشغیل  B 6000ل.س، ومن الطراز 

ساعة،  120ساعة، الثاني: 90خطوط الإنتاج أسبوعیاً الأزمنة التالیة: الأول: 

  ساعة. فالمطلوب: 100الثالث: 

مصنع على كتابة البرنامج الخطي الذي تستطیع من مساعدة إدارة ال

خلاله الحصول على أكبر ربح ممكن من خلال العملیة الإنتاجیة دون تجاوز 

  الأزمنة المتاحة للإنتاج.

  الحل:

  لنضع المعلومات السابقة في الجدول التالي لسهولة استخدامها:

  )4- 8معطیات المثال ( )1-8الجدول (

الزمن المتاح 

  سبوعیاً للإنتاج أ

  خطوط الإنتاج  الزمن اللازم لإنتاج القطعة الواحدة

 Aالطراز   Bالطراز 

  الأول  4  5  90

  الثاني  3  6  120

  الثالث  5  4  100

  6000  5000  
الربح من القطعة 

  الواحدة

، x1بالرمز  Aإذا رمزنا لعدد القطع التي نستطیع إنتاجها من الطراز 

  تطیع صیاغة البرنامج على الشكل التالي:، فإننا نسx2بالرمز  Bومن الطراز 
  

  

  

  

  

  

)8–2(  

1 25000 6000Z x x Max    تابع الهدف  

1 2

1 2

1 2

4 5 90

3 6 120

5 4 100

x x

x x

x x

 


 
  

  القیود الأساسیة  

1

2

x 0

0x





  قیود عدم السلبیة   
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  حل مسائل البرمجة الخطیة: -8-3

الطریقة  - عدیدة نذكر منهاق ائیمكن حل مسائل البرمجة الخطیة بطر 

ق الأخرى للمقررات ائسیمبلكس. ونترك الطر الالجبریة، الطریقة البیانیة، وطریقة 

  التخصصیة.

  الطریقة الجبریة لحل مسائل البرمجة الخطیة: - 1- 8-3

ة، نحول المتراجحات لحل مسائل البرمجة الخطیة بالطریقة الجبری

دم السلبیة) إلى معادلات. ثم نقوم بحل لقیود ع ةً ضافالأساسیة إ (القیودجمیعها 

بعضها مع بعض، وباعتبار أننا ذكرنا سابقاً أننا نستخدم جمیعها المعادلات 

برامج تحتوي متحولین فقط، لذلك سوف نحل هذه المعادلات حلاً مشتركاً عن 

طریق حل كل معادلتین حلاً مشتركاً للحصول على الحلول المشتركة لهذه 

بذلك عدد الحلول یساوي المعادلات، ویكون
 2 1

2
n

n n
C


  حلاً، حیثn 

  .المعادلاتعدد 

بعد حصولنا على حلول المعادلات كلها، نلاحظ أن بعض هذه الحلول 

الحل مقبولاً یجب أن یحقق یكون مقبولاً وبعضها الآخر غیر مقبول. فكي یكون 

ق إحدى المتراجحات على (القیود)، فإذا كان الحل لا یحقجمیعها المتراجحات 

الأقل یكون الحل غیر مقبول. ولذلك عند إیجاد الحلول یجب أن نتأكد ولكل 

أنه مقبول، ونستبعد الحلول غیر المقبولة. ثم نوجد قیمة تابع من حل على حدة 

الهدف للحلول المقبولة فقط، ونختار الحل الذي یجعل قیمة تابع الهدف أمثلیة 

العملیات السابقة حال). وللسهولة فإننا نضع (عظمى، أو صغرى، حسب ال

بشكل مختصر في جدول مخصص لهذه الغایة، ولسهولة الحصول على 

  النتائج ومقارنتها على الشكل التالي:
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  ) نتائج الحل الجبري للبرنامج الخطي 2-8الجدول (

  رقم الحل  كیفیة الحل  الحل الناتج  قبول الحل  تابع الهدف

1 .....z   11  مقبول/غیر مقبول 21....., .....x x 

  

  1  )2) مع (1معادلة(

2 .....z   
.

.

.

.

  

.

.

.

.

  

  مقبول/غیر مقبول
.

.

.

.

  

.

.

.

.

  

12 22....., .....x x 

  
.

.

.

.

  

.

.

.

.

  

  )3) مع (1معادلة(
.

.

.

.

  

.

.

.

.

  

2  
.

.

.

.

  

.

.

.

.

  

ذي توصلنا إلیه من ال فیذ هذه العملیات لنحل البرنامجولتوضیح كیفیة تن

  .)4-8( خلال المثال

  ):5- 8مثال (

  )):4- 8حل البرنامج الخطي التالي حلاً جبریاً (معطیات المثال (

1 2

1 2

1 2

1 2

1

2

5000 6000

4 5 90

3 6 120

5 4 100

x 0

0

Z x x Max

x x

x x

x x

x

  

 

 

 





  

  الحل:

معادلات على الشكل  5إلى معادلات فنحصل على جمیعها نحول المتراجحات 

  التالي:

 

 

 

 

 

1 2

1 2

1 2

1

2

4 5 90 1

3 6 120 2

5 4 100 3

x 0 4

0 5

x x

x x

x x

x

 

 

 




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نحصل على عدد من فلتین مع بعض بحل هذه المعادلات كل معادنقوم 

  الحلول یساوي :

2
5

5 4
10

2
C حل������������������������������������������������������ول


   

كل حل من الحلول العشرة السابقة، فیما إذا كان مقبولاً أم لا.  ثم نتأكد من

ونحسب قیمة تابع الهدف للحلول المقبولة فقط. وأخیراً نختار أفضل قیمة لتابع 

  تالي:نضعها في الجدول ال الإجراءاتهذه  الهدف.

  )4-8) نتائج حل البرنامج الخطي جبریاً للمثال (3-8الجدول (

قبول   تابع الهدف

  الحل

رقم   كیفیة الحل  الحل الناتج

  الحل

11  مرفوض  - 216.66 , 23.33x x    )1  )2) مع (1معادلة  

2 111111.11z   12  مقبول 2215.56 , 5.56x x  )2  )3) مع (1معادلة  

3 108000z   13  مقبول 230 , 18x x  )3  )4) مع (1معادلة  

14 مرفوض  - 2422.5 , 0x x  )4  )5) مع (1معادلة  

15 مرفوض  - 256.66 , 16.66x x  )5  )3) مع (2معادلة  

16 مرفوض  - 260 , 20x x  )6  )4) مع (2معادلة  

17  مرفوض  - 2740 , 0x x   )7  )5) مع (2معادلة  

18  مرفوض  - 280 , 25x x  )8  )4) مع (3معادلة  

9 100000z   19 مقبول 2920 , 0x x  )9  )5) مع (3معادلة  

10 0z   110 مقبول 2100 , 0x x  )10  )5) مع (4معادلة  

 9و 3و 2نلاحظ أن لدینا أربعة حلول مقبولة فقط وهي الحل رقم (

فإننا نلاحظ أن الحل الثاني هو  Max) وبما أن تابع الهدف من الشكل 10و

111111.11zلبرنامج حیث قیمة تابع الهدف تساويا لهذا الحل الأمثل  

15.56x  وعندها فإن قیمة   5.56    وقیمةy   یجب أن المصنع  أي إن

وبذلك  Bمن الطراز  غسالة 5.56   و Aمن الطراز  غسالة  15.56    ینتج

111111.11zمقداره  أعظم اً یحقق ربح  .ل.س  
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  ة لحل مسائل البرمجة الخطیة:الطریقة البیانی - 2- 8-3

ق لحل مسائل البرمجة الخطیة، ولكنها ائهذه الطریقة من أبسط الطر 

غیر فعالة أو حتى غیر ممكنة الاستخدام عندما یزید عدد المتحولات عن اثنین 

أو ثلاثة، حیث نوجد من خلال هذه الطریقة منطقة الحلول المشتركة 

ن وعندما یكون لدینا متحولاة للبرنامج، للمتراجحات التي تمثل القیود الأساسی

الأول من  یة فإن منطقة الحلول تقع في الربعفقط، واستناداً إلى قیود عدم السلب

المشتركة غالباً ما تكون على منطقة الحلول  نّ و إمستوى الإحداثیات. كما 

أحد هذه  دشكل مضلع له عدة رؤوس وتكون القیمة المثلى لتابع الهدف عن

تابع لمشتركة للمتراجحات، نوجد قیمة ذلك بعد تحدید منطقة الحلول االرؤوس، ل

والتي المقبولة من النقاط التي تحدد منطقة الحلول رأسیة الهدف عند كل نقطة 

(الرأس) الذي تكون ، ونختار النقطة )الركینةالرأسیة (أو النقاط نسمیها النقاط 

  .Minأو  Maxل قیمة تابع الهدف عنده أمثلیة. سواء كانت من الشك

وبشكل مختصر یمكننا بیان كیفیة الحل وفق هذه الطریقة على الشكل 

  التالي:

  تحویل القیود الأساسیة إلى معادلات. - 

تمثیل المعادلات بیانیاً بخطوط مستقیمة (على اعتبار أن المعادلات  - 

 خطیة).

أن للمتراجحات جمیعاً (على منطقة الحلول المشتركة المقبولة  إیجاد - 

 یاً مع قیود عدم السلبیة).في الربع الأول، تماشتكون 

كل نقطة من النقاط التي تحدد منطقة  دحساب قیمة تابع الهدف عن - 

 الحلول المقبولة.

 تحدید النقطة التي تجعل تابع الهدف أمثلاً. - 
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م ت ذيال لنحل البرنامج الخطي ولتوضیح كیفیة القیام بالخطوات السابقة

  ).4-8( في المثال التوصل إلیه

  ):6- 8مثال (

  )):4- 8(رقم  (معطیات المثال بیانیاً حل البرنامج الخطي التالي حلاً 

1 2

1 2

1 2

1 2

1

2

5000 6000

4 5 90

3 6 120

5 4 100

x 0

0

Z x x Max

x x

x x

x x

x

  

 

 

 





  

  الحل:

  نحول القیود الأساسیة إلى معادلات على الشكل التالي:

 

 

 

1 2

1 2

1 2

4 5 90 1

3 6 120 2

5 4 100 3

x x

x x

x x

 

 

 

  

الحلول  نرسم المستقیمات المعبرة عن هذه المعادلات، مع التذكیر بأن منطقة 

1الإحداثیات لأن تقع في الربع الأول من مستوي -ماً دائ–المقبولة  0x  

2وكذلك 0x :وبذلك یكون الشكل البیاني على الشكل التالي ،  
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1x

2x

  
  )3- 8الشكل رقم (

ولة لهذا البرنامج تقع ضمن نلاحظ أن منطقة الحلول المشتركة والمقب

وعلى محیطها باعتبار أن  (m e j b) الرأسیةالمنطقة المحددة بالنقاط 

. كما نلاحظ أن الحل الأمثل لهذا البرنامج، الذي المتراجحات من الشكل

 الرأسیةیتمثل في إیجاد أعظم قیمة لتابع الهدف یقع في إحدى هذه النقاط 

الناتجة من  jمعروفة عدا النقطة جمیعها النقاط  إحداثیاتأن  العلممع  بع.الأر 

ول مع المستقیم الثالث، وبحل المعادلتین الأولى والثالثة حلاً الأتقاطع المستقیم 

هي:  jمشتركاً نجد أن إحداثیات النقطة  15.56,5.56j.  

بتعظیم تابع الهدف،  لحل الأمثل لهذا البرنامج والمتمثلاولمعرفة 

في تابع الهدف. ونختار النقطة التي تجعل  الرأسیةالنقاط  إحداثیاتنعوض 

  التالي: الشكلتابع الهدف في أعظم قیمة له. وذلك على 

النقطة -  0,0m   تابع الهدف قیمة   5000 0 6000 0 0Z    .  

 النقطة-  20,0e   تابع الهدف قیمة   5000 20 6000 0 100000Z    .  
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النقطة-  15.56,5.56j  تابع الهدفقیمة                       

   5000 15.56 6000 5.56 111111.11Z                     .  

 النقطة-  0,18b   فتابع الهدقیمة   5000 0 6000 18 108000Z   .  

النقطة  عند تابع الهدف تكونلنلاحظ أن أعظم قیمة  15.56,5.56j  وبذلك

111111.11Zیتحقق أكبر ربح ومقداره   .ل.س  

  :1 ملاحظة

اد الحل الأمثل بیانیاً برسم المستقیم الذي یمثل تابع الهدف یمكن إیج

1فإذا كان تابع الهدف من الشكل: 2Z x x    

2فإننا نستطیع كتابته على الشكل: 1

Z
x x



 
  بر هنا أن تحیث نعZ 

ن قیماً متغیرة نحصل على مجموعة م Zولیس تابعاً. وبإعطاء متحول وسیط 

المستقیمات المتوازیة والتي یمكن إزاحتها نحو الأعلى أو الأسفل، حسب طبیعة 

حتى یمر المستقیم بأول  البرنامج الخطي وبحیث تبقى هذه المستقیمات متوازیة.

نقطة أو آخر نقطة من منطقة الحلول المقبولة (حسب طبیعة البرنامج) فتكون 

  هذه النقطة هي الممثلة للحل الأمثل.

  ) نلاحظ أننا نستطیع كتابة تابع الهدف على الشكل:6- 8النا رقم (ففي مث

2 1

5000

6000 6000

Z
x x   

وبالتالي  Z=0وعندما یمر هذا المستقیم من نقطة المبدأ تكون قیمة 

2تصبح المعادلة الأخیرة من الشكل  1

5

6
x x   ولتحدید نقطة أخرى نعطيx1 

2لاحظ أن مثلاً ن x1= 6القیمة 

5
6 5

6
x     ، المستقیم المعبر عن  أي إن

تابع الهدف یمر بنقطتین هما    6, 5 , 0,0  نرسم هذا المستقیم ونسحبه نحو

وهي آخر نقطة یمر بها المستقیم لذلك فهي  jالأعلى فنلاحظ أنه یمر بالنقطة 
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ونوضح ذلك  Maxبع هنا من الشكل تمثل الحل الأمثل لهذا البرنامج حیث التا

  من خلال الرسم البیاني التالي:

 6, 5

1x

2x

  
  )4- 8الشكل رقم (

هي  Zنلاحظ أن آخر نقطة تمر فیها المستقیمات الموازیة للمستقیم 

هي النقطة التي  j، وبذلك تكون النقطة Maxن التابع من الشكل لأ jالنقطة 

  رنامج المذكور.تمثل الحل الأمثل للب

  أساسیات طریقة السیمبلكس لحل مسائل البرمجة الخطیة: - 3- 8-3

قبل الحدیث عن طریقة السیمبلكس لحل مسائل البرمجة الخطیة لنعرف 

  :(النموذج النظامي)ما یسمى 

  النموذج النظامي لمسائل البرمجة الخطیة: - 1- 3- 8-3

ورد ذكره سابقاً  البرمجة الخطیة والذي لیعدّ النموذج النظامي لمسائ

وتكون فیه القیود  شكلاً خاصاً من النموذج العام لمسائل البرمجة الخطیة.

الأساسیة على شكل معادلات خطیة بدلاً من المتراجحات الخطیة، وذلك 

  ول المثلى. وهو یأخذ الشكل التالي:لتسهیلاً لعملیة الحصول على الح
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)8 -4( 
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21 1 22 2 2 2

....... ت��������������ابع الھ��������������دف ax

.....

.....

....................................................... القی�����������������������ود الاساس�����������������������یة

.................................
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     

   

   
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......................
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 قی�������������������ود ع�������������������دم الس�������������������لبیة
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n

m
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



 
 
 
 
 
 

    


 
  

        

  تحویل النموذج العام إلى النموذج النظامي: - 2- 3- 8-3

  النموذج النظامي نتبع الخطوات التالیة: إلىلتحویل النموذج العام 

وذلك  Maxنحوله إلى الشكل  Minإذا كان تابع الهدف من الشكل  -1

 :))- 1(( یضرب التابع بـ   بإجراء التحویل التالي

1 1 2 2 ....... n nZ p x p x p x Min      

  :یصبح

1 1 2 2 ....... n nZ p x p x p x Max        

القیمة  Min إیجادلتابع معین یكافئ ریاضیاً  Max إیجاد حیث إن

  .نفسه السالبة للتابع

من متراجحات إلى معادلات خطیة  جمیعها نحول القیود الأساسیة -2

 وذلك بإدخال متحولات غیر سالبة إضافیة علیها على الشكل التالي:

 نضیف متحولاً غیر سالبiy  إلى الطرف الأیسر لكل متراجحة

 من الشكل:

1 1 2 2 .......i i in n ia x a x a x b     

  لتصبح من الشكل:

1 1 2 2 .......i i in n i ia x a x a x y b      
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 نطرح متحولاً غیر سالبiy  من الطرف الأیسر لكل متراجحة من

 الشكل:

1 1 2 2 .......i i in n ia x a x a x b     

  لتصبح من الشكل:

1 1 2 2 .......i i in n i ia x a x a x y b     

في المعادلات القدیمة والجدیدة إلى أعداد  ibجمیعها نحول الأعداد  -3

 ).-1موجبة وذلك بضرب طرفي المعادلة عند اللزوم بالعدد (

في تابع الهدف بأمثال تساوي  iyجمیعها ندخل المتحولات الإضافیة -4

 ر:الصف

1 1 2 2 1 2....... 0 0 .... 0n n mZ p x p x p x y y y Max          

متحولات موجبة بضربها  إلى jxجمیعها نحول المتحولات السالبة -5

 ) أي:- 1بالعدد (

, 0j j jx x x    

 بما في ذلك تابع الهدف.جمیعها ونعوض ذلك في المعادلات 

وذلك جمیعها من المعادلات  kxغیر المقیدةجمیعها نعزل المتحولات  -6

 من إحدى المعادلات القدیمة أو الجدیدة حیث: kxبحساب قیمة

1 n

k i ij j
j kik

x b a x
a 

 
  

 
  

هذه المعادلات من النموذج، ثم نقوم بتعویض هذه المتحولات في  فونحذ

ل على نموذج لا ، وفي تابع الهدف فنحصجمیعها المعادلات الأخرى

یتضمن متحولات غیر مقیدة، وهذا الأمر یؤدي إلى تخفیض عدد 

لا  kxالمعادلات في النموذج ویسهل عملیة الحل. ولكن هذه المتحولات

تهمل وإنما یعاد حسابها من المعادلات السابقة بعد حل النموذج والحصول 

  على الحل المثالي.
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jمتراجحات من الشكل یمكن تحویل ال -7 j jx    إلى متراجحتین

 من الشكل:

j j

j j

x

x








  

  ثم تحویل المتراجحات إلى معادلات كما ورد سابقاً في النموذج.

  الحل القاعدي للنموذج النظامي: -3- 3- 8-3

بع علینا أن نبحث عن الحل القاعدي غیر السالب الذي یحقق أمثلیة تا

الهدف (أي یأخذ أكبر قیمة له)، لذلك علینا أن نحول النموذج النظامي إلى 

النموذج النظامي  يف التي شكل قاعدي معین. حیث نضع المتحولات السابقة

الها مصفوفة جدول، فإذا كان الجدول یحتوي على متحولات تشكل أمث يف

  التالي:ن هناك حلاً قاعدیاً. كما في الجدول واحدیة، نقول عندها إ

  ) الشكل العام للحل القاعدي للنموذج4-8الجدول (

  3y 2y 1y  3x  2x  1x الثوابت
                       المتحولات                 

  المعادلات(القاعدة)                

1b  0  0  1  13a  12a  11a  1  

2b 0  1  0  23a  22a  21a  2 

3b 1  0  0  33a 32a 31a 3 

....Z  0  0  0  3P  2P  1P  تابع الهدف 

نلاحظ من الجدول السابق أن هناك حلاً قاعدیاً للنموذج، حیث تشكلت 

الحل القاعدي مصفوفة واحدیة، وبالتالي فإن  3y،2y،1yلدینا عند المتحولات 

  هو:

1 2 3

1 1

2 2

3 3

0x x x

y b

y b

y b

  







  



  ار اط أس ان ال

      267 

 

  طریقة السیمبلكس:-4- 3- 8-3

إن الطریقتین المذكورتین أعلاه لحل مسائل البرمجة الخطیة (الطریقة 

 اثنینالجبریة والطریقة البیانیة) لا تصلحان غالباً إذا زاد عدد المتحولات عن 

دما یكون عدد ولذلك لابد من وجود طریقة سهلة وواضحة وتستخدم عن

المتحولات أكثر من ذلك. وسنعرض فیما یلي طریقة السیمبلكس في حل مسائل 

البرمجة الخطیة، والتي تعتمد على إیجاد حل قاعدي غیر سالب لجملة 

الممثلة للقیود، ثم إجراء تبدیلات بین بعض المتحولات المعادلات الخطیة 

الحل  إلىتى الوصول القاعدیة وبعض المتحولات الحرة (غیر القاعدیة) ح

المناسب، ومنه نحصل على الحل الأمثل المطلوب القاعدي غیر السالب 

واستخلاص قیم المتحولات الحرة مساویة للصفر، جمیعها بوضع المتحولات 

ومثمراً في القاعدیة من المعادلات التي تتضمنها. ولكي یكون التبدیل مفیداً 

لة لتابع مثال المتحولات المشكوبشكل مبسط، ندرس أ جعل تابع الهدف أمثل

وإدخاله إلى  Zأكبر أمثال لحذفه من التابع  الهدف ونختار المتحول ذا

جعل هذا المتحول قاعدیاً وتمكنه اعدة التي نشكلها. وهذه العملیة تمتحولات الق

أن یساهم أكثر من غیره في العملیة حتى نحصل على الحل الأمثل من 

فاصیل هذه الطریقة على الشكل التالي والتي للبرنامج الخطي. ویمكن ذكر ت

  تتلخص بالخطوات الثلاث التالیة:

في هذه الخطوة نحول النموذج العام إلى النموذج النظامي، وقد  الخطوة الأولى:

  تم العرض أعلاه كیف تتم هذه العملیة.

في هذه الخطوة یتم تحویل الشكل النظامي إلى الشكل القاعدي  الخطوة الثانیة:

صول على الحلول القاعدیة غیر السالبة، وقد تم التعرف على ذلك أعلاه للح

  أیضاً.
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في هذه الخطوة نبحث عن الحل الأمثل المطلوب من بین  الخطوة الثالثة:

  الحلول القاعدیة غیر السالبة. وتتم هذه العملیة وفق التالي:

ر أكبر قیمة موجبة في السطر الأخیر (في جدول الحل القاعدي) انخت -1

المتغیر الداخل  –وهو سطر تابع الهدف. حیث نسمي هذه القیمة 

حال و في  (عمود الارتكاز) العمود المحوري  - والعمود المقابل لها

ف ن أو أكثر هي الأكبر في سطر تابع الهداك قیمتان متساویتاكان هن

  یل.فنختار إحدى هذه القیم بدون تفض

لها عناصر المقابلة عمود الثوابت على ال ينقسم القیم الموجبة ف -2

(الموجبة فقط) في العمود المحوري، ونختار أصغر ناتج للقسمة، 

سطر السطر المحوري ( –ونسمي السطر المقابل لهذه القیمة 

 العنصر المحوري –، كما نسمي أصغر ناتج للقسمة )الارتكاز

وإذا حصلنا بنتیجة القسمة على أكثر من قیمة (هي  (عنصر الارتكاز)

 تار أي قیمة منها ولا فرق.خنالأصغر) 

المحّسن وذلك بتشكیل جدول جدید یكون فیه  الأساسيالحل نشكل  -3

 كلهو سطر الارتكاز ذاته بعد تقسیم  السطر المقابل لسطر الارتكاز

على العنصر المحوري، ونسمیه السطر المحوري الجدید عنصر فیه 

ي أو سطر الارتكاز الجدید، ونجعل باقي عناصر العمود المحور 

مساویة للصفر في الجدول الجدید. أما باقي عناصر الأسطر الأخرى 

 :حسب بالعلاقة التالیةفتفي الجدول الجدید 

 

قیم سطر تابع الهدف كلها  نكرر العملیات السابقة حتى نحصل على -4

ا نتوقف عن الحل ونقرر بأننا وصلنا إلى سالبة، عنده أو قیم أصفار
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حل الأمثل وفیه تكون القیم الموجودة في عمود الثوابت مقابلة ال

الأول، أما باقي المتغیرات فتكون للمتحولات الموجودة في العمود 

مساویة للصفر، وقیمة تابع الهدف تكون مساویة للقیمة الموجودة عند 

لتوضیح كیفیة الحل و تقاطع عمود الثوابت مع سطر تابع الهدف.

) 4-8(سوف نحل البرنامج الوارد في المثال یقة السیمبلكس بطر 

  طریقة السیمبلكس.المعروض أعلاه ب

  ):7- 8مثال (

    (معطیات المثال  بطریقة السیمبلكسحل البرنامج الخطي التالي 

)8 -4:((  

1 2

1 2

1 2

1 2

1

2

5000 6000

4 5 90

3 6 120

5 4 100

x 0

0

Z x x Max

x x

x x

x x

x

  

 

 

 





  

  الحل:

نحول النموذج السابق إلى النموذج النظامي بإضافة متحولات إضافیة  - 

تراجحات وإضافتها أیضاً بأمثال معدومة إلى تابع الهدف إلى الم

  لیصبح النموذج:

1 2 1 2 3

1 2 1

1 2 2

1 2 3

1 2 1 2 3

5000 6000 0 0 0 ax

4 5 90

3 6 120

5 4 100

, , , , 0

Z x x y y y M

x x y

x x y

x x y

x x y y y

     

  

  

  



  

تحول الشكل النظامي للبرنامج إلى الشكل القاعدي، لذلك نلاحظ أنه قد - 

  نشكل جدول الحل القاعدي الأول:
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  ) جدول الحل الأول5-8الجدول (

  الداخل المتحول                             

                                    

ib 
3y 2y 1y  2x  1x  

  المتحولات

        

  المعادلات(القاعدة)

  

90  0  0  1  5  4  1y 
 المتحول

  الخارج

120 0  1  0  6  3  2y   

100 1  0  0  4 5 3y   

Z-0 0  0  0  6000  5000  تابع الهدف   

تشكل حلاً قاعدیاً لأنها تشكل مصفوفة الوحدة،  الإضافیةنلاحظ أن المتحولات 

  لذلك نبدأ بالبحث عن الحل الأمثل:

 لذلك ندخل 2xتقابل المتحول 6000ن أكبر قیمة في سطر تابع الهدف إ - 

  في الحل 2xمن عمود  

 فنجد أن لدینا ثلاث 2xالعمود المقابل لـعناصر ثوابت على العناصر نقسم  - 

  قیم هي:

90 120 100
, ,

5 6 4

 
 
 

نلاحظ أن أصغر قیمة هي  
90

5
وهي في السطر الأول  

النموذج، قاعدة ل من لذلك نخرج هذا المتحو  1y يوتقابل المتحول الإضاف

  وبالتالي یمكن أن نكتب أنه تحدد لدینا التالي:

  عمود الارتكاز  -  العمود الثاني

  سطر الارتكاز  –السطر الأول 

  عنصر الارتكاز  –   5العنصر 



  ار اط أس ان ال

      271 

 

ما عدا عنصر  ضع فیه العمود الثاني كله أصفارنشكل الجدول الثاني ون - 

قع عند تقاطع العمود الثاني مع (العنصر الواالواحد نضعه مساویاً الارتكاز 

  السطر الأول)

  5أما عناصر السطر الأول فتقسم كلها على العنصر 

  أما عناصر السطرین الثاني والثالث فتحسب وفق القاعدة التي تقول:

  
فمثلاً العنصر الواقع عند تقاطع السطر الثاني مع العمود الثالث یحسب على 

  التالي: الشكل

1 6 6
0

5 5


    

(عمود الثوابت)  bمع العمود  وكذلك العنصر الواقع عند تقاطع السطر الثاني

  یحسب على الشكل التالي:
90 6

120 120 108 12
5


     

  وهكذا بالنسبة لباقي العناصر في الجدول.

  الثاني) جدول الحل 6-8الجدول (

  المتحول الداخل                                                

                                                       

ib 3y 2y 1y  2x  1x  

  المتحولات

                                        

  القاعدة

  

18  0  0  
1

5
  1  

4

5
  2x 

  

12 0  1  
6

5
  0  

9

5
  2y 

  

28 1  0  
4

5
 0 

9

5
 3y 

 المتحول

  الخارج

Z-108000 0  0  1200-  0  200  تابع الهدف   
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سطر تابع الأخیر أنه یوجد لدینا قیمة وحیدة موجبة في نلاحظ في الجدول  - 

في الحل  1xدخل المتحول لذلك ن 1xالهدف وهذه القیمة تقابل المتحول

  :ذات الخطوات السابقة نحصل على الجدول التالي تباعبا، و القاعدي

  ) جدول الحل الثالث7-8الجدول (

                                          

ib 3y 2y 1y  2x  1x  

  المتحولات

                                        

  القاعدة

50

9
  

4

9
  0  

5

9
  1  0  2x 

40 1  1  
10

5
  0  0  2y 

140

9
 

5

9
  0  

4

9
 0 1 1x 

1000000

9
Z  

1000

9


  0  

10000

9


 تابع الهدف  0  0  

في سطر تابع الهدف أصبحت سالبة في جمیعها نلاحظ أن القیم 

  الجدول الأخیر مما یعني أننا وصلنا إلى الحل الأمثل والذي یتمثل بالتالي:

2 2 1

50 140
40, ,

9 9
y x x    

فتساوي الهدف  أما قیمة تابع
1000000

9
Z  1 مع العلم أن 0y  ، 3 0y .  

تابع الهدف  للتأكد من صحة الحل نعوض القیم التي حصلنا علیها في

  ن الحل غیر صحیح.والشروط فإن تحققت یكون الحل صحیحاً وإلا فیكو 
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  على الفصل الثامن تمارین غیر محلولة

  

  (بیانیاً): ةمنها على حد حل المتراجحات التالیة كل )1

) 3 4 16

) 5 4 17

A x

B x

 

 
  

  حدد بیانیاً منطقة الحلول المقبولة والمشتركة للمتراجحات التالیة: )2

2 2 8
)

4 6 12

x y
A

x y

 


 
 

 

6

) 2 3 12

0

x y

B x y

x

 


 
 

  

5 جحة التالیة بیانیاً:حل المترا )3 4 20x y  ثم اضرب طرفي المتراجحة ،

) وأوجد مرة أخرى منطقة الحلول المقبولة بیانیاً. وقارن بین -2بالعدد (

  الحالتین.

تمتلك إحدى الشركات معملین لإنتاج الأدوات الكهربائیة المنزلیة، وفي كل  )4

البرادات والآخر الغسالات معمل ثلاثة خطوط للإنتاج أحدهما ینتج 

والثالث المكیفات، وقد تعاقدت الشركة على تزوید إحدى المنشآت 

  بالمقادیر التالیة:

  مكیف. 1200غسالة،  400براد،  600

ألف لیرة سوریة لتشغیل  200فإذا علمت أن هذه الشركة تتحمل یومیاً 

ذا علمت ألف لیرة سوریة لتشغیل المعمل الثاني، وإ  160المعمل الأول، و

غسالات  10براداً و  30أن المعمل الأول ینتج في یوم العمل الواحد 

 60غسالات و 10برادات و  10المعمل الثاني ینتج ، بینما مكیفاً  20و

  مكیفاً، فالمطلوب:
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وضع البرنامج الخطي لهذه القضیة، بحیث تفي هذه الشركة بما  .1

  علیه بأقل التكالیف.تعاقدت 

 نیاً.حل البرنامج الخطي بیا .2

 حل البرنامج الخطي جبریاً. .3

 حل البرنامج الخطي بطریقة السیمبلكس. .4

شركات السیارات نموذجین (طرازین) من السیارات، وتربح من تنتج إحدى  )5

 70ألف لیرة سوریة، ومن الطراز الثاني  100الطراز الأول لكل سیارة 

واردیات عمل  5ألف لیرة سوریة، فإذا علمت أن الشركة تحتاج إلى 

ة واردیات عمل لتجمیع محرك السیار  3السیارة الأولى ومحرك لتجمیع 

عمل لتجمیع هیكل كلا السیارتین كما  ردیتياالثانیة، كما تحتاج إلى و 

تحتاج إلى واردیة واحدة لتجمیع محرك السیارة الأولى مع هیكلها، بینما 

. السیارة الثانیة مع هیكلهاتحتاج إلى نصف واردیة عمل لتجمیع محرك 

واردیة عمل لتجمیع  390فإذا كان الوقت المتاح لدى هذه الشركة هو 

واردیة لتجمیع  220واردیات لتجمیع الهیاكل، و 210المحركات و

  المحركات مع الهیاكل، فالمطلوب:

صیاغة البرنامج الخطي لهذه القضیة، بما یحقق أكبر ربح  .1

  ممكن للشركة.

 حل البرنامج بیانیاً. .2

 .حل البرنامج جبریاً  .3

  حل البرنامج بطریقة السیمبلكس. .4
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ط اطدئ ا  

 

  :مقدمة وتعاریف -9-1

یتنــاول تخطــیط العملیــات  ،إن التخطــیط الشــبكي هــو نظــام للتخطــیط والإدارة

وإدارة تنفیــذها بأقصــر زمــن وأقــل كلفــة، وهــو یعطینــا إمكانیــة لاكتشــاف نقــاط  المعقــدة

جزئـة المشـروع أو الاختناق ولإجراء التصحیحات اللازمة، ویعتمـد هـذا النظـام علـى ت

إلى عملیات بسیطة ثم وضعها على شكل شبكة تعكس ترتیب تلك أیة عملیة معقدة 

الشـــــــبكة بشـــــــبكة الأعمـــــــال العملیـــــــات وتوضـــــــح العلاقـــــــات بینهـــــــا، وتســـــــمى هـــــــذه 

)Networks( .وهي تتألف من عنصرین أساسین هما: الأنشطة والحوادث  

 :(العملیة) شـاط یكـون مصـحوباً بـزمن النما، و إجراء لتنفیذ عمل  وهو أي النشاط

مــدة زمنیــة محــددة (أو عشــوائیة) ویتطلــب مــوارد لكــل نشــاط  أي إنومقرونــاً بكلفــة، 

طة ســهم تعلــوه المــدة اســذه، ویرســم كــل نشــاط علــى الشــبكة بو إنســانیة ومادیــة لتنفیــ

  بدایته إلى حادث نهایته.اللازمة لتنفیذه، ویتجه من حادث  )tالزمنیة (

 :نشــاط مــا أو نهایتــه، ولا یرافــق الحــادث شــیر إلــى بدایــة وهــو واقعــة ت الحــادث

الحـادث فـي الشـبكة علـى  ونرسـملحظـة زمنیـة معینـة،  ویقابـلأي زمن أو تكلفة، 

، والحادث قد یكون نتیجـة لنهایـة عـدد مـن الأنشـطة )jشكل دائرة تتضمن رقمه (

  أو بدایة لعدد آخر منها.

 :بالحـادث (ي تنتهـي وتسمى الأنشـطة التـ الأنشطة السابقة واللاحقةj (الأنشـطة ب

اللاحقــة لــه،  طةنشــفتســمى بالأ) j(الحــادث الســابقة لــه، أمــا الأنشــطة التــي تبــدأ مــن 

)....الـــخ، j,kو ( )i,j:(وســـنرمز للنشـــاط بـــدلیلي حـــادثي انطلاقـــه واســـتقراره كمـــا یلـــي

 :الآتيویمكننا تمثیل ذلك على الشكل 
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i j kijt jkt

  
  )Jأنشطة سابقة لـ (       )Jبـ ( أنشطة لاحقة

  )1- 9شكل رقم (ال

) وكل نشاط فـي حكمـه یعتبـر مـن الأنشـطة 1-9) على الشكل (i,jفالنشاط (

  ).j) وینتهي في (i) وهو یبدأ من (jالسابقة للحادث (

) وهـو j) وكل نشاط في حكمه یعتبر نشاطاً لاحقاً بالحـادث (j,kأما النشاط (

  ).k) وینتهي في (jیبدأ من (

همـــــا و  ) علـــــى الترتیـــــب،j,k) و(i,jفهمـــــا مـــــدتا تنفیـــــذ النشـــــاطین ( tjkو tijأمـــــا 

سنصــطلح لاحقــاً أن نضــع رقــم الحــادث موضــوعتان علــى الســهم مــن الأعلــى. كمــا 

ضــمن الــدائرة التــي تمثــل الحــادث وفــي القســم الأعلــى منهــا بعــد تقســیمها إلــى أربعــة 

  .Xإشارة مثل  بوساطةأجزاء 

  یتم تنظـیم وتنفیـذ الحـوادث حسـبها وتتضـمن القاعدة التي  وهي الأسبقیة:قاعدة

  :الآتیةشروط الأسبقیة 

تحقیق أي حادث ما لم تكن الأنشـطة السـابقة لـه مباشـرة قـد أنجـزت لا یمكن 

تماماً، وإن تحقیق أي حادث یسمح بالانتقال إلى تنفیذ الأنشطة اللاحقة بـه مباشـرة، 

  بدایته قد تحقق تماماً. اً یكن حادثولا یمكن البدء في تنفیذ أي نشاط مالم 

 نســـتخدمه أحیانـــاً و  ،ولا تكلفـــةنشـــاط فرضـــي لا یرافقـــه زمـــن هـــو  :النشـــاط الـــوهمي

  بسهم متقطع. للتخلص من بعض الحالات الشاذة، ونرسمه على الشبكة

 هــــو حــــادث فرضــــي نســــتخدمه للــــتخلص مــــن بعــــض الحــــالات  :الحــــادث الــــوهمي

  الخاصة.
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 :بك والمتتـالي لمجموعـة الأنشـطة المتفصـلة فیمـا بینهـا المتشـاوهي التمثیل  الشبكة

حــوادث تتفــق مــع شــروط الأســبقیة، وعنــد تشــكیل الشــبكات یجــب أن نراعــي  بوســاطة

  :الآتیةالأساسیة فیها القواعد 

ونرمــز لهــذا الحــادث  ،ولا یســبقه أي نشــاط ،حــادث بدایــة وحیــد أن یكــون للشــبكة -1

 ).0ونعطیه الرقم ( p0بالرمز 

)، p0شـبكة أي حـادث لـیس لـه أنشـطة سـابقة (غیـر حـادث البدایـة ألا تتضمن ال -2

لهـــا، فإننـــا نقـــوم بإدخـــال وإذا صـــدف واعترضـــتنا حـــوادث بـــدون أنشـــطة ســـابقة 

، ونرمــز لهــذه أي حــادث آخــر مناســببــأنشــطة وهمیــة تصــل حــادث البدایــة أو 

 الأنشطة الوهمیة بأسهم متقطعة ولا نضع لها زمناً ولا كلفة.

بـــه أي نشـــاط ادث نهایـــة وحیـــد ویســـمى الهـــدف، ولا یلحـــق حـــ أن یكـــون للشـــبكة -3

 .pnكان، ونرمز لهذا الحادث الأخیر بالرمز 

(غیـر حـادث النهایـة لا تتضمن الشبكة أیة حوادث لـیس لهـا أنشـطة لاحقـة بهـا أ -4

Pn( وإذا اعترضتنا حوادث بدون أنشطة لاحقة فإننا ندخل على الشبكة أنشطة ،

 دث الأخیر أو بأي حادث آخر مناسب.وهمیة لوصل تلك الحوادث بالحا

 الأنشـــطة فـــي الشـــبكة منســـجماً مـــع قاعـــدةأن یكـــون تتـــالي الحـــوادث وتشـــابك  -5

أن یتحقق الحادث مـا لـم والتي تنص على ما یلي: لا یمكن  ،السابقة الأسبقیة

تنجز الأنشطة السابقة لـه، كمـا لا یمكـن البـدء فـي تنفیـذ أي نشـاط مـا لـم یكـن 

 تماماً. حادث بدایته قد تحقق

 ألا تتضمن الشبكة أي دوار ناجم عن اتجاهات الأسهم فیها. -6

 :خطوات تشكیل الشبكة  

نقـــوم بإعـــداد قائمـــة بـــالحوادث والأنشـــطة فـــي جـــدول خـــاص بحیـــث یـــتم توضـــیح  -1

  الأنشطة السابقة واللاحقة لكل حادث.

صــــــغیر وكمثــــــال نأخــــــذ الأنشــــــطة التــــــي یتــــــألف منهــــــا مشــــــروع بنــــــاء منــــــزل 

نقـــوم برســم الشـــبكة انطلاقــاً مـــن و  ل التــالي (مثـــال فرضــي):والمعروضــة فــي الجـــدو 
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، ابتــداء مــن الیســار إلــى الیمــین وبحیــث pnحــادث النهایــة حتــى  p0حــادث البدایــة 

بـین كـل نشـاط والأنشـطة السـابقة واللاحقـة لـه والـواردة فـي  هـاجمیع نراعي العلاقـات

 التالي: الجدول

 جدول الأنشطة لبناء منزل صغیر

 الكلفة
مدة 

 نفیذالت
 الأنشطة اللاحقة

الأنشطة 

 السابقة

حادث 

 استقراره

حادث 

 انطلاقه
 اسم النشاط

C01 t01 )1,2( - 1 p0 

الحصول على 

 الرخصة

C12 t12 )2,4)(2,3( )0,1( 2 1 حفر الأساس 

C23 t23 - )1,2( 3 2 تمدید المجاري 

C24 t24 )4,5( )1,2( 4 2 تدعیم المجاري 

C45 t45 )5,6( )2,4( 5 4 قامة الأعمدةإ 

C56 t56 )6,7( )4,5( 6 5 تشیید الجدران 

C45 t45 )7,10) (7,9) (7,8( )4,5( 7 5 إقامة قالب السكن 

C67 t67 )7,10) (7,9) (7,8( )5,6( 7 6 سكب السطح 

C68 t78 - )6,7( 8 7 
تمدید شبكة 

 الكهرباء

C69 t79 )10-9( )5,6( 9 7 تمدید شبكة المیاه 

C610 t710 )11-10( )7,9( 10 7 
تركیب النوافذ 

 والأبواب

C910 t910 )11-10( )7,9( 10 9 ردم الأرضیة 

C10,11 t10,11 )12-11( 
)7,10(  

)0,10( 
 تلبیس الجدران 10 11

C11,12 t11,12 )13-12( )10,11( 12 11 تبلیط الأرض 

C12,13 t12,13 - )11,12( 13 12 دهان المنزل 
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  ).2-9للمثال السابق فنحصل على الشكل (نقوم برسم شبكة الأنشطة  ثم

  

  

  

 

  

  

  شبكة الأنشطة للمثال السابق :)2- 9شكل رقم (ال

النهایــة  حتــى حــادث p0حیــث قمنــا برســم الأنشــطة علــى التــوالي ابتــداء مــن 

) وذلــك حتــى لا تتضــمن 8,10) و(3,5) ولقــد أضــفنا نشــاطین وهمیــین همــا (13(

  وادث لا لواحق لها.الشبكة ح

أخــرى لرســم الشــبكات حیــث  اً وأخیــراً نشــیر إلــى أنــه یمكننــا أن نســتخدم رمــوز 

یمكننا أن نمثـل الأنشـطة بـدوائر أو مربعـات أو مسـتطیلات، أمـا الأسـهم فنسـتخدمها 

للدلالة على العلاقات بین تلك الأنشطة، ولكننا لن نسـتخدم هـذه الرمـوز الأخیـرة فـي 

  بحثنا هذا.

 هو أیة مجموعة من الأنشطة المتتالیة والتي تبدأ من حادث البدایـة  :المسارp0 

المســار هــو أي طریـق باتجــاه الأســهم ینقلنــا  أي إن، pnوتنتهـي عنــد حــادث النهایـة 

  من حادث البدایة إلى حادث النهایة.

 عنـــد رســـم الشـــبكة قـــد نصـــادف حـــالات غیـــر :معالجـــة بعـــض الحـــالات الخاصـــة

  عادیة منها:

) iنشــــاطاً) تشــــترك بحــــادث الانطـــــلاق ( kیكــــون فیهــــا أنشــــطة (الحالــــة التــــي 

) حادثــاً k-1)، فلتمییــز هــذه الأنشــطة عـن بعضــها نقــوم بإدخــال (jوبحـادث الاســتقرار(

ـــاً ثـــم      ) نشـــاطاً وهمیـــاً كمـــا فـــي الشـــكل رقـــمk-1( بوســـاطة) jبالحـــادث ( نصـــلهاوهمی

  ):k = 3) (عندما 3- 9(

2 P 1 4 5 

3 

9 10 

7 

6 

11 12 

8 

13  
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  )3- 9شكل رقم (ال

مــن الأنشــطة الســابقة لــه وعــدد مــن  عــدد )iیكــون فیهــا للحــادث ( التــيالحالــة 

الأنشـــطة اللاحقـــة بـــه، ویكـــون بعـــض الأنشـــطة اللاحقـــة لا یشـــترط تنفیـــذ إلا بعـــض 

الســابقة لــه، فعنــدما یمكننــا فصــل هــذه الأنشــطة إلــى زمــرتین وذلــك بإدخــال  الأنشــطة

  ).4-9نشاط وهمي كما على الشكل رقم (

  

  

  

  

  

  

  )4- 9شكل رقم (

 :تحدید المدة الزمنیة لكل نشاط  

إن المدة الزمنیة لكل نشاط إما أن تكون محددة تماماً، وعندها نعتبر أن مدة 

مـا عنـدما تكـون إ و  هي كمیـة غیـر عشـوائیة. dij حیث إن tij = dij) هي: i.jالنشاط (

كأفضـل تقـدیر لتلـك المـدة  tijنـا نأخـذ التوقـع الریاضـي لــ عشـوائیة فإن tijالمدة الزمنیـة 

ـــــ  ــــه ب ــــع ، ijtونرمــــز ل ــــانون التوزی ــــة ق ــــى معرف ــــاج إل ــــع یحت ولكــــن حســــاب هــــذا التوق

والذي یتضمن ثوابت عددیة تختلف من نشاط لآخر،وإن أكثر قوانین  tijالاحتمالي لـ 

 x(q.p(الشـــــبكي هـــــو توزیـــــع بیتـــــا التوزیـــــع الاحتمـــــالي المســـــتخدمة فـــــي التخطـــــیط 

i j i 

i

i

j  

k
1

k

k

k

i 

j4 

j3 

j2 

j1 

k

k

k

k

i1 

i 

j1 

j2 

j3 

j4 
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، نقـوم ijt)، لـذلك فلإیجـاد تقـدیر لمتوسـط المـدة الزمنیـة a,bالمعرف علـى المجـال (

الذي یمكن أن یستغرقه أي نشاط  bijوالحد الأعلى  aijباستقصاء حول الحد الأدنى 

)i,j حیث یسمى المقدار ،(aij فائل، والمقـدار بالتقدیر المتbij  بالتقـدیر المتشـائم لتلـك

  :الآتیةمن العلاقة  ijt، وفي هذه الحالة یمكننا حساب tij  المدة

)9 -1(  
5

b2a3 ijij 
ijt  

) p=3و q=4وهــــذه العلاقــــة مــــا هــــي إلا منــــوال التوزیــــع (بیتــــا) الــــذي فیــــه (

  مساویاً: tاین وعندها یكون تب

)9 -2(  
12

)ab( 2

ijij2

t


  

  من العلاقة: ijtنحسب  أنمعلوماً یمكننا  ijmوإذا كان المنوال 

)9 -3(  
6

bm4a ijijij 
ijt  

ــــــا) ــــــع (بیت ــــــه  وهــــــذه العلاقــــــة مــــــا هــــــي إلا التوقــــــع الریاضــــــي للتوزی ــــــذي فی ال

)23q,23p ) تعطینـــا تقـــدیراً لمـــدة النشـــاط (3-9) وإن العلاقـــة (i,j (

  ذي أصغر تباین ممكن وهو:

)9 -4(  
36

)ab( 2

ijij2

t


  

) 1-9تحدیـــد ثلاثـــة أرقـــام بینمـــا یكتفـــي () یحتـــاج إلـــى 3-9ولكـــن التقـــدیر (

) إمـــا عــــن i,jلكــــل نشـــاط ( mijو bijو aij، ویــــتم تحدیـــد المقـــادیر bو aبـــرقمین همـــا 

استقصــاء  بوســاطة و إمــاطریــق المعلومــات المتراكمــة لــدى مراكــز البحــوث العلمیــة 

  لدى الخبراء العاملین عن تقدیراتهم لكل من هذه الكمیات.

فــــي الحقیقــــة إن المخططــــات الشــــبكیة تقســــم حســــب طبیعــــة المــــدة للأنشــــطة 

  الداخلة فیها إلى نوعین أساسیین هما:
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شـــبكیة ذات المـــدة الزمنیـــة المحـــددة وهـــي التـــي تكـــون فیهـــا المـــدة المخططـــات ال  -أ 

) محـــددة تمامـــاً، وتنطبـــق هـــذه الحالـــة علـــى الأنشـــطة i,jلكـــل نشـــاط ( tijالزمنیـــة 

 المؤتمتة أو التي تتمیز بقصر مدتها.

وهــي التــي تكــون فیهــا المــدة  ،المخططــات الشــبكیة ذات المــدد الزمنیــة العشــوائیة  -ب 

 ) عشوائیة.i,jلكل نشاط ( tijالزمنیة 

وتنطبق هذه الحالة على معظم المشاریع الاقتصادیة، وإننا هنا لن نتناول 

ــــة لأنشــــطتها مــــن إحــــدى  ــــأن نحســــب المــــدة الزمنی ــــي ب دراســــتها بالتفصــــیل ونكتف

) الســابقتین، ونعتبــر المــدة الزمنیــة للأنشــطة وكأنهــا 3- 9) أو (1- 9(العلاقتــین 

  مدة محددة كما في الحالة الأولى.

  یـــتم إعــادة تـــرقیم حـــوادث الشــبكة بعـــد الانتهــاء مـــن عملیـــة  حـــوادث الشــبكة:تــرقیم

نـا سـنبحث عـن أي إنرسمها بإعطاء الحـوادث أرقامـاً متزایـدة مـن الیسـار إلـى الیمـین، 

ترقیم للحوادث بحیث یكون فیه رقم حـادث انطـلاق كـل نشـاط أصـغر مـن رقـم حـادث 

  غر إلى الأكبر.نهایته، أي بحیث یكون اتجاه السهم من الرقم الأص

) حادثــاً ونریــد إعــادة تــرقیم حوادثهــا n+1نــه لــدینا شــبكة فیهــا (ألــذلك نفتــرض 

  ).i,jلكل نشاط ( i<jبحیث یكون 

ـــرقیم الحـــوادث  إیجـــاد صـــفوف هـــذه الشـــبكة، وبمـــا أن  بوســـاطةویـــتم إعـــادة ت

  الشبكة تبدأ بحادث واحد، إذن نقوم بما یلي:

 .p0) لحادث البدایة 0نضع الرقم ( -1

(ویتم الحـذف بشـكل تصـوري) فنحصـل  p0الأسهم الصادرة عن الحادث  نحذف -2

علــى عــدد مــن الحــوادث لا یــدخل فیهــا أي ســهم، نســمي مجموعــة هــذه الحــوادث 

 k1ولنفتــرض أن عــددها  u1بمجموعــة حــوادث الصــف الأول ونرمــز لهــا بـــالرمز 

حادثـــــــاً، وعنـــــــدها نقـــــــوم بتـــــــرقیم حـــــــوادث هـــــــذه المجموعـــــــة بإعطائهـــــــا الأرقـــــــام: 

1,2,3,4,………………,k1 
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بعــد الانتهــاء مــن تــرقیم حــوادث الصــف الأول ننتقــل إلــى تــرقیم حــوادث الصــف  -3

لأســــهم الصــــادرة عــــن حــــوادث الصــــف الأول، لالثــــاني، فنقــــوم بحــــذف تصــــوري 

فنحصـــل علـــى جملـــة مـــن الحـــوادث التـــي لا یـــدخل فیهـــا أي ســـهم، نســـمي هـــذه 

 .u2ز المجموعة من الحوادث بحوادث الصف الثاني ونرمز له بالرم

حادثــاً وعنــدها نقــوم بتــرقیم هــذه الحــوادث بإعطائهــا  k2ولنفتــرض أن عــددها هــو 

ســتخدم اهــو آخــر رقــم  k1وذلــك لأن  k1+1, k1+2, ………,k1+k2الأرقــام:

  لحوادث الصف الأول.

ـــث نحـــذف الأســـهم الصـــادرة عـــن حـــوادث الصـــف  -4 ـــرقیم حـــوادث الصـــف الثال ولت

تــي نفتــرض أن عــددها هــو وال u3الثــاني فنحصــل علــى حــوادث الصــف الثالــث 

k3:وعندها نقوم بترقیم حوادث هذه المجموعة بإعطائها الأرقام ، 

(k1+k2) + 1,    k1 + k2 + 2,   k1 + k2 + 3,…….., k1 + k2 + k3   

  .nوهكذا نتابع العمل حتى نصل إلى حادث النهایة الذي یأخذ الرقم 

عـن حـوادث  هـایعجم ویمكن البرهان على أنـه عنـدما نحـذف الأسـهم الصـادرة

، ومنـه uL+1فإنه یوجد حادث واحد على الأقل في الصـف التـالي  uLأي صف مثل 

، وهـذا مـا یضـمن اسـتمرار Lهي غیـر خالیـة مهمـا تكـن  uL+1نستنتج أن المجموعة 

عملیة الترقیم حتى النهایة، أما عندما تكون الشبكة كبیرة ومعقـدة فـإن ترقیمهـا یمكـن 

  ونذكر منها خوارزمیة (فورد). برامج خاصة ةطاسم بو أن یت

ننتقــل الآن إلــى جــوهر الموضــوع وهــو دراســة هــذه الشــبكات وتحلیلهــا، ویــتم 

  أهمها:عدة تحلیل المخططات الشبكیة حسب هدف الدراسة ومن جوانب 

 تحلیل المخطط الشبكي بالنسبة للزمن. -1

 تحلیل الشبكة بالنسبة للتكلفة. -2

 (مادیة أو بشریة).تحلیل الشبكات بالنسبة للمواد الأولیة  -3

 تحلیل الشبكة بالنسبة للتدفق الأعظمي. -4

  وسنعالج الفقرتین الأولى والثانیة كما یلي:
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  تحلیل المخططات الشبكیة بالنسبة للزمن: -9-2

) وخاصة حادث jسنتناول في هذه الفقرة مسألة تحدید زمن وقوع كل حادث (

  نجاز المشروع.، حیث یعتبر زمن وقوع ذلك الحادث هو زمن إpnالنهایة 

) یرتبط بزمن وقوع الحوادث السـابقة لـه jوعندها نجد أن زمن وقوع الحادث (

ـــه مباشـــرة، ولإجـــراء تحلیـــل زمنـــي  ـــف الصـــفوف وبمـــدة الأنشـــطة الســـابقة ل مـــن مختل

  :الآتیةحوادث الشبكة نقوم بتعریف المفاهیم ل

 ): jأبكر زمن لوقوع الحادث ( -1

یتحقـــق قبلهـــا، ویــتم حســـاب هـــذا الـــزمن وهــو اللحظـــة التـــي لا یمكــن للحـــادث أن 

ــاً مــن حــادث البدایــة  ــا نعتبــر أن زمــن وقــوع حــادث البدایــة p0انطلاق ــذلك فإنن   هــو p0، ل

T0 = 0. 

  ):tij(الأرقام التي فوق الأسهم أو على یسارها هي  الآتیةولنأخذ الشبكة البسیطة 

  
  )5- 9شكل رقم (ال

) أن یتحقق قبل 2خواص الشبكات نجد أنه لا یمكن للحادث (واعتماداً على 

  ) معاً.1,2) و (0,2أن یتم إنجاز النشاطین السابقین له وهما (

واحــدات زمنیــة، ولكــن هــذا لا  4) هــي 0,2ونلاحــظ أن مــدة إنجــاز النشــاط (

) أیضــاً، ومــن جهــة 1,2) المشــروط بإنجــاز النشــاط (2یــؤدي إلــى تحقــق الحــادث (
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) والــذي لا 1) لا یمكـن أن یبــدأ مــا لـم یتحقــق الحــادث (1,2النشــاط (أخـرى نجــد أن 

) لا یمكــن أن 1الحــادث ( أي إن)، 0,1یمكــن أن یتحقــق إلا إذا تــم إنجــاز النشــاط (

) یجـب أن یـتم إنجـاز النشـاط 2واحدات زمنیة، حتى یتحقق الحـادث ( 3یتحقق قبل 

) 1,2) ثـــم (0,1ین (واحـــدات زمنیـــة، حتـــى یـــتم إنجـــاز النشـــاط 5) والـــذي مدتـــه 2(

) لا یمكـــن أن 2واحـــدات زمنیـــة، ومـــن هنـــا نســـتنتج أن الحـــادث ( 8=  3+5یلزمنـــا 

واحدات زمنیة، وذلك لأن المدة الثانیة أكبر من الأولى، لذلك  8یتحقق قبل انقضاء 

  ).2بأبكر زمن لتحقیق الحادث ( 8نسمي العدد 

ن یتم إنجاز النشاط ) لا یمكن أن یتحقق قبل أ3وهكذا نجد أن الحادث رقم (

) اللـــذین یتطلبــان مـــدة 0,1) و(1,3، ویـــتم إنجــاز النشــاطین (4) والــذي مدتــه 0,3(

)، ولحسـاب 3واحدات زمنیة، وهي ما یسمى بأبكر زمن لتحقیـق الحـادث ( 5=2+3

) نجــد أنــه مــرتبط بــأبكر زمــن لتحقیــق الحــوادث التــي 4أبكــر زمــن لتحقیــق الحــادث (

) 4) نجـــد أن تحقـــق (3,4ة فیـــه،فعن طریـــق النشـــاط (تســـبقه وبمـــدد الأنشـــطة الداخلـــ

) لا 4) فـإن الحـادث (1,4واحدات، أمـا عـن طریـق النشـاط ( 8=  5+3یحتاج إلى 

 2+8) إلـى 2,4واحـدات زمنیـة، ولكنـه یحتـاج عـن طریـق ( 7=3+4یحتاج إلا إلى 

  واحدات زمنیة. 10= 

ء أطول هذه ) لا یمكن أن یتحقق قبل انقضا4وهكذا نجد أن حادث النهایة (

) وأبكــر 4واحــدات زمنیـة، وهـو أیضــاً أبكـر زمـن لتحقیــق الحـادث ( 10الأزمنـة وهـو 

  زمن لإنجاز المشروع بكامله.

) نفتـــرض أن jولاســـتنباط قـــانون عـــام لحســـاب أبكـــر زمـــن لتحقیـــق الحـــادث (

  نشاطاً هي: k) مسبوق مباشرة بـ jالحادث (

(i1,j), (i2,j), (i3,j), (i3,j), …….,(ik,j)  

  هو: (ik)..…(i3) (i2) (i1)إن أبكر زمن لوقوع الحوادث و 

T1,T2,T3,……,TK  

  على الترتیب، وأن المدة الزمنیة للأنشطة السابقة على الترتیب هي:
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t1j,t2j,t3j,……,tkj  

 Tj) والـــذي ســـنرمز لـــه بـــالرمز jوعنـــدها نجـــد أن أبكـــر زمـــن لتحقیـــق الحـــادث (

  یساوي:

)9 -5(  )tT(T iji

k

1i
j Max 



  

المــأخوذة مــن الأســهم والحــوادث التــي تســبق  Ti+tijإذن یســاوي أكبــر المقــادیر  وهــو

  ) مباشرة.jالحادث (

ولتســهیل الحســابات نقــوم بتقســیم الــدائرة التــي تمثــل الحــادث إلــى أربعــة أقســام 

  )).6-9كما یلي (انظر الشكل (

1jt

2jt

k jt

j
jT jT 

jP

1I
1T

2I
2T

kI
kT

  
  )6- 9شكل رقم (ال

) ونضع في القسم الأیسر أبكـر زمـن jم الحادث (ونضع في القسم الأعلى رق

  .Tjلتحقیق الحادث 

)، وإن jأمــا القســم الأیمــن فنتركــه لمــا یســمى بأقصــى زمــن لتحقیــق الحــادث (

  ).jالقسم الأسفل سنخصصه لما یسمى بالاحتیاطي الكلي الزمني للحادث (

 مــن Tiویــتم إجــراء الحســابات علــى الشــبكة مباشــرة وذلــك بــأن نقــوم بإضــافة 

ـــة iالحـــادث ( ـــى tij) إلـــى المـــدة الزمنی ، Tj، ثـــم نأخـــذ أكبـــر هـــذه النتـــائج فنحصـــل عل

  ونسجلها في المكان المشار إلیه.
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) وهــي 5-9للشــبكة التــي علــى الشــكل ( Tjوكمثــال علــى ذلــك قمنــا بحســاب 

) لا یمكــن أن یتحقــق قبــل jالمســجلة فــي الربــع الأیســر، لقــد أشــرنا إلــى أن الحــادث (

، وذلـك لأن الحـوادث والأنشـطة السـابقة لـه تعیـق تحققـه قبـل هـذه اللحظـة Tjاللحظة 

Tjحظــة تمامــاً، بــل یمكــن أن یتأجــل ل، ولكــن هــذا لا یعنــي أنــه ســیتحقق فــي تلــك ال

، وأخیراً نشیر إلى أنه یتم حساب أبكر زمن لتحقیق Tjتحققه إلى لحظة تلي اللحظة 

  ).pnتى حادث النهایة () حp0حوادث الشبكة انطلاقاً من حادث البدایة (

) هــو أبكــر زمــن لإنجــاز pnلتحقیــق حــادث النهایــة ( Tnویكــون أبكــر زمــن 

  المشروع بكامله.

  ): iأقصى زمن لتحقیق الحادث ( -2

) عنهـا، لحسـاب هـذه iوهو اللحظة التـي لا یجـوز أن یتـأخر تحقـق الحـادث (

حــادث ، حیــث ننطلــق مــن Tjاللحظــات نســیر باتجــاه معــاكس لمــا فعلنــاه فــي حســاب 

حتــى نــتمكن مــن إجــراء الحســابات یجــب أن )، p0حتــى حــادث البدایــة ( Pnالنهایــة 

حتــى لا نتــرك خر عنهــا معلومــة، ولهــذا تكــون اللحظــة التــي لا نریــد للمشــروع أن یتــأ

المجال مفتوحاً للتهاون في تنفیذ المشاریع نعتبر أن أبكر زمن لتحقیق حادث النهایة 

Tn شــروع ككــل، وإذا رمزنــا لأقصــى زمــن لتحقیــق هــو نفســه أقصــى زمــن لإنجــاز الم

 :الآتیةوقمنا وفقاً لما سبق بوضع المساواة  nT) بالرمز pnحادث النهایة (

)9 -6(  
nn TT   

  تكون هي اللحظة التي لا نرید أن نسمح لتنفیذ المشروع أن یتأخر عنها. nTفإن 

ـــا الســـابق نضـــع وك ـــى مثالن 10TTتطبیـــق عل yy ،  ولحســـاب أقصـــى زمـــن

) یمكـن أن Pnلتحقیق الحوادث الأخرى نلاحظ أن بعض الحوادث السابقة للحـادث (

لهـــا،  Tiمـــدد تنفیـــذها إلـــى لحظـــة متـــأخرة عـــن اللحظـــة المبكـــرة یتتـــأخر أو تؤجـــل أو 

) هـــو Pnمباشــرة الحــادث () الــذي یســبق n-1ولكــن أقصــى زمــن لتــأخیر الحـــادث (

  اللحظة التالیة:

inn1n tTT 
  
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فـــي مباشـــرة  Pnولحســـاب أقصـــى زمـــن للحـــوادث التـــي تســـبق حـــادث النهایـــة 

  ) نجد أن:3)، (2وهما الحادثان (المثال السابق 

7310T

8210T

3

2




  

ولحســـاب  ،نقـــوم بوضـــع هـــذین الـــرقمین فـــي الربـــع الأیمـــن مـــن دائـــرة الحـــادث

نجــد أن أقصــى  ،)3و( )2الأخــرى التــي تســبق الحــوادث فــي (صــى زمــن للحــوادث أق

الحــوادث اللاحقــة بالحــادث الأنشــطة و عتمــاداً علــى ایمكــن حســابه ) 1(زمــن للحــادث 

  ) كما یلي:1(

  .8-5=3) حیث نجد أنها تساوي 2من الحادث (

  .10-4=6) حیث نجد أنها تساوي 4ومن الحادث (

  .7-2=5تساوي ) نجد أنها 3ومن الحادث (

) إلـى حینـه یسـاوي 1وبذلك نجد أن أقصى زمن یمكن تأجیل تنفیذ الحـادث (

  :أي إنأصغر هذه الأرقام. 

358T1   

) وهكذا یمكننا حساب 1ونضعها في الجزء الأیمن للدائرة الخاصة بالحادث (

  أقصى زمن للحوادث الأخرى. 

مـن الأنشـطة  Lفتـرض أن عـدداً ) نiولحساب أقصى زمن لتأخر أي حادث (

  (الأسهم) تنطلق من ذلك النشاط وهي:

(i,j1),      (i,j2),      (i,j3),……, (i,jL)  

  الزمنیة لتلك الأنشطة على الترتیب هي: دوأن المد

ti1,  ti2,  ti3,  ……..,  tiL  

  على الترتیب هو: j1,j2,j3,……,jLوأن أقصى زمن لتحقیق الحوادث اللاحقة 

L321 T........,,T,T,T   

  :الآتیة) من العلاقة iوبناء على ذلك یمكننا أن نحسب أقصى زمن لتحقیق الحادث (
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)9 -7(  )tT(T ijj
1j

i Min 


  

) حتـى حـادث البدایـة pnویتم حسـاب هـذه الأزمنـة انطلاقـاً مـن حـادث النهایـة (

)p0) حیــث ســنجد حكمــاً أن أقصــى زمــن للحــادث (p0 زمــن ) یســاوي أیضــاً إلــى أبكــر

  :أي إنله، 

0TT 00   

أما عملیة الحساب فیمكن أن تـتم علـى الشـبكة مباشـرة بـأن نقـوم بطـرح المـدة 

) iلأنشـطة اللاحقـة بالحــادث (ل) j) مـن أقصـى زمــن للحـادث (i,jللنشـاط (  tijالزمنیـة 

  .iTثم نأخذ أصغرها فنحصل على 

ـــك حســـبنا  ـــى ذل ـــى الشـــكل ( iTوكمثـــال عل ) 5-9لحـــوادث الشـــبكة التـــي عل

  ووضعنا النتائج في الربع الأیمن لدوائر الحوادث.

  ) (مجال التعویم):jاحتیاط الزمن عند الحادث ( -3

بمــا أن أبكـــر زمــن لتحقیـــق الحـــادث یختلــف بصـــورة عامـــة عــن أقصـــى زمـــن 

 ،ي لمعظـم حـوادث الشـبكةیسمح به لحدوثه، فإن ذلك یؤدي إلـى ظهـور احتیـاط زمنـ

  ) یساوي:Jوإن هذا الاحتیاطي الزمني بالنسبة للحادث (

)9 -8(  
JJJ TTR  

وهو عبارة عن مجال  JJ T,T   یسمى بمجال التعویم وهو المدة التي یمكن

) دون أن یــؤثر ذلــك علــى مــدة تنفیــذ المشــروع ككــل Jلنــا أن نــؤخر تنفیــذ الحــادث (

دون أن یـؤثر یتـأخر ) أن j، وبعبارة أخرى هو المدة التي یمكن للحـادث (Tnوهي 

. وعنــد إجــراء الحســابات علــى الشــبكة Tnذلــك علــى المــدة النهائیــة لتنفیــذ المشــروع 

  ).Jفي الربع الأسفل لدائرة ( RJنضع قیمة 

  :)I,Jالاحتیاطي الكلي للزمن عند النشاط ( -4

  التالیة:ویحسب هذا الاحتیاطي من العلاقة 

)9 -9(  ijiJJ,i tTTr   



  مبادئ التخطیط الشبكي: التاسعالفصل 
 

    290 
  

وإن هــذا الاحتیــاطي هــو أكبــر مقــدار زمنــي یمكــن أن یســتخدم لزیــادة مــدة 

) (طبعاً إذا كانت طبیعة ذلك النشاط تسمح بذلك). وبـدون أن I,Jتنفیذ النشاط (

یـــؤدي ذلـــك إلـــى زیـــادة مـــدة تنفیـــذ المشـــروع ككـــل، أي بـــدون أن یـــؤثر ذلـــك علـــى 

  .Tnدث الأخیر لحظة تحقق الحا

على أنه أكبر مقـدار زمنـي یمكننـا أن نسـتخدمه لتـأخیر  rijویمكن النظر إلى 

وذلـك بـدون أن نزیـد  Ti) وهـو i) عن أبكر زمـن لتحقیـق الحـادث (I,Jبدایة النشاط (

ـــدار I,J، ولكـــن تـــأخیر بدایـــة النشـــاط (Tnمـــن لحظـــة تحقیـــق الحـــادث الأخیـــر  ) بمق

قتضــي أن تبــدأ الأنشــطة اللاحقــة مباشــرة لــه فــي ی rijیســاوي إلــى كامــل الاحتیــاطي 

  ) التي تبدأ منه.Jلحظة أقصى زمن للحادث (

) أو أي تمدیـــــد لمدتـــــه i,Jوإن أي تـــــأخیر أو تأجیـــــل للحظـــــة بدایـــــة النشـــــاط (

أي  ،Pnســیؤدي حتمــاً إلــى تــأخیر حــادث النهایــة  rijیزیــد عــن   ijالزمنیــة بمقــدار 

  تنفیذ المشروع بأكمله. سیؤدي إلى تأخیر

علـــى انـــه الفـــرق بـــین مـــدة تنفیـــذ  rijكمـــا یمكـــن اعتبـــار الاحتیـــاطي الكلـــي 

)، وأخیراً نشیر إلى أن i,jومدة أطول مسار یمر عبر ذلك النشاط ( Tnالمشروع 

rij ) لا یخص النشاطi,j) وحده بل قد تشترك به الأنشـطة الواقعـة مـع (i,j علـى (

  مسار واحد ما.

  ):i,jالزمني الحر عند النشاط (الاحتیاطي  -5

  :الآتیةویحسب هذا الاحتیاطي من العلاقة 

)9 -10(  ijiJJ,i tTTr  

نستخدمه لزیادة مـدة  بأنوإن هذا الاحتیاطي هو اكبر مقدار زمني یسمح لنا 

) فـي J) وبدون أن یعیق ذلك إمكانیة أن تبدأ الأنشطة اللاحقـة لحادثـة (i,Jالنشاط (

عنـد النشـاط  II، ویسـمى بالاحتیـاطي الزمنـي الحـر مـن النـوع TJلها وهـو أبكر زمن 

(i,j).  



  مبادئ التخطیط الشبكي: التاسعالفصل 
 

    291 
  

علــى أنــه أكبــر مقــدار زمنــي یســمح لنــا بــه لتــأخیر بدایــة  ijrنــه یمكننــا اعتبــارإ و 

، وذلــك بــدون أن تتــأثر Ti) وهــو i) عــن أبكــر زمــن لتحقــق حــادث بدایتــه (i,jالنشــاط (

  .TJ) عن أبكر زمن لها وهو Jحقة للحادث (بدایات الأنشطة اللا

یعـرف حتیاطي الزمنـي الحـر وفي بعض المراجع قد نصادف نوعاً آخر من الا

  :الآتیةبالعلاقة 

*
ij J i ijr T T T     

) بـــدون أن نعیـــق i,Jوهـــو عبـــارة عـــن أكبـــر مقـــدار یســـمح بـــه لزیـــادة مـــدة النشـــاط (

     ) فـــي أقصـــى زمـــن محـــدد لإنجازهـــاiادثـــه (إمكانیـــة أن تنتهـــي الأنشـــطة الســـابقة مباشـــرة لح

  .iTهو  و

  ).10 - 9ولكننا سوف نقتصر في تحلیلنا على النوع المعرف بالعلاقة (

  ):Ji,الاحتیاطي الزمني المستقل أو الخاص بالنشاط ( -6

  : الآتیةوهو یحسب من العلاقة 

)9 -11(  0, ( )ij J i ijr Max T T t       

) أو لتـأخیر بدایتـه i,Jزمني یسـمح لنـا بـه لزیـادة مـدة النشـاط ( وهو أكبر مقدار

) فــي أقصــى زمــن محــدد لهــا iمباشــرة لحادثــه ( هــاجمیع بحیــث تنتهــي الأنشــطة الســابقة

) فــي أبكــر زمــن Jمباشــرة لحادثــه ( هــاجمیع ، وبحیــث تبــدأ الأنشــطة اللاحقــةiTوهــو 

ijrستخدام الاحتیاطي ، وهكذا نجد أن اTJمحدد لها وهو   ) لصالح النشـاطi,J وحـده (

  لن یؤثر على احتیاطي أي من الأنشطة الأخرى.

   :1ملاحظة 

  ) یمكننا ببساطة أن نستنتج أن:9 -  9) و(10 -  9من العلاقتین (

)9 -12(  JJJijij RTTrr   

، كمـا RJیـاطي الحـادث الفرق بـین الاحتیـاطي الكلـي والحـر یسـاوي احت أي إن

iJiJنســتنتج أن  rr  وعنــدما تكــون ،RJ = 0  فــإنiJiJ rr  وهــذا یعنــي أنــه عنــدما ،

  ).Jلأنشطة الداخلة في الحادث (لمتساویان  iJrو iJrفإن الاحتیاطیین RJ= 0تكون 
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  ) أن:11- 9) و(10 - 9ن العلاقتین (ومن جهة أخرى نجد م

)9 -13(  













0r;r

0tTTr;RTT
rr

ijij

iJiJiJiii

iJiJ  

ــــدما تكــــون  ijijفــــإن  Ri=0وهــــذا یعنــــي أنــــه عن rr  المنبثقــــة عــــن  ةلأنشــــطل

iJiJ)، كما نستنتج أیضاً أن: iالحادث ( rr .  

  المسار الحرج: -7

فــي التحلیــل الزمنــي للمخططــات إن تحدیــد المســار الحــرج یعتبــر هــدفاً أساســیاً 

  .هاجمیع لحسابات السابقةلالشبكیة ونتیجة مرجوة 

فــإذا قمنــا بدراســة أي مخطــط شــبكي لوجــدنا أنــه یتــألف مــن عــدد مــن المســارات 

)، وإن كلاً من هـذه pn) وباتجاه الأسهم، بحادث نهایته (p0التي تصل حادث بدایته (

مـدة الزمنیـة لكـل مسـار تسـاوي مجمـوع المسارات یتـألف مـن عـدد مـن الأنشـطة، وإن ال

المــدد الزمنیــة للأنشــطة الواقعــة علیــه، ولهــذا فإنــه یمكننــا أن نعــرف المســار الحــرج بمــا 

  یلي:

أي الــذي مدتــه  ،هــو المســار ذو أطــول مــدة مــن بــین المســارات الممكنــة للشــبكة

، ولكـــن مـــن الأســهل أن نحـــدد المســـار الحـــرج عــن طریـــق تحدیـــد الأنشـــطة Tnتســاوي 

  قعة علیه، لذلك فإنه یعرف كما یلي:الوا

  :هو أي مسار مؤلف من أنشطة حرجة فقط، ومن التعریف الأخیر المسار الحرج

یتضــح أنــه یمكــن أن نصــادف أكثــر مــن مســار حــرج فــي المخطــط الشــبكي، ولتحدیــد 

  المسار الحرج علینا إذن أن نحدد النشاط الحرج والذي نعرفه كما یلي:

 الذي ینعدم عنده الاحتیـاطي الكلـي للـزمن  النشاط الحرج: هو النشاط

) حرجـاً إذا كـان فیـه J، كمـا یكـون الحـادث (riJ = 0) حرجـاً إذا كـان i,Jأي یكـون (

RJ = 0. ) تعطینــا أن: 12- 9ولكــن العلاقــة (iJiJ rr   0ولكــن وبمــا أنriJ   إذن

0rijفـإن  riJ =  0عندما یكـون   ویـنجم عـن هـذا أن ،RJ = 0  أیضـاً، ومـن العلاقـة
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0riJ) یمكننا أن نستنتج أنه عندما تكون 12- 9(   0فإنriJ   ًوینجم عنهمـا أیضـا

  .Ri = 0أن 

) حرجـــــاً فـــــإن i,J: إذا كـــــان النشـــــاط (الآتیـــــةممـــــا تقـــــدم نخلـــــص إلـــــى النتیجـــــة 

0rrr ijiJiJ   كمـا أنRi = RJ = 0.  ولكـن الشـرطRi = RJ = 0  هـو شـرط

  حرجاً. (i,j)لازم ولكنه غیر كافٍ لیكون النشاط 

إذن فلتحدیــد المســار أو المســارات الحــرج نبحــث عــن الأنشــطة الحرجــة انطلاقــاً 

، حتى نصـل معدوم riJ) متتبعین الأنشطة التي احتیاطها الكلي p0من حادث البدایة (

)، ونشــیر عــادة إلــى الأنشــطة الحرجــة بســهم مضــاعف لتمییــزه pnالنهایــة (إلــى حــادث 

عــن الأنشــطة الأخــرى، وبــذلك یكــون طــول المســار الحــرج هــو مجمــوع مــدد الأنشــطة 

، ویســـتفاد مـــن تحدیـــد الأنشـــطة الحرجـــة فـــي معرفـــة Tnالحرجـــة الواقعـــة علیـــه ویســـاوي 

  ها عند التنفیذ.الأنشطة التي لا تتحمل أي تأخیر في تنفیذها للتركیز علی

كما یستفاد من الاحتیاطات الزمنیة المختلفة في إعادة النظر في توزیع الموارد 

ووسائل العمل علـى الأنشـطة لاختصـار مـدة تنفیـذها، وإن هـذه الاحتیاطـات هـي التـي 

تعبــر عــن مرونــة المخطــط الشــبكي، وكلمــا تضــاءلت هــذه المجــالات أصــبح المخطــط 

تمامــاً عنــدما تكــون جمیــع أنشــطته حرجــة، وعنــدها لــن صــلباً، ویصــبح المخطــط صــلباً 

یكون فـي هـذا المخطـط أي مجـال للتسـامح فـي تـأخیر أي نشـاط مـن أنشـطة المخطـط 

  المذكور.

وأخیـــراً نشـــیر إلـــى أننـــا سنصـــطلح عنـــد إجـــراء الحســـابات علـــى الشـــبكة، كتابـــة 

  النتائج على الشكل التالي:

,
i j

i j i j

i j

r
t r

r

 
 

   j
jT jT 

jR

i
iT iT 

iR
  

  )7- 9شكل رقم (ال
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  :fTاحتمال إنجاز المشروع قبل موعد محدد  -8

زمـن تحقـق حادثـة الأخیـر  Tnلقد أشرنا سابقاً إلى أن مدة إنجاز المشروع هـي 

)، وأن هذه المـدة هـي مجمـوع مـدد الأنشـطة الواقعـة علـى المسـار p0(اعتباراً من زمن 

حسـاب  الحرج، وبما أن مدة كل نشـاط یمكـن أن تكـون محـددة أو عشـوائیة فـإن مسـألة

، وفي حالة عشوائیة المدد الزمنیـة لأنشـطة Tfاحتمال تحقق المشروع قبل موعد محدد 

  المشروع، ینظر إلیها كما یلي:

) عشـوائیة فـإن توقعهـا وتباینهـا یحسـبان i,Jالمـدة الزمنیـة للنشـاط ( tiJإذا كانت 

) علــــى الترتیـــــب، وإن التوقــــع الریاضــــي لمــــدة إنجـــــاز 4- 9) و(3- 9مــــن العلاقتــــین (

لمشروع یساوي مجموع التوقعات الریاضیة لمدد الأنشـطة الواقعـة علـى المسـار الحـرج ا

  :أي إن

)9 -14(  
niJ Ttt    

  وكذلك بالنسبة لتباین هذه المدة فهو یساوي:

 2

t

2

t ij
  

وإذا كان عدد تلك الأنشطة كافیاً فإن احتمال تحقق المشروع قبل الموعد 

 ، یمكن حسابه من جدول تابع الاحتمالات للتوزیع الطبیعي المعیاري Tfالمحدد 

  حیث نجد أن: 

)9 -15(  



















 2

t

nf
f

ij

TT
)Tt(p  

فنجـد  Tf) قبـل موعـد محـدد Jویمكننا أیضاً حسـاب احتمـال تحقـق أي حـادث (

  أن:

)9 -16(   



















 2

t

Jf
fj

ij

TT
Ttp  
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) وأن المجمــــوع مـــأخوذ علـــى أنشــــطة Jحقـــق (هـــو أبكــــر زمـــن لت TJ حیـــث إن

  .p0) بحادث البدایة Jأطول طریق یصل (

  :)1- 9( مثال

  :الآتيلیكن لدینا المخطط الشبكي 

  
  )8- 9شكل رقم (ال

  حیث تشیر الأعداد التي فوق الأسهم إلى مدة النشاط، والمطلوب:

 إعادة ترقیم حوادث هذه الشبكة. - 1

rوrووrوTRوTحساب  - 2 . 

 تحدید المسار الحرج. - 3

  الحل:

) نبـدأ مـن حـادث i,Jلكـل نشـاط ( i < Jلإجـراء عملیـة إعـادة التـرقیم بحیـث یكـون  - 1

عنـــه فیظهـــر لنـــا  هـــاجمیع )، ثـــم نحـــذف الأســـهم المنبثقـــة0البدایـــة فنعطیـــه الـــرقم (

ــ(1[  2و1) بــدون ســوابق، لــذلك نعطیهمــا الــرقمین 6) و(1الحادثــان ( ــ 2و )1لـ  لـ

) فلـم نجـد أي حـادث بـدون 1عـن ( هـاجمیع ، ثم نقوم بحذف الأسهم المنبثقـة])6(

عنـــه فیظهـــر لنـــا  هـــاجمیع ) ونحـــذف الأســـهم المنبثقـــة6ســـوابق، لـــذلك ننتقـــل إلـــى (

) 5)، وبعـــدها نحـــذف الأســـهم الصـــادرة عـــن (3) لـــذلك نعطیـــه الـــرقم (5الحـــادث (

ــ( 4[ 5و 4مین ) فنعطیهمــا التــرقی4) و(7فیظهــر لنــا الحادثــان ( ــ( 5) و4لـ ، ])7لـ
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) فنعطیــه الــرقم 2) ســیظهر لنــا الحــادث (7وعنــدما نحــذف الأســهم المنبثقــة عــن (

) وبـــذلك تأخـــذ الشـــبكة المرقمـــة 7) ویبقـــى الحـــادث الأخیـــر الـــذي یأخـــذ الـــرقم (6(

 ).9- 9حسب ترتیب الأنشطة فیها، الشكل (

رة حیث نجد أنه عنـدما نقوم بحساب المؤشرات الزمنیة ونسجلها على الشبكة مباش - 2

فـإن أبكـر زمـن لتحقیـق الحـوادث المختلفـة یحسـب حسـب ترتیبهـا  T0 = 0نضـع 

  في الترقیم الجدید وانطلاقاً من حادث البدایة وهي تساوي:

T1 = Max (T0+T01) = Max (0+2) = 2 

T2 = Max (T0+T02) = Max (0+1) = 1 

T3 = Max (T0+T03,T1+t13; T2+t23) = Max (0+5; 2+2,1+2) = 5 

T4 = Max (T3+t34,T2+t24) = Max (5+6,1+7)=11 

T5 = Max (T1+t15,T3+t35) = Max (2+6; 5+2)= 8  

T6 = Max (T1+t16,T5+t56) = Max (2+5,8+2) = 10 

T7 = Max (T4+t47,T5+t57,T6+t67) = Max (11+4; 8+5,10+4) = 15  

3 -  
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  )9- 9شكل رقم (ال
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نقــوم بتســجیل هــذه الأزمنــة فــي الربــع الأیســر لــدوائر الحــوادث علــى الشــكل ثــم 

واحــــدة  15أبكــــر مــــدة زمنیــــة لإنجــــاز المشــــروع بأكملــــه هــــي  أي إن) الســــابق، 9- 9(

15TTزمنیة، ولحسـاب أقصـى زمـن لتحقیـق الحـوادث نضـع  77  ونبـدأ بحسـاب ،

  .p0ل إلى هذه الأزمنة انطلاقاً من حادث النهایة حتى نص

0)55;13;22(Min)tT,tT,tT(MinT

2)511;68;25(Min)tT,tT,tT(MinT

3)711,25(Min)tT,tT(MinT

5)28,611(Min)tT,tT(MinT

11)415(Min)tT(MinT

8)715(Min)tT(MinT

11)415(Min)tT(MinT

0330220110

1661551331

2442332

3553443

4774

5775

6776















أمـــــا بالنســـــبة  وإن هـــــذه الأزمنـــــة هـــــي المســـــجلة فـــــي الربـــــع الأیمـــــن لـــــدوائر الحـــــوادث.

  لاحتیاطي الحوادث حسبها من العلاقة:

)i:1,2,……..,7(  
iii TTR   

  ونسجلها على الشبكة مباشرة وهي الأرقام التي في الربع الأسفل.

  العلاقـــة لمختلـــف الأنشـــطة نعتمـــد علـــى  rijالكلـــي للـــزمن ولحســـاب الاحتیـــاطي 

  ) فنجد أن:9- 9(

0628tTTr

1225tTTr

0505tTTr

2103tTTr

0202tTTr

151515

131313

030303

020202

010101










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141015tTTr

07815tTTr

12811tTTr

041115tTTr

1258tTTr

06511tTTr

37111tTTr

2215tTTr

45211tTTr

676767

575757

565656

474747

353535

343434

242424

232323

161616



















  

  وهي الأرقام المسجلة في أسفل الكسر ضمن القوسین وفوق أسهم الشبكة.

iJiJین أما بالنسبة للاحتیاطیین الآخر  rوr   م عنـدما فنلاحظ أن كل منهمـا معـدو

0riJولهذا یكفي أن نحسبهما للحالات التي تكون فیها  rij = 0تكون   :وهي  

02 2 0 02

13 3 1 13

16 6 1 16

23 3 2 23

24 4 2 24

35 5 3 35

1 0 1 0

5 2 2 1

10 2 5 3

5 1 2 2

11 1 7 3

8 5 2 1

r T T t

r T T t

r T T t

r T T t

r T T t

r T T t

       

       

       

       

       

       

  

56 6 5 56

67 7 6 67

10 8 2 0

15 10 4 1

r T T t

r T T t

       

       
  

  وهي الأرقام المسجلة في أعلى الكسر ضمن القوسین وفوق أسهم الشبكة.

iJrأما   :فنجد أنها تساوي  
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   
   
   
   
   
    1)258(,0Max)tTT(,0Maxr

1)7311(,0Max)tTT(,0Maxr

0)235(,0Max)tTT(,0Maxr

3)5210(,0Max)tTT(,0Maxr

1)225(,0Max)tTT(,0Maxr

0)101(,0Max)tTT(,0Maxr

353535

242424

232323

161616

131313

020202













  

   
    0)41115(,0Max)tTT(,0Maxr

0)2810(,0Max)TTT(,0Maxr

676767

565656




  

  وهي الأرقام المسجلة على یمین الكسر ضمن القوسین فوق أسهم الشبكة.

لتحدیــد المســار الحــرج نقــوم بتحدیــد الأنشــطة الحرجــة انطلاقــاً مــن حــادث البدایــة  - 4

 فنجد أن الأنشطة الحرجة هي: rij = 0متتبعین الأنشطة التي یكون فیها 

)5,7) ،(4,7) ،(3,4) ،(1,5) ،(0,3) ،(0,1(  

وهــي تشــكل مســارین حــرجین همــا المشــار إلیهمــا بأســهم مضــاعفة، أمــا بقیــة الأنشــطة 

  فهي غیر حرجة لأن احتیاطها الكلي غیر معدوم.



  مبادئ التخطیط الشبكي: التاسعالفصل 
 

    300 
  

  

  التاسع الفصلتمارین غیر محلولة على 

 أوجد المسار الحرج للشبكات الآتیة: )1

 :الشبكة الأولى 

  

 :الشبكة الثانیة 

  

 :الشبكة الثالثة 
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  دليل المصطلحات العلمية

  انكليزي  –عربي  
A 

                               Analysis  تحلیل
              Artificial Variables  متحولات اصطناعیة

                           Alternative  بدیل
     Area of feasible solution  منطقة الحلول الممكنة 

          Alternative strategies  إستراتیجیة بدیلة
              Acceptance region  منطقة القبول

B 
  Basic solutions  حلول قاعدیة
                   Basic Variable  متغیر أساسي
                 Bounded variable  متغیر مقید  

 Bills  سندات
             Business indicators  مؤشرات اقتصادیة

c 
 Capitalization   الحصیلة

  Coefficient  معامل
 Column  عمود
 Condition  شرط

 Constant Column  عمود ثابت
 Constraint  قید ( شرط )

 Consumption  استھلاك
 Cost  تكلفة

 Cost function  تابع تكلفة
 Criteria  رمعیا

  Curve  منحني
 Coefficient matrix  مصفوفة المعاملات

 Change ratio  نسبة التغیر
D 

  Decision  قرار
  Demand  طلب
  Derivative  مشتق

  Decision under certainty  القرار في حالة التأكد
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  Decision under uncertainty  القرار في حالة عدم التأكد
               Dependent variable  متغیر تابع

 Depreciation  اھتلاك
 Depreciation  Rate  معدل اھتلاك

E 
                               Economy  اقتصاد
 Elasticity  مرونة

                   Entering variable  متغیر داخل
                                 Equation  معادلة

F 
                                      Factor  عامل

              Feasible solution  region  منطقة الحلول المقبولة
                                Function  تابع

                                Factorial  عاملي
G 

                 Graphical solution  الحل البیاني
                                     Gross  إجمالي

                                  Growth  نمو
                         Game theory  نظریة الألعاب

H 
                            Hypothesis  نظریة

I 
                       Identity matrix  مصفوفة أحادیة

                   Implicit function  تابع ضمني
 Income  الدخل، الایراد
                   Independent events  حوادث مستقلة

     Independent random variables  متغیرات عشوائیة مستقلة

                                   Inequalities  متراجحات (متباینات )
                                      Input  مدخلات

            Integer programming  برمجة خطیة
                               Intersection  تقاطع

                       Impossible event  حادث مستحیل
                 Independents events  حوادث مستقلة

K 
                                         Key  مفتاح

                             Key column  العمود المفتاح
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                                  Key row  احالصف المفت
L 

                                     Level  مستوى
                                         Limit  حد ونھایة

                                       Linear  خطي
   Linear programming  برمجة خطیة

                            Linear function  تابع خطي
     Lagrange multiplier method  طریق ضارب لاغرانج

                     Leaving variable  المتغیر الخارج
                               Line graph  خط بیاني

                      Linear equations  معادلات خطیة
M 

              Marginal productivity  ةإنتاجیة حدی
 Marginal Utility  منفعة حدیة

                                      Matrix  مصفوفة
                           Maximization  تعظیم

   Maximum value  قیمة عظمى
                           Minimization  تصغیر

   Minimum value  قیمة صغرى
                                        Minor  لمصفوفة )مصغر ( ا

                                        Model  نموذج
                                  Multiplier  ضارب

                   Multiplier lagrange  ضارب لاغرانج 
                            Mathematical  ریاضي

                Mathematical model  ذج ریاضينمو
N 

                                    Network  شبكة
                                        Node  نقطة تقاطع
                            No negativity  عدم السلبیة

O 
                                  Optimum  أمثل -مثالي 

                      Optimal solution  الحل الأمثل
                                      Output  مخرجات

                                 Objective  ھدف
                    Objective function  تابع ھدف

                  Operations research  بحوث العملیات 
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p 
 Par Value  مة الاسمیةالقی

                            Pivot element  الارتكاز محور
                            Programming  برمجة
                                           Plan  خطة

                                   Planning  تخطیط
 Present worth (Value)  القیمة الحالیة

                               Production  إنتاج
                 Production function  تابع إنتاج

                              Productivity  إنتاجیة
                                    Progress  متوالیة -تقدم 
 Profit  الربح
                                        Primal  أولي

                       Partial derivative  مشتق جزئي
R 

                                         Rank  مرتبة
                        Rank of matrix  مرتبة مصفوفة

                                      Row  سطر
S 

                       Simplex method  مبلكسیطریقة الس
                                Static  ثابت

T 
                                        Total  كلي

                 Theorem  نظریة
             Total derivative  مشتق كلي

            Total differential  تفاضل كلي 
u 

        Unacceptable solution  حل غیر مقبول
                           Unit  واحد ( قیاس)

                                 Utility  منفعة
v 

   Value  قیمة
  Variable  متحول
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  جدول الرقم التراكمي لأیام السنة المیلادیة.)   1ملحق رقم (ال

 جدول مساعد لحساب مدة الإیداع بالأیام ویتم ذلك بطرح عدد التراكم في یوم الإیداع من عدد التراكم في یوم السحب الشھر م

1 
  كانون الثاني

  31ینایر 
 31 30 29 28 27 26 25 24 23 22 21 20 19 18 17 16 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 أیام الشھر

 31 30 29 28 27 26 25 24 23 22 21 20 19 18 17 16 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 تراكم الأیام

2 
  شِباط 
 28فبرایر 

    28 27 26 25 24 23 22 21 20 19 18 17 16 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 أیام الشھر

یامتراكم الأ  32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59    

3 
  أذار 
 31مارس 

 31 30 29 28 27 26 25 24 23 22 21 20 19 18 17 16 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 أیام الشھر

 90 89 88 87 86 85 84 83 82 81 80 79 78 77 76 75 74 73 72 71 70 69 68 67 66 65 64 63 62 61 60 تراكم الأیام

4 
  نیسان
  30أبریل 

  30 29 28 27 26 25 24 23 22 21 20 19 18 17 16 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 أیام الشھر

  120 119 118 117 116 115 114 113 112 111 110 109 108 107 106 105 104 103 102 101 100 99 98 97 96 95 94 93 92 91 تراكم الأیام

5 
 أیار
  31مایو 

 31 30 29 28 27 26 25 24 23 22 21 20 19 18 17 16 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 أیام الشھر

 151 150 149 148 147 146 145 144 143 142 141 140 139 138 137 136 135 134 133 132 131 130 129 128 127 126 125 124 123 122 121 تراكم الأیام

6 
 حزیران

  30جوان 
  30 29 28 27 26 25 24 23 22 21 20 19 18 17 16 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 أیام الشھر

  181 180 179 178 177 176 175 174 173 172 171 170 169 168 167 166 165 164 163 162 161 160 159 158 157 156 155 154 153 152 تراكم الأیام

7 
 تموز
  31جولیة 

 31 30 29 28 27 26 25 24 23 22 21 20 19 18 17 16 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 أیام الشھر

 212 211 210 209 208 207 206 205 204 203 202 201 200 199 198 197 196 195 194 193 192 191 190 189 188 187 186 185 184 183 182 تراكم الأیام

8 
  آب

 31أغسطس 
 31 30 29 28 27 26 25 24 23 22 21 20 19 18 17 16 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 أیام الشھر

 243 242 241 240 239 238 237 236 235 234 233 232 231 230 229 228 227 226 225 224 223 222 221 220 219 218 217 216 215 214 213 تراكم الأیام

9 
  أیلول

 30سبتمبر  
  30 29 28 27 26 25 24 23 22 21 20 19 18 17 16 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 أیام الشھر

  273 272 271 270 269 268 267 266 265 264 263 262 261 260 259 258 257 256 255 254 253 252 251 250 249 248 247 246 245 244 تراكم الأیام

10 
  تشرین الأول 

 31أكتوبر 
 31 30 29 28 27 26 25 24 23 22 21 20 19 18 17 16 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 أیام الشھر

 304 303 302 301 300 299 298 297 296 295 294 293 292 291 290 289 288 287 286 285 284 283 282 281 280 279 278 277 276 275 274 تراكم الأیام

11 
  تشرین الثاني 

 30نوفمبر 
  30 29 28 27 26 25 24 23 22 21 20 19 18 17 16 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 أیام الشھر

  334 333 332 331 330 329 328 327 326 325 324 323 322 321 320 319 318 317 316 315 314 313 312 311 310 309 308 307 306 305 تراكم الأیام

12 
  كانون الأول

 31دیسمبر  
 31 30 29 28 27 26 25 24 23 22 21 20 19 18 17 16 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 أیام الشھر

 365 364 363 362 361 360 359 358 357 356 355 354 353 352 351 350 349 348 347 346 345 344 343 342 341 340 339 338 337 336 335 تراكم الأیام

  الرقم التراكمي لیوم الإیداع. –مدة الإیداع = الرقم التراكمي لیوم السحب  ملاحظة:              

  شباط نضیف یوماً واحداً إلى حاصل الطرح السابق. 29إذا كانت السنة كبیسة وكانت فترة الإیداع تشمل و                        
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  )2الملحق رقم (

جدول قیم الكسر 
1 1

1

n nr r

P r

 



  حسب معدلات الفائدة المختلفة و عدد من السنوات 

  

  

  

  

0.035  0.03  0.025  0.02  0.015  0.01  

  لفائدةمعدل ا

     
p  

       

  nالسنوات

1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1  

2.035000 2.030000 2.025000 2.020000 2.015000 2.010000 2  

3.106225 3.090900 3.075625 3.060400 3.045225 3.030100 3  

4.214943 4.183627 4.152516 4.121608 4.090903 4.060401 4  

5.362466 5.309136 5.256329 5.204040 5.152267 5.101005 5  

6.550152 6.468410 6.387737 6.308121 6.229551 6.152015 6  

7.779408 7.662462 7.547430 7.434283 7.322994 7.213535 7  

9.051687 8.892336 8.736116 8.582969 8.432839 8.285671 8  

10.36850 10.15911 9.954519 9.754628 9.559332 9.368527 9  

11.73139 11.46388 11.20338 10.94972 10.70272 10.46221 10  

13.14199 12.80780 12.48347 12.16872 11.86326 11.56683 11  

14.60196 14.19203 13.79555 13.41209 13.04121 12.68250 12  

16.11303 15.61779 15.14044 14.68033 14.23683 13.80933 13  

17.67699 17.08632 16.51895 15.97394 15.45038 14.94742 14  

19.29568 18.59891 17.93193 17.29342 16.68214 16.09690 15  

20.97103 20.15688 19.38022 18.63929 17.93237 17.25786 16  

22.70502 21.76159 20.86473 20.01207 19.20136 18.43044 17  

24.49969 23.41444 22.38635 21.41231 20.48938 19.61475 18  

26.35718 25.11687 23.94601 22.84056 21.79672 20.81090 19  

28.27968 26.87037 25.54466 24.29737 23.12367 22.01900 20  

30.26947 28.67649 27.18327 25.78332 24.47052 23.23919 21  

32.32890 30.53678 28.86286 27.29898 25.83758 24.47159 22  

34.46041 32.45288 30.58443 28.84496 27.22514 25.71630 23  

36.66653 34.42647 32.34904 30.42186 28.63352 26.97346 24  

38.94986 36.45926 34.15776 32.03030 30.06302 28.24320 25  

41.31310 38.55304 36.01171 33.67091 31.51397 29.52563 26  

43.75906 40.70963 37.91200 35.34432 32.98668 30.82089 27  

46.29063 42.93092 39.85980 37.05121 34.48148 32.12910 28  

48.91080 45.21885 41.85630 38.79223 35.99870 33.45039 29  

51.62268 47.57542 43.90270 40.56808 37.53868 34.78489 30  
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ول قیم الكسر جد
1 1

1

n nr r

P r

 



  نواتحسب معدلات الفائدة المختلفة و عدد من الس 

  

0.065  0.06  0.055  0.05  0.045  0.04  

  لفائدةمعدل ا

     
p  

       

  nالسنوات

1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1  

2.065000 2.060000 2.055000 2.050000 2.045000 2.040000 2  

3.199225 3.183600 3.168025 3.152500 3.137025 3.121600 3  

4.407175 4.374616 4.342266 4.310125 4.278191 4.246464 4  

5.693641 5.637093 5.581091 5.525631 5.470710 5.416323 5  

7.063728 6.975319 6.888051 6.801913 6.716892 6.632975 6  

8.522870 8.393838 8.266894 8.142008 8.019152 7.898294 7  

10.07686 9.897468 9.721573 9.549109 9.380014 9.214226 8  

11.73185 11.49132 11.25626 11.02656 10.80211 10.58280 9  

13.49442 13.18079 12.87535 12.57789 12.28821 12.00611 10  

15.37156 14.97164 14.58350 14.20679 13.84118 13.48635 11  

17.37071 16.86994 16.38559 15.91713 15.46403 15.02581 12  

19.49981 18.88214 18.28680 17.71298 17.15991 16.62684 13  

21.76730 21.01507 20.29257 19.59863 18.93211 18.29191 14  

24.18217 23.27597 22.40866 21.57856 20.78405 20.02359 15  

26.75401 25.67253 24.64114 23.65749 22.71934 21.82453 16  

29.49302 28.21288 26.99640 25.84037 24.74171 23.69751 17  

32.41007 30.90565 29.48120 28.13238 26.85508 25.64541 18  

35.51672 33.75999 32.10267 30.53900 29.06356 27.67123 19  

38.82531 36.78559 34.86832 33.06595 31.37142 29.77808 20  

42.34895 39.99273 37.78608 35.71925 33.78314 31.96920 21  

46.10164 43.39229 40.86431 38.50521 36.30338 34.24797 22  

50.09824 46.99583 44.11185 41.43048 38.93703 36.61789 23  

54.35463 50.81558 47.53800 44.50200 41.68920 39.08260 24  

58.88768 54.86451 51.15259 47.72710 44.56521 41.64591 25  

63.71538 59.15638 54.96598 51.11345 47.57064 44.31174 26  

68.85688 63.70577 58.98911 54.66913 50.71132 47.08421 27  

74.33257 68.52811 63.23351 58.40258 53.99333 49.96758 28  

80.16419 73.63980 67.71135 62.32271 57.42303 52.96629 29  

86.37486 79.05819 72.43548 66.43885 61.00707 56.08494 30  
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جدول قیم الكسر 
1 1

1

n nr r

P r

 



  حسب معدلات الفائدة المختلفة و عدد من السنوات 

  

0.095  0.09  0.085  0.08  0.075  0.07  

  لفائدةمعدل ا

     
p  

       

  nالسنوات

1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1  

2.095000 2.090000 2.085000 2.080000 2.075000 2.070000 2  

3.294025 3.278100 3.262225 3.246400 3.230625 3.214900 3  

4.606957 4.573129 4.539514 4.506112 4.472922 4.439943 4  

6.044618 5.984711 5.925373 5.866601 5.808391 5.750739 5  

7.618857 7.523335 7.42903 7.335929 7.244020 7.153291 6  

9.342648 9.200435 9.060497 8.922803 8.787322 8.654021 7  

11.23020 11.02847 10.83064 10.63663 10.44637 10.25980 8  

13.29707 13.02104 12.75124 12.48756 12.22985 11.97799 9  

15.56029 15.19293 14.83510 14.48656 14.14709 13.81645 10  

18.03852 17.56029 17.09608 16.64549 16.20812 15.78360 11  

20.75218 20.14072 19.54925 18.97713 18.42373 17.88845 12  

23.72363 22.95338 22.21094 21.49530 20.80551 20.14064 13  

26.97738 26.01919 25.09887 24.21492 23.36592 22.55049 14  

30.54023 29.36092 28.23227 27.15211 26.11836 25.12902 15  

34.44155 33.00340 31.63201 30.32428 29.07724 27.88805 16  

38.71350 36.97370 35.32073 33.75023 32.25804 30.84022 17  

43.39128 41.30134 39.32300 37.45024 35.67739 33.99903 18  

48.51345 46.01846 43.66545 41.44626 39.35319 37.37896 19  

54.12223 51.16012 48.37701 45.76196 43.30468 40.99549 20  

60.26384 56.76453 53.48906 50.42292 47.55253 44.86518 21  

66.98891 62.87334 59.03563 55.45676 52.11897 49.00574 22  

74.35286 69.53194 65.05366 60.89330 57.02790 53.43614 23  

82.41638 76.78981 71.58322 66.76476 62.30499 58.17667 24  

91.24593 84.70090 78.66779 73.10594 67.97786 63.24904 25  

100.9143 93.32398 86.35455 79.95442 74.07620 68.67647 26  

111.5012 102.7231 94.69469 87.35077 80.63192 74.48382 27  

123.0938 112.9682 103.7437 95.33883 87.67931 80.69769 28  

135.7877 124.1354 113.5620 103.9659 95.25526 87.34653 29  

149.6875 136.3075 124.2147 113.2832 103.3994 94.46079 30  
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  )3الملحق رقم (

جدول قیم الكسر 
1 nh

P


  حسب معدلات الفائدة المختلفة و عدد من السنوات 

  

  

  

  

  

0.035  0.03  0.025  0.02  0.015  0.01  

  لفائدةمعدل ا

     
p  

       

  nالسنوات

0.966184 0.970874 0.975610 0.980392 0.985222 0.990099 1  

1.899694 1.913470 1.927424 1.941561 1.955883 1.970395 2  

2.801637 2.828611 2.856024 2.883883 2.912200 2.940985 3  

3.673079 3.717098 3.761974 3.807729 3.854385 3.901966 4  

4.515052 4.579707 4.645828 4.713460 4.782645 4.853431 5  

5.328553 5.417191 5.508125 5.601431 5.697187 5.795476 6  

6.114544 6.230283 6.349391 6.471991 6.598214 6.728195 7  

6.873956 7.019692 7.170137 7.325481 7.485925 7.651678 8  

7.607687 7.786109 7.970866 8.162237 8.360517 8.566018 9  

8.316605 8.530203 8.752064 8.982585 9.222185 9.471305 10  

9.001551 9.252624 9.514209 9.786848 10.07112 10.36763 11  

9.663334 9.954004 10.25776 10.57534 10.90751 11.25508 12  

10.30274 10.63496 10.98318 11.34837 11.73153 12.13374 13  

10.92052 11.29607 11.69091 12.10625 12.54338 13.00370 14  

11.51741 11.93794 12.38138 12.84926 13.34323 13.86505 15  

12.09412 12.56110 13.05500 13.57771 14.13126 14.71787 16  

12.65132 13.16612 13.71220 14.29187 14.90765 15.56225 17  

13.18968 13.75351 14.35336 14.99203 15.67256 16.39827 18  

13.70984 14.32380 14.97889 15.67846 16.42617 17.22601 19  

14.21240 14.87747 15.58916 16.35143 17.16864 18.04555 20  

14.69797 15.41502 16.18455 17.01121 17.90014 18.85698 21  

15.16712 15.93692 16.76541 17.65805 18.62082 19.66038 22  

15.62041 16.44361 17.33211 18.29220 19.33086 20.45582 23  

16.05837 16.93554 17.88499 18.91393 20.03041 21.24339 24  

16.48151 17.41315 18.42438 19.52346 20.71961 22.02316 25  

16.89035 17.87684 18.95061 20.12104 21.39863 22.79520 26  

17.28536 18.32703 19.46401 20.70690 22.06762 23.55961 27  

17.66702 18.76411 19.96489 21.28127 22.72672 24.31644 28  

18.03577 19.18845 20.45355 21.84438 23.37608 25.06579 29  

18.39205 19.60044 20.93029 22.39646 24.01584 25.80771 30  
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جدول قیم الكسر 
1 nh

P


  حسب معدلات الفائدة المختلفة و عدد من السنوات 

  

  

  

0.095  0.09  0.085  0.08  0.075  0.07  

  لفائدةمعدل ا

     
p  

       

  nالسنوات

0.913242 0.917431 0.921659 0.925926 0.930233 0.934579 1  

1.747253 1.759111 1.771114 1.783265 1.795565 1.808018 2  

2.508907 2.531295 2.554022 2.577097 2.600526 2.624316 3  

3.204481 3.23972 3.275597 3.312127 3.349326 3.387211 4  

3.839709 3.889651 3.940642 3.992710 4.045885 4.100197 5  

4.419825 4.485919 4.553587 4.622880 4.693846 4.766540 6  

4.949612 5.032953 5.118514 5.206370 5.296601 5.389289 7  

5.433436 5.534819 5.639183 5.746639 5.857304 5.971299 8  

5.875284 5.995247 6.119063 6.246888 6.378887 6.515232 9  

6.278798 6.417658 6.561348 6.710081 6.864081 7.023582 10  

6.647304 6.805191 6.968984 7.138964 7.315424 7.498674 11  

6.983839 7.160725 7.344686 7.536078 7.735278 7.942686 12  

7.291178 7.486904 7.690955 7.903776 8.125840 8.357651 13  

7.571852 7.786150 8.010097 8.244237 8.489154 8.745468 14  

7.828175 8.060688 8.304237 8.559479 8.827120 9.107914 15  

8.062260 8.312558 8.575333 8.851369 9.141507 9.446649 16  

8.276037 8.543631 8.825192 9.121638 9.433960 9.763223 17  

8.471266 8.755625 9.055476 9.371887 9.706009 10.05909 18  

8.649558 8.950115 9.267720 9.603599 9.959078 10.33560 19  

8.812382 9.128546 9.463337 9.818147 10.19449 10.59401 20  

8.961080 9.292244 9.643628 10.01680 10.41348 10.83553 21  

9.096876 9.442425 9.809796 10.20074 10.61719 11.06124 22  

9.220892 9.580207 9.962945 10.37106 10.80669 11.27219 23  

9.334148 9.706612 10.10410 10.52876 10.98297 11.46933 24  

9.437578 9.822580 10.23419 10.67478 11.14695 11.65358 25  

9.532034 9.928972 10.35409 10.80998 11.29948 11.82578 26  

9.618296 10.02658 10.46460 10.93516 11.44138 11.98671 27  

9.697074 10.11613 10.56645 11.05108 11.57338 12.13711 28  

9.769018 10.19828 10.66033 11.15841 11.69617 12.27767 29  

9.834719 10.27365 10.74684 11.25778 11.81039 12.40904 30  
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جدول قیم الكسر 
1 nh

P


  حسب معدلات الفائدة المختلفة و عدد من السنوات 

  

  

  

  

  

  

0.065  0.06  0.055  0.05  0.045  0.04  

  لفائدةمعدل ا

     
p  

       

  nالسنوات

0.938967 0.943396 0.947867 0.952381 0.956938 0.961538 1  

1.820626 1.833393 1.846320 1.859410 1.872668 1.886095 2  

2.648476 2.673012 2.697933 2.723248 2.748964 2.775091 3  

3.425799 3.465106 3.505150 3.545951 3.587526 3.629895 4  

4.155679 4.212364 4.270284 4.329477 4.389977 4.451822 5  

4.841014 4.917324 4.995530 5.075692 5.157872 5.242137 6  

5.484520 5.582381 5.682967 5.786373 5.892701 6.002055 7  

6.088751 6.209794 6.334566 6.463213 6.595886 6.732745 8  

6.656104 6.801692 6.952195 7.107822 7.268790 7.435332 9  

7.188830 7.360087 7.537626 7.721735 7.912718 8.110896 10  

7.689042 7.886875 8.092536 8.306414 8.528917 8.760477 11  

8.158725 8.383844 8.618518 8.863252 9.118581 9.385074 12  

8.599742 8.852683 9.117079 9.393573 9.682852 9.985648 13  

9.013842 9.294984 9.589648 9.898641 10.22283 10.56312 14  

9.402669 9.712249 10.03758 10.37966 10.73955 11.11839 15  

9.767764 10.10590 10.46216 10.83777 11.23402 11.65230 16  

10.11058 10.47726 10.86461 11.27407 11.70719 12.16567 17  

10.43247 10.82760 11.24607 11.68959 12.15999 12.65930 18  

10.73471 11.15812 11.60765 12.08532 12.59329 13.13394 19  

11.01851 11.46992 11.95038 12.46221 13.00794 13.59033 20  

11.28498 11.76408 12.27524 12.82115 13.40472 14.02916 21  

11.53520 12.04158 12.58317 13.16300 13.78442 14.45112 22  

11.77014 12.30338 12.87504 13.48857 14.14777 14.85684 23  

11.99074 12.55036 13.15170 13.79864 14.49548 15.24696 24  

12.19788 12.78336 13.41393 14.09394 14.82821 15.62208 25  

12.39237 13.00317 13.66250 14.37519 15.14661 15.98277 26  

12.57500 13.21053 13.89810 14.64303 15.45130 16.32959 27  

12.74648 13.40616 14.12142 14.89813 15.74287 16.66306 28  

12.90749 13.59072 14.33310 15.14107 16.02189 16.98371 29  

13.05868 13.76483 14.53375 15.37245 16.28889 17.29203 30  
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  التدقیق العلميلجنة 

  أ.د. رضوان العمار

  كلیة الاقتصاد -جامعة تشرین

  أ.د. محمود طیوب

  كلیة الاقتصاد -جامعة تشرین

  أ.د. صلاح شیخ دیب

  كلیة الاقتصاد -جامعة تشرین

  

  ويـــالمدقق اللغ

  خالد يسير أ.د. 

  كلیة الآداب  –جامعة تشرین 

  قسم اللغة العربیة

  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  الترجمة والتألیف محفوظةو حقوق الطبع 

  لدى مدیریة الكتب والمطبوعات الجامعیة
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