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  تʹȂʦه 
  

 Șʽقʙــʱها خــلال ال رغــʦ ؗــل    ǽعʚʱر الʺʕلــف عــʧ جʺॽــع الأخʢــاء الʱــي لــʶǽ ʦــʢʱع تــʙارؗ
 .ʥل ذلــʨحــ ʙجهــ ʧلــه مــʚمــا ب    ʦــاقʡ ʛȞــʷȄو ʙيʗة الغــ ʙؕــة    شــॽماتʨالʺعل ʛــʷون ʛتʨــʽʰʺؔم الʨلعلــ

  ʧيʚاء الʻا عʨلʺʴاجه  تʛخȂه وʱاعॼʡ .  
  
  
  
  
  
  

 ȏʦاللغ Ȗقʗʸال  

  الʦʯؕʗر ǻعقʦب بʠॻار الأسʯاذ 
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  المقدمة 
  

ʙʵمة فـــي  أصــॼح   ɦــʶʺة الॽاضــȄʛال Șائــʛʢال ʧ لʴॼــʨث العʺلॽــات مȞــان Ǽــارز بــ̔
وهي الآن تʶاعʙ الʺʧʽʸʱʵ    تȌॽʢʵ وȂدارة الʷʻاʡات الاقʸʱادǽة والعȄʛȞʶة الʺʱʵلفة. 

ــالʅॽ أو الإنʱـــاج أو الʱʺـــʧȄʨ أو الʨʱزȄـــع أو   فـــي وضـــع الʢʵـــȌ الʺʲالॽـــة مـــʧ حʽـــʘ الʱؔـ
ʲʺار الʺــʨارد والʢاقــات الʷॼــȄʛة....الخ، وʨʱȄقــع لهــا  لــȃʛح  ا  ــʙفاع أو اسـɦـ أو الهʳــʨم أو ال

قʰل القȄʛـــʖ أن تʶـــʛʢॽ ب  ʺـــل نʷـــاʡات  r هـــا وʛȃامʳهـــا وʛʡائقهـــا علـــى م ʻʺاذج فـــي الʺʶــɦـ
  العالʦ.   نʴاء أ الإنʶان في جʺॽع  

  ʗــ قʟ مازالـ ـ̒ـ ــه الـ ــʧ أوجـ ــʙة مـ ــى أن عـ ʛون إلـ ـ̔ـ ʷǽ ʧـ ـ̔ـ ــع أن Ǽعـــʠ الʺʸʱʵـ ومـ
تʻʱؔف هʚا الفʛع العلʺي الهام إلا أنهǽ ʦأملʨن أن يʦʱ تʚلʽل جʺॽع العॼʁات الʺʱعلقــة Ǽــه  

  مʱʶقلاً بʚاته.   لॼʸॽح علʺاً 

ولقʙ رأيʻا عʻــʙما عʜمʻــا علــى تعــʙيل هــʚا الʱؔــاب أن نʹــʅॽ إلॽــه عــʙة مʨضــʨعات 
ʨف،  تʻــʙرج تʴــʗ اســʦ (ʴǼــʨث العʺلॽــات) وهــي: تʴلʽــل الʶʴاســॽة، ســॽاقات بʨاســʨن ومــارؗ

Ȑا مــا أدʚاكــاة.... وهــʴʺــة، والȄارات الإدارʛــة القــȄʛʤون، نʜــʵʺــار، إدارة الʤʱف الانʨصــف- 
إلــى زȄــادة حʳــʦ الʱؔــاب ʷǼــȞل ملʴــȍʨ، مʺــا اضــʛʢنا إلــى  -رغــʦ اخʸʱــار الفʸــʨل الأولــى

اخʸʱـــار Ǽعـــʠ الفʸـــʨل الأولـــى وحـــʚف الفʸـــʨل الأخʽـــʛة مـــʧ الॼʢعـــة الʲانॽـــة وهـــي الʱـــي 
 ʧــــا مـــــــ ــــة) لʨؔنهـــ ــــة الʙيʻامॽȞॽـــ ــــة، الʛʰمʳـــ ــــة الʨســـــــॽʢॽة، الʛʰمʳـــــــة اللاخॽʢـــ تʷـــــــʺل (الʛʰمʳـــ
ʧ بهــــʚه  الʺʨضــــʨعات الʺعʺقــــة، وتقــــع ضــــʺʧ اهʱʺامــــات الʙراســــات العلॽــــا، وȞʺȄــــʧ للʺهʱʺـــ̔ـ
 ʧــألف مــʱــاب يʱؔح الॼأصــ ʥلʚــȃهــا، وʽــلاع علʡعــة الأولــى للاॼʢع إلــى الʨجʛعات الʨضʨʺال

  الفʨʸل الʱالॽة:

الفʸــل الʱʺهʽــȑʙ: وॽɾــه نʻʱــاول أنــʨاع وخʸــائʟ الʺʛʱاجʴــات الॽʢʵــة ودراســة حلʨلهــا  ­
ة. ʛؗʱʷʺال 
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ــاردانولالفʸــــل الأ ­ ʙʵام Ȅʛʡقــــة (جــ اه لʙراســــة الʺعــــادلات الॽʢʵــــة واســـɦـ  -: وخʸʸـــ̒ـ
 غʨص) لإʳǽاد الʴلʨل الʺقʨʰلة لها.

 الفʸل الʲاني: وॽɾه نʱʶعʛض أسʝ الʛʰمʳة الॽʢʵة ونʺاذجها الأساسॽة. ­

 Ȅʛʡقة الʰʺʶلʝؔ وتعʙيلاتها لإʳǽاد الʴل الʺʲالي.الفʸل الʲالʘ: وخʻʸʸاه إلى   ­

 الفʸل الʛاǼع: وॽɾه نعالج قʹاǽا الʻʺاذج الʺʛافقة وعلاقʱها Ǽالʻʺاذج الأصلॽة. ­

ʴॽة وʛʡائــȘ إʳǽــاد الʴــل الʺʲــالي  ­ الفʸــل الʵــامʝ: ونʻʱــاول ॽɾــه قʹــاǽا الʛʰمʳــة الʸـɹـ
 الॽʴʸح.

ʙʵمة فـــــي  ­ ɦـــــʶʺـــــة الȄة والإدارǽـــــادʸʱـــــاذج الاقʺʻال ʠعـــــǼ ʧʺـــــʹʱȄـــــادس: وʶـــــل الʸالف
 الاقʸʱاد.

ا ॽɿॽؗــة تʴل ـ̔ـ ­ ل الʶʴاســॽة للʴــل الʺʲــالي الــȑʚ تــʦ الʸʴــʨل الفʸــل الʶــاǼع: وॽɾــه درسـ̒ـ
 علॽه ودراسة حʙود ثॼاته.

ــة  ­ ــȘ الʵاصـ ʙʵام الʛʢائـ ـɦـ ــة وȃاسـ ــل تؔلفـ ــل Ǽأقـ ــاذج الʻقـ ــا نʺـ ــه عالʻʳـ ــامʧ: وॽɾـ ــل الʲـ الفʸـ
.ʥلʚعلقة بʱʺال 

ॽɿॽــة الʨʱصــل علــى الاســʛʱاتॽʳॽة  ­ الفʸــل الʱاســع: تʻاولʻــا ॽɾــه الألعــاب الاســʛʱاتॽʳॽة وؗ
 الʺʲالॽة.

 الفʸل العاشʛ: درسʻا ॽɾه مॼادȏ الȌॽʢʵʱ الȞॼʷي وتॽʰʢقاته في الإدارة والاقʸʱاد. ­

عʛاض ســـــȄʛع لـــــॼعʠ الʶـــــॽاقات العʷـــــʨائॽة  ­ ɦاســـــǼ ـــــاʻʺـــــه قॽɾو :ʛـــــʷع ȑـــــادʴـــــل الʸالف
ʨف.  الʺʙʵʱʶمة في ʨʴǼث العʺلॽات مʲل سॽاقات بʨاسʨن ومارؗ

 ـ̫ــ ­ فـــي  ʤـــار وتॽʰʢقاتهـــاʱالان ʛ: قʺʻـــا ॽɾـــه بʱقـــʦǽʙ مـــʨجʜ عـــʧ صـــفʨفالفʸـــل الʲـــاني ع
 الʙʵمات الʳʺاهȄʛʽة.

ॽɿॽــة معالʳــة قʹــاǽاه  ­ الفʸل الʲالʘ عʛʷ: خʻʸʸاه لʙراسة وتʴلʽل إدارة الʺʵــʜون وؗ
 الʺʱʵلفة.
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ــة  ­ ــʨجʜ لȄʛʤʻــ عʛاض مــ ـɦـ ــا Ǽاســ ــʛ: قʺʻــ ــع عʷــ ــل الʛاǼــ ــايʛʽ الفʸــ ــة والʺعــ ــʛارات الإدارȄــ القــ
 الʺعʙʺʱة في اتʵاذ القʛارات والأسالʖʽ الʺʙʵʱʶمة في تʴلʽل الॽʵارات الʺʱʵلفة.

ــʙ الأرقــــــام العʷــــــʨائॽة  ­ اه لعʺلॽــــــات الʺʴاكــــــاة وتʨلʽـــ ـ̒ـ ــل الʵــــــامʝ عʷــــــʛ: خʸʸـــ الفʸـــ
 الʵاضعة لॼعʠ الʨʱزȄعات الاحʱʺالॽة.

كʺا ألʴقʻا Ǽالʱؔاب جʙاول إحʸائॽة للʨʱزȄع الʻʲائي ولʨʱزȄع بʨاســʨن وتــاǼع الʨʱزȄــع 
  الॽʰʢعي الʺॽɻارȑ وقائʺة Ǽالʺʢʸلʴات العلʺॽة الʺʙʵʱʶمة.

ʠ مــا تʷــʺله أضــع أمــام القــʛاء الؔــʛام والʢــلاب الأغــʛار ʱؗاǼــاً مــʨجʜاً لــॼعإذ  ين ــȂو 
آمـــل أن أكـــʨن قـــʙ وفقـــǼ ʗعـــʛض مʨضـــʨعاتها وتʶॼـــʛʡ Ȍॽائقهـــا.  مـــادة (ʴǼـــʨث العʺلॽـــات)،

وأغʱــʦʻ هــʚه الفʛصــة لأدعــʨ الʳهــات الʺعॽʻــة Ǽقʹــاǽا الإدارة والإنʱــاج أن تعʺــل علــى اعʱʺــاد 
ʺʝ مــʧ أؗʺــا  ،هــʚه الʛʢائــȘ الȄʛاضــॽة فــي تʢʵــȌॽ وȂدارة نʷــاʡاتها الإدارȄــة والاقʸʱــادǽة لـɦـ

القــʛاء الʸــفح عــʧ ؗــل خʢــأ أو ســهʨ أو غʺــʨض أو نقــʟ قــȞǽ ʙــʨن وقــع فــي العــʛض أو 
ʧ الاعॼʱــار عʻــʙ الʱــʙرʝȄ أو أالॼʢاعة. وسأكʨن سعʙʽاً بʱلقي  ǽة ملاحʤــة مفʽــʙة لآخــʚها Ǽعـ̔ـ

  إعادة الॼʢاعة.

  15/5/1990الॼʢعة الأولى  

  25/7/2003الॼʢعة الʲانॽة  

  الʓʸلف 
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 ٩

  
  

  تمهيديفصل 
  الخطية المتراجحات

  

ذات مʴʱـʨل ، مفـʛدة أو مʱʳʺعـة، ʧȞʺǽ أن تʨؔن خॽʢة ولا خॽʢةإن الʺʛʱاجʴات 
ʱة مʙأو ذات عــ ʧʽلʨــʴʱأو ذات م ʙلاتواحــʨــʴ .عʨʻب Ȍॼتʛلهــا تــʨن حلȂهــاو ، ʛــʸʱقʻــا س ʻوه

  :تيوفȘ الʛʱتʖʽ الآ هاسʱʶʻعʛض على الʺʛʱاجʴات الॽʢʵة والʱي 
  

I - مفردةالمتراجحة الخطية ال:  

١- ʗل واحʦʲʯʸǺ ةॻʠʳة الʲاجʙʯʸال:  

  :وهي الʺʛʱاجʴة الʱي ʱؗ ʧȞʺǽابʱها على الȞʷل الʱالي
)١-١-٠(  0bax   

  :ʧʽʱتʡʽة إحȐʙ العلاقʧʽʱ الآاǽعʢى بʨس oxوȂن حلها Ȟʷǽل مʳالاً مʧ الʺʨʴر 
  :ʨȞǽن  a>0في حالة 

a

b
x  

ʴʺال ʧالاً مʳل مʲʺǽ ʨر وهʨox  لȞʷعلى ال ʧʽʰم ʨ١-٠(ؗʺا ه(:  

  
  )١-٠(الȜʵل 



 ١٠

  :ʨȞǽن  a<0في حالة 

a

b
x  

  :الآتي) ٢- ٠(ؗʺا هʨ مʧʽʰ في الȞʷل رقox  ʦوهʲʺǽ ʨل أǽʹاً مʳالاً مʧ الʺʨʴر 

  
  )٢-٠(الȜʵل 

  :مʰال
  :أوجʙ مʳال حلʨل الʺʛʱاجʴة

01
3

15x4

4

4x3





  

هــي مʛʱاجʴــة خॽʢــة وʴʱʺȃــʨل واحــʙ وȞʺȄــʧ إصــلاحها  نلاحــȎ أن هــʚه الʺʛʱاجʴــة
ʱابʱها على الȞʷل    :الآتيوؗ

05x
12

7


  

 :وان مʳال حلʨلها ǽعʢى Ǽالعلاقة
7

60
x   

٢-  ʥʻلʦʲʯʸǺ ةॻʠʳة الʲاجʙʯʸال:  

  :الآتيوهي الʺʛʱاجʴات الʱي ʱؗ ʧȞʺǽابʱها على الȞʷل العام 

)٢-١- ٠(  
0b

0a


  0cbyax   

 ةولإʳǽـاد مʢʻقـ ʷxoyـȞل مʢʻقـة مـʧ الʺʶـȑʨʱ تحلʨل هʚه الʺʛʱاجʴـات جʺلة إن 
  :الʴلʨل بॽانॽاً نقʨم Ǽʺايلي

  :نأخʚ الʛʢف الأʛʶǽ مʧ الʺʛʱاجʴة ونʹعه مʶاوȄاً للʸفʛ فʸʴʻل على الʺعادلة  - أ 
)٣-١- ٠(  0cbyax   

  .xoy لʺȑʨʱʶ ا وهي معادلة مʦॽʁʱʶ في



 ١١

 :الآتينقʨم بʛسʦ هʚا الʺǼ ʦॽʁʱʶعʱؗ ʙاǼة معادلʱه على الȞʷل   -ب 
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في الʻقʢة  ǽoxقʢع الʺʨʴر 





 0,

a

c ،ʺل الȞʷن له الʨȞȄو ʦسʛعلى ال ʧʽʰ)٣-٠:(  

  
  )٣-٠(الȜʵل 

 ʦــــʶقǽ ʦॽʁʱــــʶʺا الʚاضــــح أن هــــʨال ʧومــــ ȑʨʱــــʶʺالxoy  ʧʽــــʱلفʱʵم ʧʽــــʱقʢʻــــى م إل
)ʧʽفʸن( ، قةǼاʶة الʴاجʛʱʺال Șقʴهʺا تʙأح)ققها) ٢-١-٠ʴلا ت Ȑʛوالأخ.  

 ʦॽʁʱــʶʺال ȋــع نقــاॽʺإلــى أن ج ʛʽــʷــا نʻة ) ٣-١-٠(وهॽــة الأساســʴاجʛʱʺال Șقــʴت
 ʜج ʛʰʱتع ʥلʚلʻم ʧلهاءاً مʨقة حلʢ.  

 :الآتǼʧʽʱʽإحȐʙ الȄʛʢقʧʽʱ ) ٢-١-٠(نقʨم بʙʴʱيʙ مʢʻقة حلʨل الʺʛʱاجʴة   -ج 

  :Ȃʙʟقة الاخॺʯار

 Ȑʨʱــʶʺال ʧــة مــॽɿॽؗ ــةʢنق ʚنأخــxoy )ʦॽʁʱــʶʺواقعــة علــى ال ʛــʽغ ʧولؔــ( ، ʧؔʱولــ
ثـــʦ نعـــʨض ، أو غʛʽهـــا) ١,١(أو ) ١,٠(أو الʻقʢـــة ) ٠,١(أو الʻقʢـــة ) ٠,٠( نقʢـــة الʺʰـــʙأ

ʻال ʥات تلــॽاثʙــة إحــʴاجʛʱʺــة فــي الʢقة) ٢-١-٠(قǼــاʶققــة ، الʴــة مʴاجʛʱʺال ʗʴॼفــإذا أصــ
تلـʥ  الʱي تȑʨʱʴ تلʥ الʻقʢة تʨؔن هي مʢʻقـة حلـʨل ) xoyنʸف الʺȑʨʱʶ (فإن الʺʢʻقة 

  .الʺʛʱاجʴة
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مʴققـة فـإن ) ٢-١-٠(أما إذا ؗانʗ إحʙاثॽات نقʢة الاخॼʱار لا تʳعل الʺʛʱاجʴـة 
نʸـــف (وȃــʚلʥ تؔــʨن الʺʢʻقــة ، ي مʢʻقــة الʴلــʨلهــʚا ǽعʻــي أن الʻقʢــة الʺʱʵــارة لا تقــع فـــ

 ȑʨʱʶʺوضة) الʛة الʺفʴاجʛʱʺل الʨقة حلʢʻة هي مʢقʻال ʥتل ȑʨʱʴي لا تʱال.  

 ʦلح علـى رسـʢـʸهـا نʛʽغ ʧل عʨلʴقة الʢʻم ʜʽʽʺʱول ʖة علـى جانـȄʛشـع ȋʨـʢخ
  .الʶابȘ) ٣-٠(ؗʺا في الȞʷل  الʺʦॽʁʱʶ الʺʨافȘ لʳهة مʢʻقة الʴلʨل

- ٠(جعلʗ نقʢة الاخॼʱار الʛʢف الأʛʶǽ للʺʛʱاجʴة وهʻا نʛʽʷ إلى أنه إذا 
٢- ١ (ʛفʸاً للȄاوʶم ، ʦॽʁʱـʶʺال Ȍـʵارة تقع علـى الʱʵʺة الʢقʻي أن الʻعǽ اʚفه)٠ -
لʚلʥ علʻʽا أن نʱʵار نقʢـة أخـȐʛ لإجـʛاء  ،ولا تفʙʽنا في تʙʴيʙ مʢʻقة الʴلʨل) ٣- ١

  .الاخॼʱار

  :Ȃʙʟقة الʵعاع

b,a((ن نقــʨم بʛســʦ الʷــعاع ʶǼــهʨلة أن نʴــʙد مʢʻقــة الʴلــʨل ǼــأʻʻȞʺǽــا 


 ، ȑʚالــ
ʱʰـــاه هʺـــا أمʲـــال  ʛؗوم ʜـــ ʛؗʺؤه الʙـــʰمx وy  ـــةʴاجʛʱʺة إلـــى ) ٢-١-٠(فـــي الʛاشـــॼم ʛʽـــʷȄو

ـــة  مʴققـــة Ǽالʶʻـــॼة للʺʶـــʦॽʁʱ ) ٢-١-٠(الʱـــي تʳعـــل الʺʛʱاجʴـــة ) نʸـــف الʺʶـــȑʨʱ (الʺʢʻق
 ʦل رقȞʷاً على الʴضʨم ʨا هʺؗ ʥوض وذلʛ٣-٠(الʺف (Șابʶال.  

  :ʢةملاح

 ʦالعلاقـة إذا لǼ دʙـʴʺل الȞـʷة على الȃʨʱȞوضة مʛة الʺفʴاجʛʱʺال ʧؔفإنـه ) ٢- ١- ٠(ت

b,a((ʡة الʷعاع اثʦ تʙʴيʙ مʢʻقة الʴلʨل بʨس) ٢- ١- ٠(علʻʽا ʱؗابʱهʺا ؗʺا في 


.  

  :مʰال
  :أوجʙ مʢʻقة حلʨل الʺʛʱاجʴة

04y3x2   

  :الʴل
Ȅاوʶم ʛʶǽف الأʛʢنʹع الʛفʸاً لل:  

2x + 3y – 4 = 0  
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 ʦل رقȞʷل على الʸʴʻالʺعادلة ف ʥده تلʙʴي تʱال ʦॽʁʱʶʺال ʦسʛن ʦ٤-٠(ث.(  

  
  )٤-٠(الȜʵل 

 ،ونعـــʨض إحـــʙاثʽʽها فـــي الʺʛʱاجʴـــة) ٠,٠(ولʙʴʱيـــʙ مʢʻقـــة الʴلـــʨل نأخـــʚ الʻقʢـــة 
ȑ الʴلـʨل هـي الʺʢʻقـة الʱـي لا تʱʴـʻ ʨقʢة إذن فإن م، تʳعل الʺʛʱاجʴة مʴققةفʙʳʻ أنها لا 

  .وهي الʺʢʻقة الʺʷار إلʽها ȋʨʢʵǼ شعȄʛة) ٠,٠(الʺʙʰأ 

)3,2(الʷعاع  بʨساʡةوʧȞʺȄ أن نʙʴد مʢʻقة الʴلʨل 


الʛʽʷǽ ȑʚ مॼاشـʛة إلـى  
ʧʽʱقʢʻʺال ʧʽالفاصل ب ʦॽʁʱʶʺة للॼʶʻالǼ لʨلʴقة الʢʻم.  

  :الʙʯʸاجʲة الॻʠʳة بʰلاثة مʦʲʯلات -٣

  :الآتيعلى الȞʷل العام وهي الʺʛʱاجʴة الʱي ʱؗ ʧȞʺǽابʱها 
)٤-١- ٠(  0c,0b,0a   0dczbyax   

لʙʴʱيــʙ تلـــʥ الʺʢʻقـــة  ،R3إن مʢʻقــة حلـــʨل هــʚه الʺʛʱاجʴـــة هـــي نʸــف الفʹـــاء 
  :نقʨم Ǽʺايلي

  :نʹع الʛʢف الأʛʶǽ للʺʛʱاجʴة مʶاوȄاً للʸفʛ  -أ 

ax + by + cz + d = 0 

  .oxyzوالȑʚ سʛʻمʜ له بـ  R3فʸʴʻل على معادلة مʨʱʶ في الفʹاء 



 ١٤

بʙʴʱيــʙ نقــاȋ تقاʡعــه مــع الʺʴــاور  R3نقــʨم بʛســʦ ذلــʥ الʺʻʴʻــي فــي الفʹــاء   -ب 
 .الإحʙاثॽة

ȑʨ  غʽــʛ واقعــة(نأخــʚ نقʢــة اخॽʱــار   - ج  أو  )0,1,0(أو ) ٠,٠,٠(مʲــل ) علــى الʺʶـɦـ
ــة ) 0,0,1( فـــــــإذا أصـــــــʗʴॼ ، )٤- ١- ٠(ونعـــــــʨض إحـــــــʙاثॽاتها فـــــــي الʺʛʱاجʴـــــ

الــǽ ȑʚʹــʦ تلــʥ الʻقʢــة هــʨ مʢʻقــة  ،R3الʺʛʱاجʴـة مʴققــة فــإن نʸــف الفʹــاء 
 .حلʨل الʺʛʱاجʴة الʺʨؗʚرة

ــة  مʴققــــة فــــإن ) ٤- ١- ٠(أمـــا إذا ؗانــــʗ إحــــʙاثॽات الʻقʢــــة لا تʳعـــل الʺʛʱاجʴــ
 .مʢʻقة الʴلʨل تʨؔن هي الʸʻف الآخʛ الȑʚ لا ȑʨʴǽ الʻقʢة الʺʱʵارة

رســʦ الʷــعاع  ʨȃســاʡةȞʺǽــʧ تʙʴيــʙ مʢʻقــة الʴلــʨل Ǽاســʙʵʱام Ȅʛʡقــة الʷــعاع و كʺــا 

)c,b,a(


الʲʺǽ ȑʚل مʢʻقة الʴلʨل ؗʺـا هـR3  ʨالʛʽʷǽ ȑʚ مॼاشʛة إلى نʸف الفʹاء  
 ʦل رقȞʷضح على الʨ٥-٠(م.(  

  
  )٥-٠(الȜʵل 
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  :الʙʯʸاجʲة الॻʠʳة لعʗة مʦʲʯلات -٤

أن نعʺــــʦ مفهـــــʨم الʺʛʱاجʴــــات الॽʢʵــــة ونʸʱـــــʨر مʛʱاجʴــــة خॽʢــــة لعـــــʙة ʻʻȞʺǽــــا 
  :الآتيمʨʴʱلات وهي الʱي تأخʚ الȞʷل 

)٥-١- ٠(  0  a1x1+a2x2+a3x3+…..+anxn+b  
ni1  :حʘʽ أن   0a i   

وللأســف لا ʻʻȞʺǽــا ، Rnوأن مʢʻقــة حلــʨل هــʚه الʺʛʱاجʴــات هــي نʸــف الفʹــاء 
ʢʻقـة حلـʨل مʲـل بॽانॽـاً أن نʴـʙد موȃالʱالي لا ʻʻȞʺǽـا ، بॽانॽاً أن نʙʴد ذلʥ الفʹاء أو نʸفه

  .هʚه الʺʛʱاجʴات

ــــــʨل الʺʛʱاجʴــــــة  ــــــة حل ــــــالقʨل أن مʢʻق Ǽ ــــــي ــــــاȋ ج هــــــي )٥-١-٠(ونʱؔف ــــــة الʻق ʺل
(x1,x2,…..,xn)  ف الفʹاءʸل نȞʷققة وهي تʴة مʴاجʛʱʺال ʥعل تلʳي تʱالRn.  

  

II -  جملة المتراجحات الخطية: 
ـــا نʴॼـــʘ عـــʧ الʴـــل الʺʷـــʛʱك الʱـــي  ʻـــات فإنʴاجʛʱـــة م ـــʙيʻا جʺل عʻـــʙما Ȟǽـــʨن ل

  .جʺॽعاً  ʴǽققها

١- ʗل واحʦʲʯʸǺ ةॻʠات خʲاجʙʯلة مʸج:  

  :الآتيوهي مʛʱاجʴات ʱؗ ʧȞʺǽابʱها على الȞʷل 

)١-٢- ٠(  

0bxa

....................

0bxa

0bxa

0bxa

rr

33

22

11







  

الʱـي  I هـʨ الʺʳـال الʺʷـʛʱك) إن وجـʙ(إن الʴل الʺʛʱʷك لʳʺلة هʚه الʺʛʱاجʴـات 
 Iiالʺʻفــʛدة وʱȃعʽʰــʛ آخــʛ إن الʴــل الʺʷــʛʱك هــʨ تقــاʡع الʴلــʨل ، ʳǽعلهــا وȃــآن واحــʙ مʴققــة

  :الآتॽةوهȞʷǽ ʨل مʳالاً أو نقʢة وȄعʢى Ǽالعلاقة 
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)٢-٢- ٠(  
r

1i
iII



  

 ȑــــاوʶǽ عʡقــــاʱال ʥأمــــا إذا ؗــــان ذلــــ  ʝॽــــة حــــل فلــــॽʢʵــــات الʴاجʛʱʺلــــة الʺʳل
  .مʛʱʷك

  :)٢( مʰال
  :الآتॽةأوجʙ الʴل الʺʛʱʷك لʳʺلة الʺʛʱاجʴات 

01x04x303x2   
ʖʽتʛʱات هي على الʴاجʛʱʺه الʚل هʨالات حلʳأن م Ȏنلاح:  

1x
3

4
x

2

3
x   

وȂن الʺʳال الʺʛʱʷك الʻاجʦ عʧ تقاʡع هـʚه الʺʳـالات 





2

3
,

3

الʴـل هـʨ وهـʚا ، 4

  :يʨضح ذلʥ) ٦-٠(والȞʷل رقʦ ، لʳʺلة الʺʛʱاجʴات الʶاǼقةالʺʛʱʷك 

  
  )٦-٠(الȜʵل 

٢- ʥʻلʦʲʯʸǺ ةॻʠʳات الʲاجʙʯʸلة الʸج:  

  :الآتيوهي جʺلة الʺʛʱاجʴات الʱي ʱؗ ʧȞʺǽابʱها على الȞʷل 

)٣-٢- ٠(  

0cybxa

.............................

0cybxa

0cybxa

0cybxa

mmm

333

222

111







  

0b,0a :حʘʽ أن ii   

٢ ١ ٠ 
3

4
 

2

3
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ة لهʚه الʺʛʱاجʴات  ʛؗʱʷʺل الʨلʴقة الʢʻت–إن مʙة  -إن وج ʛؗʱـʷʺقـة الʢʻʺال ʨه
ونʸʴـل علʽهـا بʙʴʱيـR2 ، ʙوهـي تʷـȞل مʢʻقـة أو نقʢـة فـي –لʺʻفʛدة بʧʽ مʻاȘʡ حلʨلها ا

فʱؔـʨن مʢʻقـة الʴلـʨل ثʦ نأخـʚ تقـاʡع هـʚه الʺʻـاDi  Șʡمʢʻقة حلʨل ؗل مʛʱاجʴة Ǽʺفʛدها 
ة  ʛؗʱʷʺالD هي:  

)٤-٢- ٠(  
m

1i
iDD



  

  :)٣( مʰال
ة لʳʺلة الʺʛʱاجʴات الآ ʛؗʱʷʺل الʨلʴقة الʢʻم ʙةتأوجॽ:  

03yx3

02yx

04y3x2





  

  :رسʦ الʺॽʁʱʶʺات بʨساʡةنقʨم بʙʴʱيʙ مʻاȘʡ الʴلʨل الʺʻفʛدة  :الʴل

03yx3

02yx

04y3x2





  

وȃـʚلʥ ، ونʙʴد مʻاȘʡ الʴلʨل الʺʻفʛدة لؔـل مʛʱاجʴـة علـى حـʙه) ٠,٠(ثʦ نأخʚ الʻقʢة 
 ʘلʲʺل الȞʷة ت ʛؗʱʷʺل الʨلʴقة الʢʻأن م ʙʳنabc  ʦل رقȞʷعلى ال ʧʽʰʺ٧- ٠(ال:(  

  
Ȝʵ٧-٠(ل ال(  
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  :جʸلة الʙʯʸاجʲات الॻʠʳة Ǻعʗة مʦʲʯلات -٣
  :لʙيʻا الʺʛʱاجʴات الॽʢʵة الʱالॽةلʻفʛض أنه 

)٥-٢- ٠(  

0bxa.....xaxaxa

.........................................................................

0bxa......xaxaxa

0bxa......xaxaxa

0bxa.......xaxaxa

mnmn33m22m11m

3nn3333232131

2nn2323222121

1nn1313212111







  

ʛك كʽʲــʶ) ʛــʢح ملهــʚه الʳʺلــة هــي ॼɺـارة عــʧ  - إن وجـʙت - إن مʢʻقـة الʴــل الʺʷـɦـ
  .ى حʙهوهي تʷʻأ مʧ تقاʡع الʴلʨل الʺʻفʛدة لؔل مʛʱاجʴة عل Rnفي الفʹاء ) سʨʢح

  :مʰال
  :ʧʽʱʽتحلʨل الʺʛʱاجʧʽʱʴ الآ جʙأو 

x1 + x2 + x3 ≤ 6 , x3  ≤ 3 
   ٠x2 ≥ ،x1 ≥ 0 ، x3 ≥ 0 :حʘʽ أن

  abhفʸʴʻــل علــى الʺʶــȐʨʱ  الأولــىنقــʨم بʛســʦ الʺʶــȐʨʱ الــʲʺǽ ȑʚــل الʺʛʱاجʴــة 
 ʦث ʦسʛـل علـى نʸʴʻـة فॽانʲة الʴاجʛʱʺل الʲʺǽ ȑʚال Ȑʨʱʶʺالdce،  ـاني لهʺـاॽʰـل الʴن الȂو

  ).٨-٠(الʺʧʽʰ على الȞʷل رقʲʺǽoabcde  ʦل في الʺʨشʨر 

  
  )٨-٠(الȜʵل 

  .Ȟʷǽل مʨʺʳعة مǼʙʴة) oabcde(ومʧ الʨاضح أن الʺʨشʨر 
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III - المجموعة المحدبة:  
ʅــȄʛعــة  :تعʨʺʳم ʧل عــʨنقــA  الفʹــاء ʧمــRn  ʗــة إذا ؗانــǼʙʴعــة مʨʺʳأنهــا م

 ȋقـاʻـع الॽʺعلى ج ȑʨʱʴتxo اقعـة علـىʨال  ʧʽـʱʢنق ȑأ ʧʽاصـلة بـʨة الʺॽʁʱـʶʺعـة الʢالقx1 
  .مʻها x2و 

ــــى الʺʨʺʳعــــات . تؔــــʨن مغلقــــة أو مفʨʱحــــة أن AوȞʺȄــــʧ للʺʨʺʳعــــة  ــــال عل ʲʺ وؗ
ـʚلʥ ..... الʺʴـʙب، لʺʹـلعالʺʲلـʘ، الʺȃʛـع، الʺʶـʽʢʱل، الـʙائʛة، ا: الʺǼʙʴة نʛؗʚ ما يلي وؗ

...... لأســـʨʢانة وواوالʺʨشـــʨر ) كʽʲـــʛ الʶـــʨʢح(ʺʶـــʢح الؔـــʛة ومʶʳـــʦ الʺقʢـــع الʻـــاقʟ وال
  :يʨضح لʻا Ǽعʠ هʚه الأشȞال) a-٠(والȞʷل رقʦ . الخ

  
  )9-٠(الȜʵل 

الʺʨʺʳعـــة الʺʻʽʰـــة علـــى  نأخـــʚالʱعȄʛـــʅ الȄʛاضـــي للʺʨʺʳعـــة الʺǼʙʴـــة  لاســـʛʵʱاج
 ʦـــــ ـــــʙأ ذȑ الإحـــــʙاثॽات ) ٩-٠(الʷـــــȞل رق ʰʺـــــى ال ـــــي  ٠) ٠،٠،٠...... ،٠(والʺʶʻـــــȃʨة إل ف

  :ॽةتثʦ نأخʚ مʻها الʻقاȋ الآ Rn ءالفʹا

Ǽالʛمʜ  لإحʙاثॽاتهاوالʱي سʛʻمp1  ʜالʻقʢة  -١ n21 x,......x,x  x.  

والʱي سʛʻمʜ لإحʙاثॽاتها Ǽالʛمp2  ʜوالʻقʢة  -٢ n21 x,......x,x  x .  

الʛمʜ لإحــʙاثॽاتها Ǽــ ي ســʛʻمʜوالʱــ p1 p2الʨاقعــة علــى القʢعــة الʺʶــॽʁʱʺة  poوالʻقʢــة  -٣
 o

n
o
2

o
1 x,......x,x ox  
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  )١٠-٠(الȜʵل 

  :الأشعة فإنʻا نʙʳ أن بʨساʡة poوȂذا قʺʻا Ǽالʱعʛʽʰ عʧ الʻقʢة 
)١-٤-٠(  

 011O PPOPOP  

: أȑ أن  بʶʻـــॼة  p1 p2تقʶـــʦ القʢعــة الʺʶـــॽʁʱʺة  poوȂذا افʛʱضــʻا أن الʻقʢـــة 


21

o1

pp

pp،  اʻيʙن لـʨـȞॽɾ :١ ≤  ≤ ن  ٠ʨــȞȄوp1p2   =p1 po،  فــي ʠȄʨعʱـالȃو

وȃالانʱقـــــال إلـــــى الإحـــــʙاثॽات  ،p1 p2   +op1  =opo :نʸʴـــــل علـــــى) ١-٤-٠(
  :الȞǽʙارتॽه نʙʳ ان

١ ≤  ≤ ٠     ;   xx  +)٠- x = (٠ – xo   

  :الآتॽةوȃالإصلاح نʸʴل على العلاقة 
)٤-٠-2(    xx1x o   

 ʘʽ١ح ≤  ≤ ا يلي: ٠ʺǼ ةǼʙʴʺعة الʨʺʳʺف الʛا أن نعʻʻȞʺǽ ʥلʚȃو:  

١- ʃȂʙة تعǺʗʲʸعة الʦʸʱʸال:  

أنهـــا مʨʺʳعــة مǼʙʴـــة إذا ؗانـــʗ تʱʴـــRn  ȑʨمــʧ الفʹـــاء  Aنقــʨل عـــʧ مʨʺʳعـــة 
xو  xمʛتʢॼة مع أȑ نقʧʽʱʢ مʻها  xoعلى أǽة نقʢة   العلاقةǼ:  

)٣-٤-٠(    xx1x o   

 ʘʽ١: نإح ≤  ≤ ٠   
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وهʻا نʛʽʷ إلى أن الʺʨʺʳعة الʺǼʙʴة قـʙ تؔـʨن مفʨʱحـة مـʧ احـʙ الʳهـات ؗʺـا فـي 
أو أȑ جــʜء مʴــʙب  xoyالʺʶــȐʨʱ  حالــة مʶʳــʦ القʢــع الʺȞــافئ أو الʜائــʙ أو نʸــف أو رȃــع

  . Rnغʛʽ مغلȘ مʧ الفʹاء 

 ʅــــȄʛعʱارد فــــي الʨالــــ ȋʛــــʷال Șقــــʴــــي لا تʱــــة فهــــي الǼʙʴʺال ʛــــʽعــــة غʨʺʳʺأمــــا ال
Șـــابʶـــي لا: الʱهـــي ال ȑة أʺॽʁʱـــʶʺعـــة الʢالق ȋـــا ـــى نقʢـــة واحـــʙة الأقـــل مـــʧ نق ـــȑʨ عل ʱʴت 

ʺʲــال علــى الʺʨʺʳعــة غʽــʛ الʺǼʙʴــة نــʨرد الʷــȞلʧʽ رقــʦ . الʨاصــلة بــʧʽ أȑ نقʱʢــʧʽ مʻهــا وؗ
)١٠-٠ (ʘـــــ ʽـــــة  حʢقʻأن ال Ȏنلاحـــــx0  ʧʽـــــ ʱʢقʻال ʧʽـــــ ـــــى  x2و  x1الʨاقعـــــة ب الʺʱʻʺـــــʧʽ إل

  .نفʶها Bإلى  يلا تB ʺʱʻالʺʨʺʳعة 

  
  جان للʦʸʱʸعة غʙʻ الǺʗʲʸةنʦʸذ: )١١-٠(الȜʵل 

  :الʹقʠة الʙأسॻة لʦʸʱʸعة مǺʗʲة -٢

ʅــȄʛــة  :تعʢقʻال ʧل عــʨنقــx  ة إذاॽــة رأســʢــة أنهــا نقǼʙʴʺعــة الʨʺʳʺال ȋنقــا ʧمــ
حʽـx،  ʘ)= ١-ʽʴǼ ،x2 +x1 )ـȞǽ ʘـʨن x2و  x1نقʱʢان مʲـل  Aكان لا يʨجʙ في 

 x2و  x1 إʳǽــاد نقʱʢــʧʽ نʶــʢʱعنقʢــة رأســॽة إذا لــx  ʦوॼɻȃــارة أخــȐʛ تؔــʨن  ،٠≥≥١ن إ
 ʧمA  نʨؔت ʘʽʴǼx هʺاʻʽاصلة بʨة الʺॽʁʱʶʺعة الʢواقعة على الق.  

فالʻقاȋ الʛأسॽة Ǽالॼʶʻة للأشȞال الʺʹلعة هي رؤوس تلʥ الأشȞال وهي غالॼاً 
وȞȄــʨن عــʙدها فــي هــʚه  مــا تؔــʨن ناتʳــة عــʧ تقــاʡع ضــلعʧʽ مʳʱــاورʧȄ مــʧ أضــلاعه

  .الʴالة مʱʻهॽاً 

أما Ǽالॼʶʻة للʙائʛة والʛؔة والʺʶʳʺات الʺǼʙʴة الʺʷابهة فإن جʺॽع نقاȋ مʢॽʴها 
  .وʨȞȄن عʙدها في هʚه الʴالة غʛʽ مʱʻهأو جانʰها تȞʷل نقاȋ رأسॽة فʽها،  أو سʴʢها



 ٢٢

ة لʸʱلة مʙʯاجʲات خॻʠة -٣ ʙؕʯʵʸل الʦلʲقة الʠʹم.  

  ):١(نȂʙʢة 

 ʨلʴقة الʢʻلة إن مʺʳة ل ʛؗʱʷʺةل الǼʙʴعة مʨʺʳل مȞʷة تॽʢات خʴاجʛʱم.  

 ʛʰة الآ :هانالॽʢʵات الʴاجʛʱʺا جʺلة الʻيʙض أنه لʛʱفʻةتلॽ:  

bi ≥ ai1 xi1 + ai2 xi2 + ai3 xi3 + ….. –ain xin   

 ʘʽح)i: 1,2,3,…….m.(  

 pمʲـل  Aفـإذا أخـʚنا نقʱʢـʧʽ مـA  ʧولʻفʛʱض أن مʢʻقة حلʨلها هـي مʨʺʳعـة 
pو  قةǼــاʶــات الʴاجʛʱʺجʺلــة ال Șقــʴاتها تॽاثʙقة فــإن إحــǼــاʶز الʨمــʛال ʝنا نفــʙــʺʱواع : ȑأ

  :ʨȞǽن لʙيʻا

)i: 1,2, …….m( ،bi ≥ inin2i2i1i1i xa........xaxa    

ʺا ʨȞǽن لʙيʻا  :وؗ

)i: 1,2, …….m( ،bi ≥ inin2i2i1i1i xa........xaxa    

pو  ʢॼpة بـ مʛت poوȂذا أخʚنا نقʢة   العلاقةǼ:  

١ ≤  ≤ ٠           :  xx1x o    

  :فإنʻا نʸʴل علىفي الʺʛʱاحʳات الʶاǼقة وعʨضʻا إحʙاثॽاتها 

ai1 x1
o + ai2 x2

o+ ……………. ain xn
o =   

        
  
    iinin22i11i

nin22i11i

nnin222i111i

bb1xa...........xaxa

xa................xaxa1

xx1a...........xx1axx1a






  

  :وȃʺا أن

iii bbb)1(   

  :نʱʻʱʶج أن

i
o
nin

o
22i

o
11i bxa......xaxa   
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pو pالʺʛتʢॼة بـ  poأȑ أن إحʙاثॽات الʻقʢة   العلاقة Șوف:  

  xx1x o   

 Șقʴوضةتʛات الʺفʴاجʛʱʺع الॽʺأنها: ج ȑة  أ ʛؗʱـʷʺل الʨلـʴقـة الʢʻي إلـى مʺʱʻت
ة تʷــȞل مʨʺʳعــة مǼʙʴــة لأنهــا  ،تلʱلــʥ الʺʛʱاجʴــا ʛؗʱــʷʺل الʨلــʴــة ال وهــʚا ǽعʻــي أن مʢʻق

  .نقʧʽʱʢ مʻهاأȑ الʨاقعة بpo  ʧʽتȑʨʱʴ على الʻقʢة 

  :)٤( مʰال
ة للʺʛʱاجʴات الآ xoyرسʦ على ا ʛؗʱʷʺل الʨلʴقة الʢʻةمॽت:  

x - y + 3 ≥ 0  
x+ y – 4 ≥ 0 

x – y ≥ 0 

x ≥ 3 

وʙʴʱȃيـــʙ جهـــة تʴقـــȘ ؗـــل مـــǼxoy  ʧعـــʙ الॽʁـــام بʛســـʦ الʺʶـــॽʁʱʺات الفاصـــلة علـــى 
 ).١١-٠(الʺʻʽʰة على الȞʷل رقabcd  ʦالʺʛʱاجʴات الʶاǼقة نʸʴل على الʺʢʻقة 

  
  )١٢-٠(الȜʵل 

مʨʺʳعة مǼʙʴة ؗʺـا  أن مʢʻقة حلʨل تلʥ الʺʛʱاجʴات هي لʻا يʱʹحومʧ الȞʷل 
ـان Ȟʺǽـʧ أن Ȟǽـʨن عــʙد  ،لة فʽهـاأن عـʙ نقاʡهـا الʛأسـॽة ʶǽـاوȑ عـʙد الʺʛʱاجʴــات الʺʶـʱق وؗ
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 ʙؗـان احـ ʨة، أو لـʙـة واحـʢات فـي نقʺॽʁʱـʶثلاثـة م ʗعـʡتقا ʨل ʥذل ʧة أقل مॽأسʛال ȋقاʻال
  .الʺॽʁʱʶʺات غʛʽ داخل في تʙʴيʙ مʢʻقة الʴلʨل

  

IV-  دراسة بعض التوابع المعرفة على متراجحات خطية
:  

ʙاً لـʚلʥ فإنʻـا نقـʨم إن إجʛاء مʲل هʚه الʙراسة ȞʷǼل رȄاضي قـȞǽ ʙـʨن مʢـʨلاً ومعقـ
بʙراسة Ǽعʠ الأمʲلة الʱي تفʙʽنا في فهʦ وȂدراك Ǽعʠ الʨʳانʖ الʱـي سـʨʻاجهها فـي مʶـائل 

  .الʛʰمʳة الॽʢʵة

  ):٥( مʰال
  :درس وأوجʙ اكॽʀ ʛʰʺة ǽأخʚها الʱاǼع الʢʵيا

f(x) = x + 1  
ʧʽʽالʱال ʧʽʡʛʷال ʧʺض ʥع : (وذلǼاʱال ʅȄʛقة تعʢʻمf(x) (  

x – 3 ≥ 0 -  

4x + 8 ≥ 0 

  :الʴل

وهـʨ مʳـال  f (x)إن الʷـʧʽʡʛ الʶـاǼقʴǽ ʧʽـʙدان مʢʻقـة الʱعȄʛـʅ الʺʻاسـॼة للʱـاǼع 
ومʢʻقـة تعȄʛفـه مʨضـح   f (x)وȂن الʷـȞل الॽʰـاني للʱـاǼع ] -٢، ٣: [حلهʺا الʺʛʱʷك الʱالي

 ʦل رقȞʷ١٣-٠(على ال.(  

  
  )١٣-٠(الȜʵل 

b(x) = x + i 



 ٢٥

علـــى مʳـــال  ǽf(x)أخـــʚها الʱـــاǼع الʢʵـــي ومـــʧ الʷـــȞل يʱʹـــح لʻـــا أن أكʰـــॽʀ ʛʺـــة 
  :وتʶاوx = 3  ȑهي الॽʁʺة الʺقابلة لـ ] -٢، ٣[تعȄʛفه 

 f (3) = 3 + 1 =  4   

  :)٦( مʰال
  :أدرس وأوجʙ أكॽʀ ʛʰʺة ǽأخʚها الʱاǼع الʢʵي

f (x,y) =  x + y + z   
  :وذلʥ ضʺʧ الʛʷوȋ الॽʢʵة الʱالॽة

0y,0x

01yx

04yx2





  

  :الʴل

الʺʻʽʰــة  Dوهــي الʺʢʻقــة  f(x,y)ة تʴــʙد مʢʻقــة تعȄʛــʅ الʱــاǼع إن الʷــʛوȋ الॽʢʵــ
 ʦل رقȞʷ١٤-٠(على ال.(  

  
 ʤل رقȜʵ١٤- ٠(ال(  

والʺقابــــل لʺʢʻقــــة الʱعȄʛــــR3  ʅفــــي الفʹــــاء  f(x,y)أمــــا الʷــــȞل الॽʰــــاني للʱــــاǼع 
 ʅȄʛعʱقة الʢʻق مʨف ʨʱʶم ʧء مʜج ʧارة عॼɺ ʨقة فهǼاʶالD  لȞـʷضـح فـي الʨم ʨا هـʺؗ

 ʦ١٥-٠(رق.(  



 ٢٦

وهـي الʻقʢـة ، Eتقابـل الʻقʢـة  Ȟʷf(x,y)ل يʱʹـح لʻـا أن أكʰـॽʀ ʛʺـة للʱـاǼع مʧ ال
ʧʽʺॽʁʱʶʺع الʡتقا ʧج عʱʻي تʱال:  

-2x – y + 4 = 0  
x - y +1 = 0 

أE  ȑوهʺـا إحـʙاثي الʻقʢـة ، y = 2وأن  x = 1: وʴȃل هاتʧʽ الʺعادلʧʽʱ نʙʳ أن
  :ȑ فʸʴʻل على أكॽʀ ʛʰʺة له وتʶاو  f(x,y)نعʨض ذلʥ في ، E(1,2)أن 

f(1,2) = 1 + 2 + 3 = 6  

وȄعʰʱــʛ هــʚا الʺʲــال نʺʨذجــاً مــʧ نʺــاذج الʛʰمʳــة الॽʢʵــة الʱــي ســʱʻعʛض لʙراســʱها 
 :تيفي الفʸل الآ

  
  )١٥-٠(الȜʵل 

  :ملاحʢة
ــالʧʽ الʶــاǼقʧʽ نلاحــȎ أن أكʰــॽʀ ʛʺــة للʱــاǼع الʺــʙروس ؗانــʗ تقابــل نقʢــة  ʲʺال ʧمــ

ʅـــȄʛعʱقـــة الʢʻم ʧة مـــॽـــ، رأســـǼاʨʱـــع الॽʺج  ʜـــʽʺǽ ا مـــاʚفـــة علـــى جʺلـــة وهـــʛـــة الʺعॽʢʵع ال
  .مʛʱاجʴات خॽʢة



 ٢٧

  تمرينات
  

ة لؔل مʧ الʳʺل الآأوجʙ مʢʻقة الʴلʨل  ʛؗʱʷʺةالॽت:  
١-   

0y,0x

340y100x20

62y40x30

42y50x20

32y10x10







  

٢-   

62)y234(4x3

42)y234(5x2

32)y234(7x





  

٣-   

9y0

12x0

42y5x2

32y7x







  

٤-   

0x,0x
2

1
xx

3x2x3

2x3x2

1x2x

1xx

21

21

21

31

21

21










 
٥-   

0x,0x

0xx5

0x2x2

0xx24

21

21

21

21






  



 ٢٨
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  الفصل الأول 
  ادلات الخطية المع

 

I -    التي يكون فيها عدد المعادلات  المعادلات الخطيةm  
  : ) m = n  حالة (   n  مساوياً لعدد المتحولات 
  جʺلة مʧ الʺعادلات الॽʢʵة مʧ الȞʷل: في هʚه الʴالة ʨȞǽن لʙيʻا 

)1-1-1 (  

nnnn33n22n11n

3nn3333232131

2nn2323222121

1nn1313212111

bxa......xaxaxa

................................................................

bxa.......xaxaxa

bxa.......xaxaxa

bxa.......xaxaxa







  

قلة عــــǼ ʧعʹــــها Ǽعʹــــاً   غʽــــʛ    أو إن هــــʚه الʺعــــادلات الॽʢʵــــة قــــʙ تؔــــʨن مʶـــɦـ
  ʧʽعʹها إذا ؗان معǼ ʧقلة عʱʶن مʨؔه الʺعادلات تʚأن ه ʦنعل ʧʴقلة. ونʱʶالها مʲأم  

0Aالأʶǽــــʛ غʽــــʛ معــــʙوم، أȑ عʻـــʙما    فـــي الʢــــʛف      ʥلــــة تلــــʺʳن لʨــــȞǽ هاʙــــʻوع ،

  ) حل وحʙʽ. 1- 1- 1الʺعادلات ( 

0Aأمــا إذا ؗــان    ȑــاً، أॽʢقلة خ فــإن هــʚا ǽعʻــي أن تلــʥ الʺعــادلات غʽــʛ مʶـɦـ

 ʧʽʱــادل ــة معـ ــȐʙ أǽـ ــʚف أحـ ــا حـ ــة ʻʻȞʺǽـ ــʚه الʴالـ ــي هـ ــالأخȐʛ، وفـ ــاً Ǽـ ــʛتȌॼ خॽʢـ ــها مـ أن Ǽعʹـ
ʥلʚــȃلــة وʺʳال ʥتلــ ʧمــ ʧʽʱʢॼتʛد الʺعــادلات إلــى  مʙعــ ʠفʵ حʽــm ʘ يـ̒ـ nm  وهــي

  في الفقʛة اللاحقة:  حالة سʻعالʳها

قلة خॽʢــاً أȑ أن 1-1-1أمــا هʻــا فʻفʱــʛض أن جʺلــة الʺعــادلات ( 0A) مʶـɦـ  

ــʛʱك ل ــل الʺʷـ ــاد الʴـ ــا إʳǽـ ــة ʻʻȞʺǽـ ــʚه الʴالـ ــي هـ ــȄʨوفـ ــة الʱعـ ــا: Ȅʛʡقـ ــȘ مʻهـ ــʙة ʛʡائـ ــا Ǽعـ  ʠهـ
 (ʛامـــــʛك) ـــــاتʻʽقـــــة الʺعȄʛʡـــــال وʲالأم ʙـــــʽحʨقـــــة تȄʛʡقـــــة الʺعـــــاودة وȄʛʡب وʨقـــــة مقلـــــȄʛʡو
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عʙʺʱ علـــــى Ȅʛʡقـــــة Aالʺʸـــــفʨفة  ʶǼـــــʢॽة وهـــــي Ȅʛʡقـــــة أخـــــȐʛ .....الـــــخ، ولʻʻؔـــــا هʻـــــا ســــ̒ـ
  غʨص).  -ʺʻفʸلة أو Ȅʛʡقة ( جاردنالʺعاملات ال

  

II -   غوص) لحل المعــادلات الخطيــة التــي    - طريقة (جاردن
 : m = nفيها  

ــॽح  ــاسلʨʱضـــ ــة  الأســـ ــʚه الȄʛʢقـــ ــي لهـــ ــʖالȄʛاضـــ ــȞل  نʱؔـــ ــاǼقة ʷǼـــ ــادلات الʶـــ الʺعـــ
 مʸفʨفي على الȞʷل الʱالي:

)1-2-1 (  







































































n

3

2

1

n

3

2

1

nn3n2n1n

n3333231

n2232121

n1131211

b

....

b

b

b

x

....

x

x

x

a....aaa

....................

a....aaa

a....aaa

a....aaa

  

 أو على الȞʷل الʺʛʸʱʵ الʱالي:

)1-2-2 (  BXA   

  فʙʳʻ أن: A-1بـ  مʧ الʶॽار  ثʦ نʹʛب ʛʡفي هʚه الʺعادلة  

BBAXAA 11    

  وȃالʱالي نʸʴل على الʺعادلة الʱالॽة:
)1-2-3 (  BXI   

  والʱي ʱؗ ʧȞʺǽابʱها ȞʷǼل مفʸل ؗʺا يلي: 

)1-2-4 (  













































































n

3

2

1

n

3

2

1

b

....

b

b

b

x

....

x

x

x

1....000

....................

0....100

0....010

0....001
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غــʨص) لʴــل جʺلــة مــʧ    - إن هʚه العʺلॽات الʢॽʶॼة هــي أســاس ȄʛʡــȘ (جــاردن 
) علʻʽــا  4- 2- 1) إلــى الʷــȞل ( 1- 2- 1وحʱــى نقــʨم بȄʨʴʱــل الʷــȞل (   ، الʺعــادلات الॽʢʵــة 
  أن نقʨم Ǽʺا يلي: 

  تي:) في جʙول ؗالآ1-2-1نʹع عʻاصʛ الȞʷل ( -1

B n321 x......xxx  
  الʦʲʯʸلات 

  الʸعادلات 

n

3

2

1

b

....

b

b

b

  

mn3n2n1n

n3333231

n2232221

n131211

a....aaa

....................

a....aaa

a....aaa

a....aaa

  

n

....

3

2

1

  

وذلــǼ ʥʺعالʳــة أســʛʢ هــʚه الʳــʙول  Iمʸــفʨفة أحادǽــة إلــى    Aنقʨم بȄʨʴʱــل الʺʸــفʨفة   -2
 ʛʢــع أســॽʺــة فــي جȄʛʢالق ʛʽغ ʛاصʻع العॽʺعل جʳن ʘʽʴǼ (في الʺعادلةʛʡ وفي)A 

.ʙاحʨة للȄاوʶة مȄʛʢوالق ،ʛفʸة للȄاوʶم 

ــʦॽ عʻاصـــʛ الʺعادلـــة الأولـــى علـــى  ــʦʱ ذلـــʥ الȄʨʴʱـــل بʱقʶـ ــال ( 11aوȄـ ــا 1xأمʲـ ) فʽهـ
فــي الʱــي  1xمʶــاوȄة للʨاحــʙ، ثــʦ نʹــʛب الʺعادلــة الأولــى الʙʳيــʙة Ǽأمʲــال   1xفॼʸʱح أمʲــال  

فʽهــا وȃــʚلʥ يــ1x  ʦʱالʺعادلــة الʲانॽــة ونʢــʛح الʻــاتج مــʧ الʺعادلــة الʲانॽــة نفʶــها فʻʱعــʙم أمʲــال 
  مʧ الʺعادلة الʲانॽة. 1x  حʚف

  الأولى والʲانॽة فʙʳʻ أن:على الʺعادلʧʽʱ  للʱأكʙ مʧ ذلʥ نȑʛʳ هʚه العʺلॽات  

)1-2-5 (  
1=b nx 1n.... a3x13 + a 2x 12+ a1 x11a 

11

2
n

11

n1
3

11

13
2

11

12
1 a

b
x

a

a
......x

a

a
x

a

a
x  

  فʸʴʻل على الʺعادلة الʱالॽة:   21aفي الʺعادلة الʲانॽة وهʨ  الʱي    1xثʦ نʹȃʛها Ǽأمʲال  

11

1
21n

11

n1
213

11

13
212

11

12
21121 a

b
ax

a

a
a....x

a

a
ax

a

a
axa   
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  دلة مʧ الʺعادلة الʲانॽة فʙʳʻ أن الʺعادلة الʲانॽة تأخʚ الȞʷل الʱالي: نʛʢح هʚه الʺعا 

 


















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






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







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






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







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2123
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13
21232
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11

1
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21232
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212212121

a

b
ab.....x

a

a
aax

a

a
aa0

a

b
ab....x

a

a
aax

a

a
aaxaa

  

الʱــي فــي  Ǽ (1xأمʲــال 5-2-1(الʺعادلــة مʧ الʺعادلــة الʲالʲــة. نʹــʛب  1xولʚʴف  
  على:فʸʴʻل   13aأȑ بـ الʺعادلة الʲالʲة  

11

3
31n

11

n1
313

11

13
312

11

21
31131 a

b
ax

a

a
a......x

a

a
ax

a

a
axa   

  ثʦ نʛʢح الʻاتج مʧ الʺعادلة الʲالʲة نفʶها فʸʴʻل على الʺعادلة الʱالॽة: 

 























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
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


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


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


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


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








11

3
3133

11

13
31332
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3
3133
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13
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21
313213131
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aax
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aa0
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aax
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aaxaa

  

مــــʧ جʺॽــــع الʺعــــادلات الأخــــȐʛ (الأســــ1x  ʛʢوهȞــــʚا نʱــــاǼع العʺــــل حʱــــى نʴــــʚف 
  :الآتيالأخȐʛ) وȃالʱالي نʸʴل على الʙʳول  

B nx  ...... 3x 2x 1x   

1

11

1 b
a

b   
11

n1

a

a   ......  
11

13

a

a  
11

12

a

a  1  1  

2b  n2a   ......  
23a  22a  0  2  

3b  n3a   ......  
33a  32a  0  3  

 .....   .....   ......   .....   .....   .....   .....  

nb  nna   ......  
3na  2na  0  n 
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ــʙاول  ــابȘ (أو عʻاصــــʛ الʳــ ــا حʶــــاب عʻاصــــʛ الʳــــʙول الʶــ ــة ʻʻȞʺǽــ وʸȃــــʨرة عامــ
ȄʛʢǼقــة ســهلة وســȄʛعة إذا اتॼعʻــا الʢʵــʨات  tمــʧ الʺعادلــة    sxاللاحȘ) عʙʻ حــʚف الʺʴʱــʨل  

  :الآتॽة

1-   ʛʢــʶال ʛاصʻع عॽʺج ʦʶنقt   ــالʲعــل أمʳأن ن ʙــȄʛن ȑʚالــsx  علــى ʙاحــʨة للȄــاوʶــه مॽɾ
tsa )  الʲأمsx(   الʲح أمॼʸʱفsx .Ȑʛال الأخʲالأم ʛʽغʱوت ʙاحʨة للȄاوʶم  

  ) مʶاوȄة للʸفt  .ʛ(ما عʙا الsx   ʛʢʶنʳعل جʺॽع عʻاصʛ العʺʨد الॽɾ ȑʚه  -2

  ʧʽʱʽ:تنॽʁǼ ʖʶʴة عʻاصʛ الʙʳول الʙʳيʙ مʧ العلاقʧʽʱ الآ -3

)1-2-6 (  









ts

tj

isijij a

a
aaa  

)1-2-7 (  









ts

t
isii a

b
abb  

:ʧʽʽالʱال ʧʽلȞʷعلى ال ʧʽʱالʺعادل ʧʽة هاتǼاʱؗ ʧȞʺǽ Ȑʛجهة أخ ʧوم  

)1-2-8    ( sj,ti   
ts

tjistsij

ij a

aaaa
a


  

)1-2-9    ( ti   
ts

tistsi
i a

baab
b


  

  ʛʸʻى العʺʶȄوtsa   ʛʸʻعǼوران. أو  الارتؔازʙال  

ــي  ــة أن حـــــʙود الʶॼـــــȌ فــ ʽʢل مʴـــــʙد ؗـــــل وȃʺلاحʤــ ɦـــــʶهـــــا تقــــع علـــــى رؤوس مʻم
ʻʽʰʺال ʛاصʻالعǼ  لȞʷتيالآة على ال:  

  

tsa 

isa ib 

tb  

+ 
   ــ

tja 

ija isa 

tsa 

 +   ــ

+ 
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ʽʢل    ijaإذن ʻʻȞʺǽا حʶاب العʻاصــʛ الʙʳيــʙة   ija مــʧ جــʛاء أخــʚ جــʙاء رأســي الʺʶـɦـ

tsa    ʧʽالʺقــابل ʧ   tsaإشــارة ســالॼة، ثــʦ تقʶــʦॽ الʻــاتج علــى  Ǽtja isa   Ǽإشارة مʨجॼة، ثــʦ جــʙاء الʛأسـ̔ـ
ــʚلt   ،    ʥفــي الʺعادلــة    sxأمʲــال   ʧ جــʙاء    نأخــʚ حʽــǼib    ʘالʶʻــॼة لـــ    الأمــʛ وؗ its:  الʛأسـ̔ـ ba   

  .   Ǽtsaإشارة سالॼة وتقʦॽʶ الʻاتج على   tb isa  الʛأسǼ ʧʽإشارة مʨجॼة وجʙاء  

ʺʧȞ مــʧ جعــل  ونʳॽʱــة لهــʚه الʺعالʳــة الʱــي تــʦʱ مʴʱــʨلاً  مʴʱــʨلاً، وســʛʢاً ســʛʢاً، نـɦـ
ــال ــʨل  أمʲـ ــل جʺॽـــع ا sفـــي الʺعادلـــة  sxؗـــل مʴʱـ ــʙ، ومـــʧ جعـ ــاوȄة للʨاحـ ــʛ مʶـ لعʻاصـــʛ غʽـ

،ʛفʸة للȄاوʶة مȄʛʢد   القʨʺالع ʛاصʻع ʚوتأخB  ةʙيــʙــاً جʺॽʀB  ــلʴل الȞــʷــي تʱوهــي ال
ʷʺكالʛʱ  لة الʺعادلاتʺʳوضة،  لʛة الʺفॽʢʵا    الʚȞول  وهʙʳل على الʸʴالآتين:  

B  nx  .. .... 3x  2x 1x  عادلاتʸال  

1b  0   ......  0  0  1  1  

2b  0   ......  0  1  0  2  

3b  0   ......  1  0  0  3  
 .....   .....   ......   .....   .....   ......   .....  

nb  1   ......  0  0  0  n 
  

  :ؗالآتيوالʱي ʱؗ ʧȞʺǽابʱه على شȞل معادلة  
)1-2-10 (  BXI   

  :الآتيوالʱي تعʻʽʢا الʴل الʺʛʱʷك لʳʺلة الʺعادلات الʺفʛوضة  

)1-2-11 (  

nn

33

22

11

n

3

2

1

n

3

2

1

bx

.....

bx

bx

bx

b

.....

b

b

b

x

.....

x

x

x































































  

  :)1(  مʰال

  :الآتॽةأوجʙ الʴل الʺʛʱʷك لʳʺلة الʺعادلات الॽʢʵة  

= 5 36x -2 5x - 12x 
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= 1 3+ 5x 2+ 2x 13x- 

16-=  33x – 24x+  12x 

  لإʳǽاد الʴل الʺʢلʨب نʹع الأمʲال في جʙول ؗالʱالي:
B 3x 2x 1x  عادلاتʸال  
5  6-  5-  2  1  
1+  5  2  3-  2  
16-  3-  4  2  3  

الʶـــʛʢ الأول ، نقʶـــʦ عʻاصــʛ الأخــȐʛ وحʚفـــه مــʧ الʺعـــادلات  1xلʺعالʳــة أمʲــال 
، الآتــيفي الʺعادلة الأولــى) فʸʴʻــل علــى الʶــʛʢ الأول مــʧ الʳــʙول  1x) (أمʲال 2على (

فـــي الʺعادلـــة الʲانॽـــة ونʢـــʛح  1x) أمʲـــال -3ثـــʦ نʹـــʛب عʻاصـــʛ الʶـــʛʢ الأول الʙʳيـــʙ بــــ (
.ʙيʙʳاني الʲال ʛʢʶال ʛاصʻل على عʸʴʻه فʶاني نفʲال ʛʢʶال ʛاصʻع ʧاتج مʨʻال  

ـــ ( ــʙ بـ ــال 2ثـــʦ نʹـــʛب عʻاصـــʛ الʶـــʛʢ الأول الʙʳيـ فـــي الʺعادلـــة الʲالʲـــة  1x) أمʲـ
 ،ʙيــʙʳال ʘالــʲال ʛʢــʶال ʛاصــʻــل علــى عʸʴʻف ʘالــʲال ʛʢــʶال ʛاصــʻع ʧاتج مــʨــʻح الʛــʢون

  وʧʽʰȄ الʙʳول الʱالي نʳॽʱة هʚه العʺلॽات الʺʱʱالॽة:
B 3x 2x 1x  عادلاتʸال  

2

5  
2

6  
2

5  1  1  

2

17  4-  
2

11  0  2  

21-  3  9  0  3  

مــʧ الʺعــادلات الأخــȐʛ، نقʶــʦ عʻاصــʛ الʶــʛʢ الʲــاني  وحʚفــه 2xولʺعالʳــة أمʲــال 

علـــى 





 

2

الʺʻʽʰـــة فـــي  ॽɾـــه فʸʴʻـــل علـــى عʻاصـــʛ الʶـــʛʢ الʲـــاني الʙʳيـــ2x ʙأمʲـــال  11

ثʦ نʹʛب عʻاصʛ الʛʢʶ الʲاني الʙʳيʙ بـــ   ،الʙʳول الآتي





 

2

فــي الʶــ2x  ʛʢ(أمʲــال  5

الأول) ونʢـــــʛح الʻـــــʨاتج مـــــʧ عʻاصـــــʛ الʶـــــʛʢ الأول نفʶـــــه فʸʴʻـــــل علـــــى الʶـــــʛʢ الأول 
.ʙيʙʳال  
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ــ فــي الʶــʛʢ الʲالــ2x  (ʘ) (أمʲــال 9( ثــʦ نʹــʛب عʻاصــʛ الʶــʛʢ الʲــاني الʙʳيــʙ بـ
ʘالـــʲال ʛʢـــʶـــل علـــى الʸʴʻـــه فʶنف ʘالـــʲال ʛʢـــʶال ʛاصـــʻع ʧاتج مـــʨــ ــʙ،  ونʢـــʛح الʻـ الʙʳيـ

  :الآتيونʳॽʱة لهʚه العʺلॽات نʸʴل على الʙʳول  
B 3x 2x 1x   عادلاتʸال  

11

15
  

11

13  0  1  1  

11

17
  

11

8  1  0  2  

11

26
  

11

13  0  0  3  

نقʶــʦ علــى  3xولʺعالʳــة أمʲــال 







11

جʺॽــع عʻاصــʛ الʶــʛʢ الʲالــʘ فʸʴʻــل  13

ʙيʙʳال ʘالʲال ʛʢʶال ʛاصʻول الآتي  على عʙʳفي ال ʧʽʰʺال.  

ثʦ نʹʛب عʻاصʛ الʛʢʶ الʲالʘ الʙʳيʙ بـ  






11

في الʶــʛʢ الʲــاني)  3x(أمʲال   8

ــاني  ونʢـــʛح الʻـــʨاتج مـــʧ عʻاصـــʛ الʶـــʛʢ الʲـــاني نفʶـــه فʸʴʻـــل علـــى عʻاصـــʛ الʶـــʛʢ الʲـ

ـــ  ــʙ بـ ــʛʢ الʲالـــʘ الʙʳيـ ــʛ الʶـ ــʦ نʹـــʛب عʻاصـ ــʙ. ثـ الʙʳيـ







11

ــال  13 ــ3x  ʛʢ(أمʲـ ــي الʶـ فـ

ــʛʢ الأول  ــʛ الʶـ ــى عʻاصـ ــل علـ ــه فʸʴʻـ ــʛʢ نفʶـ ــʛ الʶـ ــʧ عʻاصـ ــʨاتج مـ ــʛح الʻـ الأول) ونʢـ
  ʛʽول الأخʙʳل على الʸʴات نॽه العʺلʚة لهʳॽʱون ʙيʙʳالآتيال:  

B 3x 2x 1x  عادلاتʸال  
1  0  0  1  1  
3-  0  1  0  2  

2  1  0  0  3  

ʻك   هومʛʱʷʺل الʴل على الʸʴالآتين:  
= 2 3x 3-=  2x = 1 1x 
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III -    المعادلات الخطية التي يكون فيها عدد المعــادلات
m    أقل من عدد المتحولاتn   ) حالة  m < n ( :  

  : الآتي وفي هʚه الʴالة نʨؔن أمام جʺلة مʧ الȞʷل  

)1-3-1 (  

1= b nx 1n+ ……… a mx 1m…… a 2x 12+ a 1x 11A 

2= b nx2n + ……… a mx 2mA ...… 2x  22+ a 1x 21A 

..............................................................................  
m= b nx mn+ ……… a mx mm……. A 2x m2+ a 1x m1a 

    m < nن:  حʘʽ إ

  : الآتي والʱي ʱؗ ʧȞʺǽابʱها على الȞʷل 

)1-3-2(    











































































m

2

1

n

1m

m

2

1

mn1mnmm2m1m

n21m2m21221

n11m1m11211

b

....

b

b

x

....

x

x

....

x

x

a....aa....aa

............................

a....aa....aa

a....aa....aa

 

  كʺا ʱؗ ʧȞʺǽابʱها ؗʺا يلي: 
)1-3-3  (       1,m1,nn,m BXA  

  إلى مʸفʨفA :ʧʽʱولʶʱهʽل العʺل نقʨم بʜʳʱئة الʺʸفʨفة  
  .  p(m,m)ونʛمʜ لها بـ   (m,m)أحʙهʺا مȃʛعة ومʧ الʺʛتॼة   -1
  .Q(m,n-m)ونʛمʜ لها بـ   (m,n-m)والأخȐʛ مʽʢʱʶلة ومʧ الʺʛتॼة   -2

إلى جʜئʧʽ هــي   X(n,1)كʺا نʜʳء العʺʨد   1,mX و 1,mnX   ــاليʱالȃو
  ؗʺا يلي:)  ʻȞʺǽ1-3-3ا ʱؗاǼة العلاقة (

)1-3-4  (        
   1,mmn,mm,m B

1,mnX

1,mX
Qp 











 
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وʚȃلʥ نʙʳ أن:  
XQBXP

BXQXP




  

0Pوȃفʛض أن      فةʨفʸʺالǼ ارʶॽال ʧم ʧʽفʛʢب الʛʹ1ن-P   :أن ʙʳʻف  

)1-3-5  (  
 

XQPBPXI

XQBpxpp
11

11








 

BBPوȃفʛض أن   1    وأن   mn,m)mn,m(
1

m,m QQp 
   :أن ʙʳن  

)1-3-6 (  




































































































































n

2m

1m

mn,m2m1m

33221

mn,22221

mn,11211

m

3

2

1

m

3

2

1

x

....

x

x

q....qq

................

q....qq

q....qq

q....qq

b
.....

b
b

b

x
....

x
x

x

1000

.........................

0100

00010

00001

 

  والʱي ʧȞʺǽ تȄʨʴلها إلى معادلات خॽʢة ؗʺا يلي:

)1-3-7  (  

 
 
 

  nmn,m2m2m1m1mmm

nmn,32m321m3133

nmn,22m221m2122

nmn,12m121m1111

xq......xqxqbx

.......................................................................

xq......xqxqbx

xq......xqxqbx

xq......xqxqbx

















 

m21مʴʱـــʨلاً وهـــي    mوهـــʚا ǽعʻـــي انـــه أمʻʻȞـــا حʶـــاب   x.....xx   لالـــة ال ـــʙـب   m)-(n  
n2m1mمʨʴʱلاً الأخȐʛ وهي  x.....xx    .  

ــح ــʧ الʨاضـ ــʨلات  ومـ ــʦॽ الʺʴʱـ ــي  m……x2x1xأن ʀـ ــالʦॽʁ الʱـ ــǼ Șـ تأخـــʚها أو تʱعلـ
  Ȑʛلات الأخʨʴʱʺها للʽʢنعn…… x m+2xm+1x .  

وأنه مقابل ؗل جʺلة لॽʁʺها مʲل   n2m1m ...... .  

  هي:  m…… x 2x1xنʸʴل على جʺلة لʦॽʁ الʺʨʴʱلات  

)1-3-8  (  

 
 

  mnmn,m2m2m1m1mmm

2nmn,22m221m2122

1nmn,12m121m1111

q.....qqbx

..................................................................................

q.....qqbx

q.....qqbx












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) هـــʨ الʴـــل 1-3-1وȃالʱـــالي نʸʴـــل علـــى حـــل ʷǽـــʺل جʺॽـــع مʴʱـــʨلات الʳʺلـــة (
  ʖتʛʱʺالآتي ال:  

)1-3-9  (   n2m1mm321 ......,,......,,   

ʧȞʺǽ أن تأخــʚ عــʙدا لا نهائॽــاً مــnx….   m+2x  m+1x  ʧولǼ ʧؔʺا أن الʺʨʴʱلات 
فإنʻــا سʸʴʻــل علــى عــʙد لا نهــائي  ،الʁــʦॽ الॽɿॽؔــة (حʱــى وأن ؗانــʗ مقʽــʙة ʷǼــʛوȋ معʻʽــة)

m,……x2,x1x،  ʧمـــــʧ الʁـــــʦॽ الʺقابلـــــة لهـــــا للʺʴʱـــــʨلات  وهـــــʚا ǽعʻـــــي أنـــــه إذا ؗـــــان الʺعــــ̔ـ
0p  ) ــة الʺعــــــادلات ــإن لʳʺلـــ ــʙد1-3-1فـــ ــة مــــــʧ  اً لانهائॽـ ــــ اً ) عـــ ــʨل الʺقʨʰلـــ مــــــʧ الʴلـــ

الʨʻع n1mm21 x.....xx......xx   .  

) هـــʨ الʴـــل 1-3-1وȃالʱـــالي نʸʴـــل علـــى حـــل ʷǽـــʺل جʺॽـــع مʴʱـــʨلات الʳʺلـــة (
  ʖتʛʱʺالآتي ال: 

)1-3-9  (  n2m1mm321 ......,,......,,   

  الʲلʦل القاعǻʗة:

ʴاول  Ǽ1 -3 -1ʺــا أن لʳʺلــة الʺعــادلات (  ) عــʙد لانهــائي مــʧ الʴلــʨل الʺقʨʰلــة فإنʻــا سـ̒ـ
مʶــاوȄة    n= x m+2= x m+1x 0 =الاقʸʱــار علــى عــʙد مʴــʙود مʻهــا وذلــʥ بʨضــع الʺʴʱــʨلات  

  : الآتي ) الȞʷل  6- 3- 1للʸفʛ. وʚȃلʥ تأخʚ الʺعادلة ( 

)1-3-10 (  
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  وهʚا ǽعʻʽʢا أن:

mm332211 bx,........,bx,bx,bx   

  :الآتي وȃالʱالي نʸʴل على الʴل الؔامل 
)1-3-11 (   0..........0,0b.....bb,b m321

  
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ʚــ ــʺى هـ ــعة العʺʨدǽـــة  اوʶȄـ ــه نʶـــʖ إلـــى القاعـــʙة ذات الأشـ الʴـــل حـــلاً قاعـــǽʙاً لأنـ
  1:الʱالॽة  mRالأحادǽة في 


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
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



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

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

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
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
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eee m

0

0

0

0

.......

0

0

0
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0
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0

0

0

1

21  

ــʨلات  m21وتʶــــʺى الʺʴʱــ x........,x,x  ــي ــة لʱؔــــʨن فــ ــʚ الʙʰاǽــ ــا مʻــ الʱــــي اخʛʱناهــ
ـــا تʶـــــــــʺى الʺʴʱـــــــــʨلات الأخــــــــــx  Ȑʛالعʺـــــــــʨد  ـــ ـــة (الأساســــــــــॽة) ؗʺـــ ـــ ـــالʺʨʴʱلات القاعǽʙـــ Ǽــــــ

m+n….,x2m+,x1m+x دʨن فـــي العʺـــʨؔــــʱناهـــا لʛʱـــي اخʱالx  ) ةʛـــʴلات الʨــــʴʱʺأو ال ʛــــʽغ
  القاعǽʙة) لأنها تأخॽʀ ʚʺا ॽɿॽؗة.

ــا الʺʴʱــʨلات  ʷǼــȞل عʷــʨائي لʱؔــʨن مʴʱــʨلات  m….. x2, x1xوȃʺــا أنʻــا اخʛʱن
 ʧل مʽȞʷت ȑار أॽʱاخ ʧȞʺʺال ʧة فإنه ؗان مǽʙقاعm  أصــل الـــ ʧم ʛلاً آخʨʴʱمn  ًلاʨــʴʱم

  ).1-3-1الʙاخلة في (

مȞان أن نʸʴل على حل قاعȑʙ آخʛ غʛʽ الــȑʚ حʸــلʻا وهʚا ǽعʻي أنه ؗان Ǽالإ
ʧ الاعॼʱــار جʺॽــع الإمȞانॽــات الʺʺʻȞــة لʷʱــȞل  مʴʱــʨلاً قاعــǽʙاً مــm  ʧعلॽــه. وȂذا أخــʚنا Ǽعـ̔ـ

mمʴʱــʨلاً مفʛوضــاً، نʳــʙ أن عــʙد تلــʥ الإمȞانॽــات ʶǽــاوn  ȑأصــل 
nC  ʘــʽــة حॽانȞن: إإم

 !mn!m

!n
Cm

n 
   ــل علــىʸʴا أن نʻʻȞʺǽ أنه ȑأm

nC  لــة الʺعــادلاتʺʳاً لǽʙحــلا قاعــ

  قʨʰلة اللانهائॽة.ʺوهʨ عʙد مʙʴود مʧ الʴلʨل ال  ،)1-3-1(

  :)2(  مʰال

:ʧʽʽالʱال ʧʽʱا جʺلة الʺعادلʻيʙل ʗإذا ؗان  
= 1 3+  x 2x2+ 1x  

= 3 3+ 5x 2+ 3x 12x 

 
بʙلالʱها وȃاسʙʵʱام الʺʹارB  ʖȄإن هʚه الأشعة تȞʷل قاعʙة لأنها مʱʶقلة وʧȞʺȄ الʱعʛʽʰ عʧ الʷعاع   1

m….X2X1X :ا يليʺؗ   mm332211 ex.....exexexB   
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 2أȑ أن عــʙد الʺʴʱــʨلات القاعǽʙــة ʶǽــاوm = 2،  ȑوأن  n = 3فإنʻــا نʳــʙ أن 
 ȑــاوʶǽ ةʛــʴلات الʨــʴʱʺد الʙوعــn-m = 1  ȑــاوʶǽ ــةʻȞʺʺــة الǽʙل القاعʨــ ، وأن عــʙد الʴل

  3
!23!2

!3
c2

3 


 :هي ʖʽتʛʱال ʖʶة حʻȞʺʺة الǽʙل القاعʨلʴه الʚل، وأن هʨحل  

)3, x2) , (0, x3, 0, x1, 0) , (x2, x1(x   

 ʧʽلʨــʴʱʺال ʚالأول نأخــ ȑʙــل القاعــʴل علــى الʨــʸʴ2وللx  1x  ــةǽʙلات قاعʨــʴʱʺؗ
  إلى الʛʢف الأʧʺǽ فʸʴʻل على الʺعادلʨʴʱʺؗ 3x :ʧʽʱل حʛ، ونʻقل الʺʨʴʱل   3xو

3x-= 1 2+ 2x 1x 
35x-= 3 2+ 3x 12x 

  ʛفʸال ȑاوʶǽ لا ʛʶǽف الأʛʢال ʧʽأن مع ʧم ʙأكʱلة الʨهʶǼ اʻʻȞʺȄ0وp   

ــا إلــــى الʷــــȞل ( ــادلʧʽʱ نʨʴلهــ ــاتʧʽ الʺعــ ـــ 6-3-1ولʴــــل هــ  2) فʻʹــــʛب الأولــــى بــ
:ʧʽʱʽالʱال ʧʽʱʯافȞʺال ʧʽʱل على الʺعادلʸʴʻة فॽانʲال ʧحها مʛʢون  

3x-= 1 2+ 2x1x 
37x-= 1 2x   -  0 

ونʳʺعهــا للأولــى فʸʴʻــل علــى الʺعــادلʧʽʱ (ثــʦ    2بـــ    الʙʳيــʙة   ثʦ نʹʛب الʲانॽة 
  إصلاح الʲانॽة). 

315x-+ 0 = 3 1x 
37x-= 1 2x -  0 

 ʛــʴل الʨــʴʱʺنʹــع ال ʦ3 0 =ثــx  ــل علــى أنʸʴʻ1 3 =فx  2  =-1وx،  ʥلʚــȃو
 ʨالأول وه ȑʙل القاعʴل على الʸʴ(1,0 - ,3)ن .ȃقة وȄʛʢــها الʶنف ʧ نʸʴــل علــى الʴلـ̔ـ

  .(1/3  ,0  ,2/3) , (3/7  ,2/7  ,0) /القاعʙيʧʽ الآخʧȄʛ وهʺا

  الʲلʦل القاعǻʗة الʲʹʸلة:

ʴلاً (غʽـــʛ ســـلʦॽ) إذا ؗـــان احـــʙ الʺʴʱـــʨلات القاعǽʙـــة ॽɾـــه  Ȟǽـــʨن الʴـــل القاعـــȑʙ مــ̒ـ
  معʙوماً (إضافة للʺʨʴʱلات الʛʴة).

  : أوجʙ الʴلʨل القاعǽʙة لʳʺلة الʺعادلʧʽʱ:مʰال
= 9 3+ 2x 2x – 13x 

= 15 3x – 15x 
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وȃإتॼــاع  x2) (0, x3, 0, x1, 0) (x2, x1(x ,3(لʙيʻا هʻا ثلاث حلʨل قاعǽʙة هي 
نفʝ الأسلʨب الȑʚ اتॼعʻاه في الʺʲالʧʽ الʶاǼقʧʽ نʸʴل علــى تلــʥ الʴلــʨل القاعǽʙــة الʲلاثــة 

  :الآتॽة
(3, 0, 0) (3, 0, 0) (0, -39, -15)  

ʴلان لأن  ʧ الأول والʲــاني هʺــا حــلان مـ̒ـ فــي الأول  2x 0 =وهʻا نلاحــȎ أن الʴلـ̔ـ
= 0 3x .ةǽʙلات القاعʨʴʱʺال ʧʺض ʧذيʨنهʺا ؗانا مأخʨؗ ʦاني رغʲفي ال  

  

IV- ــة (جــاردان ــة معــادلات  - طريق غــوص) لحــل جمل
  :(m<n)خطية فيها 

) نعʱʺــʙ علــى الʺॼــادȏ 1-3-1لإʳǽاد الʴلʨل القاعǽʙة لʳʺلة الʺعــادلات الॽʢʵــة (
ــى نʸـــل إلـــى الʺعادلـــة (2-3-1الȄʛاضـــॽة الʶـــاǼقة ونʢʻلـــȘ مـــʧ الʺعادلـــة ( ) 5-3-1) حʱـ

  :الآتي والʱي نʰʱؔها على الȞʷل  

)1-4-1 (    B
x

x
QP,I

BBPXQPXI
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  :الآتي والʱي تȞʷǼ ʖʱؔل مفʸل على الȞʷل  

)1-4-2 (  
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 -جــاردان() وفــȄʛʡ Șقــة 2-4-1) إلى الȞʷل (2-3-1وʦʱȄ الانʱقال مʧ الȞʷل (
حʱــى نʸʴــل علــى الʺʸــفʨفة  IIغــʨص) وȃإتॼــاع نفــʝ الʢʵــʨات الʱــي أوردناهــا فــي الفقــʛة 

. إلا أن هʚه الȄʛʢقة لا تعʻʽʢا حلا قاعǽʙاً إلا إذا وضعʻا جʺॽــع الʺʴʱــʨلات  mxnIالأحادǽة  
.Ȍل الأول فقʴل على الʸʴن ʥلʚا بʻʺذا قȂو .ʛفʸة للȄاوʶم (ةǽʙالقاع ʛʽغ) ةʛʴال  
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ــة الʺعـــــادلات ( ــة لʳʺلـــ ــʨل القاعǽʙـــ ــى جʺॽـــــع الʴلـــ ــʨل علـــ ــʨم 1-3-1وللʸʴـــ ) نقـــ
  Ǽالʨʢʵات الʱالॽة:

  :ؗالآتي  جʙول أمʲال الʺعادلات في  نʹع -1
  غʦص)  - لȂʙʠقة (جاردان  الأولالʗʱول    :) 1-1(جʗول 

B xn .... xm+1 xm …. x3 x2 x1 
  الʦʲʯʸلات 

  الʸعادلات 

b1 a1n .... a1m+1 a1m …. a13 a12 a11 1 

b2 a2n …. a2m+1 a2m …. a23 a22 a21 2 

b3 a3n …. a3m+1 a3m …. a33 a31 a31 3 

… … … …. …. … .... …. …. .... 

…. …. .... …. …. .... …. …. …. …. 

bm amn …. amn+1 amm …. am3 am2 am1 M 

ــفʨفة   - 2 ــاد الʺʸـ ــʨم Ǽإʳǽـ ــة  نقـ ــع أ   mxmIالأحادǽـ ــة جʺॽـ ــȘ معالʳـ ــȄʛʡ ʧـ ــʙول  س ـــعـ ʛʢ الʳـ
فــي الفقــʛة    أوردنــاهالــȑʚ  نفʶــه  الʶابȘ (وفي ʛʡفي الʺعادلة) ونॼʱع فــي ذلــʥ الأســلʨب  

II   )  ةʨــʢʵعلقــة بهــا   2الʱʺد الʨــʻʰــي    ) والʱــة الǽʙلات القاعʨــʴʱʺال ʙيــʙʴت ʙعــǼ ʥذلــ ʦ وȄـɦـ
  ʧؔʱل الأول ولــʴخل في الʙʱسm……..x1x    ــل علــىʸʴــة نʳه الʺعالʚــة لهــʳॽʱون .

 : الآتي جʙول الʴل القاعȑʙ الأول  

 جʗول الʲل القاعȏʗ الأول  :) 2-1جʗول (

B  xn … xm+1 xm … x3 x2 x1 
 الʦʲʯʸلات

 الʸعادلات

1b  mn1q   … 11q  0 … 0 0 1 1 
2b  mn2q   … 21q  0 … 0 1 0 2 

3b  mn3q   … 31q  0 … 1 0 0 3 
... ... ... … … … … … … …. 

mb  mmnq   … 1mq  1 … 0 0 0 m 
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ــʙول ( نʹـــع جʺॽ ـــ - 3 ــʛة فـــي الʳـ ــى    ) 2- 1ع الʺʴʱـــʨلات الʴـ ــفʛ فʸʴʻـــل علـ ــاوȄة للʸـ مʶـ
  : الآتي الʴل القاعȑʙ الأول  

 0............0,0b.......b,b,b m321
  

ʙʰال للʨʸʴل على الʴل القاعȑʙ الʲــاني نقــʨم     -4 احــʙ الʺʴʱــʨلات القاعǽʙــة ولــǼ    ʧȞॽاسـɦـ
mx    ʧȞॽة ولʛʴلات الʨʴʱʺال ʙأحǼm+1x    اʚهــ ʦ لॼʸॽح الأول حʛاً والʲــاني قاعــǽʙاً. ولʽـɦـ

ʙʰال  ــʙ عʸʻــʛ    الاسـɦـ ــʨم أولاً بʙʴʱي ــا    الارتؔــاز نق ʻه ʨوهــ) ʖاســʻʺالm1`qʦــ تعʺــل    ). ث
ʻʲاء مــــʧ جʺॽــــع الʺعــــادلات    m+1xحــــʚف  علــــى   لاً)   mالʺعادلــــة    Ǽاســـɦـ وأن ذلــــʥ    ، (مـــ̡ـ

ونʳॽʱة لــʚلʥ نʸʴــل علــى قاعــʙة جʙيــʙة    ، ʱʴǽاج إلى الॽʁام ॽʺʳǼع الʶʴاǼات اللازمة 
ثــʦ نʹــع الʺʴʱــʨلات  ،m+1x ,1-m……….. ,x 3, x 2, x 1(x(  مʕلفة مــʧ الʺʴʱــʨلات 

  :الآتيالʛʴة الʙʳيʙة مʶاوȄة للʸفʛ فʸʴʻل على الʴل القاعȑʙ الʲاني  
).00, 0 m+1, 0, x 1-m………., x 3, x 2, x 1(x    

للʨʸʴل على الʴل القاعȑʙ الʲالʘ نʛؔر ما ورد في الʨʢʵة الʶاǼقة ونʙخل مʨʴʱلاً   - 5
  ʙأح ʧلاً مʙة بʙاً في القاعʙيʙاً جʛلاتها  حʨʴʱة مǽʙالقاع  .  

  وهʚȞا نʱاǼع العʺل حʱى نʸʴل على جʺॽع الʴلʨل القاعǽʙة الʺʺʻȞة.  

  :)3(  مʰال

  :الآتॽةأوجʙ جʺॽع الʴلʨل القاعǽʙة لʳʺلة الʺعادلات  
3-=  4+ x 22x – 1x 

= 1 32x – 2x – 13x 
= 4 4x – 32x - 2+ x 12x 

= 7 42x – 32x – 2+ 3x 1x  

  :الآتينʹع هʚه الʺعلʨمات في الʙʳول  

B x4 x3 x2 x1 
 الʦʲʯʸلات 

 الʸعادلات 

-3 1 0 -2 1 1 

1 0 -2 -1 3 2 

4 -1 -2 1 2 3 

7 -2 -2 3 1 4 
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ؔــاز ونʳــȑʛ  ؗعʸʻــʛ ارت   1x) الʺقابل  1مʧ جʺॽع الʺعادلات نأخ1x   ) ʚلʚʴف  
  Șــ ــة وفـ ــاǼات اللازمـ ــاردان الʶʴـ ــة (جـ ــات Ȅʛʡقـ ــʙول    - تعلॽʺـ ــى الʳـ ــل علـ ــʨص) فʸʴʻـ غـ

  : الآتي
B x4 x3 x2 x1  

-3 1 0 -2 1 1 

10 -3 -2 5 0 2 

10 -3 -2 5 0 3 

10 -3 -2 5 0 4 

ــة  ــʛار للʺعادلـ ــا إلا تؔـ ــة مـــا هʺـ ــة والʛاǼعـ ــȎ أن الʺعـــادلʧʽʱ الʲالʲـ ــʙول نلاحـ ــʧ الʳـ ومـ
ــان Ȟʺǽــʧ الʷؔــف  قلة خॽʢــاً (وؗ الʲانॽــة. فهــʚا ǽعʻــي أن جʺلــة الʺعــادلات الʶــاǼقة غʽــʛ مʶـɦـ

 ʧ ، لــʚلʥ نʴــʚفهʺا مــʧ الʳــʙول ونʱــاǼع الʴــل ؗالعــادة حʽــA ʘعــʧ مʶــॼقاً ʶʴǼــاب الʺعــ̔
  فʸʴʻل على الʙʳول الآتي: 2xسʻقʨم ʚʴǼف الʺʨʴʱل  

الʲل  
 ȏʗالقاع 

B x4 x3 x2 x1 
 الʦʲʯʸلات 

 الʦʲʯʸلات القاعǻʗة 

(1,2,0,0) 
1 -1/5 -4/5 0 1 x1 

2 -3/5 -2/5 1 0 x2 

  (1,2,0,0) :  الآتيوهʚا الʙʳول ǽعʻʽʢا الʴل القاعȑʙ الأول  

ــابॽة ونعــــʛض  ــات الʶʴــ ــȐʛ نــــʙمج العʺلॽــ ــʨل القاعǽʙــــة الأخــ وللʸʴــــʨل علــــى الʴلــ
) ʦول رقʙʳائج ؗʺا في الʱʻالآتي:)  3-1ال  
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) ʤول رقʗج
1

-3
(

 

 الʦʲʯʸلات
 الʦʲʯʸلات القاعǻʗة 

x
3 

x
2 

x
3 

x
1 

x
4 

x1 

x
4 

x
2 

x
4 

x
3 

x
1 

-5/4 

-1/2 

0 1 0 1 -5 

-3 1 

-3/2 

x
2 

0 1 

-5/2 

-2 

-5/3 

-1/3 

0 1 -2 

1/2 

x
3 

1 0 1 0 

2/3 

-2/3 

4 2 0 1 

x
4 

1/4 

-1/2 

3/2 

1 1 0 1 0 1 0 

B 

-5/4 

3/2 

-5 

-3 

-10/3 

1/3 

-5 

-1 

-3 

-1/2 

 الʲل القاعȏʗ الʸقابل 

(0,3/2,-5/4,0) 

(-3,0,-5,0) 

(1/3,0,0,-10/3) 

(0,-1,0,-5) 

(0,0,-1/2,-3) 
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  :هي  أخȐʛ   قاعǽʙة  حلʨل  6وʚȃلʥ نʸʴل على 

(0, 0, -1/2, -1/3) (0, -1, 0, -5) 
(1/3, 0, 0, -10/3) (-3, 0, -5, 0) 
(0, 3/2, -5/4, 0) (1, 2, 0, 0) 

  

V-    دلات خطيــة االقاعدية غير الســالبة لجملــة مع ــالحلول
  :(m<n)فيها 

مʷــʛوʡة Ǽــأن  )1-3-1إذا ؗانʗ جʺॽع أو Ǽعʠ الʺʨʴʱلات الʙاخلة فــي الʳʺلــة (
ȋʛ أن Ȟǽــʨن  0xتʨؔن غʽــʛ ســالॼة (أʷǽ ȑـɦـ i (  ʛــʽن غʨــȞǽ ــةǽʙل القاعʨلــʴال ʠعــǼ فــإن

  .  ixمقʨʰل لأنه مʵالفاً للʛʷوȋ الʺفʛوضة على الʺʨʴʱلات  

ॼــات غʽــʛ  نʴॼــʘ عــʧ الʴلــʨل  أنوفي مʲل هʚه الʴالات علʻʽــا   ʛؗʺــة ذات الǽʙالقاع
  :الآتيولʨʱضॽح ذلʥ نقʨم ʴǼل الʺʲال    ،لقاعǽʙة الʺʺʻȞةاالʶالॼة مʧ بʧʽ جʺॽع الʴلʨل  

  :)4(  مʰال

ʛʽة غǽʙل القاعʨلʴال ʙالآ أوج ʧʽʱلة الʺعادلʺʳة لॼالʶتال:ʧʽʱʽ  
= 8 5+ x 4x – 3+ 5x 2x – 1x 

= 20 5+ x 42x – 3+ 3x 24x – 15x 

  ʘʽ0ن إح   ix   41,2,3(5,وأن,(i: .  

 ȑــاو ــʨل القاعǽʙـــة ʶǽـ ــʙد الʴلـ ــʧ الʨاضـــح أن عـ 10C2مـ
5   هʚــاد هـــ ــʨل. ولإʳǽـ حلـ

ــارالʴلـــــʨل نʰـــــʙأ  ؗʺʴʱـــــʨلʧʽ قاعـــــʙيʧʽ ثـــــʦ نʴـــــʨل الʺعـــــادلʧʽʱ إلـــــى الʷـــــȞل  2xو  Ǽ 1xاخॽʱـــ
  ) ؗʺا يلي:6-3-1(  الʨʺʻذجي

5x – 4+ x 35x-= 8  2x – 1x 

5x – 4+ 2x 33x –= 20   24x – 15x 

  :ونʛʢحها مʧ الʲانॽة فʸʴʻل على    5نʹʛب الأولى بـ 
 5x – 4+ x 35x-= 8  2x – 1x 

5+ 4x 43x- 320 + 22x-=  20+ x 
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ʳن ʦث  ȑʙل القاعȞʷل على الʸʴʻة إلى الأولى فॽانʲالآتيʺع ال:  
5+ 3x 42x- 312 + 17x-+ 0 =  1x 

5+ 4x 43x – 320 + 22x-=  20 + x 

2x و   1x  =-12نʸʴل على    x 4= x 3x =5 =  0وʨȃضع الʺʨʴʱلات الʛʴة  

= -20 ،   ʥلʚـــــــــȃو    ȑʙـــــــــل القاعـــــــــʴـــى ال ـــ ـــلʻا علـــ ـــ ــʙ حʸـــ ــــ   وهـــــــــʨ    الأول نؔـــــــــʨن قـــ
فʝ الȄʛʢقــة نʸʴــل علــى الʴلــʨل القاعǽʙ ــ  ، (20,0,0,0-,12-) ة الأخــȐʛ إذا أجʻȄʛــا  وȃـ̒ـ

 ʙة واحـــʛـــʴلات الʨـــʴʱʺــــة والǽʙلات القاعʨـــʴʱʺال ʧ ʸʴʻـــل علــــى  ف   الآخـــʛ تلــــʨ    اً تʰـــʙيلاً بـــ̔
  : الآتॽة  الʴلʨل القاعǽʙة الॼاॽʀة 

(0,4/7,12/7,0,0)  (3,0,0,0,5)  
(4/3,0,0,-20/3,0)  (0,0,0,-12,-4)  
(0,0,4/3,-4/3,0)  (-1/3,0,5/3,0,0)  

(0,-4,0,0,4)  (0,-2,0,-6,0)  
(0,0,3/2,0,1/2)  

ولʙʴʱيـــʙ الʴلـــʨل القاعǽʙــــة غʽـــʛ الʶـــالॼة نلاحــــȎ أنـــه لا يʨجـــʙ غʽــــʛ ثلاثـــة حلــــʨل 
  قاعǽʙة غʛʽ سالॼة بʧʽ الʴلʨل القاعǽʙة الʶاǼقة وهي:

(0,0,3/2,0,1/2)   (0,4/7,12/7,0,0)   (3,0,0,0,5)  

ونلاحȎ مʧ الʺʲال الʶابȘ أن عʺلॽة الʘʴॼ عʧ الʴلʨل القاعǽʙة غʛʽ الʶالॼة  
  ʛـــʽـــة غǽʙل القاعʨلـــʴال ʙيـــʙʴت ʦـــة ثـــʻȞʺʺـــة الǽʙل القاعʨلـــʴـــع الॽʺــاد ج اقʱʹـــʗ مʻـــا إʳǽـ

  مʻها.   الʶالॼة 

ــادلات الʱـــي  ــة فـــي حالـــة الʺعـ ــʚا الأســـلʨب، وخاصـ ونʤـــʛاً لʸـــعȃʨة تʽʰʢـــȘ مʲـــل هـ
ــʨل  ــʛ فـــي الʴॼـــʘ عـــʧ الʴلـ ــلȃʨاً آخـ عʙʺʱ أسـ ـ̒ـ ــا سـ ــʨلات، فإنʻـ ــʛاً مـــʧ الʺʴʱـ ــʙداً ʽʰؗـ تʱʹـــʺʧ عـ

ــة غ ــام القاعǽʙـ ــʛور أو الاهʱʺـ ــȌ دون الʺـ ــالॼة فقـ ــʛ الʶـ ــة  ʽـ ــالʴلʨل القاعǽʙـ ــǼ Ȑʛـ ــʚا  الأخـ وان هـ
أو Ȅʛʡقــة (الʶــʺʰلʝؔ)  اســʦ ه ॽ ــغــʨص) وʢȄلــȘ عل -هــʨ تʢــʛȄʨ لȄʛʢقــة (جــاردان الأســلʨب

  .الآتॽةǼالفقʛة  ونلʸʵه  الȄʛʢقة الʺʢʶॼة  
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VI-  ــر ــة غي ــول القاعدي ــاد الحل ــمبلكس لإيج ــة الس طريق
  : (m<n)فيها  السالبة لجملة معادلات خطية

ــاني   ــادلات    ibلʻفʱـــʛض أن جʺॽـــع الʨʲابـــʗ الʴـــʛة فـــي الʢـــʛف الʲـ فـــي جʺلـــة الʺعـ
ــة (  ــʛض أن 1- 3- 1الॽʢʵــ ــا نفʱــ ــالॼة. أȑ أنʻــ ــʛ ســ ــ 0   ib    ʧ) غʽــ ــل  مــ ــʦॽ  أجــ ــع ʀــ جʺॽــ

(i:1,2,3,…m)    ʗابـــــʨʲال ʠعـــــǼ ذا ؗـــــانȂوib   ـــــا نʻاً فإنॼســـــال  ʥفـــــي تلـــــʛʡ بʛـــــʹǼ مʨقـــــ
  : الآتيك) لʳʻعلها مʨجॼة ثʦ نʹع الʺعاملات في الʙʳول  - 1الʺعادلة بـ ( 

 ʕابʦʰال 
B 

xn xm+i xm x3 x2 x1 
    j الʦʲʯʸلات 

 i الʸعادلات 

b1 0 a1n a1m+1 a1m a13 a12 a11 1 
b2 0 a2n a2m+1 a2m a23 a22 a21 2 
b3 0 a3n a3m+i a3m a33 a31 a31 3 
…. …. …. …. …. …. …. …. 

bm 0 amn amm+1 amm am3 am2 am1 m 

  ʧعــ ʘــʴॼا نʻا أنʺǼ لʨلــʴــا الʺȃقة، وǼــاʶلــة الʺعــادلات الʺʳة لॼــالʶال ʛــʽــة غǽʙالقاع
 ʗابــʨʲد الʨʺع ʧم ʚخʕة تǽʙل القاعʨلʴع الॽʺج ʦॽʀ أنB  ʥــع تلــॽʺــا جʻا أو جعل وأنʻــا فʛضـ̒ـ

تها عʙʻ إجʛاء أǽــة عʺلॽــة تȄʨʴــل اأن نʴافȎ على إشار لʚلʖʳǽ ʥ علʻʽا    ،الʨʲابʗ غʛʽ سالॼة
  غʨص).  –أو تʙʰيل للʺʨʴʱلات حȄʛʡ ʖʶقة (جاردان  

الʛʴ مــʧ الʺعادلــة  sx في الʙʳول الʙʳيʙ عʙʻ تʙʰيل  ibالعʛʸʻ الʙʳيʙ  أنوȃʺا 
t   ȑʙل القاعʨʴʱʺالǼ)tx   ة العلاقةʢاسʨى بʢعǽ (ةॽالآت:  

)1-5-1 (  
ts

t
isii a

b
abb   

  ʘʽنإح:ti ،   وȂ  نtsa   ــالʲأم ʨالارتؔاز وهــ ʛʸʻع ʨهsx  فــي الʺعادلــةt أمــا .

ʶʴــʖ مــʧ العلاقــة فt ʱفــي الʺعادلــة  ॽʀtbʺــة 
ts

t
t a

b
b .  ــاʻʻȞʺǽ هــل :ʨال الآن هــʕــʶوال

غʽــʛ ســالॼة. أॽؗ ȑــʅ ســʱʵʻار  ibتॼقــى جʺॽــع الʨʲابــtsa  ʘʽʴǼ ʗإخॽʱار عʛʸʻ الارتؔاز 
  ʛʸʻالعtsa :اʻيʙقى لॼى يʱح  

ti   0
a

b
abb

ts

t
isii 








  
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t 0سʛʢ الʺعادلة 
a

b
b

ts

t
t   

ولʺʻاقʷـــة الأمـــʛ نلاحـــȎ أنـــه حʱـــى يॼقـــى 
ts

t
t a

b
b   نʨـــȞǽ أن ʖـــʳǽ ʖســـال ʛـــʽغ

 ʛــʸʻ0<الارتؔــاز ع) ts(a ــا اʻا أساســاً أن لأن   tbʻ 0(فʛʱضـ̒ـ نʹــع  أن ʱج). وهȞــʚا نʶـɦـ
. وحʱـــى تॼقـــى العʻاصـــȞǽ> 0) ts(a ʛـــʨن  أنهـــtsa  ʨالارتؔـــاز عʸʻـــʛ أول شــȋʛ علـــى 

  الأخȐʛ غʛʽ سالॼة ʖʳǽ أن ʨȞǽن لʙيʻا:

)1-5-2 (  0
a

b
abb

ts

t
isii 








  

  :الآتيوʱȞȃاǼة هʚه العلاقة على الȞʷل  

0
a

b

a

b
ab

ts

t

is

i
isi 








  

  :الآتॽةتʨؔن غʛʽ سالॼة في إحȐʙ الʴالات   ibنʙʳ أن  

ان  isa 0 <إذا ؗان  -1 0وؗ
a

b

a

b

ts

t

is

i 







،  إذا ؗان ȑ0 <أ isa  نʨــȞǽ أن ʖʳǽ فإنه

is

i

ts

t

a

b

a

b
  ʛʸʻأن ع ȑالارتؔاز ، أtsa :ةॽالʱة الʴاجʛʱʺال Șقʴǽ أن ʖʳǽ  

)1-5-3 (  i
a

b

a

b

is

i

ts

t   

 ʦॽــʀ ــعॽʺأجــل ج ʧم ʥوذلi  دʨاقعــة فــي العʺــʨالs ) ȋʛــʷال Șقــʴʱي ʧإلا إذا 3-5-1ولــ (

كانʗ الॼʶʻة  
ts

t

a

b :ما يلي ȑاوʶت  

)1-5-4 (  )0
a

b
(

a

b

is

i

0ais

t

iMin
is




  

أʳǽ ȑــــʖ أن تؔــــʨن الʶʻــــॼة 
ts

t

a

b ʖــــʶʻــــع الॽʺج ʧمــــ ʛأصــــغ
is

i

a

b  ʦॽــــʶتق ʧــــة عــــʳاتʻال

  .sxعلى العʻاصʛ الʺʨجॼة مʧ العʺʨد   Bعʻاصʛ العʺʨد  
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ــان  isa 0 >إذا ؗــان  -2 (0وؗ
a

b

a

b
(

ts

t

is

i  ، ــي أنــه إذا ؗــانʻعǽ اʚ0 >وهــ isa  فإنــه

  ʖʳǽ أن ʨȞǽن:

)1-5-5 (  
is

i

ts

t

a

b

a

b
  

0فإنه ʨȞǽن لʙيʻا   isa 0 >وأن     ib 0وȃʺا أنه لʙيʻا فʛضاً أن  
a

b

ts

i .  

ــʙيʻا  ts(a (0<وȃʺــا أنــه اشــʻʡʛʱا أن Ȟǽــʨن  0فإنــه Ȟǽــʨن ل
a

b

ts

t ،  دʙعــ ȑــا أن أʺȃو

 ȋʛـــʷفـــإن ال ʖد ســـالʙعـــ ȑأ ʧمـــ ʛـــʰأك ʨهـــ ʖجـــʨ(1-5-5)م  ʦل دائـــȞـــʷǼ ًققـــاʴن مʨـــȞǽ
  .ts(a (0 <وʨȞȄن   a)is (0 >عʙʻما ʨȞǽن  

ــاز  ــʚه الʴالـــة لا تفـــʛض شـــʛوʡاً علـــى عʸʻـــʛ الارتؔـ ʱʻج أن هـ ـɦـ ــا نʶـ غʽـــtsa  ʛومـــʧ هʻـ
لــʚلʥ لا نأخــʚ هــʚه الʴالــة  ،ts(a (0 <الȋʛʷ الȑʚ اسʻʳʱʻʱاه مʻــʚ الʙʰاǽــة وهــʨ أن Ȟǽــʨن 

Ǽ ʛاصــʻالع ʧ عʧʽ الاعॼʱار، ومʺا سȘʰ نʱʻʱʶج أنــه إذا قʺʻــا Ǽاخॽʱــار عʸʻــʛ الارتؔــاز بـ̔ـ
ــاز  ــة فـــي عʺـــʨد الارتؔـ ــʛ الʺʨجـــs  ʖالʺʨجॼـ ــʨن هـــʨ العʸʻـ ــʴǽ ȑʚقـــʽʴǼtsa  ȘـــȞǽ ʘـ الـ

  :الآتॽة  (1-5-4)العلاقة  

)1-5-6 (  
0a

a

b
)0

a

b
(

is

ts

t

is

i

i
Min




  

 ʗابــʨʲقــاء الǼ ʧʺــا نʹــʻفإنib  ʛــʴل الʨــʴʱʺيل الʙــʰــة تॽاء عʺلʛإجــ ʙــʻة عॼســال ʛــʽغsx 
 ȑʙــ ــالʺʨʴʱل القاعـ ــى Ǽtxـ ــلʻا علـ ــة حʸـ ــʙيل الʺʱʱالॽـ ــات الʰʱـ ــة لعʺلॽـ ــه نʳॽʱـ ، ولʻفʱـــʛض أنـ

  :الآتيالʙʳول  

  

  
  

 ʕابʦʰال  nx  m+1x mx 3x  2x 1x 
  الʦʲʯʸلات 

  القاعʗة 
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0b1   m-1nq'  11q' 0  0 0  1  1x 

0b 2   m-2nq'  12q'  0  0  1  0  2x 

0b3   m-3nq'  13q'  0  1  0  0  3x 

…. …. …. …. …. …. …. ….. 
0bm   m-mnq'  1mq'  1  0  0  0  mx 

  ʖالʶال ʛʽالأول غ ȑʙل القاعʴل على الʸʴن ʥلʚȃالآتيو:  
)0,.....,0,0,b,....,b,b,b( m321

  

وللʨʸʴل  على الʴلʨل القاعǽʙة الأخȐʛ غʛʽ الʶالॼة، نقــʨم Ǽــإجʛاء تʰــʙيل مʱʱــالي 
لʺʨʴʱل مʧ الʺʨʴʱلات الʛʴة ʨʴʱʺǼل مʧ مʨʴʱلات القاعــʙة، حʱــى نʷــʺل جʺॽــع الإمȞانॽــات 
 (ʝؔلʰʺــʶال) قــةȄʛʡ Șوفــ ʖســال ʛــʽغ ȑʙعلــى حــل قاعــ ʘــʴॼات الʨــʢخ ʟــʵــة، ونلʻȞʺʺال

  Ǽʺا يلي:

1-  ʗابـــʲد الʨعʺـــ ʛاصـــʻـــع عॽʺعـــل جʳنB  ʥة، وذلـــॼســـال ʛـــʽغ ʧـــʺǽف الأʛـــʢـــي فـــي الʱال
أو ʳǼʺــع أو ʡــʛح الʺعــادلات  ʛʹǼ(-1)ب ʛʡفــي الʺعــادلات الʱــي ʴǼاجــة لــʚلʥ العــʙد 

 مǼ ʧعʹها Ǽعʹاً Ǽعʙ ضȃʛها Ǽأمʲال مʻاسॼة.

 نʹع الʺعاملات الʙʳيʙة في جʙول نʤامي. -2

3-  ʧلفة مʕة مʙل قاعʽȞʷʱم بʨنقm  إدخالــه إلــى ʙــȄʛن ȑʚل الــʨʴʱʺار الॽʱاخǼ ʥلاً وذلʨʴʱم

 ʧȞॽة، ولــʙالقاعــsx ــةॼجʨʺال ʖــʶʻــع الॽʺج ʖــʶʴن ʦثــ ،
is

i

a

b  ــلʸʴʻها فʛــار أصــغʱʵون

 على:

)1-5-6 (  
0a

a

b
)0

a

b
(Min

is

ts

t

is

i




  

  .الارتؔازهʨ عtsa   ʛʸʻوعʙʻها ʨȞǽن  

ــʨل  -أ ــʨم ʴǼـــʚف الʺʴʱـ ــʦ نقـ ــاردان sxثـ ــة (جـ ــادلات وفـــȄʛʡ Șقـ ــʧ جʺॽـــع الʺعـ -مـ
  الʱي سॼʸʱح أمʲاله فʽها مʶاوȄة للʨاحt  .ʙغʨص) Ǽاسʻʲʱاء الʺعادلة  
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ــʧȞॽ  -ب ــʛ ولـ ــʨلاً آخـ ــار مʴʱـ ــʙ ونʱʵـ ــʧ جʙيـ ــʨد مـ ــʦ نعـ ــs1x  ʨثـ ــاǼع الʢʵـ ) 3ت (اونʱـ
  مʨʴʱلاً. m)، ونʛؔر ذلʥ حʱى نʸʴل على قاعʙة مʕلفة مʧ 5) و(4و(

نʹـــع جʺॽـــع الʺʴʱـــʨلات الʴـــʛة (غʽـــʛ القاعǽʙـــة) مʶـــاوȄة للʸـــفʛ فʸʴʻـــل علـــى الʴـــل  -4
 .m, . . . . . b2, b1(b(0. . . . . ,0,0,0 ,:  الآتيالقاعȑʙ غʛʽ الʶالʖ الأول  

للʸʴـــʨل علـــى الʴلـــʨل القاعǽʙـــة غʽـــʛ الʶـــالॼة الأخـــȐʛ نقـــʨم Ǽاخॽʱـــار أحـــʙ الʺʴʱـــʨلات  -5
 ʧȞॽــ ول

2sx  ȑʙل القاعــʨʴʱʺــالǼ لــهʙʰون
2tx  الارتؔــاز ʛــʸʻــه عॽإل ʛʽــʷǽ ȑʚالــ

22sta 
ــʦ نʹــع الʺʴʱــʨلات الʴــʛة مʶــاوȄة للʸــفʛ  (1-5-6)الʺʶʴــʨب مــʧ العلاقــة  الʶــابȘ، ث

 فʸʴʻل على الʴل القاعȑʙ غʛʽ الʶالʖ الʲاني... الخ.

ــʨل القاعǽʙــة غʽــʛ الʶــالॼة. ــاǼع العʺــل حʱــى نʸʴــل علــى جʺॽــع الʴل ʱا نʚــȞقــف  وهʨʱون
عــʧ العʺــل عʻــʙما لا نʳــʙ عʺــʨداً مــʧ أعʺــʙة الʺʴʱــʨلات الʴــʛة الʱــي لــʦ نʻʱاولهــا Ǽالʰʱــʙيل 

  ȑʨʴǽ عʛʸʻاً مʨجॼاً (واحʙاً على الأقل).

  :)5(  مʰال

  ʙع  جأوجॽʺ  لة الʺعادلاتʺʳة لॼالʶال ʛʽة غǽʙل القاعʨلʴةالॽالآت:  
3-=  5+ 2x 43x – 1x 

= 8 53x – 4+ 2x 2x 
7-=  55x – 42x – 3x  

  :الʴل

ــة  ــل الʨʲابـــʗ مʨجॼـ ــى نʳعـ ـــ (حʱـ ــة بـ ــى والʲالʲـ ــادلʧʽʱ الأولـ ــي الʺعـ ــʛب ʛʡفـ ) -1نʹـ
  :الآتيونʹع الʺعادلات الʙʳيʙة في الʙʳول  

B  5x 4x  3x 2x 1x  عادلاتʸال  

3  -2 3  0  0  -1 1  
8  -3 2  0  1  0  2  
7  5  2  -1 0  0  3  

لȞॽــʨن مʴʱــʨلاً قاعــǽʙاً ولʙʴʱيــʙ عʸʻــ4x  ʛللʴॼــʘ عــʧ قاعــʙة لهــʚه الʳʺلــة نʱʵــار 
  الارتؔاز الʺʻاسʖ نلاحȎ أن:
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0a

3

3
]

2

7
,

4

8
,

3

3
[Min]

a

b
[

4i

4i

i

i
Min




  

  ʛــــyـ ʻالع ʨهـــــ ʖاســـــʻʺـؔــــاز ال ـyــــʛ الارت ʻأن ع ȑاء    (3)أʛـــــإجȃالأول، و ʛʢــــʁـ فـــــي ال
  مʧ الʺعادلʧʽʱ الʲانॽة والʲالʲة نʸʴل على الʙʳول الʱالي:   4xالʶʴاǼات اللازمة لعʺلॽة حʚف  

B 5x 4x 3x 2x 1x  عادلاتʸال  
1  3/2 -  1  0  0  3/1 -  1  
6  3/5 -  0  0  1  3/2  2  

5  3/19  0  1-  0  3/2  3  

لȞॽـــʨن مʴʱـــʨلاً قاعـــǽʙاً آخـــʛ ونʴـــʙد عʸʻـــʛ الارتؔـــاز فـــي  1xثـــʦ نʱʵـــار الʺʴʱـــʨل 
  عʺʨده مʧ العلاقة:

3/2

5

3/2

5
,

3/2

6
Min 



  

) ʨه ʙيʙʳالارتؔاز ال ʛʸʻأن ع ȑ3/2أ .ʘالʲال ʛʢʶفي ال (  

مʧ الʺعادلʧʽʱ الأولى والʲانॽة نʸʴــل   1xوȃإجʛاء الʶʴاǼات اللازمة لعʺلॽة حʚف  
  :الآتيعلى الʙʳول  

B 5x 4x 2x 2x 1x  عادلاتʸال  
2/7  2/5  1  2/1 -  0  0  4x  

1  8-  0  1  1  0  2x  
2/15  2/19  0  2/3 -  0  1  1x  

نʹــع    وعʻــʙها   4xو   2xو   1xوȃــʚلʥ نؔــʨن قــʙ حʸــلʻا علــى قاعــʙة مʕلفــة مــʧ الʺʴʱــʨلات  
فʛ فʸʴʻل على الʴل   yة للȄاوʶة مʛʴلات الʨʴʱʺالأول ال ʖالʶال ʛʽغ ȑʙالآتي القاع :  

)0,
2

7
,0,1,

2

15
(  
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 ʛــــʴل الʨــــʴʱʺــــار الʱʵــــاني نʲال ʖــــالʶال ʛــــʽغ ȑʙــــل القاعــــʴل علــــى الʨــــʸʴ5للx 
 ʛـــــʸʻد عʙـــــʴيل نʙـــــʰال ȑʙل القاعـــــʨـــــʴʱʺال ʙيـــــʙʴʱـــــة، ولǽʙلات القاعʨـــــʴʱʺال ʙأحـــــǼ لهʙʰ ɦـــــʶʻل

  الارتؔاز فʙʳʻ أن:
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2
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2
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 ʨهــــ ʖاســــʻʺــاز ال ــʙيل  فــــي الʶــــʛʢ الʲالــــʘ. 2/19أȑ أن عʸʻــــʛ الارتؔــ    5xوʰʱȃــ
  غʨص) نʸʴل على القاعʙة والʙʳول الʱالʧʽʽ:  -وفȘ خʨʢات (جاردان 1xبـ  

B 5x 4x 3x 2x  1x  ةʗالقاع  
19/29  0  1  19/2 -  0  19/5 -  4x  
19/139  0  0  19/5 -  1  19/16  2x  
19/15  1  0  19/3 -  0  19/2  5x  

  ومʧ هʚا الʙʳول نʸʴل على الʴل القاعȑʙ غʛʽ الʶالʖ الʲاني:

)
19

15
,

19

29
,0,

19

139
,0(  

لʻعʽــʙه إلــى  1xوللʨʸʴل على الʴل القاعȑʙ غʛʽ الʶالʖ الʲالʘ نʱʵار الʺʴʱــʨل 
  القاعʙة، لأن عʺʨده يʧʺʹʱ عʻاصʛ مʨجॼة، ولʙʴʱيʙ عʛʸʻ الارتؔاز نʙʳ أن:

19

2
19

15

19

2
19

15

,

19

16
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) ʨهــ ʖاسʻʺالارتؔاز ال ʛʸʻأن ع ȑيل 19/2أʙــʰʱȃو ʘالــʲال ʛʢــʶ1) فــي الx  فــي
  :الآتينʸʴل على الʙʳول   5xمȞان 

 ʕابʦʰالB 5x 4x 3x 2x 1x  ةʗالقاع  
2/7  2/5  1  2/1 -  0  0  4x  

1  8-  0  1  1  0  2x  

2/15  2/19  0  2/3 -  0  1  1x  
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ــȑʚ ورد فــي جــʙول  ومــʧ هــʚا الʳــʙول نʸʴــل علــى نفــʝ الʴــل القاعــȑʙ الأول ال
:ʨوه Șساب  

(15/2, 1, 0, 7/2, 0) 

 ȑʙــل علــى حــل قاعــʸʴــا أن نʻʻȞʺǽ أنــه Ȏنلاح ʛʽول الأخʙʳخلال دراسة ال ʧوم
 3xنʻقــل لــʦ ولأنʻــا  3x(لʨجــʨد عʸʻــʛ مʨجــʖ فــي عʺــʨد  2xبـــ  3xغʽــʛ ســالʖ راǼــع بʰʱــʙيل 

Ǽعـــʙ)، وȃـــإجʛاء الʶʴـــاǼات اللازمـــة الʺعʱʺـــʙة علـــى عʸʻـــʛ الارتؔـــاز نʸʴـــل علـــى الʳـــʙول 
  :الآتي

  

  ʕابʦʰال
B 

5x 4x 3x 2x 1x  ةʗالقاع  

4  
2

3
  1  0  

2

1  0  4x  

1  8-  0  1  1  0  3x  

9  
2

5
  0  0  

2

3  1  1x 

ومــʧ  ،(0 ,4 ,1 ,1 ,9) ومʻــه نʸʴــل علــى الʴــل القاعــȑʙ غʽــʛ الʶــالʖ الʛاǼــع
دراســة الʳــʙول الأخʽــʛ نʳــʙ أنــه لا يʨجــʙ إمȞانॽــات أخــȐʛ للʰʱــʙيل وȃــʚلʥ نؔــʨن قــʙ حʸــلʻا 

  على الʴلʨل القاعǽʙة غʛʽ الʶالॼة الʺʢلȃʨة.

  :)6(مʰال  

  :الآتॽةأوجʙ جʺॽع الʴلʨل القاعǽʙة غʛʽ الʶالॼة لʳʺلة الʺعادلات  
3-=  6+ 2x 55x-               1x 

= 5 6x – 52x-          2x         
7-=  6+ x 53x-     3x           
4-=  6+3x 5+x 4x                

  :ؗالآتينʹع معاملات هʚه الʺعادلات في جʙول  
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B 6x  5x  4x 3x 2x  1x  عادلاتʸال  
3-  2  5-  0  0  0  1  1  

5  1-  2-  0  0  1  0  2  
7-  1  3-  0  1  0  0  3  
4-  3-  1  1  0  0  0  4  

Ȟʺǽــʧ أن نʹــʛب الʺعــادلات الأولــى والʲالʲــة  Bولʳعــل جʺॽــع الʨʲابــʗ فــي العʺــʨد 
)، ولʻʻؔا هʻا سॼʱʻع أسلȃʨاً آخʛ لʴʱقʽــȘ ذلــʥ، وذلــǼ ʥʹــʛب الʺعادلــة الʲالʲــة -1والʛاǼعة بـ (

  :الآتي) وجʺعها إلى الأولى ثʦ إلى الʛاǼعة فʸʴʻل على الʙʳول  -1بـ (
B 6x 5x  4x 3x 2x 1x  عادلاتʸال  

4  1  2-  0  1-  0  1  1  

5  1-  2-  0  0  1  0  2  
7  1-  3  0  1-  0  0  3  
3  4-  4  1  1-  0  0  4  

وللʸʴــʨل علــى قاعــʙة ؗاملــة مــع الʺʴافʤــة علــى عــʙم ســالॽʰة الʨʲابــʗ فــي العʺــʨد 
B لاتʨʴʱʺال ʧم ȑا إدخال أʻʻȞʺǽ أنه Ȏا (، نلاحʙ3ما عx  فــي ʖجــʨم ʛʸʻد عʨم وجʙلع

ــʚلʥ نʱʵــار  ) ؗعʸʻــʛ 1ونعʱʺــʙ علــى عʸʻــʛه الʺʨجــʖ الʨحʽــʙ ( 6xعʺــʨده) فــي القاعــʙة، ل
  :الآتيارتؔاز ونȑʛʳ الʶʴاǼات اللازمة فʸʴʻل على الʙʳول  

  

B 6x 5x  4x 3x 2x 1x  ةʗالقاع  
4  1  2-  0  1-  0  1  1  
9  0  4-  0  1-  1  1  2  

11  0  1  0  2-  0  1  3 

19  0  4-  1  5-  0  4  4 

 ʧاول ومـــʙــ ــʛ دراســـة الʳـ ــال الأخʽـ ــا إدخـ ــه ʻʻȞʺǽـ ــʙة  1xأو   5xنلاحـــȎ انـ إلـــى القاعـ
ــا ــي عʺʨديهʺـ ــة فـ ــʛ مʨجॼـ ــʨد عʻاصـ ــʚلʥ (لʨجـ ــار ا). لـ ــʨل نʱʵـ ــʙة  5xلʺʴʱـ ــى القاعـ ــه إلـ ونʙخلـ
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) (عʸʻــــʛ وحʽــــʙ مʨجــــʖ) ونʳــــȑʛ الʶʴــــاǼات اللازمــــة 1( الارتؔــــازعلــــى عʸʻــــʛ  اعʱʺــــاداً 
  :الآتيفʸʴʻل على الʙʳول  

B 6x 5x  4x 3x 2x 1x  ةʗالقاع  
26  1  0  0  5-  0  3  6x  
53  0  0  0  9-  1  5  2x  
11  0  1  0  2-  0  1  5x 

63  0  0  1  13-  0  8  4x 

 ʧلفـــة مـــʕة مʙا علـــى قاعـــʻـــلʸح ʙن قـــʨنؔـــ ʥلʚـــȃ2(و, x4, x5, x6(x  ضـــعʨȃو
الʺʴʱــʨلات غʽــʛ القاعǽʙــة مʶــاوȄة للʸــفʛ نʸʴــل علــى الʴــل القاعــȑʙ غʽــʛ الʶــالʖ الأول 

 :ʨ(26 ,11 ,63 ,0 ,53 ,0)وه.  

ʙʴيــʙ الʺʴʱــʨل    1xومــʧ دراســة الʳــʙول الأخʽــʛ نلاحــȎ أنــه ʻʻȞʺǽــا إدخــال   ɦة ولʙإلــى القاعــ

  نقʨم بʙʴʱيʙ عʛʸʻ الارتؔاز حʘʽ نʙʳ أن: 
8

63
)

8

63
,

1

11
,

5

53
,

3

26
(Min   

) ʛــــʸʻالع ʨــ ــʙ هــ ــاز الʙʳيــ ــإجʛاء 8أȑ أن عʸʻــــʛ الارتؔــ ــع وȃــ ــʛʢ الʛاǼــ ــي الʶــ ) فــ
  :الآتيالʶʴاǼات اللازمة نʸʴل على الʙʳول  

B 6x 5x  4x 3x 2x 1x  ةʗالقاع  
8/19  1  0  8/3 -  8/1 -  0  0  6x  
8/109  0  0  8/5 -  8/7 -  1  0  2x  
8/25  0  1  8/1 -  8/3 -  0  0  5x 

8/63  0  0  8/1 +  8/13 -  0  1  1x 

 ȑʙـــل القاعـــʴـــل علـــى الʸʴن ʛـــفʸة للȄـــاوʶـــة مǽʙالقاع ʛـــʽلات غʨـــʴʱʺضـــع الʨȃو

  ʖالʶال ʛʽالآتيغ:  )
8

19
,

8

25
,0,0,

8

109
,

8

63
(  

ومــʧ هــʚا الʳــʙول يʱʹــح لʻــا أنــه لــǽ ʦعــǼ ʙإمȞانʻــا إʳǽــاد حلــʨل قاعǽʙــة غʽــʛ ســالॼة 
نعــʨد  1xمȞــان  4xلا ʴǽــȑʨ علــى عʸʻــʛ مʨجــʖ، ولأنــه إذا اخʛʱنــا  3xأخــȐʛ لأن عʺــʨده 

.ʛل آخȄʨʴʱا بʻح لʺʶǽ لا ȑʚال Șابʶول الʙʳإلى ال  
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  تمرينات 
  غʨص) الʴل الʺʛʱʷك لؔل مʧ جʺلة الʺعادلات الʱالॽة:  -أوجȄʛʢǼ ʙقة (جاردان -1

3x1 + 2x2 – 7x3 = -17 
-4x1 + 3x2 +5x3 = 4 

5x1 – 4x3 – 3x3 = 5 

2) x + y –z = 8 

-3x + 3y +2z = - 9 

4x – 3y +2z = -13 

1) 

7x2 – 2x3 = -8 

6x1 + 4x2 + 3x3 = 7 

5x1 – 6x2 + 4x3 = 20 

)4 2x1 – 5x2 + 6x3 = 5 

-3x1 + 2x2 – 5x3 = 1 

2x1 + 4x2 + 3x3 = -16 

)3 

x1 – 5x3 = 8 

x1 – 3x2 – 2x3 = -1 

2x1 – x2 – 6x3 = 7 

)6 4x1 + 2x2 + 3x3 = 11 

11x1 + 4x3 = 12 

7x2 – 5x3 = 27 

)5 

3x1 + 3x2 – 5x3 = -3 

x1 + x2 + 2x3 = 3 

2x1 – x2 + 7x3 = 27 

)8 2x1 + 3x2 + x3 = 10 

3x1 – 2x2 – 2x3 = -4 

8x1 – x2 – 5x3 = -14 

)7 

5x1 – 2x2 – 8x4 = 16 

5x1 + 2x2 – x3 – 26x4 = -1 

2x1 + x3 + 2x4 = 9 

 )10 x1 – 4x2 – 3x3 + 3x4 = -24 

2x1 + 7x2 + 8x3 – x4 = 43 

3x1 + 41x2 + 5x3 = 29 

)9 

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 7 

3x1 + 2x2 + x3 – x4 -3x5 = -2 

x2 + 3x3 + 2x4 + 6x5 = 23 

5x1 + 4x2 + 3x3 + 3x4 – x5 = 12 

)12  2x1 + x2 + x3 = 2 

x1 +3x2 + x3 = 5 

x1 + x2 + 5x3 = -7 

2x1 + 3x2 -3x3 = 14 

 )11  
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  أوجʙ جʺॽع الʴلʨل القاعǽʙة لʳʺل الʺعادلات الʱالॽة: -2

1) 5x1 + 6x2 + 17x3 – 14x4 = 22 

x1 + 2x2 + x3 = 2- 

x3 + 2x4 = 5 

2) 3x1 + 10x2 – 5x3 – 8x4 = -6 

2x1 + 3x2 + 5x3 + x4 = 9- 

x3 + x4 = 1 

x1 + 2x2 + 2x3 – 3x4 = -13 

 

3) 2x1 + 7x2 – 7x3 + 3x4 = 1 

3x1 + 10x2 – 8x3 + x4 = -7 

x1 – 3x2 – 2x3 + 4x4 = 5 

 

4) x1 + 2x2 + x3 = 3 

x2 -2x3 – 2x4 = -4 

2x1 + 6x2 -5x3 + 4x4 = -17 

 

5) 4x1 + 10x3 – 2x4 = -10 

2x2 – 5x3 – x4 = 4- 

 

  :الآتॽةغʛʽ الʶالॼة لؔل مʧ جʺلة الʺعادلات    أوجʙ جʺॽع الʴلʨل القاعǽʙة -3

1) x1 -2x2 + 3x3 -4x4 = 4 

x2 – x3 + x4 = -3 

x1 + 3x2 – 3x4 = 1 

– 7x2 + 3x3 + x4 = -3 

 

2) x1 +x2 +x3 +x4 +x5 = 7 
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3x1 32x2 +x3 +x4 -3x5 = -2 

x2 +2x3 +2x4 +6x5 = 23 

5x1 + 4x2 + 3x3 + 3x4 – x5 = 12 

 

3) 2x1 + x2 – x3 – x4 + x5 = 1 

x1 – x2 +x3 +x4 – 2x5 = 0 

3x1 + 3x2 –  3x3 – 3x4 + 4x5 = 2 

4x1 + 5x2 – 5x3 – 5x4 + 7x5 = 3 

 

4) 2x1 – 2x2 + x3 – x4 + x5 = 1 

x1 + 2x2 – x3 + x4 – 2x5 = 1 

4x1 – 10x2 + 5x3 – 4x4 + 7x5 = 1 

2x1 – 14x2 + 7x3 – 7x4 + 11x5 = – 1  

 

5)  – x1 + 3x2 + 3x3 + 2x4 + 5x5 = 2 

 – 3x1 + 5x2 + 2x3 + 3x4 + 4x5 = 2 

 – 3x1 + x2 – 5x3 + 7x5 = – 2  

 – 5x1+ 7x2 + x2 + 16x4 + x5 = 10 
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  الثاني الفصل 

  أسس البرمجة الخطية 
  

I- :صياغة النماذج الرياضية الخطية  
  ʧــألف مــʱلات عامــة، تȞــʷــائل خاصــة أو مʶــة مॽا العʺلʻاتॽاجه في حʨاً ما نʛʽʲك

ــى عــʙد مــʧ الʺʛʱاجʴــات أو الʺعــادلات، وȂن هــʚه الʺʶــائل   ــʜ  تــاǼع خʢــي معــʛف عل ʽʺʱت
ʧ مʨʺʳعــة   بʨجʨد عʙد ʛʽʰؗ مʧ الʴلʨل الʺقʨʰلة لها وتʢʱلʖ إʳǽاد حل مʲالي لها مʧ بـ̔ـ

  تلʥ الʴلʨل الʺقʨʰلة. 

ومــʧ الʨاضــح أنــه لا ʻʻȞʺǽــا الʴॼــʘ عــʧ ذلــʥ الʴــل الʺʲــالي قʰــل أن نقــʨم ʸǼــॽاغة 
  الʺʶألة الʺʛʢوحة صॽاغة رȄاضॽة دॽʀقة.

وسʻعالج في هʚه الفقʛة ॽɿॽؗــة صــॽاغة الʻʺــاذج الȄʛاضــॽة لــॼعʠ الʺʶــائل الʱقلǽʙʽــة 
  :في الʛʰمʳة الॽʢʵة وهي

(1-I)- :ةॻائʘات الغॺجʦال ʔʻ ʙؕألة تʴم  

ʽـــʖ وجॼـــة غʚائॽـــة مـــʧ أر ف ل̒  ʛؗت ʙـــȄʛـــا نʻض أنʛـــʱ ـــة هـــيॽائʚاد الغʨالʺـــ ʧاع مـــʨعـــة أنـــȃ  :
4,F3,F2,F1F .    ȑاوʶǽ هاʻؗل م ʧة مʙاحʨال ʛ4وأن سع,C3,C2,C1C  .ʖʽتʛʱعلى ال  

ــاً مـــʧ ؗـــل العʻاصـــʛ الغʚائॽـــة   ȋʛ أن تʱʹـــʺʧ الʨجॼـــة مقـــʙاراً معʻʽـ ولʻفʱـــʛض أنـــه ʷǽــɦـ
  ʧهــا عــʽف ʧʽوتʛــʰــة الॽʺؗ ات علــى أن لا تقــلॽʻهʙنــات والــʨȃʛؔــات والʻʽوتʛʰــة: الॽالʱ1الهامة الb  

  ʧها عʽنات فʨȃʛؔة الॽʺ ʺॽة الʙهॽʻات ع2b  ʧواحʙة، وؗ   واحʙة.   3bوؗ
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ي ʳǽــʖ  ـɦـال F3,F2,F1F,4مــʧ ؗــل مــʧ الʺــʨاد:  ةʛ اللازم ــيداوالʺʢلــʨب إʳǽــاد الʺق ــ
  وذلʥ إذا علʺʗ أن: ،في الʨجॼة ʘʽʴǼ تʨؔن تؔلفʱها أقل ما ʧȞʺǽ  اإدخاله

واحʙة    31aواحʙة ʨȃʛؗنات و   21aواحʙة بʛوتʧʽ و   11aتȑʨʱʴ على    1Fواحʙة الʺادة   - 1
  دهॽʻات. 

واحʙة    32aواحʙة ʨȃʛؗنات و   22aواحʙة بʛوتʧʽ و   12aتȑʨʱʴ على    2Fواحʙة الʺادة   - 2
  دهॽʻات. 

واحʙة    33aواحʙة ʨȃʛؗنات و   23aواحʙة بʛوتʧʽ و   13aتȑʨʱʴ على    3Fواحʙة الʺادة   - 3
  دهॽʻات. 

واحʙة    44aواحʙة ʨȃʛؗنات و   24aواحʙة بʛوتʧʽ و   14aتȑʨʱʴ على    4Fواحʙة الʺادة   - 4
  دهॽʻات. 

ــــة مـــــــʧ ؗـــــــل مـــــــʧ الʺـــــــʨاد  ــــالʛمʨز  F3,F2,F1F,4وȂذا رمʜنـــــــا للʺقـــــــاديʛ الʺʢلȃʨـــ Ǽـــ
4,x3,x2,x1x ؗالآ ʦʤʻول مʙقة في جǼاʶمات الʨا الʺعلʻووضع ،ʖʽتʛʱتي:على ال  

  4F 3F 2F 1F  الʸقاديʙ الʗنॻا 
  الʦʸاد الغʘائॻة 

  العʹاصʙ الغʘائॻة 

1b 14a 13a 12a 11a  ʧʽوتʛب  
2b  24a 23a 22a 21a  ناتʨȃʛك  
3b 34a  33a 32a 31a  اتॽʻده  

 4c 3c 2c 1c الأسعار  
 4x 3x 2x 1x ةȃʨلʢʺال ʛالʺقادي  

:ȑاوʶǽ ʨؔلفة وهʱع الǼتا ʨف هʙع الهǼا أن تاʻل ʧʽʰʱول يʙʳال ʧوم  

4x4+ c 3x3+ c 2x2+ c 1x1L = c 

ــʨلات  ــل مـــʧ الʺʴʱـ ــة لؔـ ــاد ॽʀʺـ ــاǼع  x3,x2,x1(x,4(وʢȄلـــʖ إʳǽـ ــʚ الʱـ  ʽʴǼLـــǽ ʘأخـ
ولʸــॽاغة الʷـــʛوȋ الʺفʛوضــة ʷǼـــȞل  ،أصــغॽʀ ʛʺــة لـــه، وذلــʥ ضــʺʧ الʷـــʛوȋ الʺفʛوضــة

  رȄاضي نلاحȎ أن:

ــادة  ــʧ الʺـ ــʙة مـ ــل واحـ ــا  1Fكـ ــʛوت11a ʧʽتعʻʽʢـ ــʧ الʰـ ــʙة مـ ــʙ أن  ،واحـ ــʚلʥ تʳـ  1xوȃـ
ــʙة  ــا تواحـ ــʙة بـــʛوت1x11a ʧʽعʻʽʢـ ــʙة واحـ ــل واحـ ــا  2F، وأن ؗـ ــʛوت12a  ʧʽتعʻʽʢـ ــʙة مـــʧ الـ واحـ
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نʳـــʙ أن ، وȃـــʚلʥ واحـــʙة مـــʧ الʰـــʛوتʧʽ...الخ 2x12aواحـــʙة مʻهـــا تعʻʽʢـــا  2xوȃـــʚلʥ نʳـــʙ أن 
ʧــȞʺǽ ــيʱال ʧʽوتʛــʰــة الॽʺاد  كʨــه الʺـــॽʢع مــا تعʨــʺʳم ȑــاوʶــة تॽائʚــة الغॼجʨها الʻʺــʹʱأن ت

:ȑاوʶȄة وॼجʨاخلة في الʙعة الȃ4    الأرx14+a 3x13+ a 2x12+ a 1x11a 

  ʧأن لا تقــل عــ ʖــʳǽ ʧʽوتʛــʰال ʧــة مــॽʺؔه الʚــا أن هــʺȃ1وb   ةʙــة    ، واحــǼاʱؗ ــاʻʻȞʺǽ إذن
  ʛʸʻع ȋʛش  ʧʽوتʛʰاضي الآ الȄʛل الȞʷتي: على ال  

1b ≥ 4x41+ a 3x31+ a 2x21+ a 1x11a  

وʻȃفʝ الȄʛʢقة نʙʳ أن شȋʛ عʛʸʻ الʨȃʛؔنات ʧȞʺǽ أن ʖʱȞǽ على الʷــȞل  
  ي: ت الآ 

2b ≥ 4x24+ a 3x23a+  2x22+ a 1x21a  

وʚؗلʥ نʙʳ أن شȋʛ عʛʸʻ الʙهॽʻات ʧȞʺǽ أن ʖʱȞǽ على الȞʷل الȄʛاضي  
  تي: الآ 

3b ≥ 4x43+ a 3x33+ a 2x23+ a 1x13a  

  تي: وʚȃلʥ تأخʚ الʺʶألة شȞلها الʻهائي الآ 

  الʱي تʳعل الʱاǼع:   ʢǽ)4,x3,x2,x1(xلʖ إʳǽاد ॽʀʺة لؔل مʧ الʺʨʴʱلات  

(1-1-2) Min →  4x4+ c 3x3+ c 2x2+ c 1x1L = c  

  تॽة: ǽأخʚ أصغॽʀ ʛʺة له وذلʥ ضʺʧ الʛʷوȋ الॽʢʵة الآ 

(2-1-2)  

 ʧʽوتʛʰال ȋʛ1  شb ≥ 4x41+ a 3x31+ a 2x21+ a 1x11a  
 2b ≥ 4x24+ a 3x23+ a 2x22+ a 1x21a  شȋʛ الʨȃʛؔنات 

 3b ≥ 4x43+ a 3x33+ a 2x23+ a 1x13a  شȋʛ الʙهॽʻات 

،  x3,x2,x1(x,4(وȄʹاف إلى الʛʷوȋ الॽʢʵة الʶاǼقة شــʛوȋ عــʙم ســالॽʰة الʺʴʱــʨلات  
  أȋʛʱʷǽ ȑ في هʚه الʴالة أن تʨؔن: 

(3-1-2) x1≥0  x2≥0   x3≥0  x4≥0 
الــȑʚ ســʙʽخل فــي الʨجॼــة لا Ȟʺǽــʧ أن Ȟǽــʨن ســالॼاً، وȂن    jFوذلــʥ لأن مقــʙار الʺــادة  

ــا   ــǽ ȑʚعʻʽʢـ ــل الـ ــʨ الʴـ ــȞلة هـ ــʚه الʺʷـ ــالي لهـ ــل الʺʲـ ــʛوx3,x2,x1(x    ȋ,4(الʴـ ــȘ الʷـ الʱـــي تʴقـ
 .ʧȞʺǽ ؔلفة أقل ماʱعل الʳوت  
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(2-I)- :ةʴسʓʸاج في الʯالإن Ȋॻʠʳألة تʴم  

ــʨاع مــʧ الʺʳʱʻــات هــي  ــة أن ج ثلاث ــة تʻـɦـ ॽاجʱــة إنʶسʕض أن مʛــʱفʻ3(ل,T2,T1T( ،
ʛاصʻعة عȃأر ʥلʚم لʙʵʱʶنها تȂةم  وॽاد الأولʨʺال ʧ  4     :هيR   ,3R   ,2R   ,1R  

  b3,  b2b  ,1b  ,4    وȂن هʚه الʺʨاد الأولॽة مʨʱفʛة لʙيها Ǽʺقاديʛ مʙʴودة هي:

ʽʴǼــT2, T1T  ʘ ,3ما ʖʳǽ إنʱاجه مʧ ؗل مʧ الʺʳʱʻات والʺʢلʨب إʳǽاد مقʙار 
ʧــȞʺǽ مــا ʛـــʰح أكȃʛن إجʺــالي الــʨــȞǽ، أ ʗإذا علʺــ ʥه  نوذلـــʚهـــ ʧؗــل مــ ʧح مـــȃʛار الــʙمقــ

 ȑاوʶǽ اتʳʱʻʺ3ال, P2, P1P  على ʧة مــʙاج ؗل واحــʱنه لإنȂو ،ʖʽتʛʱ1الT  ــاʻمʜ11يلa  ʧمــ
1R 22وa  ʧ2مR 31وa  ʧ3مR 41وa  ʧ4مR.  

 ʧة مــʙــاج ؗــل واحــʱنــه لإنȂ2وT  ــاʻمʜ12يلa  ʧ1مــR 12وa  ʧ2مــR 32وa  ʧ3مــR 
  .4Rم42a  ʧو

 ʧة مــʙــاج ؗــل واحــʱنــه لإنȂ3وT  ــاʻمʜ13يلa  ʧ1مــR 23وa  ʧ2مــR 33وa  ʧ3مــR 
  .4Rم43a  ʧو

علــى    K2K, 1K ,3هــT2, T1T    ʨ ,3ن مقــاديʛ الʢلــʖ علــى الʺʳʱʻــات  لʻفʱــʛض أ و 
 ʖــʽتʛʱاجــه  أ و ،  الʱإن ʖــʳǽ مــا ʛهــا  ن مقــاديʻم  ʨ3هــ,x 2,x 1x   ًــاʹǽأ ʖــʽتʛʱنʹــع    ، علــى ال ʦثــ

  ॽة: ʦʤʻ ؗʺا هʨ مʧʽʰ على الʸفʴة الآت الʺعلʨمات الʶاǼقة ضʺʧ جʙول م 

 ʥة مʙفʦʯʸال ʙقاديʸالiR 3T 2T 1T 
  الʱʯʹʸات 

  الʦʸاد 

1b 13a 12a 11a 1R 

2b 23a 22a 21a 2R 

3b  33a 32a 31a 3R 

4b 43a 42a 41a 4R 

 3P 2P 1P الأسعار  
 3K 2K 1K   ʛمقادي ʖلʢال  
 3x 2x 1x  لةʨهʳʺال ʛالʺقادي  

  
:ȑاوʶǽ ʨح وهȃʛع الǼتا ʨف هʙع الهǼا أن تاʻل ʧʽʰʱول يʙʳا الʚه ʧم  
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Max → 3x3+ P 2x2+ P 1x1Z = P  

ǽأخــʚ أكʰــॽʀ ʛʺــة لــه  Zالʱــي تʳعــل  x2, x1(x ,3(الʺʴʱــʨلات ʀــʦॽ وʢȄلــʖ إʳǽــاد 
  ضʺʧ الʛʷوȋ الʺفʛوضة.

ولإʳǽاد الʺعادلات أو الʺʛʱاجʴــات الʱــي تعʰــʛ عــʧ الʷــʛوȋ الʺفʛوضــة نلاحــȎ أنــه 
 ʧة مʙاج واحʱ1لإنT   اʻمʜ11يلa  ʧ1مR 21وa  ʧ2مR 31وa  ʧ3مR 41وa  ʧ4مR.  

ʚلʥ نʙʳ أنه لإنʱاج   ، 2Rمــ1x21a  ʧو ،1Rمــ1x11a  ʧيلʜمʻــا 1Tواحʙة م1x  ʧوؗ
  .4Rم1x41a  ʧ، و3Rم1x31a  ʧو

ــʙة مـــ2x  ʧولإنʱـــاج  ــا  2Tواحـ مـــ2x32a  ʧو 2Rمـــ2x22a  ʧو 1Rمـــ2x12a  ʧيلʜمʻـ
3R 2وx42a  ʧ4مR.الخ ...  

مʴــʙودة وتʶــاوR3, R2, R1R  ȑ ,4وȃʺــا أن الʺقــاديʛ الʺʱــʨفʛة مــʧ الʺــʨاد الأولॽــة 
4, b3, b2, b1b :اليʱل الȞʷة على الॽاد الأولʨʺال ȋوʛة شǼاʱؗ ʧȞʺǽ إذن ،ʖʽتʛʱعلى ال  

 1R (  1b ≤ 3x13+ a 2x12+ a 1x11a(شȋʛ الʺادة 

 2R (  2b ≤ 3x23+ a 2x22+ a 1x21a(شȋʛ الʺادة 

 3R (  3b ≤ 3x33+ a 2x32+ a 1x31a(شȋʛ الʺادة 

  4R (  4b ≤ 3x43+ a 2x42+ a 1x41a(شȋʛ الʺادة 

  أما الʛʷوȋ الʱي ǽفʛضها الʢلʖ على تلʥ الʺʳʱʻات فهي:

3k ≤ 3x   ,  2k ≤ 2x    , 1k ≤ 1x  

 ʥذلــ ʛثʕــى لا يــʱح ʖلــʢــة الॽʺؗ ʧعــ ʙــȄʜأن لا ت ʖــʳǽ ــاتʳʱʻʺــة الॽʺؗ لأن ʥوذلــ
  على الأسعار أو يʕدȑ إلى تʝǽʙؔ الʺʳʱʻات وتʙʽʺʳ الأمʨال.

  وȄʹاف إلى جʺॽع الʛʷوȋ الʶاǼقة شʛوȋ عʙم الʶالॽʰة وهي:

0 ≥ 3x   ,0   ≥ 2x  ,0    ≥ 1x  

  وʚȃلʻʻȞʺǽ ʥا ʱؗاǼة الʨʺʻذج الȄʛاضي للʺʶألة الʶاǼقة ؗʺا يلي:

  الʱي تʳعل الʱاǼع: ʢǽ)3, x2, x1(xلʖ إʳǽاد  
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(4-1-2) Max →  3x3+ P 2x2+ P 1x1Z = P  
  تॽة: ǽأخʚ أكॽʀ ʛʰʺة له ضʺʧ الʛʷوȋ الॽʢʵة الآ 

(5-1-2) 

1b ≤ 3x13+ a 2x12+ a 1x11a 

2b ≤ 3x23+ a 2x22+ a 1x21a 

3b ≤ 3x33+ a 2x32+ a 1x31a 

4b ≤ 3x43+ a 2x42+ a 1x41a  
  والʛʷوȋ الʱالॽة: 

(6-1-2) 3k ≤ 3x ≤ ,  02k ≤ 2x ≤,  0 1k ≤1x ≤0   
  ʛـ̒ـا الʺقــادي ʽʢعǽ ȑʚــل الــʴال ʨذج هــʨــʺʻا الʚــالي لهــʲʺــل الʴن الȂ3(و, x2, x1(x    ـيɦـ ال

  ما ʧȞʺǽ.  أكʛʰ تʴقȘ الʛʷوȋ الʺفʛوضة وتʳعل الȃʛح  

(3-I)- ع وساȂزʦألة تʴئم:ȉʦʠʳل الʹقل على ال  
أنـــʨاع مـــʧ وســـائل الʻقـــل (ʡـــائʛات أو ســـفʧ أو  5تʨزȄـــع شـــʛاء و  نȄʛـــʻ ʙـــالʻفʱـــʛض أن

 ijaهــي  jعلــى الʵــi  Ȍخȋʨʢ، ولʻفʛʱض أن ʡاقة الʻــʨع   3شاحʻات أو حافلات...) على  
 Ȍــ ــʜمʧ، وأن مʢʱلॼـــات الʵـ ــʙة الـ ــاوj  ȑفـــي واحـ ــʙة، وأن تؔلفـــة  jaتʶـ ــل واحـ ــʨاد نقـ ــʙة الʺـ واحـ

 ʨة اس ــبʡʧلة مــ ، والʺʢلــʨب إʳǽــاد الʻʺــʨذج الȄʛاضــي ijCتʶــاوj  ȑعلــى الʵــi  Ȍالʻــʨع  وسـ̔ـ
 ʘــʽʴǼ ȋʨــʢʵعهــا علــى الȄزʨســائل وتʨال ʥــ ــʶǽ ȑʚــاعʙنا علــى إʳǽــاد العــʙد الــلازم مــʧ تل ال

.ʧȞʺǽ قل أقل ماʻعل تؔلفة الʳاتها ونॼلʢʱي مʰنل  

ـrـاد الʸــॽغة الȄʛاضــॽة لهــʚه الʺʶــألة نفʱــʛض أن عــʙد وســا  ǽل  ئ لإ  ʧقــل مــʻع  الʨــʻالi  
  Ȍــ ــى الʵـ ــاǼع ijxتʶـــاوj    ȑالʱـــي ʳǽـــʖ وضـــعها علـ ــʚلȞǽ ʥـــʨن تـ ــة    ، وȃـ ــاǼع الʱؔلفـ ــʨ تـ ــʙف هـ الهـ

 ʨى بʢعȄة العلاقة الآ ا س وʡ :ةॽت  

(7-1-2) 
 


5

1i

3

1j
ijij MinxCZ  

ʸة نॽʢʵال ȋوʛʷاد الʳǽغولإॽ   ʧ ʦʤ ؗʺــا هــʨ مʰـ̔ـ الʺعلʨمات الʶاǼقة في جــʙول مـ̒ـ
، ʹــي أن تلʰــي حاجــة ؗــل الʢʵــʱȋʨعلــى الʸــفʴة الʱالॽــة، وȃʺــا أن الʷــʛوȋ الʺفʛوضــة تق

 Ȍʵي تعʺل على الʱسائل الʨاقة الʡ أن إجʺالي ʙʳا نʻفإن ʥلʚلj  ȑــاوʶأن ت ʖــʳǽja إذن ،
  ي:غة الʛʷوȋ الॽʢʵة على الȞʷل الآتنʙʳ أنه ʻʻȞʺǽا صॽا

3  2  1   ȉʦʠʳال  j 
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 i  أنʦاع الʦسائل 

13c 12c  11c 

1  13a 12a  11a  
13x  12x  11x  

23c 22c  21c 

2  23a 22a  21a  
23x 22x 21x  

33c  32c  31c 

3  33a 32a 31a 

33x 32x 31x 

43c 42c  41c 

4  43a  42a 41a 

43x  42x 41x 

53c 52c  51c 

5  53a 52a  51a  
53x  52x 51x 

3a 2a 1a   ȉʦʠʳات الॺلʠʯم  

  

(8-1-2)  
1a =51x51+ a 41x41+ a 13x13+ a 12x12+ a11x11a  
2=a 52x52+ a 42x42+ a 23x23+ a 22x22+ a 21x21a  

3= a 53x53+a43x43+ a 33x33+ a 32x32+ a 31x31a 

  وȄʹاف إلى هʚه الʛʷوȋ الॽʢʵة شʛوȋ عʙم الʶالॽʰة وهي: 

(9-1-2)   0 ≥ ijx  

  ʘʽن إح(i: 1,2,3,4,5)  و(j: 1,2,3) .  

ʴॽة، لأنــه لا ʻʻȞʺǽــا وضــع جــʜء  ijxكʺا ȋʛʱʷǽ أن تʨؔن ʦॽʀ الʺʨʴʱلات  ॽʀʺاً صـɹـ
.ȋʨʢʵال ʧم Ȍخ ȑقل على أʻلة الʽوس ʧم  
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لʺʶــــــألة إن هــــــʚه الأمʲلــــــة الʲلاثــــــة تʨضــــــح لʻــــــا أن صــــــॽاغة الʻʺــــــʨذج الȄʛاضــــــي ل
ومعʛفــة ؗاॽɾــة Ǽالʷــʛوȋ الفॽʻــة والʺʨضــॽɺʨة  لʺʛʢوحة تʱʴاج إلى تʴلʽل دقʽــȘ وفــʧ خــاصا

الʺفʛوضـــة علـــى عʻاصـــʛ الʺʶـــألة، ؗʺـــا أن تʙʴيـــʙ نـــʨع الʷـــʛوȋ الॽʢʵـــة (كʺʛʱاجʴـــات أو 
  معادلات) ʱʴǽاج إلى فهʦ ؗاف لʺعاني ؗل مʻها.

  

II- :النماذج الخطية وأشكالها  

(1-II)- :ةॻʠʳة الʱمʙʮائل الʴʸذج العام لʦʸʹال  

 ʙوضــة، ولقــʛــألة الʺفʶʺاضــي للȄʛذج الʨʺʻه الʚأخǽ أن ʧȞʺǽ ȑʚل العام الȞʷال ʨه
  لاحʻʤا أن جʺॽع مʶائل الʛʰمʳة الॽʢʵة تǼ ʜʽʺʱʺا يلي:

ʢǽلــȘ علॽــه اســʦ تــاǼع  n, …….x3, x2, x1(x(جʨد تاǼع خʢي لعʙد مــʧ الʺʴʱــʨلات و  -1
  تي:) وʖʱȞȄ على الȞʷل الآL(أو    Z الهʙف ونʛمʜ له بـ

)2-2-1 (  o+ P nxn+ . . . . P 3x3+ P 2x2+ P 1x1Z = P 

 ʽʴǼZــʘ نʳعــل الʱــاǼع  n, ……x2, x1(x(مــʧ الʺʴʱــʨلات ؗــل وʢȄلــʖ إʳǽــاد ॽʀʺــة 
 ʦॽــــʁال ʥلــــʱل ʜمــــʛدة، ونʙــــʴــــة مॽʢخ ȋوʛشــــ ʧʺــــة لــــه ضــــʺॽʀ (ʛأو أصــــغ) ʛــــʰأك ʚأخــــǽ

)x....xx(بـ '
n

'
2

'
  ونʽʺʶها Ǽالʴل الʺʲالي للʺʶألة الʺفʛوضة.  1

ــــــى الʺʴʱـــــــــʨلات  -2 ــة علـــ ـــ ــʛوȋ الॽʢʵـــــــــة الʳʺاॽɺـــــــــة الʺفʛوضـــ ــʨد جʺلـــــــــة مـــــــــʧ الʷــــــ   وجــــــ
)nx., ...,2, x1(xل معــادلاتȞــة علــى شــ ॽʢن معʨوتؔــ ،  ʧــة مــॽʢــات خʴاجʛʱأو م

  :يالȞʷل الآت

(2-2-2) 

1b = nxn1+. . . . . . . + a 3x31+ a 2x21+ a1x11a  
2b = nxn2+. . . . . .  + a 3x23+ a 2x22+ a 1x12a  
3b=   nxn3+ . . . . . . +a 3x33+ a 2x23+ a 1x13a 

…………………………………………… 

mb = nxmn. . . . . . +a+  3xm3+ a m2x2+a 1xm1a 

  تॽة:وجʨد شʛوȋ فʛدǽة مفʛوضة على ؗل مʧ الʺʨʴʱلات Ǽʺفʛده ؗالʛʷوȋ الآ -3
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  0 ≥ jx   أجل ʧم  j : 1,2,3 

 0 ≤ jx  أجل ʧم  j: 4,5 

(3-2-2) jB≤jx  أجل ʧم  j: 6,7,8 

 jx≤ jα  أجل ʧم  j: 9,10 

 jB≤jx≤ jα  أجل ʧم j:11,12 

  .j:13…..nغʛʽ مقʙʽ مʧ أجل   jxوʧȞʺȄ أن ʨȞǽن  

(2-II)- :ةॻʠʳة الʱمʙʮائل الʴʸامي لʢʹذج الʦʸʹال  

 ʧل مـــʨـــʴل خـــاص أو مȞشـــ ʨــة هـــ ــائل الʛʰمʳـــة الॽʢʵـ ــامي لʺʶـ إن الʻʺـــʨذج الʤʻـ
ــة وذات  ــادلات خॽʢـ ــȞل معـ ــى شـ ــة علـ ــة معॽʢـ ــʛوȋ الॽʢʵـ ــه الʷـ ــʨن ॽɾـ ــام، وتؔـ ــʨذج العـ الʻʺـ
 ʥــ ــالي وذلـ ــل الʺʲـ ــʧ الʴـ ــʘ عـ ــات الʴॼـ ــي عʺلॽـ ــʨذج فـ ــʚا الʻʺـ ʙʵم هـ ـɦـ ــة، وʶȄـ ــʨلات مʨجॼـ مʴʱـ

.Ȑʛات الأخǼاʶʴوال ʠȄʨعʱات الॽعʺل ʘʽح ʧعامل مع معادلاته مʱلة الʨهʶل  

  تي:وȄأخʚ الʨʺʻذج الʤʻامي الȞʷل الآ

الʱــي تʳعــل تــاǼع  )ʢǽ)n…….x, 3x, 2x, 1xلʖ إʳǽاد ॽʀʺة لؔــل مــʧ الʺʴʱــʨلات 
  ǽأخʚ أكॽʀ ʛʰʺة مʺʻȞة حʘʽ أن: Zالهʙف  

(5-2-2) Max → o+ P nxn+ . . . . P 3x3+ P 2x2+ P 1x1Z = P 

  ॽة:وذلʥ ضʺʧ الʛʷوȋ الॽʢʵة الآت

(6-2-2) 

1= b nx1n+ . . . . . . a 3x13+ a 2x12+ a 1x11a 

2= b nx2n+ . . . . . . a 3x23+ a 2x22+ a 1x21a 

.   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .    

m= b nxmn+ . . . . . . a 3xm3+ a 2xm2+ a 1xm1a 

  وضʺʧ شʛوȋ عʙم الʶالॽʰة:

(7-2-2)  (i: 1,2,3,. . . . .m)  bi ≥ 0  
(8-2-2) (j: 1,2,3 . . . . . n) 0 ≥ jx 
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ȋʛ عـــــادة (علـــــى الـــــʛغʦ مـــــʧ أن ذلـــــʥ غʽـــــʛ ضـــــʛورȑ) أن Ȟǽـــــʨن عـــــʙد  كʺـــــا ʷǽــــɦـ
  . أʖʳǽ ȑ أن ʨȞǽن:nأصغʛ مʧ عʙد الʺʨʴʱلات    mالʺعادلات  

(9-2-2) m < n 

  تي:وʱؗ ʧȞʺȄاǼة هʚا الʨʺʻذج على الȞʷل الʺʸفʨفي الآ

(10-2-2) Max  → 0Z = PX + P 

  وذلʥ ضʺʧ الʛʷوȋ الॽʢʵة:

(11-2-2) ,1)m(= B (n,1)X (m,n)A 

  والʛʷوȋ الفʛدǽة:

 B  0 

(12-2-2) X  0 

 m < n 

  ʘʽن:إح  
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b

.
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b
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  كॻɽॻة الانʯقال مʹʥ الʹʦʸذج العام إلى الʹʦʸذج الʹʢامي:

 ȑــامي ذʤʻذج الʨــʺʻة إلى الʢلʱʵʺال ȋوʛʷال ȑذج العام ذʨʺʻال ʧقال مʱالان ʧȞʺǽ
  ॽة:ما يلʜم مʧ الʱعلॽʺات الآتعلى شȞل معادلات وذلǼ ʥاتॼاع  الʺعॽʢة  الʛʷوȋ الʺʨحʙة  
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الــȑʚ يــʛاد إʳǽــاد أصــغॽʀ ʛʺــة لــه، فإنʻــا نقــʨم بȄʨʴʱلــه  Lإذا ؗان تاǼع الهʙف مــʧ الʻــʨع  -1
  ي:ॽʺة له وذلǼ ʥإجʛاء الȄʨʴʱل الآتيʛاد إʳǽاد أكZ ʀ ʛʰإلى تاǼع  

Z = -L = -c1x1 - c2x2 - c3x3 .  .  .  .  . - cnxn - co → Max 

  وذلʥ ضʺʧ نفʝ الʛʷوȋ الʺفʛوضة على الʨʺʻذج.

إلــى معــادلات    (3-2-2)نقʨم بȄʨʴʱل جʺॽع الʺʛʱاجʴات الʨاردة في الʷــʛوȋ الॽʢʵــة   - 2
علʽهــا (إدخــال مʴʱــʨل واحــʙ علــى ؗــل مʻهــا)  خॽʢــة وذلــǼ ʥإدخــال مʴʱــʨلات إضــاॽɾة  

  كʺا يلي: 

 إلى الʛʢف الأʛʶǽ لؔل مʛʱاجʴة مʧ الʨʻع:  iyنʹʅॽ مʨʴʱلاً غʛʽ سالʖ    -أ 

ib ≤  nxin. . . . . . + a 3xi3+ a 2xi2+ a 1xi1a  

  ॽة:فʸʴʻل على الʺعادلة الآت

(14-2-2) k= b iy+  nxkn+ . . . . . . a 3xk3+ a 2xk2+ a 1xk1a 

  مʧ الʛʢف الأʛʶǽ لؔل مʛʱاجʴة مʧ الʨʻع:   kyنʛʢح مʨʴʱلاً غʛʽ سالʖ    -ب 

ib ≥ n xin+ ……… + a 3xi3+ a 2xi2+ a 1xi1a  

  :الآتॽةفʸʴʻل على الʺعادلة  

ib =  ky –n xin+ ……… + a 3xi3+ a 2xi2+ a 1xi1a  

  Ǽالʺʨʴʱلات الإضاॽɾة. kyأو   iyوتʶʺى الʺʨʴʱلات  

غʽــʛ  فــي الʺعــادلات القǽʙʺــة والʙʳيــʙة إلــى أعــʙاد  biنقʨم بȄʨʴʱل جʺॽع الأعʙاد   -ج
  ) عʙʻ اللʜوم.-1سالॼة وذلʛʹǼ ʥب ʛʡفي الʺعادلة بـ(

فــي ॼɺــارة تــاǼع الهــʙف مʹــʛوȃة Ǽأمʲــال  kyو iyنــʙخل الʺʴʱــʨلات الإضــاॽɾة   - د
  معʙومة ؗʺا يلي:

(15-2-2) mo.y -+... 2+ o.y 1+ o. y nxnP+ . . .  3x3+ P 2x2+ P 1x1Z = P 

الʶـــالॼة إلـــى مʴʱـــʨلات غʽـــʛ ســـالॼة وذلـــjx  ʥنقـــʨم بȄʨʴʱـــل جʺॽـــع الʺʴʱـــʨلات   -ه
  :الآتيǼإجʛاء الȄʨʴʱل  

(16-2-2) 0x:xx j
'
jj  



 74

  ثʦ تعʠȄʨ ذلʥ في جʺॽع الʺعادلات Ǽʺا فʽها تاǼع الهʙف.

مــʧ جʺॽـــع معـــادلات الʻʺـــʨذج  kxة ʽـــʙنقــʨم Ǽعـــʜل جʺॽـــع الʺʴʱــʨلات غʽـــʛ الʺق  -و
 ʧــاب ؗــل مــʶʴǼ ʥــ مــʧ أحــʙ الʺعــادلات القǽʙʺــة أو الʙʳيــʙة  kxالʢʵــي، وذل

  فʸʴʻل على أن:

(17-2-2) )xab(
a

1
x

n

ki
jiji

ik

k 


 

مــʧ معــادلات الʻʺــʨذج الʺفʛوضــة، ثــʦ نقــʨم بʱعــʠȄʨ  وتʴــʚف هــʚه الʺعادلــة
ــʙف،  ــاǼع الهــ ــي تــ ــʚلʥ فــ ــ ــȐʛ وؗ ــادلات الأخــ ــع الʺعــ ــي جʺॽــ ــʨلات فــ ــʚه الʺʴʱــ هــ

وهʚا ما ʵǽفــkx،  ʠفʸʴʻل على نʺʨذج لا يʧʺʹʱ الʺʨʴʱلات غʛʽ الʺقʙʽة  
عــʙد الʺʴʱــʨلات فــي الʻʺــʨذج وʵȄفــʠ عــʙد معــادلات الʷــʛوȋ وʶȄــهل عʺلॽــة 

  الʴل.

لا ǽعʻــي إهʺالهــا، وتــʦʱ العــʨدة إلʽهــا وحʶــاب ॽʀʺــة  kxإلا أن عــʜل الʺʴʱــʨلات 
ــالي بʱعـــــʠȄʨ إحـــــʙاثॽات الʴـــــل الʺʲـــــالي فـــــي  كـــــل مʻهـــــا الʺقابلـــــة للʴـــــل الʺʲـــ

وȂضــافʱها إلــى إحــʙاثॽات  kxل مــʧ  ـؗـثــʦ حʶــاب ॽʀʺــة  17)-2-(2الʺعــادلات 
  الʴل الʺʲالي.

  : الآتيكʺا ʧȞʺǽ الʵʱلʟ مʧ الʺʨʴʱلات غʛʽ الʺقʙʽة بʨاسʢة إجʛاء الȄʨʴʱل  

(18-2-2) yxx kk  

 ʘــʽ0ن إحx k   وȂ 0ن y   لاتʨــʴʱʺلؔــل ال ʙل واحــʨــʴʱم ʨوهــkx ʦثــ ،
  في جʺॽع الʺعادلات Ǽʺا فʽها تاǼع الهʙف. kxنقʨم بʱعʠȄʨ الʺʨʴʱلات  

ولؔــʧ يȄʜــʙ مــʧ عــʙد ، kxإن هʚا الȄʨʴʱل ʵǽلʻʸا مʧ الʺʨʴʱلات غʛʽ الʺقʙʽة 
  .yالʺʨʴʱلات مʨʴʱلاً واحʙاً فقȌ هʨ الʺʨʴʱل  

إلـــى تفاضـــل  kxكʺـــا Ȟʺǽـــʧ أن نقـــʨم بȄʨʴʱـــل جʺॽـــع الʺʴʱـــʨلات غʽـــʛ الʺقʽـــʙة 
  :الآتيمʨʴʱلʧʽ غʛʽ سالʧʽʰ وذلǼ ʥإجʛاء الȄʨʴʱل  

(20-2-2) kkk xxx  
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  ʘʽ0ن إحx k    وȂ 0نx k .  

ثʦ نقʨم بʱعʠȄʨ ذلʥ فــي جʺॽــع الʺعــادلات Ǽʺــا فʽهــا تــاǼع الهــʙف، ولؔــʧ مʺــا 
أنـــه يȄʜـــʙ مـــʧ عـــʙد الʺʴʱـــʨلات فـــي الʻʺـــʨذج  (2-2-20)يʕخـــʚ علـــى الȄʨʴʱـــل 

  الʺفʛوض.

إلــى مʴʱــʨلات مʻاســॼة Ǽــإجʛاء  jb ≤ jxنقʨم بȄʨʴʱــل الʷــʛوȋ الʱــي مــʧ الʷــȞل   -ز
  :الآتيالȄʨʴʱل  

(21-2-2) jjj xbx  

  ʘʽ0ن إحx j   .ʙيʙʳل الʨʴʱʺال ʨوه  

  ثʦ نقʨم بʱعʠȄʨ ذلʥ في جʺॽع الʺعادلات وتاǼع الهʙف.

jjنقʨم بȄʨʴʱل جʺॽع الʛʷوȋ الʱي مʧ الʷــȞل   -ح x  ةॼاســʻلات مʨــʴʱإلــى م
  :الآتيǼإجʛاء الȄʨʴʱل  

(22-2-2) jjj xx  

  ʘʽ0ن إحx j   .ʙيʙʳل الʨʴʱʺال ʨوه  

ȋ-   لȞــʷال ʧــي مــʱال ȋوʛــʷــع الॽʺل جȄʨʴʱم بʨا أن نقʻʻȞʺǽjjj bx   إلــى
  مʛʱاجʧʽʱʴ مʻفʸلʧʽʱ مʧ الȞʷل:

(23-2-2) jjjj bx,x  

ــا إلـــــى  ــاتʧʽ الʺʱـــــʛاجʧʽʱʴ إلـــــى الʷـــــʛوȋ الॽʢʵـــــة وتȄʨʴلهـــ ــال هـــ وȞʺȄـــــʧ إدخـــ
  معادلʧʽʱ مʧ الȞʷل:

(24-2-2) 
j2mj

j1mj

yx

byx








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(3-II)- :اميʢʹذج الʦʸʹلل ȏʗل القاعȜʵال  

 اً لا نهائॽ ــ اً عــʙد m < nعʻــʙما  (2-2-6)لقــʙ لاحʻʤــا ســاǼقاً أن لʳʺلــة الʺعــادلات 
ʧ هـــʚه الʴلـــʨل الʺقʨʰلـــة يʨجـــʙ عـــʙد مʴـــʙود مـــʧ الʴلـــʨل  مـــʧ الʴلـــʨل الʺقʨʰلـــة، وأنـــه مـــʧ بــ̔ـ

 ȑــاوʶǽ ــةǽʙالقاعm
nC  ــاوزʳʱد لا يʙعــ ʙجــʨــة يǽʙل القاعʨلــʴه الʚهــ ʧʽــ حــلاً قاعــǽʙاً، ومــʧ ب

m
nC   ʧʽتʛل الأول الفقʸالف ʛʤة (انॼالʶال ʛʽة غǽʙل القاعʨلʴال ʧمIII  وIV.(  

ǽأخــʚ أكʰــॽʀ ʛʺــة لــه فــي نقʢــة تʺʲــل حــلاً قاعــǽʙاً غʽــʛ ســالZ  ،ʖوȃʺــا أن الʱــاǼع 
 ʖــالʶال ʛــʽغ ȑʙــل القاعــʴال ʧعــ ʘــʴॼــا أن نʻʽفإنــه عل ʥلʚــ )x..xx,0,0,0(ل m21

  ȑʚالــ
ʻة لــه، لــʚلʥ علʻʽــا قʰــل ؗــل شــيء ǽأخʚ أكॽʀ ʛʰʺة مʺȞ  (2-2-5)في الॼɻارة    ʳǽZعل الʱاǼع  

أن نʴــʨل الʻʺــʨذج الʤʻــامي إلــى شــȞل قاعــȑʙ معــʧʽ، وذلــǼ ʥإنʷــاء قاعــʙة غʽــʛ ســالॼة فــي 
لإʳǽـــاد الʴلــــʨل  د فــــي Ȅʛʡقـــة الʶــــʺʰلʝؔاعʱʺـــاداً علــــى مـــا ور  (2-2-6)جʺلـــة الʺعــــادلات 

  في الفʸل الأول).  Vالقاعǽʙة غʛʽ الʶالॼة (انʛʤ الفقʛة  

ولʻفʱــʛض أنــه نʳॽʱــة لॽʁامʻــا Ǽعــʙة خʢــʨات لعʺلॽــات حــʚف الʺʴʱــʨلات وفــȄʛʡ Șقــة 
  :الآتيفي الʨʺʻذج الʤʻامي إلى الȞʷل القاعȑʙ    (2-2-6)(الʰʺʶلʝؔ) حʨلʻا الʺعادلات  

(25-2-2)  

mnmn1m1mmm

3nn31m1m33

2nn21m1m22

1nn11m1m11

bxa....xax

......................

bxa....xax

bxa.....xax

bxa.....xax

















 

 ʘʽن إحm. . . . x 2.x1x  ــة وǽʙلات قاعʨــʴʱهــي مȂ نn. . .xm+1x  لاتʨــʴʱهــي م
  غʛʽ قاعǽʙة.

 ʧــة مــǽʙلات القاعʨــʴʱʺال ʠȄʨعــʱȃف  (2-2-5)وʙع الهــǼ(2-2-5)فــي معادلــة تــا 
  :الآتينʙʳ أنه ǽأخʚ الȞʷل  

(26-2-2) 0nn2m2m1m1m cxc.....xcxcZ   

وهʚȞا نʨؔن قʙ حʸلʻا على ما ʶǽʺى ǼالȞʷل القاعȑʙ للʨʺʻذج الʤʻــامي وʨȃضــع 
  الʺʨʴʱلات غʛʽ القاعǽʙة مʶاوȄة للʸفʛ نʸʴل على أن:
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0x......0x,0x,bx......,bx,bx n2m1mmm2211  

  الॽʁʺة:  (2-2-26)في   Zوعʙʻها ǽأخʚ الʱاǼع  

0cZ   

)ʶǽ)0,0,b.....,b,bــــʺى الʴــــل  m21
  ȑʚالــــ ʖــــالʶال ʛــــʽغ ȑʙــــل القاعــــʴالǼ

0cZ  أ0c :ȑتاǼع الهʙف ǽأخʚ الॽʁʺة    ʳǽعل .  

أكʰــʛ مــا ȞʺǽــZ   ،ʧوللʨʸʴل على الʴل القاعȑʙ غʛʽ الʶالʖ الʳǽ ȑʚعل ॽʀʺــة 
ʧ مʨʺʳعـــة مـــʧ الʴلـــʨل القاعǽʙـــة غʽـــʛ الʶـــالॼة الأخـــȐʛ، ونʶـــʺي  علʻʽـــا أن نʴॼـــʘ علॽـــه بــ̔ـ

  Ǽالʴل الʺʲالي.  Zالʴل القاعȑʙ غʛʽ الʶالʖ الǽ ȑʚعʻʽʢا أكॽʀ ʛʰʺة لـ

  Șائʛʢها الʻم ʛؗʚن Șائʛʡ ةʙعǼ اليʲʺل الʴل على الʨʸʴال ʧȞʺȄةوॽالآت:  
ॽʢع  -1 أو  n = 2أو  n = 1إلا إذا ؗــان عــʙد الʺʴʱــʨلات  إتॼاعهــاالȄʛʢقــة الॽʰانॽــة ولا نʶـɦـ

، حʽــʻʻȞʺǽ ʘــا تȄʨʴــل الʻʺــʨذج m+3أو حʱــى  m+2أو  ʶǽm+1ــاوn  ȑكــان عــʙدها 
إلــى تـــاǼع لʺʴʱــʨل واحـــʙ أو مʴʱــʨلʧʽ أو ثلاثـــة مʴʱــʨلات علـــى الʛʱتʽــʖ، ورســـʦ مʢʻقـــة 

  على الʛʱت3R .ʖʽأو   2Rأو   Rالʴلʨل الʺقʨʰلة في الفʹاء  
2-  ʦــ ــامي ثـ ــى شـــȞل نʤـ ــام إلـ ــل الʷـــȞل العـ ــى تȄʨʴـ ــʙ علـ ــʛة وتعʱʺـ ــʺʰلʝؔ الʺॼاشـ Ȅʛʡقـــة الʶـ

 Ȏــافʴــي تʱال ʝؔلʰʺــʶقــة الȄʛʡ ȋوʛشــ Șوفــ ȑʙل قاعــȞــامي إلــى شــʤʻل الȞــʷــل الȄʨʴت
  ʗابʨʲة الॽʰم سالʙعلى عib   ةʛالفق ʛʤان)V .(ل الأولʸفي الف  

  Ȅʛʡقة (الʰʺʶلʝؔ) الʺعʙلة. -3
Ȅʛʡقــة القاعــʙة الاصــʻʢاॽɺة، وتعʱʺــʙ علــى إضــافة قاعــʙة اصــʻʢاॽɺة إلــى الʺعــادلات  -4

  (الʰʺʶلʝؔ).بʙلاً مʧ الʘʴॼ عʧ قاعʙة حॽʁॽʁة حʖʶ ما تقॽʹʱه Ȅʛʡقة    (6-2-2)
  الȄʛʢقة الʺʜدوجة للʨʺʻذج الأصلي ومʛافقه. -5
  Ǽعʠ الʛʢائȘ الʵاصة بॼعʠ الʺʶائل. -6

عالج وسʱʻعʛض لهــʚه الʛʢائــȘ فــي الفʸــʨل اللاحقــة، أمــا فــي  هــʚا الفʸــل فإنʻــا سـ̒ـ
  .فقȌالॽʰانॽة    الȄʛʢقة
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III- :الطريقة البيانية لإيجاد الحل المثالي للنماذج الخطية  
عʛاض هــʚه الȄʛʢقــة مــʧ خــلال مʲــال عــʙدॽɾ ȑــه  قʨم ʷǼــʛح واسـɦـ  n = m+2سـ̒ـ
  وذلʥ حʱى نعʢي أساساً مʢʶॼاً وحॽʶاً للأفؔار الȄʛاضॽة الʱي وردت ساǼقاً.

  :)1(  مʰال

  الʱي تʳعل الʱاǼع:  x6, x5, x4, x3, x2, x1(x ,7(أوجॽʀ ʙʺة لؔل مʧ الʺʨʴʱلات  

15 – 7+ 2x 6x – 5+ 3x 4+ x 32x- 2+x 1x-Z =   

  (وهي شʛوȋ مʱʶقلة):الآتॽة  ǽأخʚ أكॽʀ ʛʰʺة له، وذلʥ ضʺʧ الʛʷوȋ الॽʢʵة  

x1   –x2    + x3        = 4 

2x1 – x2 – x3 – x4        = -3 

x1   + x2        – x5       = -4 

         x2    + x6       = 5 
2x1 -2x2    – x6 +2x7 = 7 

  :الآتॽةوشʛوȋ عʙم الʶالॽʰة  

x1 0,    x20,    x30,     x40,     x50,     x60,    x70 

  الʴل:

، إذن ʻʻȞʺǽــا أن n = 7وأن عــʙد الʺʴʱــʨلات  m = 5نلاحــȎ أن عــʙد الʺعــادلات 
قʶʴǼ ʦـــــاب  ʧ الآخـــــʧȄʛ ولــــ̒ـ نʶʴـــــʖ مـــــʧ هـــــʚه الʺعـــــادلات خʺʶـــــة مʴʱـــــʨلات بʙلالـــــة الاثʻــــ̔ـ

  فʙʳʻ أن: x1x ,2بʙلالة   x6, x5, x4, x3x ,7الʺʨʴʱلات  
 x 1x-=  3x +2 4 +  (مʧ الʺعادلة الأولى) 

  x 1= x 5x +2 4 +  (مʧ الʺعادلة الʲالʲة) 
 2x-=  6x 5 +  ) مʧ الʺعادلة الʛاǼعة(

  نعʨض ذلʥ في الʺعادلʧʽʱ الʲانॽة والʵامʶة فʸʴʻل على أن:
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6x
2

1
xx

1x2x3x

217

214




  

  ثʦ نعʨض ؗل ذلʥ في تاǼع الهʙف فʸʴʻل على أن:

Max →5  – 2+ 2x 1Z = 5x  

مʷــʛوʡة Ǽعــʙم الʶــالॽʰة ʻʻȞʺǽــا ʱؗاǼــة الʺʲــال الʶــابix  Șوȃʺــا أن جʺॽــع الʺʴʱــʨلات 
  كʺا يلي:

  ʧʽلʨʴʱʺال ʧة لؔل مʺॽʀ ادʳǽإ ʖلʢǽ)2, x1(x     :عǼاʱة للʺॽʀ ʛʰل على أكʸʴن ʘʽʴǼ  

Max →5  – 2+ 2x 1Z = 5x  

  ȋوʛʷال ʧʺض ʥة  وذلॽالآت:(ةॽʢات خʴاجʛʱم)  

0 + 4  2+ x 1x-=  3x 

0 1  – 22x – 1= 3x 4x 

0 + 4  2+ x 1= x 5x 

0 + 5  2x-=  6x 

06x
2

1
xx 217  

0  2x 0,  1x 

أمــا الʺʴʱــʨلان  7xو 6xو 5xو 4xو  3xوهʻا نʛʽʷ إلى أن الʺʨʴʱلات القاعǽʙة هي  
1x 2وx .(ʧʽيʙالقاع ʛʽغ) انʛʴلان الʨʴʱʺفهʺا ال  

ة لʳʺلــة  ʛؗʱــʷʺل الʨلــʴقــة الʢʻــاد مʳǽإǼ مʨــة نقــॽانॽقــة بȄʛʢǼ ــاليʲʺــل الʴــاد الʳǽولإ
  :الآتॽةالʺʛʱاجʴات الʶاǼقة وذلʥ بʛسʦ الʺॽʁʱʶʺات الفاصلة والʺʙʴدة لها 

 ʦॽʁʱʶʺ3 0 =(الx (  4 = 0 + 2+ x 1x- 

 ʦॽʁʱʶʺ4 0 =(الx (  1 = 0- 22x – 13x  
 ʦॽʁʱʶʺ5 0 =(الx (  + 4 = 0 2+ x1x 

 ʦॽʁʱʶʺ6 0 =(الx (  + 5 = 0 2x- 

 ʦॽʁʱʶʺ7 0 =(الx (  06x
2

1
x 21  
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ثـــʦ نقـــʨم بʙʴʱيـــʙ جهـــة تʴقـــȘ ؗـــل مـــʧ الʺʛʱاجʴـــات الʶـــاǼقة بʨاســـʢة نقʢـــة اخॽʱارȄـــة  
تʴقـــȘ جʺॽـــع الʺʛʱاجʴـــات مـــا عـــʙا الʺʛʱاجʴـــة الʲانॽـــة، أȑ أن الʳهـــة    (0,0)فʳʻـــʙ أن الʻقʢـــة  
ॽʁʺات    (0,0)الʱــي فʽهــا الʺʰــʙأ     5x 0 =و   3x 0 =هــي الʳهــة الʺʨجॼــة Ǽالʶʻــॼة لؔــل مــʧ الʺʶـɦـ

7x    ʦॽʁ 0 =و    6x 0 =و  ) فʳʻــʙ أن الʳهــة  4x 0 =، أمــا Ǽالʶʻــॼة للʺʛʱاجʴــة الʲانॽــة (الʺʶـɦـ
ة، ولقــʙ أشــʛنا ʢʵǼــȋʨ شــعȄʛة علــى  ॼ ــهي الʳهة الʱي تʳعلهــا مʨج  (0,0)الʱي لا تȑʨʴ الʺʙʰأ 

ة   ʛؗʱـــــʷʺل الʨلـــــʴقـــــة الʢʻا علـــــى مʻـــــلʸــــالي حɦـ ʦॽʁ، وȃال الʳهـــــة الʺʨجॼـــــة Ǽالʶʻـــــॼة لؔـــــل مʶــــɦـ
  : الآتي   (2-1)الʺʻʽʰة على الȞʷل رقʦ   (abcde)الʺʢʢʵة ȋʨʢʵǼ مॽʁʱʶʺة وهي الʺʢʻقة  

  
  2R في الʲل الॻʮاني للʴʸألة الʸفʙوضة :1)-(2الȜʵل  

  ʧعــ ʘــʴॼقــل إلــى الʱʻــا أن نʻʽلــة علʨʰل الʺقʨلــʴقــة الʢʻم ʙيــʙʴت ʙعــǼ أنــه ʙــʳا نʚــȞوه
  Zأكʰــʛ مــا Ȟʺǽــʧ، وهʻــا نلاحــȎ أن معادلــة تــاǼع الهــʙف    Zالʴــل الʺʲــالي الــʳǽ ȑʚعــل الʱــاǼع  

Ȑʨ فــي الفــʛاغ الʲلاثــي   3R  Ȑʨهــي معادلــة مʶـɦـ ǽ Ȑʨقʢــع الʺʶـɦـ ɦــʶʺا الʚ2، وأن هــox1x    Șوفــ
Ȟǽ ʦॽʁــʨن ॽɾــه   Z =  ʦॽʁ  0مʶـɦـ فʸʴʻــل علــى    2ox1xعلــى     Z= 0، لــʚلʥ نʛســʦ الʺʶـɦـ

 :ʦॽʁʱʶʺال  
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5 = 0 – 2+ 2x 15x  

الʺʕلـــف مـــʧ أمʲـــال  )2,5(وذلـــʥ بʛســـʦ الʷـــعاع  Zثـــʦ نʴـــʙد جهـــة تʜايـــʙ الʱـــاǼع 
)2,x1(x  عǼــاʱفــي معادلــة الZ  ــةʺॽʀ ʙايــʜنا إلــى جهــة تʛأشــ ʙولقــ ،ʖــʽتʛʱعلــى الZ  ʧʽʺــهʶǼ

  ʦॽʁʱʶʺفي الʛʡ على(Z = 0).  

 ʦॽʁ ʖ مʱــʨاز للʺʶـɦـ فــي اتʳــاه تʜايــʙ  (Z = 0)وهȞــʚا نʳــʙ أنــه إذا قʺʻــا Ǽعʺلॽــة سـɹـ
Z بهــا ʛʺǽ أن ʧȞʺǽ ةʢنق ʛأن آخ ʙʳا نʻفإن ،Z  ــةʢقʻة هــي ال ʛؗʱــʷʺل الʨلــʴقــة الʢʻفــي م
d هاʽف ʚأخǽ يʱة الʢقʻوهي ال ،Z  .وضةʛالʺف ȋوʛʷال ʧʺة له ضʺॽʀ ʛʰاك  

مــd  ʧ علʻʽــا أن نʶʴــʖ إحــʙاثॽات dالʺقابلــة للʻقʢــة  ZوȂذا أردنا أن نॽʀ ʖʶʴʺــة 
 ʧʽʺॽʁ وȃــالʱع2x،  ʠȄʨ 5 =فʳʻــʙ مــʧ معادلــة الأول أن  x)4 (0 =و x)6 (0 =تقاʡع الʺʶـɦـ

 Z، وȂن الʱــاǼع d (8.5, 5)هʺــا  dإذن إحــʙاثʽي  ، 1x 8.5 =فــي معادلــة الʲــاني نʳــʙ أن 
:ȑاوʶة له وتʺॽʀ ʛʰة أكʢقʻه الʚلغ في هʰي  

Z = 5.(8,5) + 2.5 – 5 = 47,5  

لɦــف    ZوȞʺȄــʧ مʱاǼعــة تʢــʨر تʜايــॽʀ ʙʺــة الʱــاǼع   ʵوره فــي مʛه ومــॼʴــة ســॽ̋ل مــʧ خــلال ع
ــǼ ʛ̋الʻقʢــة الʛأســॽة   ǽ أولاً أنــه ʙrــ ــʘ̔ ن ــ̋ة    b (4,0)الʻقــاȋ الʛأســॽة ح ॽʁها الʙ̒ــ ثــZ = 15    ʦوȄأخــʚ ع

ــǼ ʛ̋الʻقʢــة الʛأســॽة   ǽe (11/3, 5)    ــ̋ة ॽʁها الʙ̒ــ ــǼ ʛ̋الʻقʢــة الʛأســॽة    Z = 23.33وȄأخــʚ ع ǽ ʦثــc 

ــ̋ة    (8,4) ॽʁها الʙ̒ــ ــǼ ʛ̋الʻقʢــة  Z = 43وȄأخــʚ ع ǽ ʦثــ ،d (8.5, 5)    ــ̋ة ॽʁها الʙ̒ــ  Zالــǽ ȑʚأخــʚ ع

  . abcdeضʺʧ مʢʻقة الʱعZ    ʅȄʛ، وهي أكॽʀ ʛʰʺة ʧȞʺǽ أن ǽأخʚها الʱاǼع  47.5 =

ــ̋ا   ــ̡الي وه ــɹل الʺ ॼــات ال ʛؗم ʧمــ ʧʽʱʰ ʛؗا علــى مــʻلyــ 2x و   1x 8.5 =وʚȃلʥ نʨؔن قــʙ ح

= 5  ʧــة ؗــل مــʺॽʀ ضʨــالي نعــʲʺــل الʴــات الॼ ʛؗــة مॽʁǼ ــادʳǽ1، ولإx   2وx    قةǼــاʶفــي الʺعــادلات ال
  فʸʴʻل على أن: 

x3=0.5, x4=14.5, x5=17.5, x6=0,  x7=0 

  وʚȃلʥ نʸʴل على الʴل الʺʲالي للʺʶألة الʺفʛوضة وهʨ الʻقʢة الʛأسॽة الʱالॽة: 

x' (8.5  ,   5  ,   0.5  ,   14.5  ,   17.5  ,   0  ,   0)  

  الʺʲالي تʶاوȑ:عʙʻ هʚا الʴل    ZوȂن أكॽʀ ʛʰʺة للʱاǼع  

Z = 47.5  
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  ملاحʢات حʦل الʲل الॻʮاني:

ــاء   - 1 ـ́ ــॽة فـــي الف ــȘ علـــى نقʢـــة رأسـ hـ ʢʻــالي ي ـ̡ ــل الʺ ɹـ ــʧ أن ال ــʙنا مـ ــʙ تأكـ ــا  ،  nRلقـ ـ̒ وفـــي مʲال
  d' (8.5, 5, 5.0, 14.5, ,0 ,17.5 (0حʽــʘ أن    7Rمــd'    ʧالʶــابȘ انʰʢــȘ علــى الʻقʢــة  
  . 2Rمʧ الفʹاء   d (8.5, 5)وهي الʻقʢة الʺʨافقة للʻقʢة  

ॼــات الʴــل الʺʲــالي (Ǽاعॼʱـــاره أحــʙ الʴلــʨل القاعǽʙــة) Ȟǽــʨن معـــʙوماً،  -2 ʛؗم ʧداً مــʙإن عــ
ــي نʳॽʱـــة  ــॽة هـ ــॽة، ولأن الʻقʢـــة الʛأسـ ــالي يʰʢʻـــȘ علـــى نقʢـــة رأسـ وذلـــʥ لأن الʴـــل الʺʲـ

 ȑــاوʶǽ ومــةʙــات الʺعॼ ʛؗʺد الʙن عــȂات، وȄʨ ॽʁʺات أو الʺʶـɦـ -n)تقاʡع عʙد مــʧ الʺʶـɦـ

m)  .ة على الأقلॼ ʛؗم  

3-  ȋʛــʷــل الʲــل مʴــة الॽدوراً فــي عʺل ʖــي لا تلعــʱال ȋوʛــʷال ʠعــǼ ذجʨــʺʻال ʧʺــʹʱي ʙقــ
 ʦॽʁ لا يــʙخل فــي تʙʴيــx  ʙ)5 (0 =الʲالــʘ فــي الʺʲــال الʶــابȘ، حʽــʘ نلاحــȎ أن الʺʶـɦـ

ة لأن الʛʷوȋ الأخȐʛ حلʗ مʴله. ʛؗʱʷʺل الʨلʴقة الʢʻم  

4-  ʙــʽــالي وحʲــل علــى حــل مʸʴاً مــا نॼي غالʢʵذج الʨʺʻالي للʲʺل الʴال ʧع ʘʴॼال ʙʻع
كʺــا فــي حالــة مʲالʻــا الʶــابȘ، ولؔــȞʺǽ ʧــʧ أن نʸʴــل علــى عــʙد لا نهــائي مــʧ الʴلــʨل 
ة والʺــار بʻقʢــة  ʛؗʱــʷʺل الʨلــʴقــة الʢʻأضلاع م ʙن أحʨȞǽ ماʙʻع ʥث ذلʙʴȄة، وॽالʲʺال

 ʦॽʁʱʶʺاً للȄازʨالي، مʲʺل الʴال(Z = 0)  ȋــع نقــاॽʺن جʨؔها تʙʻوعʥــي  ذلــʱالʹــلع (وال
  عʙدها لا نهائي) هي حلʨل مʲالॽة.

ॽʢع فʽهــا الʨʱقــف عʻــʙ حــل مʲــالي مʴــʙد، وʴȄــʙث  -5 كʺــا Ȟʺǽــʧ أن نʸــادف حالــة لا نʶـɦـ
، وعʻــʙها نقــʨل Zذلʥ عʙʻما تʨؔن مʢʻقــة الʴلــʨل مفʨʱحــة مــʧ جهــة اتʳــاه تʜايــʙ الʱــاǼع 

ــة أو إ ــʨل الʺقʨʰلــ ــʧ الʴلــ ــʛ مــ ــʙد ʽʰؗــ ــʨد عــ ــʥ لʨجــ ــʙود، وذلــ ــʛ مʴــ ــالي غʽــ ــل الʺʲــ ن الʴــ
  أكʛʰ فأكZ .ʛʰالʺॽʢॽʴة الʱي تعʻʽʢا ॽʀʺاً لـ

تــʙل علــى عــʙم وجــʨد أȑ حــل مقʰــʨل وتʴــʙث هــʚه  ةوأخʽــʛاً Ȟʺǽــʧ أن نʨʱصــل إلــى حال ــ -6
والأمʲلــة الʱالॽــة تʨضــح هــʚه ؔــʨن الʷــʛوȋ مʻʱاقʹــة Ǽعʹــها مــع Ǽعــʠ، الʴالة عʙʻما ت

  الʴالات الʺʱʵلفة.
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  :)2(  مʰال

  أوجʙ الʴل الʺʲالي للʱاǼع

Max → 2+ 10x 1Z = 4x  

  ȋوʛʷال ʧʺض ʥةوذلॽالآت:  

12 ≤ 2+ 3x 14x 

10 ≤ 2+ 5x 12x 

0 ≥ 20, x ≥ 1x  

 ʦســــʛȃل وȞــــʷــــانيالॽʰال  ʦل رقــــȞــــʷــــل علــــى الʸʴــــال نʲʺا الʚــــات هــــॽʢ(2-2)لʺع 
ة هــي الʺʢʻقــة  ʛؗʱــʷʺل الʨلــʴقــة الʢʻــا أن مʻʽʢعǽ ȑʚال ʨالي، وهʱال(oabc) Ȏــا نلاحــʻوه ،

 ʦॽʁ ॽʁʺة (الʹــلع)  Z = 0أن الʺʶـɦـ  a (0 , 2)لــʚلʥ تؔــʨن الʻقʢــة  abيــʨازȑ القʢعــة الʺʶـɦـ
نفــZ  ʝهــي حلــʨل مʲالॽــة وتعʢــى الʱــاǼع  abوجʺॽع نقاȋ الʹــلع  b (15/7, 8/7)والʻقʢة 

  ȑاوʶي تʱة والʺॽʁالZ =20 .  

) ʤل رقȜʵة حالة  : )2-2الॻالʰʸل الʦلʲال ʥد لا نهائي مʗع  
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  :)3مʰال (
Max → 2+ 6x 12x-Z =   

  ȋوʛʷال ʧʺض ʥةوذلॽالآت:  
6 ≤ 23x – 12x 

2- ≤ 2x– 1x- 
1 ≤ 2+ x 1x- 
0 ≥20, x ≥ 1x  

 ʦـــاني رقـــॽʰل الȞـــʷـــل علـــى الʸʴـــال نʲʺا الʚـــات هـــॽʢـــاني لʺعॽʰل الȞـــʷال ʦــ   وʛȃسـ
ة للʺʛʱاجʴـــات الʶـــاǼقة  (3-2) ʛؗʱـــʷʺل الʨلـــʴقـــة الʢʻـــا أن مʻʽʢعǽ ȑʚجهـــة الـــ ʧحـــة مـــʨʱمف

ــاǼع  ʱال ʙايــʜتZ  قــةʢʻʺوهــي ال(abcde) عǼــا ʱأن ال Ȏــا نلاحــʻوه ،Z ؗل ʙايــʜʱنا علــى  ـ̋ـيʛا ســ
إلى الأعلى، وȃʺا أنʻا لا نॽʢʱʶع الʨʱقــف عʻــʙ نقʢــة معʻʽــة علॽــه فهــʚا ǽعʻــي أن   baالʹلع  

  الʴل الʺʲالي غʛʽ مʙʴود.

  
  ʤل رقȜʵودحالة : (2-3)الʗʲʸال ʙʻالي غʰʸل الʲال  (دʗʲالي مʰد حل مʦم وجʗع)  
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  :)4(  مʰال

  أوجʙ الʴل الʺʲالي للʱاǼع:

Max → 2+ 50 x 1Z = x  

  وذلʥ ضʺʧ الʛʷوȋ الʱالॽة:

1 ≤ 2+ x 1x 

1- ≤ 2+ x 1x- 

1- ≤ 2x– 1x 

0 ≥ 20, x ≥ 1x  

 ʦل رقــȞــʷــل علــى الʸʴــال نʲʺا الʚات هــॽʢاني لʺعॽʰل الȞʷال ʦسʛȃ(3-4)و  ȑʚالــ
ة لʳʺلــة الʷــʛوȋ الʶــاǼقة، وȃالʱــالي لا يʨجــʙ حــل ʛؗʱــʷل مʨقــة حلــʢʻم ʙجــʨــا أنــه لا يʻل ʧʽــʰي 

  مʲالي لهʚه الʺʶألة لʱعارض الʛʷوȋ الʺفʛوضة.  مقʨʰل أو

  
  ʤل رقȜʵل حالة : (2-4)الʦʮحل مق ȏد أʦم وجʗع  
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  تمرينات 
  

  أوجʙ الʴل الʺʲالي لؔل مʧ الʺʶائل الʱالॽة ǼالȄʛʢقة الॽʰانॽة:

1-               Min → 2+ 2x 1L = x  

:ȋوʛʷال ʧʺض  

1 ≤ 2+ x 1x 

1 ≤ 2x – 1x 

0 ≥ 20, x ≥ 1x 

 

2-                Min → 2x – 1L = x  

  ʘʽن:إح  

1 ≤ 2+ x 1x 

1 ≤ 22x – 1x 

2 ≤ 2+ 3x 12x 

3 ≤2 + 2x 13x 

2

1
xx 21 

   
0≥  20, x ≥ 1x 

  

3-                   Max → 2+ 5x 1Z = 4x 

  ʘʽن:إح  

= 5 2+ 5x 12x 

= 4 2+ x1 3x  
xj ≥ 0 (j: 1,2,3,4) 
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  :الآتॽةضʺʧ الʛʷوȋ الॽʢʵة   -4

1 ≤ 2+ x 1x- 

24 ≥ 2+ 4x 16x 

0 ≥ 20, x ≥1 x  

  ):ه (كل على حʙالآتॽة  أوجʙ الʴل الʺʲالي لؔل مʧ الʨʱاǼع  

Max → 2+ x 1Z = x 

Min → 2+ x 1L = x 

Max → 2+ 2x 1x-Z =  

Max → 22x- 1Z = x 

Max → 22x – 1Z = 3x 

  ثʦ أوجʙ الʴلʨل الأخȐʛ عʙʻما لا ʨȞǽن ذلʥ الʴل وحʙʽاً.

  

  :الآتيأوجʙ الʴل الʺʲالي للʨʺʻذج   -5

Max → 2x – 1Z = x  

:ȋوʛʷال ʧʺض  

= 40 2+ 3x 15x 

= 10 2+ x 1x 

= 50 2+ 4x 16x 

0 ≥ 20, x ≥ 1x  
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  الفصل الثالث 
  طريقة (السمبلكس) وتعديلاتها

  

ــي   ــاǼع الʢʵـ ɦـ ــالي لل ـ̡ ــل الʺ ɹـ ــى أن ال ــاǼقاً إلـ ــʛنا سـ ــʙ أشـ ــZ  ʧلقـ ــة مـ ــى جʺلـ ــʛف علـ , الʺعـ
  ʗإذا ؗانــ) ʖســال ʛــʽاً غǽʙقابــل حــلاً قاعــǽ ,ــةॽʢʵــات أو الʺعــادلات الʴاجʛʱʺ0ال  ≥ jx  (  لــةʺʳل

  ʧ قʨم Ǽالʴॼــʘ عــʧ الʴــل الʺʲــالي بـ̔ـ الʺعــادلات الʺȞافʯــة لʱلــʥ الʺʛʱاجʴــات. وʻȃــاء علــى ذلــʥ سـ̒ـ
  ʳʺلة الʺعادلات الॽʢʵة الʺȞافʯة. الʴلʨل القاعǽʙة غʛʽ الʶالॼة ل 

ʡة عʺلॽــات حــʚف  ا س ــنȞʷل قاعʙة لʱلʥ الʳʺلــة وذلــʥ بʨ   ولʚلʥ علʻʽا قʰل ؗل شيء أن 
مʱʱالॽة لأحــʙ الʺʴʱــʨلات مــʧ أحــʙ الʺعــادلات ثــʦ تعȄʨʹــه فــي الʺعــادلات الأخــȐʛ, حʱــى نʸʴــل  

  على القاعʙة الʺʢلȃʨة. 

ـɹــʨلات  ʱʺال ʠعـــǼ ʧ ـhــʙيلات مʻفـــʛدة بــ̔ـ ـrــȑʛ ت ـɹــʛة    ثـــʦ ن ـɹــʨلات ال ʱʺال ʠعـــȃـــة وǽʙالقاع
ــل   ɹـ ـyــل علـــى ال ʴـ̒ــه ن ــالʖ وم ʁـ ــʛ ال ـ̔ ــȑʙ غ ــل القاعـ ɹـ ـyــل علـــى ال ʴــى نɦـ ــة), ح ــʛ القاعǽʙـ ـ̔ (غ
  ʦॽــ ʵلاص ʀــ ــفʛ واســـɦـ ـyـ ــاوȄة لل ـʁـ ـɹـــʛة م ـɹـــʨلات ال ʱʺــــع الॽʺضــــع جʨب ʥب, وذلــــʨلــــʢʺـ̡ـــالي ال الʺ

  الʺʨʴʱلات القاعǽʙة مʧ الʺعادلات الʱي تʻʺʹʱها. 

وحʱــى Ȟǽــʨن ذلــʥ الʴــʚف والʰʱــʙيل هادفــاً وعــاملاً مʶــاعʙاً علــى تʽʰؔــʛ أو تعʤــॽʀ ʦॽʺــة  
الʙاخلــة فــي ॼɺــارة الʱــاǼع  الʴــʛة  Ǽأســʛع مــا Ȟʺǽــʧ, نقــʨم بʙراســة أمʲــال الʺʴʱــʨلات    ZالʱــاǼع الʢʵــي  

Z  ʧȞॽــة (ولــॼجʨʺــال الʲالأم ʛــʰل ذا أكʨــʴʱʺــار الʱʵون ,sx  ʧفــه مــʚʴل (Z   لاتʨــʴʱدخالــه إلــى مȂو  
   s xقــʨم بʷʱــʽȞلها (أو بʱغʛʽʽهــا). أن هــʚه الȄʛʢقــة فــي الاخॽʱــار تʳعــل الʺʴʱــʨل  القاعــʙة الʱــي ن 

ــ̋ة  سॽ أن ǽأخॽʀ ʚʺة عʙدǽة معʻʽة لأنه    مʨʴʱلاً قاعǽʙاً, وتॽʱح له  ॽʀ ــادةȄه فــي زʛــʽغ ʧمــ ʛــʲأك ʦاهʶ
Z .ًاʛقي حǼ ʨل ʛفʸة الʺॽʀ ʚأخǽ أن ʧلاً مʙب ,  
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لʱعȄʨʹــه ثــʦ حʚفــه مــʧ الʺعــادلات    sxولʙʴʱيــʙ الʺعادلــة الʱــي سʶʴʻــʖ مʻهــا الʺʴʱــʨل  
  ʗابــʨʲة الॽʰم ســالʙــة علــى عــʤافʴʺال ȋʛ الأخȐʛ, نعʙʺʱ على مʰــʙأ Ȅʛʡقــة (الʶــʺʰلʝؔ) الــʷǽ ȑʚـɦـ

  في الفʸل الأول).   IVالعʙدǽة في الʛʢف الأʧʺǽ للʺعادلات (أنʛʤ الفقʛة  

ولʺʱاǼعة العʺل مʧ أجــل الʸʴــʨل علــى الʴــل لʺʲــالي الʺʢلــʨب نقــʨم بʽʰʢʱــȘ خʢــʨات  
 ʛʡ ةॽارزمʨʵǼ لهاʺʳʺǼ ىʺʶرة تʛؔʱة ومॽالʱʱة. مॽالʱة الʛاشॼʺال (ʝؔلʰʺʶال) قةȄ  

  

I- :خوارزمية طريقة (السمبلكس) المباشرة  
Algorithm Simplex Method 

  وتʱألف هʚه الʨʵارزمॽة مʧ ثلاث مʛاحل مʜʽʺʱة هي:
 مʛحلة تȄʨʴل الʨʺʻذج الʺفʛوض إلى شȞل نʤامي مȞافئ له. -1

مʛحلــة تȄʨʴــل الʷــȞل الʤʻــامي إلــى شــȞل قاعــȑʙ للʸʴــʨل علــى الʴلــʨل القاعǽʙــة   - 2
 ʁ  لॼة. ا غʛʽ ال

 مʛحلة الʘʴॼ عʧ الʴل الʺʲالي الʺʢلʨب مʧ بʧʽ الʴلʨل القاعǽʙة غʛʽ الʶالॼة. -3

  هʚه الʺʛاحل الʲلاث وفȘ خʨʢات مʱʱالॽة ومʛؔʱرة ؗʺا يلي:وسʱʶʻعʛض  
نقــʨم بȄʨʴʱــل الʻʺــʨذج الȄʛاضــي للʺʶــألة الʺفʛوضــة مــʧ شــȞله العــام إلــى شــȞل نʤــامي  -1

 :الآتॽةمȞافئ له وذلʥ بʻʱفʚʽ ما يلʜم مʧ الإجʛاءات  

ــɹة مʴʱــʨلاً إضــاॽɾاً غʽــʛ ســالʖ    -أ , iy ≤ 0نʹــʅॽ إلــى (أو نʢــʛح مــʧ) ؗــل مʛʱاج
ــʨلات  ــʚه الʺʴʱـ ــʙخل هـ ــة, ونـ ــة خॽʢـ ــى معادلـ ــا إلـ ــى نʨʴلهـ ــʥ حʱـ ــال  iyوذلـ Ǽأمʲـ

  .ZمʶاوȄة للʸفʛ إلى ॼɺارة تاǼع الهʙف  

والʺʨجــʨدة فــي الʢــʛف الأǽʺــʧ أعــʙاداً غʽــib  ʛنʳعــل جʺॽــع الʨʲابــʗ العʙدǽــة   -ب
 ) إذا لʜم الأمʛ.-1سالॼة وذلʛʹǼ ʥب ʛʡفي الʺعادلة بـ(

ــʨل جʺॽـــع الʷـــʛوȋ الفʛدǽـــة ʽʴǼـــʘ نʳعـــل جʺॽـــع الʺʴʱـــʨلات الʙاخلـــة فـــي   -ج نʴـ
 ).jx ≤ 0معادلات الʨʺʻذج, غʛʽ سالॼة (
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نعʜل الʺʨʴʱلات غʛʽ الʺقʽــʙة ونʴــʚفها مــʧ الʻʺــʨذج Ȟؗــل, وذلــʶʴǼ ʥــابها مــʧ   - د
ــي ال ــها فــ ــادلات وتعȄʨʹــ ــʙف, ʺǼعــــʠ الʺعــ ــاǼع الهــ ــي تــ ــȐʛ وفــ ــادلات الأخــ عــ

 ʙعــǼ هــاʽدة إلʨــاً للعــॼل جانʜة العॽاها في عʺلʻمʙʵʱي اسʱالʺعادلات الǼ Ȏفʱʴون
حʸــʨلʻا علــى الʴــل الʺʲــالي, مــʧ أجــل حʶــاب ॽʀʺــة الʺʴʱــʨلات غʽــʛ الʺقʽــʙة 

 الʱي عʜلʻاها.

الʢǽ ȑʚلʖ مʻا جعله أصغʛ مــا Ȟʺǽــʧ نقــʨم  Lإذا ؗان تاǼع الهʙف مʧ الʨʻع   -ه
الʢǽ ȑʚلʖ جعله أكʛʰ ما ʧȞʺǽ وذلǼ ʥإجʛاء الȄʨʴʱــل   ZبȄʨʴʱله إلى الȞʷل  

 :الآتي

(1-1-3)  Z =  -L =  - c1x1 - c2x2 - c3x3……- cnxn - co →  Max 

  ونʳॽʱة لهʚه الʨʢʵات نʸʴل على شȞل نʤامي ؗالʱالي:

  :ʢǽلʖ إʳǽاد الʦॽʁ غʛʽ الʶالॼة للʺʨʴʱلات

(x1,x2,x3……xn,y1,y2……….ym ) 

  الʱي تعʻʽʢا أكॽʀ ʛʰʺة للʱاǼع الʢʵي:
(2-1-3)  z = p1x1+ p2x2+ p3x3+……+pnxn+ 0.y1+ 0.y2+..+0.ym+ po→ Max 

  وتʴقȘ الʛʷوȋ الॽʢʵة (الʺعادلات) الʱالॽة:

(3-1-3) 

a11x1+a12x2+a13x3+……..a1nxn+y1                       = b1 

a21x1+a22x2+a23x3+……..a2nxn+y2                       = b2 

a31x1+a32x2+a33x3+……..a3nxn+y3                       = b3 

………………………………………………. 

am1x1+am2x2+am3x3+……..amnxn+ym                 = b4 

  ʘʽإح  ʗابʨʲع الॽʺ0 ≤ن ج ib  لاتʨʴʱʺ0 ≤والj x   0 ≤و jy  .  

 ʧ وللʶهʨلة نʹع معــاملات الʷــȞل الʤʻــامي الʶــابȘ فــي جــʙول ؗالʳــʙول الʺʰـ̔ـ
 :الآتॽة وذلǼ ʥعʱؗ ʙاǼة تاǼع الهʙف ؗʺا يليالʸفʴة  

(4-1-3) P1x1 + p2x2 + p3x3 +….+ pnxn + 0 y1 +…0 ym = z - po 

 ʧʽلفʕالʺــ ʠعــǼ ــأنǼ ًــه، علʺــاʺॽʤʻورات تʛʹل ʛʽالأخ ʛʢʶاه في الʻوضع ʙوق
    ǽʹعʨنه في الʛʢʶ الأول ؗʺا هʨ وارد في الʨʺʻذج.
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  ʦ2ملف رق 
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نقʨم بȄʨʴʱل الʨʺʻذج الʤʻامي الʶابȘ إلى شȞل قاعȑʙ مʻاسʖ أȑ نقــʨم Ǽإʳǽــاد قاعــʙة  -2
  ʧلفة مʕذج مʨʺʻال ʥلʚأولى لm   ʚʽفʻʱب ʥلاً, وذلʨʴʱم ʜة  م ما يلॽــابʶʴاءات الʛالإجــ ʧمــ

 والʙʰʱيلॽة الʨاردة في هʚه الʨʢʵة أو في الʨʢʵات الʱي تلʽها:

ـــ( iyإذا ؗانــʗ جʺॽــع الʺʴʱــʨلات الإضــاॽɾة   -أ انــʗ 1ذات أمʲــال مʶــاوȄة ل +) وؗ
 ʙل واحــʨــʴʱــع الʺعــادلات (فــي ؗــل معادلــة مॽʺة فــي جʛــʷʱʻم iy  فــإن ,(Ȍفقــ

ـــة مــــــʧ الʺʴʱـــــــʨلات  ــــى مʕلفـــ هــــــʚه الʨضــــــॽɻة تʸـــــــلح لأن تؔــــــʨن قاعــــــʙة أولـــ
)m,…….,y2,y1(y  ʧلفـــة مـــʕة أولـــى مʙا علـــى قاعـــʻــل وȃـــʚلʥ نؔـــʨن قـــʙ حʸـ

 .m,…….,y2,y1(y(الʺʨʴʱلات الإضاॽɾة  

ــʙها نعʰʱــʛ الʺʴʱــʨلات  ʻوع) n,….x3, x2, x1(x  ــةǽʙقاع ʛــʽلات غʨــʴʱم
 ).7ونʱʻقل فʨراً إلى الʨʢʵة (

ʢع   -ب  m…..y2y 1(y(جʺॽـــع الʺʴʱــʨلات تʷـــʽȞل قاعــʙة أولـــى مـــʧ إذا لــʦ نʶــɦـ
اعॼʱــار إتʺامهــا وذلــǼ ʥفإنʻــا نʤʻــʛ فــي إمȞانॽــة  ،(لʨؔن Ǽعʠ إشــاراتها ســالॼة)

مʴʱــʨلات داخلــة فــي القاعــʙة الʱــي نʴॼــʘ عʻهــا (إذا الأخــǼ  Ȑʛعʠ الʺʴʱــʨلات  
  .)+)1كانʗ ذات أمʲال مʶاوȄة لـ(

ʧ إذا لــʦ نʸʴــل علــى قاعــʙة ؗاملــة   -ج ثــʦ نʴــاول أن نــʦʺʱ تʷــʽȞل القاعــʙة مــʧ بـ̔ـ
عـــȄʛʡ ʧـــȘ حʶـــاب أحـــʙ تلـــʥ  ،غʽـــʛ القاعǽʙـــة n,…,x2, x1(x(الʺʴʱـــʨلات 

الʺʴʱــــʨلات مــــʧ إحــــȐʙ الʺعــــادلات وتعȄʨʹــــه فــــي الʺعــــادلات الأخــــȐʛ وفــــي 
عــادلات واعॼʱــاره مʴʱــʨلاً معادلة تاǼع الهʙف وذلʥ مــʧ أجــل حʚفــه مــʧ تلــʥ الʺ

 .)3وفȘ الʨʢʵة (قاعǽʙاً  

وȂدخالــه فــي القاعــʙة عــȄʛʡ ʧــȘ مــʧ الʺعــادلات نقــʨم بʙʴʱيــʙ الʺʴʱــʨل الʺʻاســʖ لʚʴفــه  -3
, ثــʦ نʱʵــار الʺʴʱــʨل ذا أكʰــZ ʛدراسة أمʲال الʺʴʱــʨلات الʙاخلــة فــي ॼɺــارة تــاǼع الهــʙف 

sp  نإ(حʽــsx  ʘالʺقابــل للʺʴʱــʨل  spولــʧȞॽ  1في الʛʢʶ الأخʽــjp ،ʛالأمʲال الʺʨجॼة 

j= max p.( 

 
فإنʻا نʙʴد عʺʨد الارتؔاز بʨاسʢة اخॽʱار أكʲــʛ العʻاصــʛ ســالॽʰة مــMin  ʧتاǼع الهʙف مʧ الʨʻع   ؗانإذا    1

 ʛʽالأخ ʛʢʶال ʛاصʻع ʧʽبjp.  
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ــ̡ال   انــʗ جʺॽــع أم ــʛ̔ ؗاملــة وؗ ــʛ̔ مʨجॼــة   sxوȂذا ؗانʗ القاعʙة غ ــؗل شــيء نقــʨم    ، غ ــhل  ــ̒ا ق فإن
ــʨل   ɹـ ʱʺــار ال ــʢة اخॽʱـ ــʙة بʨاسـ ــʽȞل القاعـ ـ̫ ــام ت ـ̋ ــʙد    Ǽsxإت ــʛ عـ hـ ــل لأك ــʙها    jpالʺقابـ ـ̒ ــاً, وع ـ́ ǽأ

ـɹـʨل   ʱʺف الʚـɹـ عʙ ل ـʁـاهsx    ʦنʶـɦـ ǽ ʥلʚــȃام وʙضــه للانعــʛعǽ لا ʥة لأن ذلــʙدخالــه فــي القاعــȂو
  Ǽعʺʨد الارتؔاز.   sx, وʶȄʺى عʺʨد Zأكʛʲ مʧ غʛʽه في زȄادة ॽʀʺة الʱاǼع  

وذلʥ اعʱʺاداً علــى مʰــʙأ  sxمʻها الʺʨʴʱل  سʖʶʴʻنقʨم بʙʴʱيʙ الʺعادلة الʺʻاسॼة الʱي   -4
ʺعادلات خॽʢــة (أنʤــʛ الفقــʛة لȄʛʡقة (الʰʺʶلʝؔ) لإʳǽاد الʴلʨل القاعǽʙة غʛʽ الʶالॼة 

IV (ــل الأولʸف  ،فــي الفʛــʢــة فــي ال ǽدʙالع ʗابــʨʲة الॽʰم ســالʙــى عــ ــʴǽ ȑʚــافȎ عل ال
.ʧʺǽالأ 

ــة  ــة والʺʨجॼـ ــʛ الʲابʱـ ــع العʻاصـ ــʦॽ جʺॽـ ــʨم بʱقʶـ ــʚلʥ نقـ ــا  jbلـ ــة لهـ ــʛ الʺقابلـ ــى العʻاصـ علـ
(عʻاصــʛ عʺــʨد  1فــي مʱʵلــف الʺعــادلات sx(الʺʨجॼــة مʻهــا فقــȌ) مــʧ أمʲــال الʺʴʱــʨل 

), ثـــʦ نʱʵـــار أصـــغʛ الʶʻـــʖ الʻاتʳـــة ومʻهـــا نʴـــʙد عʸʻـــʛ الارتؔـــاز (وهـــsx ʨالʺʴʱـــʨل 
 sxمقــام الʶʻــॼة الʸــغȐʛ) وȃالʱــالي نʴــʙد معادلــة (ســʛʢ) الارتؔــاز الʺʻاســॼة لʶʴـــاب 

.Ȑʛالʺعادلات الأخ ʧفه مʚʴها لʻم  
  ʛشʕʺاب الʶʴǼ مʨنق ȑأ   ʘʽن:إ, ح  
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          :        0a is   

 ʨالارتؔاز ه ʛʸʻا أن عʻʽʢوهي تعtsa   ة هي الʺعادلةॼاسʻʺوأن الʺعادلة الt.2  

 
ʧ عʺــʨد الارتؔــاز (عʺــʨد   1 ) أȑ عʸʻــʛ مʨجــʖ فــإن ذلــǽ ʥعʻــي أنــه لا ʻʻȞʺǽــا حʶــاب ॽʀʺــة sxإذا لʦ يʱʹـ̋ـ

̒̒ الॼʶʻة   Ȟʺǽ ي أنه لاʻعǽ اʚل   ا, وهʨــʴʱʺال ʧمــ ʟلʵʱالsx قــةʢʻن مʨما تؔــʙــʻث عʙــʴالــة تʴه الʚولأن هــ .
ة مفʨʱحة Ǽاتʳاه تʜايʙ الʱاǼع  ʛؗʱʷʺل الʨلʴالz دʨجــʨم ʛــʽود, أو غʙʴم ʛʽالي غʲʺل الʴل أن الʨها نقʙʻوع .

. zلعــʙم إمȞانॽــة تʙʴيــʙه رغــʦ وجــʨد عــʙد ʽʰؗــʛ مــʧ الʴلــʨل الʺقʨʰلــة الʱــي تــʕدȑ إلــى تʽʰؔــʛ دائــʦ فــي ॽʀʺــة 
) ʦل رقȞʷ3-3وال.ʥضح ذلʨي (  

2  ʛشʕʺاب الʶح ʙʻف عʙإذا ص ʶة نʙا على عʻلʸحʖ :لʲة مȄاوʶʱم  
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 ʛاصʻالع ʙار أحॽʱا اخʻʻȞʺǽ الارتؔاز ʛʸʻع ʙيʙʴʱة فإنه لȄاوʶʱʺالtsa  أوksa....  ʛʸʻن عʨȞॽللارتؔاز.  اً ل
  سॼاب بʛمॽʳة ǽفʹل اخॽʱار أكʛʰها.ولʧؔ لأ
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)  tمــʧ جʺॽــع الʺعــادلات (مــا عــʙا الʺعادلــة    sxنʳــȑʛ الʶʴــاǼات اللازمــة لʴــʚف الʺʴʱــʨل   - 5
, وذلـــʥ وفـــȘ الʱعلॽʺـــات الʱـــي أوردناهـــا فـــي الفʸـــل  tلȞॽـــʨن مʴʱـــʨلاً قاعـــǽʙاً فـــي الʺعادلـــة  
 : غʨص) والʱي نلʸʵها Ǽالʨʢʵات الآتॽة   - دان الأول عʙʻ اسʱعʛاضʻا لȄʛʢقة (جار 

ــة   -أ ــʛ الʺعادلــ ــع عʻاصــ ــʦ جʺॽــ ــاز  tنقʶــ ــʛ الارتؔــ ــtsa  ʛʢعلــــى عʸʻــ ــʚ ســ ॽɾأخــ
 :الآتي الارتؔاز الȞʷل  

 )3 -1 -6 (  
ts

t

ts

1ts

ts

1ts

ts
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,0,0...
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a 
 

(عʻاصــʛ عʺــʨد الارتؔــاز أو عʺــʨد الʺʴʱــʨل  sنʳعــل جʺॽــع عʻاصــʛ العʺــʨد   -ب
sx اʙمــــا عــــ) ʛــــفʸة الȄــــاوʶم ( ʛــــʸʻفــــي الʺعادلــــة الع ȑʚالــــt  حॼأصــــ ȑʚالــــ

.(ʙاحʨاً للȄاوʶم 

ــȘ   -ج ʽʢل أو وفــ ـɦـ ــʙة الʺʶــ ــȘ قاعــ ــȐʛ وفــ ــʙة الأخــ ــʛ الʙʳيــ ــع العʻاصــ نʶʴــــʖ جʺॽــ
 :الآتॽة العلاقات  
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  ʙيʙول جʙل على جʸʴن ʥلʚȃكالآتي و:  
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ـ̋ـل لʺʱاǼعــة  - 6 ــى القاعــʙة الʱــي نʴــاول تʷــʽȞلها (أو تغʛʽʽهــا)  الع ــʙ إل ولإدخــال مʴʱــʨل جʙي
) والʱــي تلʽهــا 5) و (4) ونȘʰʢ ؗل مــا جــاء فʽهــا وفــي الʢʵــʨات (3نعʨد إلى الʨʢʵة (

.ʙيــʙول جʙــل علــى جــʸʴــى نʱــامي إلــى   حʤʻل الȞــʷل الʨــʴــى نʱــة حॽه العʺلʚر هــʛونؔــ
ـyـــل علــــى جــــʙول   ʴʻس ʥلʚـــȃو .(ةʙيــــʙة جʙـــل علــــى قاعــــʸʴأو ن) دʙــــʴم ȑʙل قاعــــȞشـــ

 ɹ   . الآتॽة ة  كالʙʳول الʺʧʽʰ في الʸف
ــʛʽ̫ إلــى أن الʺʴʱــʨلات القاعǽʙــة  ǽ ولʙــʳا الʚأن هــ Ȏنلاحــ    ʗʴॼأصــ)m…..x3x  , 2, x1(x  

  . m,…..y2, y1y n,…..xm+1(x(أصʗʴॼ    - وأن الʺʨʴʱلات الʛʴة  
 ʛــــʽغ ȑʙــــل القاعـــʴـــل علـــى الʸʴــــا نʻفإن ʛـــفʸة للȄـــاوʶة مʛــــʴلات الʨـــʴʱʺضـــع الʨȃو

  ʖالʶالآتي ال:  

)0......0,0,0,......,,( m321      
هʨ العʙد الʺʨجʨد فــي الʺȃʛــع الأǽʺــoq  ʧ, حʘʽ أن oz = qوهʨ الǽ ȑʚعʻʽʢا أن ॽʀʺة 

  الʶفلي.
  

) وهʻــا oqمــʧ جʙيــʙ (مــا عــʙا  Zنقــʨم بʙراســة جʺॽــع أمʲــال الʺʴʱــʨلات فــي ॼɺــارة الʱــاǼع  -7
  ʧʽʱالʴال Ȑʙن أمام إحʨؔن ʧʽʱʽالآت: 

ــjq  ʥإذا ؗانــʗ جʺॽــع الأمʲــال   -أ ــإن ذل ــة ف ॼجʨم ʛــʽة غʛــʴلات الʨــʴʱʺــة لل الʺقابل
الʴــل الʺʲــالي. ونʸʴــل علॽــه بʨضــع جʺॽــع الʺʴʱــʨلات  إلىǽعʻي أنʻا تʨصلʻا 

ȑʚالــ ʖــالʶال ʛــʽغ ȑʙــل القاعــʴــل علــى الʸʴʻف ʛــفʸة للȄــاوʶة مʛــʴــل  الʲʺǽ
 ي هʚه الʴالة ʶǽاوȑ:الʴل الʺʲالي الʺʢلʨب وهʨ ف

)0......,0,0,0,.......,,,( m321   



 98

  ʦ4ملف رق  



 99

, وȃــʚلʥ نؔــʨن قــʙ حʸــلʻا o= q ZتʶــاوZ  ȑوȄعʻʽʢا أكʛʰ قʺة للʱاǼع الʢʵي 
    1.على الʴل الʺʲالي الʺʢلʨب, وʱʻȄهي العʺل

 jqأمــا إذا ؗانــǼ ʗعــʠ الأمʲــال الʺقابلــة للʺʴʱــʨلات الʴــʛة فــي الʶــʛʢ الأخʽــʛ   -ب
مʨجॼــة (واحــʙ مʻهــا علــى الأقــل). فــإن ذلــǽ ʥعʻــي أنʻــا لــʦ نʨʱصــل علــى الʴــل 
الʺʲالي الʺʢلʨب, وعلʻʽــا فــي هــʚه الʴالــة أن نʴــʚف الʺʴʱــʨلات الʴــʛة الʺقابلــة 

 ) وما يلʽها.3الʺʨجॼة لʚلʥ نعʨد إلى الʨʢʵة (  jqلؔل 

ʵلʟ مـــʧ جʺॽـــع الأمʲـــال  الʺʨجॼـــة ونʸʴـــل  jqونؔـــʛر هـــʚه العʺلॽـــة حʱـــى نــɦـ
  :الآتॽة على الʴل الʺʲالي الʺʢلʨب, أو نʨʱصل إلى إحȐʙ الʱʻائج الʺʙʴدة  

لا يʨجʙ حل مʲالي ʨؗ ʖʰʶǼن مʢʻقة الʴلʨل مفʨʱحــة Ǽاتʳــاه تʜايــʙ الʱــاǼع  ­
z.د الارتؔازʨʺفي ع ʖجʨم ʛʸʻد عʨم وجʙع ʧم ʥل على ذلʙʱʶون . 

Ȑʨ الʱــاǼع  ­ ʖ ؗــʨن مʶـɦـ يʨجــʙ عــʙد لانهــائي مــʧ الʴلــʨل الʺʲالॽــة وذلــʶǼ ʥـhـ
z   ل علــىʙʱــʶة, ون ʛؗʱــʷʺل الʨلــʴقة الʢʻح مʢأضلاع أو أس ʙاً لأحȄازʨم

ذلʥ مʣ ʧهــʨر صــفʛٍ فــي الʶــʛʢ الأخʽــʛ مقابــلٍ لأحــʙ الʺʴʱــʨلات الʴــʛة, 
.ʛʽالي الأخʲʺل الʴول الʙفي ج 

 
, فــإن ذلــǽ ،kx ʥقابــل الʺʴʱــʨل غʽــʛ القاعــkq  ȑʙن إحkq  ʘʽ 0 =مʲل معʙوماً  jqإذا ؗان أحʙ الأعʙاد  1

مʨازȄــاً لأحـــz  ʙعʻـــʙها Ȟǽــʨن خـــȌ تــاǼع الهـــʙف  هǽعʻــي أنــه يʨجـــʙ عــʙد لانهـــائي مــʧ الʴلـــʨل الʺʲالॽــة. (لأن ــ
) وʻʻȞʺȄا الʨʸʴل على حل مʲالي قاعȑʙ آخʛ بʰʱــʙيل الʺار Ǽالʴل الʺʲالي  أضلاع مʢʻقة الʴلʨل الʺقʨʰلة

) ومــا يلʽهــا, Ǽ3أحʙ مʴʱــʨلات القاعــʙة الأخʽــʛة, وذلــʥ وفــȘ القʨاعــʙ الــʨاردة فــي الʢʵــʨة (  kxالʺʨʴʱل الʺقابل  
  هʨ عʺʨد الارتؔاز. kxحʘʽ سʻعʛʰʱ أن عʺʨد 

  . oz = qوهي   zونʳॽʱة لʚلʥ سʸʴʻل على حل مʲالي قاعȑʙ آخǽ ʛعʻʽʢا نفʝ الॽʁʺة الȐʛʰؔ ل ـ
 ʧعلاقــة مــ Șوفــ ʧʽقǼــاʶال ʧʽلــʴــي للʢخ ʖــʽ ʛؗت ȑة أʢاســʨة بॽالʲʺل الʨلʴة الॽʁǼ ل علىʨʸʴا الʻʻȞʺǽ كʺا

  الȞʷل:
Q)1(Px    

10حʘʽ أن     وأن ,  ة, وأنॽالʱʱاً مʺॽʀ ʚتأخP  الي الأول وʲʺل الʴة الʢهي نقQ  ــةʢهي نق
  .ǽzعʻʽʢا نفʝ الॽʁʺة الȐʛʰؔ لـ بʻʽهʺا وهʨ هʨ أȑ حل مʲالي آخx  ʛالʴل الʺʲالي الʲاني وان  
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­  ʥوذلـــ (ـــاليʲحــل م ȑد أʨم وجـــʙـــالي عــʱالȃو) لʨـــʰحــل مق ȑد أʨم وجـــʙعــ
 ـ́ــ ــʛوȋ لॼعʹـــها Ǽع ʖ تعـــارض الʷـ ــʙم اً ʶǼــhـ ــʥ مـــʧ عـ ــʙʱل علـــى ذلـ , ونʶـ
 ʗابʲاد الʙع) ʖجʨم ʛʸʻع ȑد أʨوجi  ʥلأن ذلــ ,ʛʢالأســ ʙفي أح (

ʶǽــǽ ʛأخــॽʀ ʚʺــة ســالॼة بʻʽʺــا Ȟǽــʨن الʢــʛف الأǽʺــǽ ʧعʻʽʢــا أن الʢــʛف الأ
i.عارضةʱم ȋوʛʷال ʗث إلا إذا ؗانʙʴǽ أن ʧȞʺǽ ا لاʚوه , 

ــȑʚ حʸـــلʻا علॽـــه ʴǽقـــȘ الʷـــʛوȋ الʺفʛوضـــة  -8 ــʨم ǼـــالʴʱقȘ مـــʧ أن الʴـــل الʺʲـــالي الـ نقـ
ॼاتــه فــي جʺॽــع الʷــʛوȋ وفــي تــاǼع  ZوȄعʻʽʢا نفʝ الॽʁʺــة   ʛؗم ʠȄʨعــʱب ʥوذلــ ,Ȑʛــʰؔال

 الهʙف نفʶه.

:ȏدʗال عʰم  

ʙʵام  قʨم ʴǼــــل الʺʲــــال الــــȑʚ قʺʻــــا ʴǼلــــه بॽانـــاً فــــي الفʸــــل الʲالــــʘ وذلــــǼ ʥاســـɦـ ســـ̒
  خʨارزمॽة (الʰʺʶلʝؔ) الʶاǼقة.

 ʧة لؔل مʺॽʀ ادʳǽإ ʖلʢǽ)2, x1(x :عǼاʱة للʺॽʀ ʛʰانا اكॽʢتع ʧʽʱالل  
Max5x2x5z 21   

  ȋوʛʷال ʧʺض ʥةوذلॽالآت:  
4xx 21     

1x2x3 21   

4xx 21    
5x 2   

6x
2

1
x 21   

0x,0x 21   
  :الʴل

ʴــʨل هــʚا الʻʺــʨذج إلــى الʷــȞل الʤʻــامي وذلــǼ ʥإضــافة (أو ʡــʛح) مʴʱــʨل إضــافي  ن 
) فʸʴʻـــل  - 1إلــى ؗــل مــʧ الʺʛʱاجʴــات الʶــاǼقة وضــʛب ʛʡفــي الʺعادلــة الʲانॽــة والʲالʲــة بـــ ( 

  : الآتيعلى الʨʺʻذج الʺȞافئ 



ʕابʦʰال  

 B  
ym .... y3 y2 y1  xn  .... x3 x2 x1 

  الʦʲʯʸلات

  القاعʗة
  الʸعادلة

b1 ١ ٠ ٠  .... ٠ a1n .... a13 a12 a11 y1 1 

b2 ٠ ١ ٠ .... ٠ a2n .... a23 a22 a21 y2 2 

b3 ٠  .... 1  0 0  a3n  .... a33 a32 a31 y3 3 

....  ....  ....  ....  ....  ....  ....  ....  ....  .... ....  y4  ....  

bm ٠  ٠  ٠  ....  ١  amn .... am3  am2  am1 
y5 m 

Z-po 0 .... 0 ٠  0  pn .... p3 p2  p1 فʙع الهǼتا  

والʴفــاȍ علــى  لقــʙ وضــعʻا الʶــʛʢ الأخʽــʛ الʺʸʵــʟ لʱــاǼع الهــاتف علــى شــȞل يʻاســʖ الأســʛʢ الأخــȐʛ وذلــʥ لʶʱــهʽل العʺــل: ملاحʢــة
  .شȞل الʺعادلات



  
  

ʕابʦʰال ..ym yt y2.. y1 xn …. xs+1 xs xs-1 …. x2 x1  لاتʦʲʯʸال 

1b  ..0 tn1a   0.. 1 n1a   …. 1s1a   0 1s1a   …. 12a   11a   y1 

2b  ..0 tn2a   1.. 0 n2a   …. 1s2a   0 1s2a   …. 22a   21a   y2 

…. …. …. …. …. …. …. …. …. …. …. …. …. …. 

ts

t

a

b
 ..0 

ts

ttn

a

a   0.. 0 
ts

a

a tn  …. 
ts

1ts

a

a   1 
ts

1ts

a

a   …. 
ts

2t

a

a  
ts

1t

a

a  xs 

…. …. ….. …. …. …. …. …. …. ….. …. …. …. …. 
…. …. …. …. …. …. …. …. ….. ….. ….. ….. …. …. 

mb  ..1 tmna   0.. 0 mna   …. 1msa   0 1msa   …. 2ma   1ma   ym 

opz   ..0 tnp   0.. 0 np  …. 1sp   0 1sp   …. 2p  1p   

 



  
  

ʕابʦʰال ..ym yt y2.. y1 xn …. xs+1 xs xs-1 …. x2 x1  لاتʦʲʯʸال 

1b  ..0 tn1a   0.. 1 n1a   …. 1s1a   0 1s1a   …. 12a   11a   y1 

2b  ..0 tn2a   1.. 0 n2a   …. 1s2a   0 1s2a   …. 22a   21a   y2 

…. …. …. …. …. …. …. …. …. …. …. …. …. …. 

ts

t

a

b
 ..0 

ts

ttn

a

a   0.. 0 
ts

a

a tn  …. 
ts

1ts

a

a   1 
ts

1ts

a

a   …. 
ts

2t

a

a  
ts

1t

a

a  xs 

…. …. ….. …. …. …. …. …. …. ….. …. …. …. …. 
…. …. …. …. …. …. …. …. ….. ….. ….. ….. …. …. 

mb  ..1 tmna   0.. 0 mna   …. 1msa   0 1msa   …. 2ma   1ma   ym 

opz   ..0 tnp   0.. 0 np  …. 1sp   0 1sp   …. 2p  1p   
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  ʢǽلʖ إʳǽاد أكॽʀ ʛʰʺة للʱاǼع:
Max5y0y0y0y0y0x2x5z 5432121   

  ȋوʛʷال ʧʺض ʥةوذلॽالآت:  
4yxx 121   

1yx2x3 221   

4yxx 321   

5yx 42   

6yx
2

1
x 521   

x1 ≥  0,    x2 ≥ 0,    y1 ≥ 0,    y2 ≥ 0,    y3 ≥ 0,    y4 ≥ 0,    y5 ≥ 0 

وأن الʨʲابــʗ العʙدǽــة أصــʗʴॼ  ،وهʻــا نلاحــȎ أن الʺʛʱاجʴــات انقلʰــʗ إلــى معــادلات
مʹـــʛوȃة Ǽأمʲـــال صـــفȄʛة, وأن عـــʙد  z, دخلـــʗ فـــي ॼɺـــارة iyوأن الʺʴʱـــʨلات  ،كلهـــا مʨجॼـــة
, نʹــع هــʚه الʺعــاملات فــي جــʙول نʤــامي 5, بʻʽʺــا عــʙد الʺعــادلات 7 أصــॼح الʺʴʱــʨلات

  ي:تكالآ

ib  y5 4y 3y  2y 1y 2x 1x 
  الʦʲʯʸلات

  الʸعادلات
4  0  0  0  0  1  1-  1 1  

1  0  0  0  1-  0  2-  3  2  

4  0  0  1  0  0  1-  1-  3  
5  0  1  0  0  0  1  0  4  
6  1  0  0  0  0  2/1 -  1  5  

Z+5 0  0  0  0  0  2  5  فʙع الهǼتا  

ʧلأن  ومــ ʥة وذلــʜة جــاهʙــة قاعــǽــاك أʻه ʙجــʨــه لا ت دراســة هــʚا الʳــʙول نلاحــȎ أن
). ولهʚا فإنه علʻʽا أن نʘʴॼ عʧ قاعʙة أولى لهــʚه الʺʶــألة ثــʦ نʴॼــʘ -1تʶاو2y ) ȑأمʲال  

  عʧ الʴل الʺʲالي الʺʢلʨب.

نلاحــȎ وجــʨد عʸʻــʧȄʛ مــʨجZ   ʧʽʰومʧ دراسة أمʲال الʺʴʱــʨلات فــي ســʛʢ الʱــاǼع  
  على الʛʱت2x .ʖʽو  1x) الʺقابلʧʽ لـ 2) و (5هʺا (
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ــʙد ( ــʨ العـ ــا وهـ ــار أكʛʰهʺـ ــʚلʥ نʱʵـ ـــ 5لـ ــʨد الأول 1x) الʺقابـــل لـ ــʚلȞǽ ʥـــʨن العʺـ , وȃـ
  ) وهʨ عʺʨد الارتؔاز.1x(عʺʨد  

لʱعȄʨʹــه فــي الʺعــادلات الأخــ1x  Ȑʛولʙʴʱيʙ الʺعادلة الʱي ʖʳǽ أن نʖʶʴ مʻهــا 
 ʛشــʕʺــة الʺॽʀ ʖــʶʴن   دʨالعʺــ ʛاصــʻع ʦॽــʶقʱم بʨونقــtB  دʨــة لعʺــॼجʨʺال ʛاصــʻعلــى الع

  فʙʳʻ أن:الارتؔاز ونʱʵار أصغʛها  

3

1

1

6
,

3

1
,

1

4
Min 



  

 ،) الʨاقــــع فــــي الʺعادلــــة (الʶــــʛʢ) الʲانॽــــة3أȑ أن عʸʻــــʛ الارتؔــــاز هــــʨ العــــʙد (
مـــʧ هــــʚه الʺعادلــــة وتعــــʱʺॽʀ ʠȄʨــــه فــــي  1xلــــʚلʥ نقــــʨم ʶʴǼــــاب  حʶـــʖ القʨاعــــʙ الʶــــاǼقةو 

 Ȑʛقة الʺعــادلات الأخــǼــاʶال ʙاعــʨالق ʖــʶــل حʸʴن ʥــة علــى ذلــॼتʛʱʺات الǼــاʶʴــة للʳॽʱون ,
  :الآتيعلى الʙʳول  

ib  y5 4y 3y  2y 1y  2x 1x 

  الʦʲʯʸلات 
  مʦʲʯلات 
  القاعʗة في الʸعادلات 

3

11  0  0  0  
3

1  1  
3

1
  0 1y  

3

1  0  0  0  
3

1
  0  

3

2
  1  1x  

3

13  0  0  1  
3

1
  0  

3

5
  0  x3 

5  0  1  0  0  0  1  0  y4 

3

17  1  0  0  
3

1  0  
6

1  0  y5 

Z +
3

10
 0  0  0  

3

5  0  
3

  تاǼع الهʙف   0  16

Șابʶول الʙʳا أنه   إن الʻل ʧʽʰي ʙلات قʨــʴʱʺال ʧلفــة مــʕة أولــى مʙا علــى قاعــʻــلʸح
)5y 4y 3, y1, x1(y   ʖالʶال ʛʽغ ȑʙل القاعʴا الʻʽʢةوتعॽالآت:  
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)
3

17
,5,

3

13
,0,

3

11
,0,

3

1
(   

  تʶاوZ :ȑوهǽ ʨعʻʽʢا ॽʀʺة لـ  

3

10
z

3

10
z0   

 ʧʽʰجʨمــ ʧديʙعــ ʧʺــʹʱأنــه مــا زال ي Ȏنلاحــ ʛــʽالأخ ʛʢــʶال ʛاصــʻدراســة ع ʧومــ
  ) وهʚا ǽعʻي أنʻا لʦ نʨʱصل إلى الʴل الʺʲالي Ǽعʙ.3/5) و (3/16هʺا (

) ʛʰد الأكʙار العʱʵن ʥلʚده  3/16لʨʺع ʛʰʱ2الʺقابل لـ ) ونعx دʨʺل اً ع ʦلارتؔــاز ثــ
  ʛشʕʺة الʺॽʀ ʖʶʴن  :أن ʙʳʻف  

1

5

6/1

3/17
,

1

5
Min 



  

) ʛــʸʻالع ʨالارتؔــاز هــ ʛــʸʻأن ع ȑــاب 1أʶʴǼ مʨنقــ ʥلʚــع, لــǼاʛال ʛʢــʶفــي ال (
2x  ــل علــىʸʴات نǼــاʶʴــة للʳॽʱون,Ȑʛــه فــي الʺعــادلات الأخʹȄʨعــة وتعǼاʛالʺعادلــة ال ʧمــ

  :الآتيالʙʳول  

ib 5y 4y  3y 2y 1y  2x 1x 

  الʦʲʯʸلات 
  مʦʲʯلات  

  في الʸعادلات  القاعʗة 

3

16
 0 0 0 

3

1
 1 0 0 1y 

3

11
 0 0 0 

3

1
 0  0 1 1x 

3

38
 0 0 1 

3

1
 0 0 0 3y  

5 0 1 0 0 0 1 0 2x 

6

29
 1  0  0 

3

1
 0  0  0 5y 

3

70
Z  0  

3

16
 0  

3

5
  تاǼع الهʙف   0  0  0 
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ʧاً  ومــʛــʸʻع ʧʺــʹʱأنــه مــا زال ي Ȏنلاحــ ʛــʽالأخ ʛʢــʶال ʛاصــʻا لعʻ خــلال دراسـɦـ
) ʨه ʛاً آخॼجʨاً مʙʽب.5/3وحʨلʢʺالي الʲʺل الʴصل إلى الʨʱن ʦا لʻي أنʻعǽ اʚوه (  

ــʚلʥ نعʰʱــــʛ عʺــــʨد   ـــ    2yلــ الʺقابــــل لــ
3

5
ــاز ونʶʴــــʖ   ل اً عʺــــʨد     ــة  مʻــــه  لارتؔــ ॽʀʺــ

  ʛشʕʺال :  

3/1

6/29

3/1

3/16
,

3/1

6/29
Min 



  

) ʛـــʸʻالع ʨالارتؔـــاز هـــ ʛـــʸʻأن ع ȑ3/1أ ʥلʚــ ) الʨاقـــع فـــي الʶـــʛʢ الʵـــامʝ, لـ
  مʧ الʺعادلة الʵامʶة وتعȄʨʹه في الʺعادلات الأخ2y .Ȑʛنقʨم ʶʴǼاب  

  :الآتيونʳॽʱة للʶʴاǼات الʺʛʱتॼة على ذلʥ نʸʴل على الʙʳول  

ib 5y 4y 3y 2y 1y 2X 1x 

 الʦʲʯʸلات 
 القاعʗة 

2

1  
3

1
 

2

1
 0 0 1 0 0 1y  

6

51
 

3

1
 

2

1
 0  0 0 0 1 1x 

6

105
 

3

1  
2

3
 1 0 0 0 0 3y 

5  0 0 0  0 0 1 0 2x 

2

29
 1 

2

1
 0 1 0 0 0  2y  

6

285
Z   

3

5
  

6

11
  0 0 0 0  0    

وهــʚا  ،نلاحــȎ أن جʺॽــع عʻاصــʛ الʶــʛʢ الأخʽــʛ قــʙ أصــʗʴॼ غʽــʛ مʨجॼــة وهȞــʚا
 ʧȄʛــʴال ʧʽلʨــʴʱʺضــع الʨــه بॽــل علʸʴب, ونʨلــʢʺــالي الʲʺل الʴا إلى الʻصلʨت ʙا قʻي أنʻعǽ

  (ʧʽيʙالقاع ʛʽغ)= 4 0= y 5y :ل على أنʸʴʻف  

2

1
y,5.8

6

51
x 11    
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5.14
2

29
y,5x 22   

5.17
6

105
y 3   

  :الآتيوȄأخʚ الʴل الʺʲالي الȞʷل  

)0,0,5.17,5.14,
2

1
,5,5.8(  

اكʰــॽʀ ʛʺــة لـــ  أنوȄعʻʽʢــا  2, x1(x(Ǽالॼʶʻة للʺʨʴʱلʧʽ  8.5),(5وهǽ ʨقابل الʻقʢة 
Z  :ȑاوʶت  

5.47Z
6

285
Z0   

ʧ, وأن  ــة مــــع نʳॽʱــــة الʴــــل الॽʰــــاني نلاحــــȎ تʢــــابȘ الʱʳॽʱʻـــ̔ـ وȃʺقارنــــة هــــʚه الʳॽʱʻــ
ثــʦ انʱقلʻــا إلــى  0 (0 , 0)خʨʢات الʴل الʱي مʛرنا بها تعʻي أنʻا ʻؗا في الʙʰاǽة في الʻقʢة 

ثــʦ انʱقلʻــا إلــى نقʢــة الʴــل الʺʲــالي  e(11/3 , 5)ثــʦ انʱقلʻــا إلــى الʻقʢــة  a(1/3 , 0) الʻقʢــة
d(8.5, 5) ʦل رقȞʷعلى ال ʥل    (2-1), قارن ذلʸانيفي الفʲال.  
  

II- :خوارزمية (السمبلكس) المعدلة  

:ʗʻهʸت  

 ʙقــʱة نعʛاشــॼʺال (ʝؔلʰʺــʶال) ــةॽارزمʨʵا ل أن القــارȏ قــʙ لاحــȎ مــʧ خــلال اسʱعʛاضـ̒ـ
 ʧر مــʛؔــʱها) تʙاء أحــʻʲ ɦاســǼ) ــةǽʙلات القاعʨــʴʱʺة الʙأن أعʺــ ,ȑدʙــال عــʲقهــا علــى مॽʰʢوت
 ʧأنــه مــ ʧ جــʙول إلــى آخــʛ بــʙون أȑ تغʽــʛ فــي عʻاصــʛها, لــʚلʥ رأȐ الʽʲؔــʛ مــʧ الʺʸʱʵـ̔ـ
الأفʹل أن نقʨم Ǽاخʸʱار جʙاول الʶʴاǼات (الʙʽوȄة والآلॽة), ʽʴǼــʘ نʳعلهــا تقʸʱــʛ علــى 
ــʛؗʚنا  ʱول لʙــʳــار الʶǽ ــة علــىǽʙلات القاعʨــʴʱʺمــع وضــع ال Ȍــة فقــǽʙالقاع ʛــʽلات غʨــʴʱʺال

  دائʺاً بʨجʨد القاعʙة وȃالʺʨʴʱلات الʱي تʻʺʹʱها.

ولإجʛاء ذلــʥ الاخʸʱــار نقــʨم ʱȞǼاǼــة الʺعــادلات الॽʢʵــة للʻʺــʨذج الʤʻــامي Ǽعــʙ أن 
  :الآتيعلى الȞʷل    ʨن قʙ حʨلʻاها إلى شȞلها القاعȑʙنؔ
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  : الآتي أما تاǼع الهʙف فॼʱؔʻه على الȞʷل 

Maxqzxq.....xq.....xq.....xqxq onnssss2211   

  ʛʸʱʵول مʙه الʺعادلات ووضعها في جʚا نقل معاملات هʻʻȞʺǽ ʥلʚȃكالآتيو :  
 

i  nx … sx … 2x 1x 

  حʙة مʦʲʯلات
  القاعʗة مʦʲʯلات 

1  n1 … s1 ... 12  11 y1 

2  n2 … s2 … 22  21  2y 

…. .... … …. … …. …. …. 
t  tn  … ts  … 2t 1t ty 

…. …. … …. … ….. ….. ….. 
m  mn … ms … 2m 1m my  

oq-Z nq … sq  … 2q 1q  فʙع الهǼتا  

ǽأخــॽʀ ʚʺــة  Zوॼʡقاً لʺا أوردناه في الʨʵارزمॽة الʺॼاشʛة فإنــه لʳعــل الʱــاǼع الʢʵــي 
ʧ أحـــʙ الʺʴʱــʨلات غʽـــʛ القاعǽʙــة ومʴʱـــʨلاً قاعــǽʙاً, لـــʚلʥ نقـــʨم  أكʰــʛ فـــأكʛʰ نʳــȑʛ تʰـــʙيلاً بــ̔
بʙʴʱيــʙ عʸʻــʛ الارتؔــاز عــȄʛʡ ʧــȘ الʴॼــʘ عــʧ الʺʴʱــʨل غʽــʛ القاعــȑʙ ذȑ أكʰــʛ الأمʲــال 

 ʧȞॽولـــ ʛـــʽالأخ ʛʢـــʶـــة فـــي الॼجʨʺالsq  د الʺقابـــلʨــاز, (العʺـــ ونعʰʱـــʛ عʺـــʨده عʺـــʨداً للارتؔـ
مــʧ الʺʴʱــʨلات غʽــʛ القاعǽʙــة إلــى الʺʴʱــʨلات القاعǽʙــة,  sx) وعلॽــه نقــʛر نقــل sxللʺʴʱــʨل 

 ʖــʶʴة ونʛاشــॼʺــة الॽارزمʨʵــات الʺॽعلʱال ʝع نفॼʱله نʴل مʴǽ ȑʚيل الʙʰل الʨʴʱʺال ʙيʙʴʱول
  ʛشʕʺة الʺॽʀ  :ض أنʛʱنف ʘʽح  

 )3 -2 -1 (  

1nn1ss12121111 x.....x....xxy   

2nn2ss22221212 x.....x.....xxy   
 ..........................................................  

tntnsts22t11tt x.....x.....xxy   
 ..........................................................  

nnmnsms22m11mm x.....x.....xxy   
 

 )3 -2 -2 (  
ts

t

is

i

i
Min 














                            
0

0

is

i



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, أty ȑهـــʨ عʸʻـــʛ الارتؔـــاز وهـــǽ ʨقابـــل الʺʴʱـــʨل القاعـــts  ȑʙوهـــʚا ǽعʻـــي أن 
ــʙيل  ʰʱم بʨــا أن نقــʻʽعل ʖــʳǽsx  لʨʴʱʺــال Ǽty  حॼــʸॽاً  الأوللǽʙقاعــ،  ,ȑʙقاعــ ʛــʽــاني غʲوال

ــʙ ثــʦ إجــʛاء الʶʴــاǼات الʺʛʱتॼــة ــʚلʥ نقــʨم بʰʱــʙيل مʨضــعʽهʺا فــي الʳــʙول الʙʳي ــʥ  ل علــى ذل
  والʱي نلʸʵها Ǽʺا يلي:

ثـــــʦ تعȄʨʹـــــه فـــــي  tمـــــʧ الʺعادلـــــة  sxعلʻʽـــــا أن نقـــــʨم ʶʴǼـــــاب  tyبــــــ  sxلʰʱـــــʙيل 
  الʱي تʶاوt :ȑالʺعادلات الʺȞافʯة للʺعادلات الأولى, ولʨʱضॽح ذلʥ نأخʚ الʺعادلة  

tntnsts22t11tt x...x......xxy   

  : الآتي على الȞʷل   أولاً   فإنه علʻʽا أن نʰʱؔها   tyبـ    sxومʻها نʙʳ أنه إذا أردنا تʙʰيل  

ts

t
n

ts

tn
t

ts

2

ts

2t
1

ts

1t
s x...y

1
.....xxx



















  

  ومʻها نʸʴل على أن:

)3-2-3 (  n

ts

tn
t

ts

2

ts

2t
1

ts

1t

ts

t
s x...y

1
....xxx



















  

 ʠȄʨــ ــى مـــsx ) ʧوʱȃعـ ــʙ أن الʺعادلـــة الأولـ ــȐʛ نʳـ ) 1-2-3فـــي الʺعـــادلات الأخـ
  تأخʚ الȞʷل الʱالي:

1nn1

n

ts

tn
t

ts

2

ts

2t
1

ts

1t

ts

t
ts2121111

x....

xy
1

....xx.....xxy































  

  : أن  وȃإصلاحها نʸʴل على

)3-2-4 (  






































ts

t
s11n

ts

tn
s1n1

t

ts

s1
2

ts

2t
s1121

ts

1t
s1111

x..

y.....x)(x)(y

  

ʙــʳن ʥلʚــ ) تأخــʚ 1-2-3أن ؗــل مــʧ الʺعــادلات الأخــȐʛ فــي الʳʺلــة الʶــاǼقة (  وؗ
), وȂذا رمʜنــا للʺعــاملات الʙʳيــʙة 4-2-3(شــȞلاًً◌ مʷــابهاً لʺــا أخʚتــه الʺعادلــة الأولــى فــي 
  نʙʳ أن: j'qو   i'و   ij'للʺʨʴʱلات في الʳʺلة الʙʳيʙة Ǽالʛمʨز الʱالॽة:  
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وتʶʴــʖ أǽʹــاً مــʧ علاقــة    'jqوȃالॼʶʻة لʺعاملات تــاǼع الهــʙف الʙʳيــʙة فʛʻمــʜ لهــا بـــ  
  مʷابهة هي: 

  ʘــʽن  إ ح(i: 1,2,3,…m)   و Ȃ  ن(j=1,2,3…n)   و Ȃ  نi  t    وj  s    ʝوهــي نفــ
̋ العلاقـــات الʺʶـــʙʵʱمة فـــي الʨʵارزمॽـــة الʺॼاشـــʛة, ولʻؔهـــا   ــ عʸʻـــʛ الارتؔـــاز نفʶـــه ولا    ل لا تʷـ

وȂذا وضـــــعʻا  لأنهـــــا تʶʴـــــȄʛʢǼ ʖقـــــة أخـــــȐʛ  عʻاصـــــʛ ســـــʛʢ الارتؔـــــاز ولا عʻاصـــــʛ عʺـــــʨده,  
  : الآتي   الʺعاملات الʙʳيʙة في جʙول ؗالʶابȘ نʸʴل على الʙʳول 

i' xn … yt … x2 x1 

 الʦʲʯʸلات 
 القاعʗة

1'  n1'  … 
ts

s1




 … 12'  11'  y1 

2'  n2'  … 
ts

s2




 … 12'  11'  y2 

.... …. …. …. …. …. …. …. 

ts

t




 
ts

tn




 … 
ts

1


 … 

ts

2t




 
ts

1t




 xs 

… … … … … … … …. 

m'  mn'  … 
ts

ms




 … 2m'  1m'  ym 

z-q'o q'n … 
ts

sq




 … q'2 q'1 فʙع الهǼتا  

  وهʻا نلاحȎ أن العʻاصʛ الʙʳيʙة الʺقابلة لʛʢʶ وعʺʨد الارتؔاز تʖʶʴ ؗʺا يلي:

)3-2-5 (  
ts

tjisijts

ts

ti

isijij ''








  

)3-2-6 (  
ts

tisits

ts

t
isii' 







  

)3-2-7 (  
ts

stjjts

ts

s
tjjj

qqq
q'q







  
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في الʙʳول الʙʳيʙ مʶاوȄاً لʺقلȃʨه    tsنʹع العʛʸʻ الʺقابل لعʛʸʻ الارتؔاز   - 1
ts

1


   . 

2- ʢـــʶال ʛاصـــʻع ʖـــʶʴنʛ  ʦॽـــʶقʱب (الارتؔـــاز ʛـــʸʻا عʙمـــا عـــ) الارتؔـــاز ʛʢـــʶالʺقابـــل ل
 .tsعʻاصʛ سʛʢ الارتؔاز على عʛʸʻ الارتؔاز  

ــاز -3 ــا عـــʙا عʸʻـــʛ الارتؔـ ــاز (مـ ــʦॽ  )نʶʴـــʖ عʻاصـــʛ العʺـــʨد الʺقابـــل لعʺـــʨد الارتؔـ بʱقʶـ
 ).-1ثʦ ضȃʛها بـ ( tsعʻاصʛ عʺʨد الارتؔاز على عʛʸʻ الارتؔاز  

), 7-2-3() و6-2-3() و5-2-3أمـــا ॽʁǼـــة العʻاصـــʛ فʶʴʱـــʖ وفقـــاً للعلاقـــات (
ــاǼع الʢʵـــي  ــʚه  ZولʺʱاǼعـــة تʽʰؔـــॽʀ ʛʺـــة الʱـ ــالي الʺʢلـــʨب نؔـــʛر هـ والʴॼـــʘ عـــʧ الʴـــل الʺʲـ

غʽــʛ مʨجॼــة, حʽــʘ فــي الʶــʛʢ الأخʽــʳjq  ʛعــل جʺॽــع العʻاصــʛ حʱــى ن العʺلॽــات الʙʰʱيلॽــة
ʥل ذلʙــع   نــهأعلى    يॽʺضــع جʨــه بॽــل علʸʴن ȑʚب, والــʨلــʢʺــالي الʲʺــل الʴا إلــى الʻصــلʨت

القاعǽʙــــة مʶـــاوȄة للʨʲابــــʗ غʽــــʛ القاعǽʙـــة مʶــــاوȄة للʸـــفʛ فʸʱــــॼح الʺʴʱـــʨلات الʺʴʱـــʨلات 
.ʧʺǽف الأʛʢة في الǽدʙالع  

  خʦʠات الʦʳارزمॻة الʸعʗلة:
ل الʱــي أوردناهــا فــي خʨارزمॽــة (الʶــʺʰلʝؔ) الʺॼاشــʛة ʻʻȞʺǽــا  اعʱʺــاداً علــى الʱفاصـ̔ـ

  أن نلʟʵ خʨʢات الʨʵارزمॽة الʺعʙلة Ǽʺا يلي:

 نʨʴل الʨʺʻذج الʺفʛوض إلى نʺʨذج نʤامي. -1

نʨʴل الʨʺʻذج الʤʻامي إلى شȞل قاعȑʙ معʧʽ وذلǼ ʥاتॼاع نفʝ الأســلʨب الʺॼʱــع فــي  -2
 الʨʵارزمॽة الʺॼاشʛة وȃاسʙʵʱام نفʝ الʙʳاول.

3-  ʧʺــʹʱي ʛــʸʱʵول مʙنʹــع الʺعــاملات فــي جــ ȑʙل القاعــȞــʷــل علــى الʸʴأن ن ʙعــǼ
فـــي عʺـــʨده الأول الʺʴʱـــʨلات القاعǽʙـــة وفـــي ســـʛʢه الأعلـــى الʺʴʱـــʨلات غʽـــʛ القاعǽʙـــة 

) ʧʽتʨـــʢʵالارتؔـــاز وفقـــاً لل ʛـــʸʻع ʛʢد وســـʨعʺـــ ʙيـــʙʴʱم بʨنقـــ ʦثـــ ,Ȍفـــي 4) و(3فقـــ (
الʨʵارزمॽــة الʺॼاشــʛة ونعــʙ جــʙولاً جʙيــʙاً ونقــʨم بʰʱــʙيل مʨضــعي الʺʴʱــʨلʧʽ الــʙاخل إلــى 

.ʙيʙʳول الʙʳها في الʻارج مʵة والʙالقاع 

 يلي: نقʨم ʶʴǼاب العʻاصʛ الʙʳيʙة الʺقابلة لʛʢʶ وعʺʨد الارتؔاز ؗʺا -4
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مقلȃʨه   tsنʹع مقابل عʛʸʻ الارتؔاز   -أ
ts

1


. 

نʶʴــʖ عʻاصــʛ الʶــʛʢ الʺقابــل لʶــʛʢ الارتؔــاز (مــا عــʙا عʸʻــʛ الارتؔــاز)  -ب
 .tsبʱقʦॽʶ عʻاصʛ سʛʢ الارتؔاز على عʛʸʻ الارتؔاز 

نʖʶʴ عʻاصʛ العʺʨد الʺقابل لعʺʨد الارتؔاز (ما عʙا عʸʻــʛ الارتؔــاز)   - ج 
ثــʦ ضــȃʛها بـــ    tsبʱقʶــʦॽ عʻاصــʛ عʺــʨد الارتؔــاز علــى عʸʻــʛ الارتؔــاز  

 )1 - .( 

)  6- 2- 3) و( Ȑʛ   )3 -2 -5 اعʱʺــاداً علــى العلاقــات الʲلاثــة نقــʨم ʶʴǼــاب العʻاصــʛ الأخ ــ - 5
 ) الʶاǼقة. 7- 2- 3و( 

 ). Zنعʨد ونʙرس أمʲال الʺʨʴʱلات غʛʽ القاعǽʙة في الʛʢʶ الأخʛʽ (سʛʢ تاǼع الهʙف   - 6

ــإذا لــʦ نʳــʙ فʽهــا عʸʻــʛاً مʨجॼــاً فــإن ذلــǽ ʥعʻــي أنʻــا تʨصــلʻا إلــى الʴــل الʺʲــالي  ف
 ʚأخـــʱف ʛـــفʸة للȄـــاوʶـــة مǽʙالقاع ʛـــʽلات غʨـــʴʱʺـــع الॽʺضـــع جʨـــه بॽـــل علʸʴب, ونʨلـــʢʺال

ʗابʨʲد الʨʺة في عǽدʙالع ʦॽʁة الǽʙلات القاعʨʴʱʺال  i.  
وȂذا وجʙنا عʛʸʻاً (واحʙاً علــى الأقــل) فــي الʶــʛʢ الأخʽــʛ فإنʻــا نعــʨد إلــى الʢʵــʨة 

)3 ʧــة خاصــة مــʳॽʱج نʱʻ ) ونʛؔر العʺل حʱى نʸʴل على الʴــل الʺʲــالي الʺʢلــʨب أو نʶـɦـ
  الʱʻائج الʱي أشʛنا إلʽها في الهʨامʞ عʙʻ شʛح الʨʵارزمॽة الʺॼاشʛة.

  ):2مʰال (
  أوجʙ الʴل الʺʲالي الǽ ȑʚعʻʽʢا أكॽʀ ʛʰʺة للʱاǼع:

Maxx11x9x5x4Z 4321   
  ȋوʛʷال ʧʺة ضॽالآت:  

0x,0x,0x,0x

100x15x10x5x3

120x2x3x5x7

15xxxx

4321

4321

4321

4321







  

  :الʴل

 ةمʨجॼ ــ تنʨʴل الʨʺʻذج الʶابȘ إلى الȞʷل الʤʻامي الʱالي (وذلǼ ʥإضــافة مʴʱــʨلا
iy .(قةǼاʶات الʴاجʛʱʺال ʧلؔل م ʛʶǽف الأʛʢإلى ال 
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Maxx11x9x5x4Z 4321   
  ȋوʛʷال ʧʺة ضॽالآت:  

)3,2,1:i(;0y,)4,3,2,1:j(;0x

100x15x10x5x3y

120x2x3x5x7y

15xxxxy

ij

43213

43212

43211







  

ومــʧ الʨاضــح أن هــʚا الʷــȞل الʤʻــامي هــʨ شــȞل قاعــȑʙ ومʨʴʱلاتــه القاعǽʙــة هــي 
)3,y2,y1(y  ــاملات ــع الʺعـ ــʨراً ونʹـ ــة فـ ــʺʰلʝؔ) الʺعʙلـ ــة (الʶـ ــȘ خʨارزمॽـ ــʨم بʽʰʢʱـ ــʚلʥ نقـ لـ

  :كالآتي الʶاǼقة في جʙول  

i  4x 3x 2x  1x 
  الʦʲʯʸلات  

ʗة القاع  

15  1  1  1  1  1y 

120  2  3  5  7  2y 

100  15  10  5  3  3y 

Z-0 11  9  5  4   فʙع الهǼتا  

وʱȃقʶـــǽ (4x  ʦॽقابـــل 11ومـــʧ دراســـة عʻاصـــʛ الʶـــʛʢ الأخʽـــʛ نلاحـــȎ أن أكʛʰهـــا (
  ʛاصʻعib    الʲ4على أمx :أن ʙʳن  

15

100

15

100
,

2

120
,

1

15
Min 



  

) ʨــ ــاز هــ ــʛ الارتؔــ ــʙيل 15أȑ أن عʸʻــ ــʨم بʰʱــ ــا أن نقــ ـــ  4x), وعلʻʽــ ــإجʛاء  3yبــ وȃــ
  :الآتي الʶʴاǼات الʺʛʱتॼة على ذلʥ الʙʰʱيل نʸʴل على الʙʳول  
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i 3y 3x  2x 1x 

  الʦʲʯʸلات  
  القاعʗة 

3

25  
15

1  
3

1  
3

2  
5

4  1y 

3

320  
15

2  
3

5  
3

13  
5

33  2y 

3

20  
15

1  
3

2  
3

1  
5

1  4x 

3

220
Z   

15

11  
3

5  
3

4  
5

  تاǼع الهʙف   9

أكʛʰهــا  ه مــازال Ǽعʹــها مʨجॼــاً وأنومــʧ دراســة عʻاصــʛ الʶــʛʢ الأخʽــʛ نلاحــȎ أن ــ

) ʨه
5

  ʶʴاب الʺʕشʛ نʙʳ أن:، لʚلʥ نقʨم 1xǼ) الʺقابل لـ  9

5/4

3/25

5/1

3/20
,

5/33

3/320
,

5/4

3/25
Min 



  

) ʨــ ــاز هــ ــʛ الارتؔــ أȑ أن عʸʻــ
5

ــʙيل 4 ــʨم بʰʱــ ــا أن نقــ ــ 1x) وعلʻʽــ , وȃــــإجʛاء 1y بـــ

  :الآتي الʶʴاǼات الʺʛʱتॼة على ذلʥ الʙʰʱيل نʸʴل على الʙʳول  
 

i  3y 3x 2x 1y 

  الʦʲʯʸلات  
  القاعʗة 

12

125  
12

1  
12

5  
6

5  
4

5  1x 

12

455  
12

5  
12

13  
6

7  
4

33  2y 

12

55  
12

1  
12

7  
6

1  
4

1  4x 

12

1105
Z   

12

7  
12

11  
6

1  
4

9   فʙع الهǼتا  



 113

    ʙــʽوح ʛــʸʻع ʙجــʨأنــه ي ʙــʳن ʛــʽالأخ ʛʢــʶلات فــي الʨــʴʱʺــال الʲدراسة أم ʧوم  
 ʖجـــʨم   ) ʨ3) الʺقابــــل لــــ  11/ 12هــــx ،    نقــــل ʖــــʳǽ ȑ3أx    ــــةʺॽʀ ــــابʶʴȃة, وʙإلـــى القاعــــ

  ʛشʕʺال   :أن ʙʳن  

12/7

12/55

12/7

12/55
,

15/5

12/125
Min 



  

) ʨــ ــاز هــ ــʛ الارتؔــ أȑ أن عʸʻــ
12

ــʙل 7 ــه ʳǽــــʖ أن نʰــ ـــ  3x) وعلॽــ ــإجʛاء 4xبــ , وȃــ

  :الآتي الʶʴاǼات الʺʛʱتॼة على ذلʥ نʸʴل على الʙʳول  

i 3Y 4x 2x 1y 

  الʦʲʯʸلات  
  القاعʗة 

7

50  
7

1  
7

5  
7

5  
7

10  1x 

7

325  
7

4  
7

13  
7

6  
7

6  2y 

7

55  
7

1  
7

12  
7

2  
7

3  3x 

7

695
Z   

7

5  
7

11  
7

3  
7

13   فʙع الهǼتا  

وȃــʚلʥ نؔــʨن قــʙ تʨصــلʻا إلــى الʴــل الʺʲــالي الʺʢلــʨب لأن جʺॽــع أمʲــال الʺʴʱــʨلات 
و  1yفي الʛʢʶ الأخʽــʛ أصــʗʴॼ غʽــʛ مʨجॼــة (ســالॼة), وʨȃضــع الʺʴʱــʨلات غʽــʛ القاعǽʙــة 

2x 4وx 3وy   اليʲʺل الʴل على الʸʴن ʛفʸة للȄاوʶة مॽالآت:  

0y,
7

325
y,0y,0x,

7

55
x,0x,

7

50
x 3214321   

0وهǽ ʨعʻʽʢا أن:  
7

695
Z   :أن ʙʳها نʻوم  

29.99
7

695
ZMax   
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III-  ــة (الســمبلكس) ذات القاعــدة الاصــطناعية خوارزمي
  ):M(أو طريقة الغرامات الكبرى 

لقʙ لاحʻʤا مʺا سȘʰ أن معالʳة الʻʺــʨذج الʢʵــي تʰــʙأ بȄʨʴʱــل الʻʺــʨذج العــام إلــى 
 ʧʺــʹʱي ʧ -n)مʴʱــʨلاً قاعــǽʙاً و mنʺʨذج نʤامي, ثʦ تȄʨʴل الأخʛʽ إلى شȞل قاعــȑʙ معـ̔ـ

m)  .ȑʙقاع ʛʽلاً غʨʴʱم  

 ȑʙل قاعــȞا علــى شــʻلʨــʸح ʙعــǼ أ إلاʙــʰــالي لا تʲʺــل الʴال ʧعــ ʘــʴॼــة الॽن عʺلȂو
Ǽاجʱهــاد شــȞل قاعــȑʙ مʸــʻʢع وذلــʥ لــʚلʥ ؗــان مــʧ الʺʢʻقــي أن ǽفؔــʛ الॼــاحʨʲن  ،مʴــʙد

 ʨاس ـــب ʛــ ــʻʢاॽɺة غʽـ ــʨلات الاصـ ــʧ الʺʴʱـ ــة مـ ــʧ جʺلـ ــة مـ ــʻʢاॽɺة مʕلفـ ــʙة اصـ ــʽȞل قاعـ ʡة تʷـ
الʶالॼة تʹاف إلى ؗل مʧ معادلات الʷــʛوȋ (إذا لــʦ تʱʹــʺʧ مʴʱــʨلاً قاعــǽʙاً) فــي الʻʺــʨذج 

  الʤʻامي, وتʱألف خʨʢات العʺل بهʚه الȄʛʢقة مʧ الʨʢʵات الʱالॽة:

 :الآتي نʖʱؔ مʶألة الʛʰمʳة الॽʢʵة في شȞلها الʤʻامي   -1

  الʱي تعʻʽʢا أكॽʀ ʛʰʺة للʱاǼع: ʢǽ)n,…..,x2,x1(xلʖ إʳǽاد  
)3-3-1 (  Maxpxp.....xpxpxpz onn332211   

  :(معادلات خॽʢة) الآتॽة  الʤʻامॽة  وذلʥ ضʺʧ الʛʷوȋ الॽʢʵة  

)3-3-2 (  

mnmn22m11m

2nn2222121

1nn1212111

bxa.......xaxa

......................................................

bxa.......xaxa

bxa.......xaxa






  

  والʛʷوȋ الفʛدǽة:
)3-3-3(  )m,.......,2,1:i(;0b,)n,......,2,1:j(;0x ij   

ــǽʙاً اصـــʻʢاॽɺاً Ǽـــأن نʹـــʅॽ إلـــى الʢـــʛف  -2 ــȞلاً قاعـ ــʚا الʷـــȞل الʤʻـــامي شـ نʷـــȞل مـــʧ هـ
الأʛʶǽ لؔل مــʧ الʺعــادلات الʶــاǼقة (إذا لــʦ تʱʹــʺʧ مʴʱــʨلاً قاعــǽʙاً) مʴʱــʨلاً اصــʻʢاॽɺاً 

  ʖسال ʛʽ0غi  ʛــʽلات غʨــʴʱʺال ʧــألف مــʱة تॽɺاʻʢة اصــʙل قاعــȞــʷــى نʱح ʥوذل ,
),,......,(الʶالॼة    m21 :اليʱال ȑʙل القاعȞʷل على الʸʴʻف , 
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)3-3-4(  

mmnmn22m11m

22nn2222121

11nn1212111

bxa........xaxa

...............................................................

bxa........xaxa

bxa........xaxa






  

0b,0,0x          حʘʽ أن:  iij   

),,......,(وȃʺا أن الʺʨʴʱلات القاعǽʙة الاصʻʢاॽɺة   m21     ȋوʛعلــى شــ ʗأدخل
  ʖــʳǽ لاتʨــʴʱʺه الʚهــ ʧج أن ؗــل مــʱʻ كانــʗ فــي الأصــل معــادلات خॽʢــة, إذن نʶـɦـ

- 3- 3أن ǽأخॽʀ ʚʺة تʶاوȑ الʸفʛ , وذلʥ حʱى تॼقى الʛʷوȋ الॽʢʵــة الأصــلॽة ( 
  ) مʴققة. 2

لاً) مــʧ القاعــʙة مʴʱــʨلاً لــʚلʳǽ ʥــʖ أن نʻقلهــا جʺॽعــاً (إلا مــʧ ؗــان مʻهــا  إضــاॽɾاً وأصـ̔ـ
 ʥــ ــʛاء ذلـ ॽʢع إجـ ـɦـ ــى نʶـ ــفȄʛة, وحʱـ ــاً صـ ــॽʀ ʚʺـ ــى تأخـ ــة حʱـ ــʛ القاعǽʙـ ــʨلات غʽـ إلـــى الʺʴʱـ

ــʢة خʨار  ــال بʨاســـ ــʨلات ز الانʱقـــ ــʚه الʺʴʱـــ ــال هـــ ــʨم Ǽإدخـــ ــʛة نقـــ ــʺʰلʝؔ) الʺॼاشـــ ــة (الʶـــ مॽـــ
ــاǼع الهـــʙف  ــȞل ؗـــاف  Zالاصـــʻʢاॽɺة إلـــى تـ ــال ʽʰؗـــʛة ʷǼـ ــʛوȃة Ǽأمʲـ ʨقة  Mمʹـ ـhـ ومʶـ

  Ǽإشارة ناقʟ وذلʥ حʱى لا نعʙʽ نقلها إلى الʺʨʴʱلات القاعǽʙة ثانॽة.

  :الآتي ولهʚا نʖʱؔ تاǼع الهʙف الʙʳيʙ على الȞʷل  
)3-3-5(  MaxpM....MMxp....xpxpz om21nn2211   

  ʘــʽن إحM  ʧمــ ȑأ ʧمــ ʛــʰعلــى الأقــل أك ʨل ؗــاف وهــȞــʷǼ ʛــʽʰ هــʨ عــʙد مʨجــʖ وؗ

jp) عǼــاʱــة للʺॽʀ ʛــʰــاد أكʳǽــألة إلــى إʶʺل الʨــʴʱ5-3-3, وت ȋوʛــʷال ʧʺضــ ʥوذلــ (
  ) الʶاǼقة.4-3-3الॽʢʵة والفʛدǽة (

 :كالآتي نʹع معاملات الʨʺʻذج الʺʨسع في جʙول   -3

ib m   … 
3  2  1 nx  … 3x  2x 1x  ةʗالقاع  

1b 0    … 0  0  1  1na     … 13a 12a 11a 1  
2b 0     … 0  1  0  2na  … 23a 22a 21a 2  
3b  0  … 1  0  0  3na  … 33a  32a  31a  3  

.… …. … …. …. …. …. … ….. ….. ….. ….. 
mb 1  … 0  0  0  mna   … m3a m2a m1a  m  

op-Z -M   … -M -M -M np     … 3p  2p 1p   
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ولʺʱاǼعـــــة العʺـــــل ʳǽـــــʖ علʻʽـــــا قʰـــــل ؗـــــل شـــــيء أن نقـــــʨم Ǽـــــالʵʱلʟ مـــــʧ الʺʴʱـــــʨلات  
ʛالآخــــ ʨاً تلــــʙــ ʵلʟ مــــʧ الʺʴʱــــʨل الاصــــʻʢاعي  ،الاصــــʻʢاॽɺة واحــ ـɦـ ــا  tوللــ ʻʻȞʺǽــ

ʖجʨم ʛʸʻع ȑار أॽʱاء   1اخʛإجــ ʦاً للارتؔــاز ثــʛʸʻع ʛʸʻالع ʥار ذلॼʱه واعʛʢس ʧم
  تʙʰيل الʺʨʴʱلʧʽ الʺقابلʧʽ له.

 ʦॽـــʁوض (الʛذج الʺفـــʨـــʺʻدة فـــي الʨجـــʨʺات الॼـــʶʱȞʺال ʠعـــǼ علـــى Ȏــاف ولؔـــʧ حʱـــى نʴـ
) نقـــʨم بʙʴʱيــــʙ عʸʻـــʛ الارتؔــــاز فـــي هــــʚه jpوȃعـــʠ الʁــــʦॽ الʶـــالॼة لـــــ  ibالʺʨجॼـــة لـــــ 

  الʺʛحلة ؗʺا يلي:

4-  ʗابــʨʲرس الʙنــib  ʧȞॽهــا ولــʛʰــار أكʱʵة ونॽɺاʻʢلات الاصــʨــʴʱʺالʺقابلــة للtb  الʺقابــل
ــʦ نق ـــ tللʺʴʱـــʨل  ــاز, ثـ ــʛ ســـʛʢه ســـʛʢ الارتؔـ ــه, ونعʰʱـ ــاز ॽɾـ ــʙ عʸʻـــʛ الارتؔـ ʨم بʙʴʱيـ

 ʨاسب ʛاصــʻف (العʙع الهــǼتــا ʛʢســ ʛاصــʻع ʦॽʶة تقʡjp ʛʢســ ʛاصــʻعلــى ع (t  ʦثــ
 2حʘʽ أن: إʳǽاد أصغʛ الʖʶʻ الʺʨجॼة  

)3-3-6 (  
0a
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p

tj
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s
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j
Min
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
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




 

 

 ʛـــʸʻن العʨـــȞǽ هاʙـــʻوعtsa  اءʛـــإجǼ مʨـــه نقـــॽـــاء علʻȃب, وʨلـــʢʺالارتؔـــاز ال ʛـــʸʻع ʨهـــ
  ʧʽلʨʴʱʺيل الʙʰتsx  وt .ةʛاشॼʺال ʝؔلʰʺʶة الॽارزمʨات خʺॽتعل Șوف  

 
1  ʛʢســـ ʧ ـ̋ـ ــʦ يʱʹـ ــان  tإذا لـ ـ ــاً وؗ ــʛاً مʨجॼـ ــʨن  0tb<عʸʻـ ــʛوȋ, وتؔـ ــارض الʷـ ــى تعـ ــʙل علـ ــʥ يـ ــإن ذلـ فـ

  الʺʶألة غʛʽ قابلة للʴل.
0a/pإذا لــʦ نʶــʢʱع العʲــʨر علــى نʶــॼة مʨجॼــة   2 tjj   ةॼــالʶال ʖــʶʻال ʛــʰــاب أكʶʴǼ مʨــا نقــʻفإن'' 

  حʘʽ أن:

)3-3-7(  
0a

a

p
0

a

p
Max

tj

ts

s

tj

j''

















 

  هʨ عʛʸʻ الارتؔاز وهʨ عʛʸʻ مʨجʖ قʢعاً. tsaوʚȃلʨȞǽ ʥن  
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ʵلʟ مــʧ جʺॽــع الʺʴʱــʨلات الاصــʻʢاॽɺة ونʸʴــل علــى  ونؔــʛر هــʚه العʺلॽــة حʱــى نـɦـ
  قاعʙة عادǽة مʕلفة مʧ الʺʨʴʱلات الأساسॽة.

ʵلʟ مـــــʧ جʺॽـــــع الʺʴʱـــــʨلات الاصـــــʻʢاॽɺة  -5 ɦالـــــ ʙعـــــǼi س ـــــʨد إلـــــى العʺـــــل بʨة انعـــــʡ
 ʛاشـــॼʺال ʝؔلʰʺـــʶـــة الॽارزمʨن خʨــا نؔـــ ــة),  ة ؗالعـــادة (لأنʻـ ــلʻا علـــى قاعـــʙة عادǽـ قـــʙ حʸـ

ʛـــʽالأخ ʛʢـــʶف فـــي الʙع الهـــǼــا ــارات معـــاملات تـ ــʙ  ،ونـــʙرس إشـ ــا قـ ــإذا ؗانـــʗ جʺॽعهـ فـ
أصــʗʴॼ غʽــʛ مʨجॼــة فــإن ذلــǽ ʥعʻــي أنʻــا تʨصــلʻا إلــى الʴــل الʺʲــالي الʺʷʻــʨد, أمــا إذا 

مʨجॼــاً, فإنʻــا نʱʵــار أكʛʰهــا ونعʰʱــʛ عʺــʨده  0jp<وجــʙنا Ǽعــʠ أو أحــʙ هــʚه الʺعــاملات 
عʺـــʨداً للارتؔـــاز ونʱـــاǼع العʺــــل حʶـــʖ تعلॽʺـــات خʨارزمॽــــة الʶـــʺʰلʝؔ ؗالعـــادة حʱــــى 

 نʸʴل على الʴل الʺʲالي الʺʢلʨب.

  :)3(  مʰال
  :الآتيأوجʙ الʴل الʺʲالي للʨʺʻذج  

Maxxx2x5z 321    
  :الآتॽةضʺʧ الʛʷوȋ الॽʢʵة  

  9x1 - x2 + 3x3 = 5 
11x1 – 3x2 + x3 = -9 

0x,0x,0x 321   

  :الʴل

ـــ ( ــة بـ ــة الʲانॽـ ــʛب الʺعادلـ ــامي Ǽʹـ ــȞل الʤʻـ ــى الʷـ ــʨذج إلـ ــʚا الʻʺـ ــʨل هـ ــʦ -1نʴـ ), ثـ
0iنʹʅॽ إلى ؗــل معادلــة مʴʱــʨلاً اصــʻʢاॽɺاً     ʧʽȃوʛف مʹــʙع الهــǼخلهʺا إلــى تــاʙونــ

  :الآتي, فʸʴʻل على الʨʺʻذج الʺʨسع  ǼM=10عʙد  

Max1010xx2x5z 21321   

:ȋوʛʷال ʧʺض  
  9x1 - x2 + 3x3 + 1  = 5 

-11x1 + 3x2 - x3 + 2   = +9 

)3,2,1:j(0x j   

  :ؗالآتينʹع هʚه الʺعاملات في جʙول  
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 ʕابʦʰ2  ال  1  x3 2x 1x  ةʗالقاع  
5  0  1  3  1-  9  1  

9  1  0  1-  3  11-  2  

Z-0 10-  10-  1  2  5-   فʙع الهǼتا  

 ʗابـــʨʲراســـة الʙم بʨنقـــ ʥلʚة, لـــॽɺاʻʢة اصـــʙــا أن القاعـــʺȃوib  ʨهـــا هـــʛʰأن أك ʙـــʳʻف
ــʻʢاعي 9( ــʨل الاصـ ــل للʺʴʱـ ــʙف علـــى  2) الʺقابـ ــʛʢ الهـ ــʦॽ عʻاصـــʛ سـ ــʨم بʱقʶـ لـــʚلʥ نقـ

  ʛʢة في سॼجʨʺال ʛاصʻ2الع  ةʺॽʀ ʖʶʴون' :أن ʙʳʻف  

3

2

3

2
Min' 



  

) ʨالارتؔــاز هــ ʛــʸʻن عʨــȞǽ ʥلʚــȃ2) الʺقابــل لـــ 3وx يلʙــʰʱم بʨنقــ ʥلʚ2, لــx 2بـــ 
  لॼʸॽح الأول قاعǽʙاً والʲاني غʛʽ قاعȑʙ فʸʴʻل على الʙʳول الʱالي:

B 2  1  x3 2x 1x  ةʗالقاع  

8  
3

1  1  
3

8  0  
3

16  
1  

3  
3

1  0  
3

1  1  
3

11  
2x  

Z-6 
3

32  10-  
3

5  0  
3

  تاǼع الهʙف   7

, لــʚلʥ نʳــ1 ȑʛوȃʺلاحʤة أن القاعʙة ما زالʗ تȑʨʱʴ علــى مʴʱــʨل اصــʻʢاعي  
فʳʻــʙ أن عʸʻــʛ الارتؔــاز الʺʻاســʖ هــ1   ʨآخʛ معʙʺʱيʧ سʛʢ الارتؔاز الʺقابــل لـــ    تʙʰيلاً 

)
3

16
  لأن: )

3/16

3/7

3/8

3/5
,

3/16

3/7
Min' 



  

  فʸʴʻل على الʙʳول الʱالي: 1بʙلاً م1x  ʧلʚلʥ نʻقل  
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B 2  1  x3 2x 1x  ةʗالقاع  

2

3  
16

1  
16

3  
2

1  0  1  x1 

2

17  
16

9  
16

11  
2

3  1  0  x2 

2

19-Z 
16

173  
16

167  
2

  تاǼع الهʙف   0  0  1

 ʙـــrـ ا مــــʧ القاعــــʙة الاصــــʻʢاॽɺة ن ـyــ̒ـ ـ́ـــʺʧ    أن   وȃعــــʙ تʵل ʱمــــا زال ي ʛـ̔ـــ ـʁـــʛʢ الأخ ال
 ) ʨــاً هــॼجʨاً مʛʸʻ3) الʺقابــل لـــ  1/ 2عx  دʨالارتؔــاز فــي عʺــ ʛــʸʻع ʧعــ ʘــʴॼن ʥلʚ3, لــx    ʙــʳʻف

  أن: 

2/1

2/3

2/3

2/17
,

2/1

2/3
Min 



  

ــʙل Ȟॽɾ2/1ــــʨن ( ــʚلʥ نʰــ ــاز, لــ ــʛ الارتؔــ ــʨ عʸʻــ ـــ  3x) هــ ــاǼات  1xبــ ــȑʛ الʶʴــ ونʳــ
  :الآتياللازمة فʸʴʻل على الʙʳول  

B 2  1  x3 2x 1x  ةʗالقاع  

3  
8

1  
8

3  1  0  2  x3 

4  
2

1  
8

1  0  1  3-  x2 

11-z 
8

87  
8

85  0  0  1-   فʙع الهǼتا  

ــالي بʨضــع   ʱــالي الʲʺــل الʴــا ال ʻʽʢعǽ ʨ0وهــx 211     ــى فʸʴʻــل عل
  : الآتي  الʴل الʺʲالي 

0,0,3x,4x,0x 21321   

    Z-11 = 0أكॽʀ ʛʰʺة له تʶاوz    ȑوعʙʻها ǽأخʚ الʱاǼع  

   Max Z = 11أȑ أن:  
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  كॻɽॻة تȖʻʮʠ الʦʳارزمॻة الʸعʗلة على الʹʸاذج ذات القاعʗة الاصʠʹاॻɸة:

لȘʽʰʢʱ خʨارزمॽة الʰʺʶلʝؔ الʺعʙلــة علــى أȑ نʺــʨذج ذȑ قاعــʙة اصــʻʢاॽɺة نقــʨم 
  Ǽʺا يلي:

 :ؗʺا يلينʖʱؔ الʨʺʻذج الʤʻامي في جʙول   -1

ʕابʦʰ0  الb   nx … jx …  3x  2x x1  ةʗالقاع  

1b 1na … 1ja … 13a 12a 11a 1  
2b 2na … 2ja … 23a 22a 21a 2  

… … … … … … … … …. 

mb mna … mja … m3a m2a m1a m  

op -Z np … jp … 3P 2P 1P  فʙع الهǼتا  
علـــى الʱـــʨالي Ǽأحـــʙ الʺʴʱـــʨلات غʽـــi    ʛنقـــʨم بʰʱـــʙيل ؗـــل مـــʧ الʺȄʨʱʴـــات الاصـــʻʢاॽɺة   - 2

ʵلʟ مــــــʧ جʺॽــــــع الʺʴʱــــــʨلات    ǽjxــــــة  ʙ القاع  ʵلʟ مʻهــــــا جʺॽعــــــاً, وعʻــــــʙما نـــــɦـ حʱــــــى نـــــɦـ
 ). 5الاصʻʢاॽɺة نʱʻقل إلى الʨʢʵة ( 

 ʦʱــȄو ʙيـــʙʴت  ʛʢســـ ʧمـــ ʖجـــʨم ʛــʸʻع ȑـــار أॽʱاخǼ الـــةʴه الʚالارتؔـــاز فــي هـــ ʛـــʸʻع
الʺــــʛاد تʙʰيلــــه, أو مــــʧ جــــʛاء تقʶــــʦॽ عʻاصــــʛ ســــʛʢ تــــاǼع  tالʺʴʱــــʨل الاصــــʻʢاعي 

  :الآتॽةثʦ أخʚ أصغʛ الʖʶʻ مʧ العلاقة  tالهʙف على عʻاصʛ الʺʨʴʱل  

)3-3-6(  
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0a أن ʨȞǽن   وȋʛʱʷȄهʨ عʛʸʻ الارتؔاز  ʨȞॽɾtsaن  ts .  

إلـــى الʺʴʱـــʨلات غʽـــʛ القاعǽʙـــة, ونʴـــʚف العʺـــʨد  tإلـــى القاعـــʙة ونقـــل  sxنقـــʨم بʻقـــل  -3
(وهــʨ عʺــʨد الارتؔــاز), لأن ذلــʥ العʺــʨد لــǽ ʦعــʙ ضــʛورȄاً  tالȑʚ يʱʻقل إلॽه الʺʨʴʱل 
 .ʶǽاوȑ الʸفʛ حȞʺاً   tلأن   لʻا في الʶʴاǼات الʱالॽة

نقــʨم Ǽــإجʛاء الʶʴــاǼات اللازمــة وفــȘ خʨارزمॽــة الʶــʺʰلʝؔ الʺعʙلــة (أو الʺॼاشــʛة لأن عʺــʨد   - 4
) لʻقــل مʴʱــʨل  2الارتؔــاز قــʙ حــʚف), فʸʴʻــل علــى جــʙول جʙيــʙ, ثــʦ نعــʨد إلــى الʢʵــʨة ( 
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ـɹــʨلات الاصـــʻʢاॽɺة   ʱʺـــع الॽʺج ʧمـــ ʟلʵ ـɦــى نــɦـ ـ̋ــل ح ـؔــʛر هـــʚا الع اصـــʻʢاعي آخـــʛ, ون
  ʛʸʱʵول مʙل على جʸʴؗالآتي ون :  

 ʕابʦʰال  xn-m … 3x 2x 1x  ةʗالقاع  

1 mn1   … 13  12  11  xn-m+1 

2  mn2   … 23  22  21  xn-m+2 

 :  … … … … … … 

m  nmn  … 3m  2m  1m nx 

op'-z P'n-m … P'3 P'2 1P'  فʙع الهǼتا  

0pنقʨم بʙراسة معاملات تاǼع الهʙف, فإذا ؗانʗ جʺॽع   - 5 j
'    ʨا نؔــʻا علــى  فإنʻــلʸح ʙن قــ

ـ̒ـا نʱʵــار أكʛʰهــا ونعــʨد إلــى العʺــل    'jpأمــا إذا ؗــان أحــʙ أو Ǽعــʠ  الʴــل الʺʲــالي،   مʨجॼــاً, فإن
ـ̡ــالي الʺʢلـــʨب أو   ـɹـل الʺ ـyــل علـــى ال ʴـى نɦـ لʝؔh الʺعʙلـــة حॽɾʛـــاً, ح ـʁـʺ ـʁـʖ خʨارزمॽـــة ال ح

 .ʥل ذلʨدة حʙʴة مʳॽʱصل إلى نʨʱن  

  ملاحʢة:

0) قʙ تʨؔن جʺॽع الʶʻــʖ 6-3-3عʙʻ تȘʽʰʢ العلاقة (
a

p

tj

j  الــةʴه الʚوفــي هــ ,

  نقʨم بʙʴʱيʙ عʛʸʻ الارتؔاز مʧ العلاقة:

)3-3-7 (  
0a

a

p
0

a

p
Max''

tj

ts

j

tj

j


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




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




 

  :)4(  مʰال
  Ǽاسʙʵʱام القاعʙة الاصʻʢاॽɺة:  الآتيأوجʙ الʴل الʺʲالي للʨʺʻذج  

Maxxx2x5z 321   
  ȋوʛʷال ʧʺةضॽالآت:  

5x3xx9 321   

0x

9xx3x11

j

321



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ـــــʙة  ـــــʖ القاعـــ ـــــالي (حʶـــ ـــــامي الʱـــ ـــــȑʙ الʤʻـــ ـــــȞل القاعـــ ـــــى الʷـــ ـــــʨذج علـــ ـــــʖ الʻʺـــ نʱؔـــ
  الاصʻʢاॽɺة):

MaxMxx2x5z 2321   
:ȋوʛʷال ʧʺض  

5x3xx9 1321   

0x

9xx3x11

j

2321




  

  :ؗالآتينʹع الʺعاملات والʺʲال في جʙول  
 ʕابʦʰ3  الx x2 x1  ةʗالقاع  

5  3  1-  9  1  

9  1-  3  11-  2  

Z-0 1  2  5-   فʙع الهǼتا  

  فʙʳʻ أن: 2وللʵʱلʟ مʧ القاعʙة الاصʻʢاॽɺة نقʨم أولاً بʙʰʱيل  

3

2

3

2
Min' 



  

 ) ʨالارتؔاز ه ʛʸʻن عʨȞȄل    ، ) 3وʙــʰن ʥلʚ2ل    2بـــx   وʙــʳــل علــى الʸʴʻل  ف
  : ) 2الʱالي (Ǽعʙ حʚف عʺʨد الارتؔاز الȑʚ انʱقل إلॽه  

 ʕابʦʰال  x3 x1  ةʗالقاع  

8  
3

8  
3

16  
1  

3  
3

1  
3

11  
2x  

Z-6 
3

5  
3

  تاǼع الهʙف   7

 ʧم ʟلʵʱ1ولل :أن ʙʳن          
3/16

3/7

3/8

3/5
,

3/16

3/7
Min' 



  
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علــى الʳــʙول  فʸʴʻــل  1xبـــ  1هــʨ عʸʻــʛ الارتؔــاز, لــʚلʥ نʰــʙل  Ȟॽɾ3/16ــʨن 
  :) 1الȑʚ انʱقل إلॽه   الارتؔاز (Ǽعʙ حʚف عʺʨد  الʱالي  

 ʕابʦʰال  x1  ةʗالقاع  

 

 ʕابʦʰال  x3  ةʗالقاع  

3  2  x3 
2

3  
2

1  x1 

4  3-  x2 
2

17  
2

3  x2 

Z  - 11 1-   فʙع الهǼتا  
2

19
z   

2

  تاǼع الهʙف   1

ʽــʛ نقــʨم بʙʴʱيــʙ عʸʻــʛ الارتؔــاز وȃʺلاحʤة وجʨد عʛʸʻ مʨجʖ في الʛʢʶ الأخ
 ʨة اس ـــبʡ  يلʙــ ــȑʛ تʰـ ـــ  1xونʳـ ــا الʴـــل  3xبـ ــǽ ȑʚعʻʽʢـ ــʛ الـ ــʙول الأخʽـ ــل علـــى الʳـ فʸʴʻـ

  :الآتيالʺʲالي  

11z3x,4x,0x 321   

  هي:  Zلـ وهǽ ʨعʻʽʢا أكॽʀ ʛʰʺة 

Z=11 

 

IV – :العقبات التي يمكن أن تعترض الحل  
  ʙض لقʛــʱأن تع ʧــȞʺǽ ــيʱات الॼʁالع ʧد مʙإلى ع Șابʶض الʛخلال الع ʧنا مʛأش

ــʛة  ــʚه الفقـ ــي هـ ʨرد فـ ـ̒ـ ــا سـ ــʙيلاتها, وȂنʻـ ــʺʰلʝؔ وتعـ ــة الʶـ ــʢة Ȅʛʡقـ ــة بʨاسـ ــʛامج الॽʢʵـ ــل الʰـ حـ
ʵلʟ مʻهـــا, وذلـــʥ مـــʧ أجـــل الʛجـــʨع إلʽهـــا عʻـــʙ ؗـــل  مʱʵلـــف العॼʁـــات الʺʺʻȞـــة وʛʡائـــȘ الــɦـ

  ضʛورة.

 أȑ إذا ؗان:  Minإذا ؗان تاǼع الهʙف مʧ الʨʻع   -1

Minxc.......xcxcL nn2211   

  Ǽإجʛاء الȄʨʴʱل الʱالي:  Maxفإنʻا نʨʴله إلى تاǼع  
Maxxc........xcxcLZ nn2211   

.ȋوʛʷال ʝنف ʧʺل ضʴع الǼاʱون  
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إذا ؗانǼ ʗعʠ الʛʷوȋ معادلات وȃعʹها الآخــʛ مʛʱاجʴــات فإنʻــا نʴــʨل الʺʛʱاجʴــات  -2

)0b(إلـــى معـــادلات ذات أʡـــʛاف غʽـــʛ ســـالॼة  i   لاتʨـــʴʱح مʛـــʡ إضـــافة أوǼ ʥوذلـــ
ــʨلات  ــʺʧ مʴʱـ ــادلات الʱـــي لا تʱʹـ ــى الʺعـ ــʅॽ إلـ ــʦ نʹـ ــا الʶॽـــȐʛ, ثـ ــى أʛʡافهـ ــة إلـ مʨجॼـ

 قاعǽʙة, مʨʴʱلات اصʻʢاॽɺة.

 ʧــ ــاॽɾة والॼـــاقي مـ ــʨلات الإضـ ــǼ ʧعـــʠ الʺʴʱـ ــة مـ ــʙة مʕلفـ ــʨن القاعـ ــʧ أن تؔـ ــʚا Ȟʺǽـ وهȞـ
الʺʴʱــʨلات الاصـــʻʢاॽɺة, وفـــي هــʚه الʴالـــة علʻʽـــا قʰــل ؗـــل شـــيء نقــل ؗـــل الʺʴʱـــʨلات 

  الاصʻʢاॽɺة مʧ القاعʙة واسʙʰʱالها ʨʴʱʺǼلات عادǽة.

إذا ؗانــǼ ʗعــʠ الʷــʛوȋ الفʛدǽــة غʽــʛ مʻاســॼة فإنʻــا نʳــȑʛ الʴʱــȄʨلات اللازمــة وفــȘ مــا  -3
 ) في الفʸل الʲالII-2.ʘورد في الفقʛة (

  حالة وجʨد أكʛʲ مʧ عʛʸʻ واحʙ للارتؔاز, وتʤهʛ هʚه الʴالة عʙʻما ʨȞǽن لʙيʻا: -4

)3-4-1(  
ks

k

ts

t

is

i

a

b

a

b

a

b
Min 








  

  ʧȄʛــʸʻالع ʙاد أحʺʱة اعʢاسʨالة بʴه الʚه ʧم ʟلʵʱال ʦʱȄوtsa    أوksa    نʨــȞॽل
ــار أولهʺـــــا   ــʧ اخॽʱـــ ــॼة Ȟʺǽـــ ʙʵام الآلات الʴاســـ ـɦـ ــʙ اســـ ــʛاً للارتؔـــــاز, وعʻـــ   و أ عʸʻـــ

  أكʛʰهʺا. 

ـɹـلال   - 5 ـʁـʙʱل علʽهـــا  (Degeneration)حالــة الان ـʁــاǼقة ون ـ̫ــأ عــʧ الʴالــة ال ʻوهـــي حالــة ت :
مــʣ ʧهــʨر صــفʛ فــي عʺــʨد الʨʲابــʗ الʴــʛة, وفــي هــʚه الʴالــة نʳʱاهــل ذلــʥ الʸــفʛ ونʱʵــار  
عʸʻــʛ الارتؔــاز وفــȘ القʨاعــʙ الʶــاǼقة, ولؔــʧ إذا لــʦ نʳــʙ عʸʻــʛاً مʨجॼــاً فــي عʺــʨد الارتؔــاز  
  ȑʛــ rـ ــʙة ون ــʛة واحـ ـ̋ ــاز ل ـؔ ــʛ للارت yـ ʻــاره ؗع ɦـ ʵـ̒ــا ن ــفʛ فإن yـ ــʚلʥ ال ــل لـ ــʛ الʺقابـ yـ ʻالع ʛــ ـ̔ غ

 الʙʰʱيل اللازم ثʦ نعʨد إلى تعلॽʺات الʨʵارزمॽة. 

Ȟʺǽــʧ أن    biحالة ʣهʨر عʙد سالʖ في عʺــʨد الʨʲابــʗ: إن ʣهــʨر عــʙد ســالʖ فــي العʺــʨد   - 6
  ʧــȞʺȄــة, وǽب العادʛــات الʹــॽــة لعʺلʳॽʱن ʥقة وذلــǼــاʶــلال الʴر حالة الانʨهʤة لʳॽʱث نʙʴǽ

  ʖــالʶال ʛــʸʻالع ʧمــ ʟلʵ ʵلʟ مʻــه فــʨراً) بʨ   (bt<0)الـɦـ ʡة اعॼʱــار ســʛʢه  ا س ــ(وʳȄــʖ الـɦـ
  ʚالارتؔــاز ونأخــ ʛʢســ ʛاصــʻف علــى عʙع الهــǼتــا ʛʢســ ʛاصــʻع ʦॽــʶتق ʦاً للارتؔاز, ثــʛʢس

 أصغʛ الʖʶʻ الʺʨجॼة ؗʺا يلي: إذا ؗان: 
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)3-4-2(  
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ــا     ʻفإنʚنأخــ   ʛــʸʻالع   ʖــالʶال  tsa    ʧمــ ʟلʵ   الʶــالtb   .ʖعʸʻــʛاً للارتؔــاز حʱــى نـɦـ
  وȂذا لʦ نعʛʲ على نॼʶة مʨجॼة فإنʻا نȘʰʢ العلاقة:

)3-4-3 (  
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p
Max

tj

ts

s

tj

j

















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  .0tsa >وʨȞȄن   هʨ عʛʸʻاً للارتؔاز tsaوʚȃلʨȞǽ ʥن  

حالــة عــʙم وجــʨد حــل مʲــالي: وقــʙ نʸــادف هــʚه الʴالــة فــي أǽــة مʛحلــة مــʧ مʛاحــل الʴــل,   - 7
ʧ عʻاصــʛ عʺــʨد الارتؔــاز, وهــʚا ǽعʻــي أن   ونʙʱʶل علʽها مʧ عــʙم وجــʨد عʸʻــʛ مʨجــʖ بـ̔ـ

  ʙايــʜــاه تʳاتǼ حــةʨʱل مفʨلــʴقــة الʢʻمZ  لʨــʴʱʺــا نقــل الʻʻȞʺǽ ولا ,sx   ةʙه    ، إلــى القاعــʚوفــي هــ
 .ʥذل ʧل ونعلʴال ʧقف عʨʱالة نʴال  

ــة,   - 8 ـ̫ــʛوȋ مʱعارضـ ــʨن ال ـؔ ـ̒ــʙما ت ــʙث هـــʚه الʴالـــة ع ɹـ ـhــʨل: وت ــʙم وجـــʨد أȑ حـــل مق حالـــة عـ
  ســالॼة وȞȄــʨن العــʙد الʲابــʗ جʺॽــع عʻاصــʛ أحــʙ الأســʛʢ  ونʶــʙʱل علــى ذلــʥ عʻــʙما تؔــʨن  

i   .ʥذل ʧل ونعلʴال ʧقف عʨʱالة نʴه الʚاً, وفي هॼجʨم 

ʦॽʁ (أو   - 9 ـɦـ ʁـ ــʨن م ــʙما Ȟǽـ ـ̒ ــة ع ــʚه الʴالـ ــʙث هـ ɹـ ــʙ: وت ــالي واحـ ـ̡ ــل م ــʧ حـ ــʛ مـ ـ̡ ــʨد أك ــة وجـ حالـ
ة والʨاقــع فــي   ʛؗ مȑʨʱʶ) تاǼع الهʙف مʨازȄاً لأحʙ أضــلاع (أو ســʨʢح) مʢʻقــة الʴلــʨل الʺʷـɦـ

 . Zجهة تʜايʙ الʱاǼع  

ʙل علــى هــʚه الʴالــة مــʧ جــʛاء ʣهــʨر صــفʛ أو أكʲــʛ فــي ســʛʢ تــاǼع الهــʙف   ونʶـɦـ
ــى أن Ȟǽــʨن ʣهــʨر هــʚه   ــة, وعل ǽʙالقاع ʛــ ʽلات غʨــʴʱʺال ʙد الʺقابــل لأحــʨوفــي العʺــ
الʴالة في آخــʛ مʛحلــة مــʧ مʛاحــل الʴــل، ولا ǽعʰʱــʣ ʛهــʨر ذلــʥ الʸــفʛ مʷــȞلة أو  
ــا   ــالي للʺʶــــألة, ولؔــــʧ إذا أردنــ ــلʻا علــــى حــــل مʲــ ــا نؔــــʨن قــــʙ حʸــ عॼʁــــة للʴــــل لأنʻــ
الʨʸʴل على حل مʲالي آخʛ فإنʻا نعʛʰʱ العʺʨد الــʴǽ ȑʚــȑʨ ذلــʥ الʸــفʛ عʺــʨداً  
ــة   ॽارزمʨʵــات الʺॽتعل Șــ ــه Ǽأحــʙ مʴʱــʨلات القاعــʙة وف ــʙيل مʨʴʱل ʰʱم بʨــ للارتؔــاز ونق
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ــاǼع   ــا نفـــʝ الॽʁʺـــة للʱـ ــالي آخـــǽ ʛعʻʽʢـ ــل مʲـ ــى حـ ــॽة فʸʴʻـــل علـ ــا    ، Zالʰʺʶلʶؔـ ؗʺـ
ʽـــʖ خʢـــي   ʛؗاء تʛجـــ ʧمـــ Ȑʛـــة الأخـــॽالʲʺل الʨلـــʴلـــف الʱʵل علـــى مʨـــʸʴـــا الʻʻȞʺǽ

  للʴلʧʽ الʶاǼقʧʽ ؗʺا يلي: 
)3-4-4(  x)1(xx   

 ʘــʽن إحx ــالي الأول وʲʺــل الʴال ʨهــx  ــاني وʲــالي الʲʺــل الʴال ʨهــx  ʨهــ ȑأ 
  ʗابʲاء الʢإعǼ هॽل علʸʴن ʘالي ثالʲحل م   :أنǼ ًة علʺاʻʽة معʺॽʀ10 .  

حالــة وجــʨد حــل مʲــالي مʴʻــل: وتʤهــʛ هــʚه الʴالــة فــي آخــʛ مʛاحــل الʴــل ونʶــʙʱل علʽهــا   - 10
  ʗابــʨʲال ʙن أحــʨــȞȄــالي وʲʺــل الʴا علــى الʻــلʸح ʙن قــʨما نؔــʙــʻعbi    ʝॽولــ ,ʛــفʸاً للȄــاوʶم

 لهʚه الʴالة أǽة تأثʛʽات على الʨʺʻذج الأصلي. 

 ـʁـحالــة الــʙوران: وهــي الʴالــة الʱــي تعʽــʙنا إلــى الʨضــॽɻة   - 11 الʱــي ʻؗــا قــʙ انʢلقʻــا مʻهــا أو    ها نف
  ʛــʸʻالع ʛــʽللارتؔــاز غ ʛــʸʻــار عॽʱاخǼ هــاʻم ʟلʵ مʛرنــا بهــا أثʻــاء عʺلॽــة الʴــل, وȄــʦʱ الـɦـ

 .Ȍة فقʙة واحʛʺل ʥامي وذلʤʻال 
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  تمرينات 
  

  : الʥȂʙʸʯ الأول 

  ʝؔلʰʺــ ــة الʶـ ــة خʨارزمॽـ ــة ȄʛʢǼقـ ــائل الʱالॽـ ــʧ الʺʶـ ــل مـ ــل الʺʲـــالي لؔـ ــʙ الʴـ أوجـ
  الʺॼاشʛة: 

1-   Maxxx4x3z 321   
 :ȋوʛʷال ʧʺض  

12x3x2

50x5x

21

31




  

  ):ه (كل حالة على حʙالآتॽة  وذلʥ في ؗل مʧ الʴالات  
j(,0x:3,2,1(عʙʻما:   -أ j . 

4x,0x,0xعʙʻما:   -ب 123 . 

0x,5x,0xعʙʻما:   -ج 123 . 

2-   Maxx3x2xz 321   
 :ȋوʛʷال ʧʺض  

  

1xx

5x2x3

2xxx

7xxx

32

31

321

321







  

  :الآتॽةوذلʥ في ؗل مʧ الʴالات  
0xعʙʻما تʨؔن جʺॽع  -أ j . 

0x,0x,0xعʙʻما   -ب 123 . 

0x,2x,0xعʙʻما   -ج 123 . 

0x,2xعʙʻما   - د 12    3أماx .ʙʽمق ʛʽغ ʨفه 

0x,0x,4x -ه 123  
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3-   Maxx2x5x5xz 4321   
 :ȋوʛʷال ʧʺض  

11x6x2xx2

15x3x4x4x

7xx2x6x3

10xx4x3x5

4321

4321

4321

4321






  

  :الآتॽةوذلʥ في ؗل مʧ الʴالات  
0xجʺॽع الʺʨʴʱلات   -أ j . 

0xغʛʽ مقʙʽ والآخ1x    ʛ -ب j    ʘʽ1حj . 

0xو0xغʛʽ مقʙʽ والॽʁॼة   4xو  1x -ج 23 .  

  
  : الʥȂʙʸʯ الʰاني 

  ʝؔلʰʺــ ــة الʶـ ــة خʨارزمॽـ ــة ȄʛʢǼقـ ــائل الʱالॽـ ــʧ الʺʶـ ــل مـ ــل الʺʲـــالي لؔـ ــʙ الʴـ أوجـ
  الʺعʙلة: 

  : الآتॽةضʺʧ الʛʷوȋ الॽʢʵة   -1

6x0,4x0

18x2x3

0x8x7

5xx

21

21

21

21






  

  :الآتॽةأوجʙ الʴل الʺʲالي لؔل مʧ الʨʱاǼع الॽʢʵة (كل تاǼع على حʙه)  

Maxxz

Maxxz

Minxx2L

Minx2xL

Maxx2xz

Maxxx2z

Minx5x3L

Maxx5x3z

2

1

21

21

21

21

21

21









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Maxx6xx5x2z  : الآتيأوجʙ الʴل الʺʲالي للʨʺʻذج   -2 4221   

    :الآتॽةضʺʧ الʛʷوȋ الॽʢʵة  

  

12xxxx

31x8x2x3

12xx4xx2

2xx2x4

4321

421

4321

431







  

  وذلʥ في ؗل مʧ الʴالات الʱالॽة (كل حالة على حʙه).
0xعʙʻما تʨؔن جʺॽع  -أ j . 

0x -ب 4    Ȑʛع الأخॽʺ0وجx j . 

2x -ج 4    Ȑʛع الأخॽʺ0وجx j . 

0xغʛʽ مقʙʽ وجʺॽع الأخ4x   Ȑʛ - د j . 

0x,6x,0x,2x -ه 1234  

x,xأما0x,0x -و 1324  .ʧيʙʽمق ʛʽفغ 

 

Maxx75.4x15x26x60z  : الآتيأوجʙ الʴل الʺʲالي للʨʺʻذج   -3 4321   

:ȋوʛʷال ʧʺض    

  
)4,3,2,1:j(,0x

10xx2x4x10

20xx6x9x20

j

4321

4321





  

  هل هʻاك حل مʲالي آخʛ؟ 
  

Maxxx10z  : الآتيأوجʙ الʴل الʺʲالي للʨʺʻذج   -4 21   
 :ȋوʛʷال ʧʺض  

0x,0x

2x

2x10

1xx10

21

2

1

21






  
  

  هل هʻاك حل مʲالي آخʛ؟
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Maxxxz  : الآتيأوجʙ الʴل الʺʲالي للʨʺʻذج   -5 21   
 :ȋوʛʷال ʧʺض  

0x,0x

1xx

1xx

21

21

21





  
  

  
ʖالʰال ʥȂʙʸʯال:  

لؔــل مــʧ الʺʶــائل الʱالॽــة بʨاســʢة القاعــʙة الاصــʻʢاॽɺة وذلــʥ  أوجــʙ الʴــل الʺʲــالي
  :الآتॽةضʺʧ الʛʷوȋ الॽʢʵة    (M=10)بʨضع  

  

0x,0x

0xx

50x10x5

150x15x10

21

21

21

21






  

  وللʨʱاǼع الʱالॽة (كل على حʙه).

Maxx2xz

Maxxx2z

MinxxL

Maxx3xz

Maxxxz

21

21

21

21

21







  

  ثʦ أوجʙ الʴلʨل الأخȐʛ عʙʻما لا ʨȞǽن الʴل وحʙʽاً.
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  الفصل الرابع 
  النماذج المرافقة 

  

ــه يʱʹـــــʺʧ إن  ــʨذج خʢــــي أǽʹــــاً, ولʻؔــ ــʨذج خʢــــي هـــــʨ نʺــ ــȘ نʺــ ــʨذج الʺʛافــ الʻʺــ
ــه  مʴʱــʨلات جʙيــʙة, ومعــʛف علــى شــʛوȋ خॽʢــة وفʛدǽــة جʙيــʙة, ولــه تــاǼع هــʙف جʙيــʙ وحل

ʢلȘ علــى الʻʺــʨذج الʢʵــي الأول الʺʲــالي مــʛتǼ Ȍॼالʴــل الʺʲــالي للʻʺــʨذج  الأول. لــʚلʥ سـ̒ـ
.Șافʛʺذج الʨʺʻال ʦذج الʺقابل له اسʨʺʻذج الأصلي وعلى الʨʺʻال ʦاس  

 ʧمـــ ʙيـــʙة فـــي العȄورʛـــألة ضـــʶن مʨــ ــة لإʳǽـــاد الʻʺـــʨذج الʺʛافـــȘ قـــʙ تؔـ إن الʴاجـ
  .m > nخاصة في الʴالة الʱي ʨȞǽن فʽها الʴالات, و 

ʨرد  ـ̒ـ ــȘ وسـ ــʨذج الʺʛافـ ــاد الʻʺـ ــة إʳǽـ ــى ॽɿॽؗـ ــل إلـ ــʚا الفʸـ ــي هـ ʱعʛض فـ ـ̒ـ ــʠ وسـ Ǽعـ
ȘافʛʱالǼ علقةʱʺات الȄʛʤʻال.  

  

I - :كيفية تشكيل النموذج المرافق 
  الآتي:لʻفʛʱض أنه لʙيʻا الʨʺʻذج الʢʵي الأصلي (ȞʷǼله العام)  

  ʢǽلʖ إʳǽاد أكॽʀ ʛʰʺة للʱاǼع:
)4-1-1(  maxxp......xpxpxpZ nn332211   

  أو مʶاوȄات).  ضʺʧ الʛʷوȋ الʺʱʵلʢة الʱالॽة (مʛʱاجʴات مʧ الʨʻع  

)4-1-2             (











k

2

1

b

.

b

b






44k33k22k11kk

4243232221212

4143132121111

xa....xaxaxaU

.................................................

xa....xaxaxaU

xa....xaxaxaU
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)4-1-3      (  








m

1k

b

.

b



 

nmn33m22m11mm

n1k11k21k11k1K

xa...........xaxaxaU

............................................................................

nxa..x3ax2axaU
  

)4-1-4                           (0x..,..........0x,0x,0x 321    
n321        غʛʽ مقʙʽة ت مʨʴʱلا  ) 4-1-5( x........x,x,x    

, ولؔــــʳǽ ʧــــʖ جعــــل جʺॽــــع ibأǽــــة شــــʛوȋ علــــى الʨʲابــــʗ  نʹــــعلا وفــــي الʙʰاǽــــة 
ʙع واحــʨنــ ʧات مــʴاجʛʱʺال  ʨــي ≥هــʢʵذج الʨــʺʻلل Șافــʛʺذج الʨــʺʻــاد الʳǽولإ , ,Șــابʶالعــام ال

ــʛʻمʜ لʺ ــʨلات الʻʺـــــʨذجʧʽ ســـ ــʧʽ مʴʱـــ ــȘ بـــ ــل الʱفȄʛـــ ـــ ومـــــʧ أجـــ ــȘ بـــ ــʨذج الʺʛافـــ ــʨلات الʻʺـــ ʴʱـــ

m21 u,,.........u,u  دهاʙــي عــʱوالm  ــارʶǽ اً ونʹــعها علــىʙيــʙلاً جʨــʴʱم ȋوʛذج شــʨــʺʻال
  الأصلي.

  :الآتيوʚȃلʥ نॽʢʱʶع صॽاغة الʨʺʻذج الʺʛافȘ على الȞʷل  

  ʢǽلʖ إʳǽاد أصغॽʀ ʛʺة للʱاǼع:
)4-1-6 (  Minub......ubububz mm332211   

 ʧʺــــات (ضــــʴاجʛʱʺالʺقابلــــة لل ȋوʛــــʷة 2-1-4الॽʰم ســــالʙعــــ ʧعــــ ʛــــʰــــي تعʱوال (  
  :الآتॽةمʨʴʱلاً الأولى   k  الـ
)4-1-7 (     (i:1,2,3,……,k) 0u i   

) والʱي تعʛʰ عʧ أن الʺʨʴʱلات  3- 1-4(وضʺʧ الʛʷوȋ الʺقابلة للʺعادلات 
  قابلة لها هي مʨʴʱلات غʛʽ مقʙʽة ونʖʱؔ: ʺال
)4-1-8                 ()n,........,2k,1k:i(    0u i   

  والʱي تʸاغ ) 4-1-4وضʺʧ الʛʷوȋ الॽʢʵة الʺقابلة لʛʷوȋ عʙم الʶالॽʰة (
  مʛʱاجʴة هي:  وعʙدها   على شȞل مʛʱاجʴات مʧ الʨʻع 

)4-1-9 (  

1m1m331221111 pua.......uauaua   

2m2m332222112 pua.......uauaua   
 .………………………………………………  

 pua.......uauaua mm332211   
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والʱــي تʸــاغ  )5-1-4(  الʺقابلــة للʺʴʱــʨلات غʽــʛ الʺقʽــʙة وضʺʧ الʛʷوȋ الॽʢʵة  
  معادلة هي: ) - n(  عʙدهاو   على شȞل معادلات خॽʢة,

)4-1-10(  
1m1m313212111 pua.....uauaua     

 .....................................................  

nmmn3n32n21n1 pua...........uauaua   

مʻهــا  شــʡʛاً خॽʢــاً, nاً, وعلॽــه مʛافق ــمʴʱــʨلاً  mوهــʨ نʺــʨذج خʢــي ʱʴǽــȑʨ علــى 
  عʨـــʻال ʧـــة مـــʴاجʛʱم≥ ) - n ( ـــه  ،معادلـــةॽɾوk و ʖســـال ʛـــʽلاً غʨـــʴʱم)km(  

  .غʛʽ مقʙʽ  مʨʴʱلاً ॽɿॽؗاً 

ن مʸفʨفة الأمʲال في الʨʺʻذج الʺʛافȘ هــي مʻقــʨل مʸــفʨفة الأمʲــال نʛʽʷ إلى أو 
  في الʨʺʻذج الأصلي.

ولإǽʹاح العلاقــة بــʧʽ الʻʺــʨذج الأصــلي ومʛافقــه نقــʨم بʨضــعهʺا فــي جــʙول مقــارن 
  تي:كالآ

  الʹʦʸذج الʙʸافȖ   الʹʦʸذج الأصلي 
Maxxp....xpxpZ nn2211   Minub....ububZ mm2211   

 ȋوʛʷال ʧʺض    
1- inin22i11i bxa....xaxa   

ʘʽح)k,........,3,2,1:i(  

 ȋوʛʷال ʧʺض  
1- 0u i   

 ʘʽح)k,........,3,2,1:i(    
2- inin22i11i bxa....xaxa   

ʘʽح)m,........,2k,1k:i(   
2-  ʙʽمق ʛʽ0غu i  

 ʘʽح)m,........,2k,1k:i(   
3- 0x j   

ʘʽ3,2,1,........,(ح:j(   
3- jmmj2j21j1 pua.....uaua   

)j:3,2,1,.......,(حʘʽ أن   
4-  ʛʽغʙʽ0  مقx j         

ʘʽح)n,........,2,1:j(    

4- jmmj2j21j1 pua.....uaua   
ʘʽح)n,,.........2,1:j(    

 ʚأخــǽ ذج الأصــلي أنʨــʺʻلل ʧــȞʺǽ رة عامــةʨــʸȃو ȑارد فــي أʨل الــȞــʷال ʛــʽل غȞشــ
), ولʨʱضــــॽح Ǽعــــʠ الأشــــȞال الʺʱʵلفــــة للʻʺــــاذج الأصــــلॽة 5-1-4(), 1-1-4(العلاقــــات 

  ʖʱؔافقة لها, نʛʺاذج الʺʻفي ؗʺاوالʨفʸل مȞʷǼ اذجʺʻال ʥيلي: تل  
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  شȜل الʹʦʸذج الʙʸافȖ   شȜل الʹʦʸذج الأصلي 

1-     
0X

BAX

MaxXPZ





  

0U

pUA

MinBUZ






  

2-      
0X

BAX

(min)MaxXPZ





  

uغيرمقيدة

pUA

)Max(MinBUZ




  

3-     
0X

BAX

MinXPZ





  

0U

pUA

MaxBUZ


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  يلي: أن نلʟʵ خʨʢات العʺل لإʳǽاد الʨʺʻذج الʺʛافǼ Șʺاومʺا تقʙم ʻʻȞʺǽا  

1-  Șافــʛʺف الʙع الهــǼــا m21مــʧ الʺʴʱــʨلات الʺʛافقــة نʷــȞل ت u,......,u,u  ها علــىȃʛــʹǼ
m21الʛʱتǼ ʖʽالʨʲابʗ الʴــʛة   b,........,b,b   ــاتʴاجʛʱʺلل ʧــʺǽف الأʛــʢدة فــي الʨجــʨʺال

إذا ؗــان الʱــاǼع  Min), وʨȞȄن هʚا الʱــاǼع مــʧ الʻــʨع  3-1-4) وللʺعادلات (4-1-2(
 والعǼ ʝȞالعMax .ʝȞالأصلي مʧ الʨʻع  

Ǽʺقابـــل وȃعـــʙد شـــʛوȋ عـــʙم الʶـــالॽʰة    نʷـــȞل عـــʙداً مـــʧ الʺʛʱاجʴـــات غʽـــʛ الʶـــالॼة   - 2
Ǽʺقابـــل عـــʙد الʺʴʱـــʨلات غʽـــʛ الʺقʽـــʙة  ), ؗʺـــا نʷـــȞل عـــʙداً مـــʧ الʺعـــادلات  4- 1- 4( 
ــال ؗــل مــʧ الʺʴʱــʨلات فــي جʺॽــع  5- 1- 4(  ʲأمǼ ــة ) وذلــǼ ʥʹــʛب الʺʴʱــʨلات الʺʛافق

 ʙال على حʲالأم ʧد مʨʺل عȞǼ هاȃʛʹǼ ȑهالʺعادلات أ . 

, Ȟǽــʨن مقــابلاً لʺʛʱاجʴــة مــʧ الʻــʨع  iuنʹع شʛوȋ عʙم الʶالॽʰة على ؗل مʴʱــʨل  -3
 ونʛʱك الʺʨʴʱلات الʺقابلة للʺعادلات مʨʴʱلات غʛʽ مقʙʽة.

  :)1(  مʰال
  Ȑʙج إحʱʻــات هʺــا:  تʳʱʻʺال ʧمــ ʧʽعʨات نــ ʛؗʷالA وB  ʧــع مــȃأر ʥلʚم لــʙʵ وتʶـɦـ
432,1 الʺــʨاد الأولॽــة هــي: S,S,SS  ــاجʱاد لإنʨه الʺــʚهــ ʧؗــل مــ ʧاللازمــة مــ ʛن الʺقــاديȂو

 ʧ , والؔʺॽــة الاحॽʱاॽʡــة الʺʱــʨفʛة مʻهــا وســعʛ الʺॽʰــع لؔـــل BوA  واحــʙة مــʧ ؗــل الʺʳʱʻــ̔
 ʧة مʙواحB  وA   ولʙʳاة في الʢالآتيمع:  
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  الॻʸؒات الاحॻʯاॻʟة
  مʥ الʦʸاد 

  مʯʴلʚمات الʦاحʗة مʥ الʱʯʹʸات
A                       B 

  الʱʯʹʸات 
  الʦʸاد الأولॻة 

19  3  2  1S  
13  1  2  2S  
15  3  0  3S  
18  0  3  4S  
  سعʛ الʨاحʙة  7  5  

ة  الإنʱاجॽــةوالʺʢلــʨب إʳǽــاد الʢʵــة  ʛؗــʷه الʚــات هــʳʱʻــة مʺॽʀ عــلʳــي تʱــة الॽالʲʺال
ʧــȞʺǽ مــا ʛــʰــى أكʻالʺع ʛʽــʶفʱــام بॽʁال ʦــ ــالي, ث ʲʺــه ال ــʦ إʳǽــاد الʻʺــʨذج الʺʛافــȘ وʳǽȂــاد حل , ث

  الاقʸʱادȑ للʨʺʻذجʧʽ الأصلي والʺʛافȘ, وʳǽȂاد العلاقة بʻʽهʺا.

  الʴل:

  ʧاجه مــʱإن ʖʳǽ ار ماʙلʺق ʜمʛʻلA وB :ʧȄʜمʛــالǼ12 xوx  ʥلʚــȃو ʖــʽتʛʱعلــى ال
:ʨف هʙع الهǼأن تا ʙʳن  

Maxx5x7Z 21   

  وȂن الʛʷوȋ الॽʢʵة الʺفʛوضة على عʺلॽة الإنʱاج هي:
19x3x2 21   1u  
13xx2 21   2u  
15x3 2   3u  

0x,0x

18x3

21

1




  4u  

ـrـاد الʢʵــة الʺʲالॽــة الʺʢلȃʨــة   ǽا  ولإʚــة, و لهــॽانॽʰقــة الȄʛʢم الʙʵʱــʶذج نʨـ̋ـ ʻم  الʨنقــ ʥلʚلــ
ــاǼع الهـــʙف   ـ̫ــʛوȋ وتـ ॽʁʺات ال ـɦـ ʁـ ــȞل ( ف بʛســـʦ م ـ̫ ـyــل علـــى ال ʴʻ4 -1  ةʴــف yـ ʧ علـــى ال ـ̔ـ hـ ) الʺ

  الʱالॽة. 
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  ) 1-4الȜʵل (

ــا أن الʴــل الʺʲــالي ǽقابــل الʻقʢــة الʛأســॽة 1-4مــʧ الʷــȞل ( ʻل ʧʽــʰʱي (c،  ʖــʶʴون
:ʧʽʺॽʁʱʶʺع الʡتقا ʧاتها مॽاثʙإح  

13xx2

19x3x2

21

21




  

ـrــʙ أن ف  ʻ   ع هـــيʡقــــاʱـــة الʢاثي نقʙ5:  إحــــx3وx 12   ــــةʢʵأن ال ʙــrـ . وȃــــʚلʥ ن
ج   ـɦـ ـ̒ ــB ,    ʛواحـــʙات مـــʧ    3و   Aواحـــʙات مـــʧ    5الʺʲالॽـــة الʺʢلȃʨـــة هـــي أن ن hـ ــا أك ـ̒ ʽʢوهـــي تع

  ʶǽاوॽʀZ   :ȑʺة للʱاǼع  
S.L503557ZMax   

ــــة ولʸــــــــــॽاغة  ـــ ـــــــʨلات الʺʛافقـــ ــألة نʹــــــــــع الʺʴʱـــ ــ ـــ ـــــــʚه الʺʶـــ ـــــــʨذج الʺʛافــــــــــȘ لهـــ الʻʺـــ

4321 u,u,u,u   ذجʨــʺʻــل علــى الʸʴʻقة فǼــاʶات الʺॽعلʱال Șʰʢة, ونॽʢʵال ȋوʛʷمقابل ال
  الʺʛافȘ الʱالي:
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ʛاد أصغʳǽإ ʖلʢǽ  ةʺॽʀ عللǼاʱ:  
Minu18u15u13u19Z 4321   

ʥة:  وذلॽʢʵال ȋوʛʷال ʧʺض  

0u,0u,0u,0u

5u3uu3

7u3u2u2

4321

321

421






  

نʢــــــʛح مــــــʧ الʢــــــʛف الأǽʺــــــʧ لؔــــــل مــــــʧ ولإʳǽــــــاد الʴــــــل الʺʲــــــالي لهــــــʚا الʻʺــــــʨذج 
 ʖســال ʛــʽاً غॽɾلاً إضــاʨــʴʱم ʧʽʱʴاجʛــʱʺ12ال vوv  ف إلــىʙع الهــǼل تــاʨــʴمــا ون ʛــʰل أكȞشــ

 ʧȞʺǽMax    لȞʷال Șافʛʺذج الʨʺʻال ʚأخॽɾالآتي:  
Maxv0v0u18u15u13u19ZZ 214321   

:ȋوʛʷال ʧʺض  

)2,1:i(0v,)4,3,2,1:j(0u

5vu3uu3

7vu3u2u2

ij

2321

1421





  

  : الآتيالاصʻʢاॽɺة ونʨʴل الʨʺʻذج إلى الȞʷل  ولʴل هʚا الʨʺʻذج نʙʵʱʶم القاعʙة  
MaxMMv0v0u18u15u13u19Z 21214321   

:ȋوʛʷال ʧʺض  

0,0u

5vu3uu3

7vu3u2u2

ij

22321

11421





  

  لʱالي:الʰʺʶلʝؔ الʺعʙلة اثʦ نʹع الأمʲال في جʙول خʨارزمॽة 
 ʕابʦʰ2  الv  1v  4u  3u  2u  1u   ةʗالقاع  

7  0  1-  3  0  2  2  1  

5  1-  0  0  3  1  3  2  

0Z   0  0  18-  15-  13-  19-   فʙع الهǼتا  
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ʵلʟ مــʧ الʺʴʱــʨلات الاصــʻʢاॽɺة نʱʵــار أولاً الʺʴʱــʨل  , ونʴــʙد عʸʻــ1 ʛوللـɦـ
ʙʵم العلاقــة  ،, فʳʻــʙ أن جʺॽــع الʶʻــʖ ســالॼةالارتؔاز مʧ سʛʢه ʶʴǼاب   لــʚلʥ فإنʻــا نʶـɦـ

  ) فʙʳʻ أن:3-3-7(

3

18

3

18
,

2

13
,

2

19
Max






 

   

 ) ʨالارتؔاز ه ʛʸʻأن ع ȑل  3أʙʰن ʥلʚ1), ل  4ب ـu    ولʙʳل على الʸʴʻف
  : لعʺʨد الارتؔاز) العʺʨد الʺقابل  ونهʺل  (   الآتي

 ʕابʦʰ2  الv  1v  1  3u  2u  1u    
3/7

  0  3/1    
0  3/2  3/2  4u  

5  1-  0  3  1  3  2  

42Z   0  6-    15-  1-  7-    

  ʧم ʟلʵʱ2ولل    ʖʶʴن    العلاقة ʧ7- 3- 3( م  ( :(ةॼجʨم ʖʶد نʨم وجʙلع)  

1

1

3

15
,

1

1
,

3

7
Max






 

   

 ) ʨــ ــʛ الارتؔـــــاز هــ ـــ    2), لـــــʚلʥ نʰـــــʙل  1أȑ أن عʸʻــ فʸʴʻـــــل علـــــى    2uبــ
  : ) الارتؔاز (ونهʺل العʺʨد الʺقابل لعʺʨد    الʙʳول الʱالي 

 ʕابʦʰ2  الv  1v  3u  2  1u    

1-  3/2  3/1  2-    3/4  4u  

5  1-  0  3    3  2u  

47Z   1-  6-  12-    4-    

 ʖجــʨلــه إلــى مȄʨʴــا تʻʽعل ʥلʚلــ ,ʗابــʨʲد الʨفــي عʺــ ʖد سالʙر عʨهʣ Ȏا نلاحʻوه
 :فʳʻـــʙ أن فـــʨراً, ولهـــʚا نعʰʱـــʛ ســـʛʢه ســـʛʢاً للارتؔـــاز ونʶʴـــʖ أصـــغʛ الʶʻـــʖ الʺʨجॼـــة 

  ):2-4-3(انʛʤ العلاقة 

3/4

4

3/1

6
,

2

12
,

3/4

4
Min



















  
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) ʨــ ــاز هــ ــʛ الارتؔــ ــʙ أن عʸʻــ ــʚلʥ نʳــ ــʙيل -3/4وȃــ ــʨم بʰʱــ ــʚلʥ نقــ ـــ  4u), لــ  1uبــ
  فʸʴʻل على الʙʳول:

  2v  1v  3u  4u   ةʗالقاع  

4

3          1u  

4

11          2u  

50Z   3-  5-  6-  3-   فʙع الهǼتا  

  :الآتيوʚȃلʥ نʸʴل على الʴل الʺʲالي  

0vvuu,
4

11
u,

4

3
u 214321   

50ZMaxوهــǽ ʨعʻʽʢــا أن    أن ʙــʳــه نʻ50ومZMin   هʚقارنــة هــʺȃو
  الʳॽʱʻة مع حل الʨʺʻذج الأصلي لʨجʙنا أن:

ZMaxZMin   

 :Ȗافʙʸذج الʦʸʹلل ȏادʶʯن الاقʦʸʷʸال  

ʺعʻــى الاقʸʱــادȑ لʱــاǼع الهــʙف فــي الʻʺــʨذجʧʽ الأصــلي والʺʛافــȘ لʺʲالʻــا لʱفʶــʛʽ ال
  الʶابȘ نلاحȎ أن:

Maxx5x7Z 21   

  Șافʛʺذج الʨʺʻف في الʙع الهǼوأن تاZ :ʨه  
Minu18u15u13u19Z 4321   

  يلي: ونʱʻʱʶج ما

12هــــي ؗʺʱʽــــي الإنʱــــاج  ZالʱــــاǼع الأصــــلي  إن مʴʱــــʨلات -1 xوx  ʧمــــAوB  علــــى
ʖʽتʛʱاتالʳʱʻʺة الʺॽʀ اʻʽʢالأسعار تعǼ ةȃوʛʹات مॽʺؔه الʚن هȂو ,  Z. 
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2- Șافــــʛʺع الǼــــاʱلات الʨــــʴʱــــا مʺʻʽب Z  الأســــعار ʧــــارة عــــॼɺ 4321هــــي u,u,u,u 
4321لʨاحــʙة الʺــʨاد الأولॽــة  s,s,s,s  ه الأســعارʚن هــȂو ,ʖــʽتʛʱة علــى الȃوʛمʹــ

 ॽʀʺة الʺʨاد الأولॽة الʺʨʱفʛة.Ǽالؔʺॽات الʺʨʱفʛة تعʻʽʢا  

4321ولهʚا تʶʺى الʺʨʴʱلات   u,u,u,u   .ذجʨʺʻة في الॽɿʵة أو الȄʛʶالأسعار الǼ  

3-  ȋوʛــة الأولــى فــي شــʴاجʛʱʺاد إن الʨالʺــ ʧم مــʜــ الʻʺــʨذج الʺʛافــȘ تعʻــي أن ॽʀʺــة مــا يل
اعة  ج الأولॽــة لʸـ̒ـ )u3u2u2(تʶــاوȑ والʱــي  Aواحــʙة مــʧ الʺʻـɦـ 421 ,  ʛــʰوتع

ج  ،Aعʧ تؔلفة الʨاحʙة مʧ الʶلعة  والــA  ȑʚلا Ȟʺǽــʧ أن تقــل عــʧ ســعʛ واحــʙة الʺʻـɦـ
  ȑاوʶǽ7 :أن ȑأ 

7u3u2u2 421   

  وʱȃعʠȄʨ الʴل الʺʲالي الʺʛافȘ نʙʳ أن:

7
4

28

4

11
2

4

3
2   

ʙــʳن ʥلʚــ ج  وؗ اعة واحــʙة مــʧ الʺʻـɦـ ، Bأن ॽʀʺــة مــا يلــʜم مــʧ الʺــʨاد الأولॽــة لʸـ̒ـ
  ʧة مʙاحʨتؔلفة ال ʧع ʛʰي تعʱوالBج   ، لا , والــʧȞʺǽB ȑʚ أن تقــل عــʧ ســعʛ واحــʙة الʺʻـɦـ

  ȑاوʶǽ5   :أن ȑأ  
5u3uu3 321   

  وʱȃعʠȄʨ الʴل الʺʲالي الʺʛافȘ نʙʳ أن:

5
4

20

4

11

4

3
3   

)3x,5x(إن الʴــل الʺʲــالي للʻʺــʨذج الأصــلي  -4 21   ــاجʱــة للإنʢــا أفʹــل خʻʽʢعǽ
الʱي تʳعل ॽʀʺة ذلʥ الإنʱاج أكʛʰ ما ʧȞʺǽ (وذلــʥ ضــʺʧ الʺــʨارد الʺʱــʨفʛة), وȂن الʴــل 

ــا ــة, ॽɾʺــ ــʨاد الأولॽــ ــعار الʺــ ــʽȞلة لأســ ــل تʷــ ــǽ Șعʻʽʢــــا أفʹــ ــʨذج الʺʛافــ ــالي للʻʺــ ــʨ الʺʲــ  لــ
ʙʵمة مʻهـــا,  ʙʵمʗ بـــʙون أȑ هـــʙر فإنهـــا تعʻʽʢـــا أصـــغॽʀ ʛʺـــة لʱلـــʥ الʺـــʨارد الʺʶــɦـ اســɦـ
 Șافــʛʺذج الʨــʺʻــالي للʲʺــل الʴال ʛــʰʱعǽ اʚــاج ولهــʱة للإنʢا أفʹل خʻʽʢعʱالي سʱالǼ وهي

 :الآتॽةللʴل الʺʲالي للʨʺʻذج الأصلي. وهʺا يʛتʢॼان Ǽالعلاقة    اً مʛافق  حلاً 

)4-1-11(  mm2211nn2211 ub....ububZMinxp....xpxpZMax   
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II-  خوارزمية السمبلكس لحل النماذج من النوعMin: 
لقــʙ لاحʻʤــا مــʧ خــلال الʺʲــال الʶــابȘ أنــه ʻʻȞʺǽــا تʽʰʢــȘ الʨʵارزمॽــة الʺॼاشــʛة أو 

علـــى تـــاǼع الʽʰʢʱـــȘ اقʱʹـــى مʻـــا إجـــʛاء تȄʨʴـــل  الʺعʙلـــة علـــى الʻʺـــاذج الʺʛافقـــة, ولؔـــʧ هـــʚا
  ثʦ مʱاǼعة العʺل على هʚا الأساس. Maxلॼʸॽح مʧ الʨʻع   Zالهʙف  

بــʙون إجــʛاء  Minولʻؔه ʻʻȞʺǽا مʧ جهة أخــȐʛ أن نقــʨم ʴǼــل الʻʺــʨذج ذȑ الʻــʨع 
 ʨب ʥل وذلȄʨʴʱال ʥاس ــذل ʛــʸʱقȄو ,(لــةʙالʺع) ة أوʛاشــॼʺــة الॽارزمʨʵعلــى ال ȌॽــʶǼ يلʙة تعــʡ

  يلي: ) مʻها, حʘʽ تॼʸح ؗʺا3هʚا الʱعʙيل على الʨʢʵة (

, فإنــه عʻــʙما نقــʨم بʙʴʱيــMin  ʙإذا ؗــان تــاǼع الهــʙف فــي الʻʺــʨذج الʢʵــي مــʧ الʻــʨع  
ـ̋ــــة   ॽʁــي ال ــʛ فــ ـhـ ـʁــــالʖ والأك ــʛ ال ـyـ ʻالع ȑة ( أॽʰســــل ʛــ ـ̡ـ ـyــــʛ الأك ʻـــار العɦـ ʵـؔـــاز ن ــʨد الارت ـ̋ـ ع
الʺʢلقــة) فــي ســʛʢ تــاǼع الهــʙف ونعʰʱــʛ عʺــʨده عʺــʨداً للارتؔــاز ونʱــاǼع العʺــل حʶــʖ تعلॽʺــات  

ل حʶــʖ   ـɹـنʱــاǼع ال ثــʦ  الʨʵارزمॽــة الʺॼاشــʛة حʱــى نʸʴــل علــى حــل قاعــȑʙ أول (قاعــʙة أولــى),  
ـ̋ـــʨذج الʢʵــــي   ʻب للʨلــــʢʺـ̡ـــالي ال ـɹـــل الʺ ـyـــل علــــى ال ʴـــى نɦـ ـ̋ـــات الʨʵارزمॽــــة الʺعʙلــــة ح ॽتعل

  الʺفʛوض, وʦʱȄ ذلʥ عʙʻما تॼʸح جʺॽع عʻاصʛ الʛʢʶ الأخʛʽ غʛʽ سالॼة. 

  :الآتيولʨʱضॽح نȘʰʢ ذلʥ على الʺʲال  

  :)2(  مʰال

  :الآتيأوجʙ الʴل الʺʲالي للʨʺʻذج الʺʛافȘ للʨʺʻذج  

Maxx5x3xx2Z 4321   

 ȋوʛʷال ʧʺةضॽالآت :  

3x6x4x3x2

2x3x2xx

1x2xx

4321

4321

431





  

3

2

1

u

u

u

  

0x,0x,0x,0x 4321   

  الʴل: 

  : الآتي حʖʶ الʱعلॽʺات الʶاǼقة نʙʳ أن الʨʺʻذج الʺʛافȘ لهʚا الʨʺʻذج هʨ الʨʺʻذج  
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Minu3u2uZ 321   
  ȋوʛʷال ʧʺةضॽالآت:  

5u6u3u2

3u4u2u

1u3u

2u2uu

0u,0u,0u

321

321

32

321

321








  

بȄʨʴʱـــل هـــʚا الʻʺـــʨذج إلـــى الʷـــȞل الʤʻـــامي ʢǼـــʛح مʴʱـــʨل إضـــافي غʽـــʛ ثـــʦ نقـــʨم 
ســالʖ مــʧ ؗــل مــʧ هــʚه الʺعــادلات, ثــʦ جعــل الʨʲابــʗ فــي الʢــʛف الأǽʺــʧ مʨجॼــة فʸʴʻــل 

  :الآتيعلى الȞʷل  
Minv0v0v0v0u3u2uZ 4321321   

  ضʺʧ الʛʷوȋ الʱالॽة:

0u,0u,0u,0u

5vu6u3u2

3vu4u2u

1vu3u

2vu2uu

4321

4421

3421

232

1321







  

وهــʨ شـــȞل قاعــȑʙ جـــاهʜ, لــʚلʥ نʹـــعه فــي جـــʙول مʸʱʵــʛ ونʰʢـــȘ الʨʵارزمॽـــة 
  يلي: الʺعʙلة ؗʺا

iB  3u  2u  1u  ةʙالقاع  
2  2-  1-  1  1v  

1  3  1  0  2v  

3  4  2-  1-  3v  
5  6-  3  2  4v  

0Z   3-  2  1-   فʙع الهǼتا  

  لʚلʥ نȘʰʢ الʨʵارزمॽة الʵاصة بها.  ǼMinʺا أن تاǼع الهʙف هʨ مʧ الʨʻع 
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) ʛʸʻالع ʨه ʛʽالأخ ʛʢʶة في الॽʰسل ʛاصʻالع ʛʲة أن أكʤلاحʺȃ3و-  ʥلʚل (
  عʺʨد ارتؔاز, وʙʴʱȃيʙ عʛʸʻ الارتؔاز نʙʳ أن:  3uنعʛʰʱ عʺʨد  

3

1

4

3
,

3

1
Min 



  

) ʨالارتؔاز ه ʛʸʻأن ع ȑ2) الʺقابل لـ  3أv   يلʙʰʱم بʨنق ʥلʚ3لu   2بـv 
  : الآتي فʸʴʻل على الʙʳول 

iB 2v  2u 1u  ةʗالقاع  

3/8  3/2  3/1  1  1v 

3/1  3/1  3/1  0  3u 

3/5  3/4  3/10  1-  3v 

7  2  5  2  4v 

1Z   1  3  1-   فʙع الهǼتا  
ȃ ʧعʙ تʙʴيʙ عʸʻــʛ الارتؔــاز نقــʨم و  Ǽ11ــإجʛاء تʰــʙيل آخــʛ بـ̔ـ uوv ــل علــى فʸʴʻ

  :الآتيالʙʳول  
  2v  2u  1v  ةʗالقاع  

3/8  3/2  3/1  1  1u  

3/1  3/1  3/1  0  u3 

3/13  3/2  3/11  1  3v 

3/5  3/2  3/17  2-  4v 

3/11Z   3/5  3/8  1    

 جʺॽــع عʻاصــʛ الʶــʛʢ الأخʽــʛلأن وȃــʚلʥ نؔــʨن قــʙ حʸــلʻا علــى الʴــل الʺʲــالي (
ʗʴॼالي:  أصʱة) الॼسال ʛʽغ  

3/5v,3/13v,0vv,3/1u,0u,3/8u 4321321   
  تʶاوz :ȑوهǽ ʨعʻʽʢا أصغॽʀ ʛʺة لـ  

3/11Z03/11Z   
3/11ZMin                 أȑ أن:    
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 -III  خوارزمية السمبلكس المزدوجة (للنموذجين الأصلي
  المرافق): 

 ,ʙــآن واحــǼ Șافــʛʺالأصــلي وال ʧʽذجʨــʺʻال ʧلؔــل مــ ʧʽʽــالʲʺال ʧ ـ̔ـ ʻʻȞʺǽــا إʳǽــاد الʴل
وذلــǼ ʥعــʱؗ ʙابʱهʺــا علــى الʷــȞل القاعــȑʙ الʺʻاســǼ ʖإضــافة أو ʡــʛح مʴʱــʨلات إضــاॽɾة, أو 

  عʜل الʺʨʴʱلات غʛʽ الʺقʙʽة.و Ǽاسʙʵʱام Ǽعʠ الʺʨʴʱلات الاصʻʢاॽɺة,  

 ʧفــي العلاقــات مــ ʧ ولʻفʛʱض أن الʨʺʻذج الأصلي معʢى على الȞʷل العــام الʺʰـ̔ـ
ــــى (4-1-10( ــʧ 5-1-4) حʱـــ ــ ــات مـــ ــي العلاقـــــ ــ ʧ فـــ ـ̔ـ ــ ــام الʺʰـــ ــȞل العـــــ ــ ــه الʷـــ   ) وان لʺʛافقـــــ
ــʚيʧ الʻʺـــʨذجʧʽ تʺʻȞـــا مـــʧ 1-1-4( ) حʱـــى4-1-6( ــة لʺعالʳـــة هـ ــʛض أنـــه نʳॽʱـ ), ولʻفʱـ

  ʝॽالي (ولʱال ȑʙل القاعȞʷهʺا على الʱابʱورة  كʛʹالǼ:(ʖجʨم ȑʙقاع  

  الʨʺʻذج الأصلي:
)4-3-1 (  Maxxp..........xpxpZ nn2211   

 ضʺʧ الʛʷوȋ الʱالॽة:

)4-3-2 (  

mmnmn22m11m

22nn2222121

11nn1212111

byxa..........xaxa

.................................................................

byxa..........xaxa

byxa..........xaxa






  

  
)m,.......,3,2,1:i(,0y

)n,.......,3,2,1:j(,0x

i

j




  

0bولا نȋʛʱʷ هʻا أن تʨؔن   i  :  
 :Șافʛʺذج الʨʺʻال  

)4-3-3 (  Minub..........ububZ mm2211   
  

nnmmn2n21n1

22m2m222112

11m1m221111

pvua..........uaua

.................................................................

pvua..........uaua

pvua..........uaua






  )4-3-4 (  

  

)n,.......,3,2,1:j(,0v

)m,.......,3,2,1:i(,0u

j

i



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0pولا نȋʛʱʷ هʻا أن تʨؔن   i  .  

ــʁها, وأن مʸــفʨفة أمʲــال الʺʴʱــʨلات   وȃʺلاحʤة أن معــاملات هــʚيʧ الʻʺــʨذجʧʽ هــي نف
فــي الʻʺــʨذج الʺʛافــȘ هــي مʻقــʨل مʸــفʨفة تلــʥ الأمʲــال فــي الʻʺــʨذج الأصــلي, نʳــʙ أنــه ʻʻȞʺǽــا  

  يلي: كʱاǼة هʚه الʺعاملات للʨʺʻذجʧʽ في جʙول مʛʸʱʵ واحʙ (مʜدوج) ؗʺا  

تاǼع الهʙف  
 Șافʛʺال  nv-   ....  3v-  2v-  1v-      

iB nx  ....  3x  x2 1x   ةǽʙلات القاعʨʴʱʺال  

1b n1a   ....  13a 
12a  11a  1y 1u 

2b n2a   ....  23a  22a  21a  2y 2u 

3b  n3a   ....  33a  32a  31a  3y  3u  

 ....  ....   ....   ....   ....   ....   ....  .... 

mb mna   ....  3ma  2ma  1ma  my mu 

Max0Z  
np  ....  3p 2p 1p فʙع الهǼتا    

Min0Z   

  الʗʱول الʚʸدوج للʹʦʸذجʥʻ الأصلي ومʙافقه وفȖ جʗول خʦارزمॻة الʮʸʴلʛؒ الʸعʗلة 

ــل الʳـــʙول وفـــȘ ح ــʨذج الأصـــلي داخـ ــع مʴʱـــʨلات ومعـــاملات الʻʺـ ــʘ قʺʻـــا بʨضـ ʽـ
فʨضــعʻا خʨارزمॽــة الʶــʺʰلʝؔ الʺعʙلــة, ووضــعʻا مʴʱــʨلات الʻʺــʨذج الʺʛافــȘ خــارج الʳــʙول, 

 فــي أعــلاه  -nv-,….,2v-, 1vعلــى ʶǽــاره والʺʴʱــʨلات القاعǽʙــة  m,….,u2,u1u الʺʴʱــʨلات
  .(مع إشاراتها الʶالॼة)

وانʢلاقاً مʧ الʺॼادȏ الʱي اعʙʺʱنا علʽها في الʨʵارزمॽة الʺعʙلــة للʻʺــʨذج الأصــلي 
أنʻا نʸʴل على الʴل الʺʲــالي للʻʺــʨذج الأصــلي عʻــʙما   وخʨارزمॽة الʻʺاذج الʺʛافقة نʱʻʱʶج

 ʛــ ــع العʻاصـ ــʨن جʺॽـ 0pتؔـ j    ،/ʛــ ــʛʢ الأخʽـ ــي الʶـ ــي/فـ ــʗ  وفـ ــه الʨقـ ــع نفʶـ ــʨن جʺॽـ تؔـ
 ʛاصــʻ0العb i   Șافــʛʺذج الʨــʺʻــالي للʲʺــل الʴــل علــى الʸʴــا ن ʻنȂو ,ʛــʽد الأخʨفــي العʺــ
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 ʛاصʻع العॽʺن جʨؔما تʙʻ0عb i   (Șافــʛʺف الʙع الهǼد تاʨʺع) ʛʽد الأخʨʺفي العʧومــ 
 ʗقʨه الʶنف ʛــʽالأخ ʛʢــʶفــي ال ʛاصــʻــع العॽʺن جʨ0تؔــp j   قابل ), jv-=  jp(لأنهــا سـɦـ

  لؔل مʧ الʨʺʻذجʧʽ.نفʶهʺا  ن  وهʺا الʡʛʷا

لـــʚلʥ فإنـــه علʻʽـــا عʻـــʙ الʴॼـــʘ عـــʧ الʴـــل الʺʲـــالي للʻʺـــʨذجʧʽ معـــاً أن نعʺـــل علـــى 
  ʛاصــʻع العॽʺ0جعل جb i     جعــل  وعلــى ʛاصــʻــع العॽʺ0جp j  ــاʻʽعل ʥذلــ Șــʽقʴʱول ,

أن نعʙʺʱ علــى أحــʙ الʻʺــʨذجʧʽ الʺʱــʛافقʧʽ (الأصــلي أو مʛافقــه) ونʹــع مʨʴʱلاتــه ومعاملاتــه 
 Șافــʛʺذج الʨــʺʻلات الʨــʴʱونʹــع م (ذج الأصــليʨــʺʻلل ʙــʺʱالʺع) Șــابʶول الʙــʳول ؗالʙفــي جــ

  حʨل الإʡار الʵارجي لʚلʥ الʙʳول.

نʳــʙ أن ضــʛورة وضــع الʻʺــʨذجʧʽ فــي جــʙول مʷــʛʱك ومʸʱʵــʛ لا  وʸȃــʨرة عامــة
ــة  ــة العامـ ــإن الʴالـ ــʚا فـ ــʧ. ولهـ ــي الʢـــʛف الأǽʺـ ــالॼة فـ ــʧ الʨʲابـــʗ الʶـ ــالʵʱلʟ مـ ــا Ǽـ تʶـــʺح لʻـ

, ؗʺــا Ȟʺǽــʧ أن يʱʹــʺbi < 0 ʧللʳــʙول الʺــʜدوج الʶــابȞʺǽ Șــʧ أن تʱʹــʺʧ ثʨابــʗ ســالॼة 
 ʛــʽالأخ ʛʢــʶفــي ال ʛاصʻ0 <ع jp  ــلʴال ʧعــ ʘــʴॼال ʙــʻــا عʻʽعل ʖــʳǽ فإنــه ʥلʚــة. لــॼجʨم

ʧʽذجʨــʺʻــالي للʲʺال ʛاصــʻه العʚــة هــʳذج الأصــلي,  أن تعʺــل علــى معالʨــʺʻــاداً علــى الʺʱاع
  نقʨم بʚلʥ على مʛحلʧʽʱ هʺا:و 

غʽــʛ ســالॼة وهــʚا مــا ǽقابــل الʸʴــʨل   ibوفʽها ʖʳǽ أن نʳعل الʨʲابــʗ    الʺʛحلة الأولى: -1
  على حل قاعȑʙ غʛʽ سالʖ للʨʺʻذج الأصلي.

وفʽها ʖʳǽ أن نʳعل جʺॽع عʻاصــʛ ســʛʢ تــاǼع الهــʙف غʽــʛ مʨجॼــة (فــي    الʺʛحلة الʲانॽة: - 2
حالــة تعʤــʦॽ تــاǼع الهــʙف), وهــʚا مــا ǽقابــل الʸʴــʨل علــى الʴــل الʺʲــالي الʺʢلــʨب للʻʺــʨذج  

  الأصلي. 

وتʶــʺى الʨʵارزمॽــة الʱــي تعʱʺـــʙ علــى الʻʺــʨذج الأصــلي فـــي إʳǽــاد الʴــل الʺʲـــالي 
  للʨʺʻذج الأصلي ومʛافقه Ǽالʨʵارزمॽة الʺʜدوجة الأصلॽة.

ــاً اعʱʺــــاداً علــــى الʻʺــــʨذج  كʺــــا ʻʻȞʺǽــــا الʴॼــــʘ عــــʧ الʴــــل الʺʲــــالي للʻʺــــʨذجʧʽ معــ
  الʺʛافȘ, وعʙʻها سʨȞॽن علʻʽا أن نʘʴॼ عʧ الʴل الʺʲالي لها على مʛحلʧʽʱ هʺا:
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غʽـــib  ʛوفʽهـــا ʳǽــʖ أن نʳعـــل عʻاصــʛ عʺـــʨد تــاǼع الهـــʙف الʺʛافــȘ  الʺʛحلــة الأولــى: -1
 ʗابـــʨʲـــع الॽʺــان ج ــي نهاǽـــة الʴـــل إلا إذا ؗـ فـــي الʶـــjp  ʛʢســـالॼة, وهـــي مʛحلـــة لا تعʻـ

  الأخʛʽ غʛʽ سالॼة.

وهــʚا  ،غʽــʛ مʨجॼــة –jpوفʽها ʖʳǽ أن نʳعل الʨʲابʗ الʛʴة Ǽالॼʶʻة لــه   الʺʛحلة الʲانॽة: -2
.Șافʛʺذج الʨʺʻالي للʲʺل الʴل على الʨʸʴقابل الǽ 

ــالي  ــاد الʴـــل الʺʲـ وتʶـــʺى الʨʵارزمॽـــة الʱـــي تعʱʺـــʙ علـــى الʻʺـــʨذج الʺʛافـــȘ فـــي إʳǽـ
  للʨʺʻذجʧʽ معاً Ǽالʨʵارزمॽة الʺʜدوجة الʺʛافقة.

كʺــــا ʻʻȞʺǽــــا أن نʰــــʙأ Ǽالʺʛحلــــة الʲانॽــــة ثــــʦ الأولــــى فــــي الʵــــʨارزمʧʽʱʽ, لــــʚلʥ فإنʻــــا 
عʛض ؗــلاً  ʽ ʧمــʧ هــاتʧʽ الʵــʨارزم سʶʻـɦـ ʧʽʱ الʺــʜدوجʷǼ ʧʽʱــȞل مʻʱــاʛʣ لʨʱضــॽح العلاقــة بـ̔ـ

.ȐʛالأخǼ هاʻات ؗل مʨʢخ  
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  :Maxالʦʳارزمॻة الʚʸدوجة الأصلॻة لʯاǺع  
1-  ʧʽذجʨــ ــا نʹــــع الʻʺــ ــʙ تȄʨʴلهʺــ ــȑʙ فــــي جـــــʙول  إلـــــىǼعــ ــȞل قاعــ شــ

  كالʱالي:
  nv- ….  2v-  1v-    

iB nx  ....  x2 1x ةʙالقاع   

1b n1a   ....  12a  
11a  1y 1u 

2b n2a   ....  22a  21a  2y 2u 

 ....   ....   ....   ....   ....   ....   ....  
mb mna   ....  2ma  1ma  my mu 

Max

0Z   np  ....  2p 1p jP   

ʻـــا  ʛؗول, وتʙــʳــار الʡخــارج إ Șافــʛʺذج الʨــʺʻلات الʨــʴʱا مʻوضــع ʘــʽح
ـــ ( iVمʴʱــʨلات القاعــʙة  حʱــى تʶʻــʦʳ ) -1للʻʺــʨذج الʺʛافــȘ مʹــʛوȃة ب

  ).4-3-4مع الʺعادلات (
  
  

  :Minالʦʳارزمॻة الʚʸدوجة الʙʸافقة لʯاǺع  
ــȑʙ فــــي جـــــʙول  -1 ــȞل قاعــ ــا إلـــــى شــ ــʙ تȄʨʴلهʺــ ــʨذجǼ ʧʽعــ نʹــــع الʻʺــ

 كالʱالي:

  my ….  2y  1y     
jP mu   ....  2u 1u ةʙالقاع   

1p- 1ma   ....  21a  11a  1v 1x 

2p- 2ma   ....  22a  12a  v2 2x 

 ....   ....   ....   ....   ....   ....   ....  
np- mna   ....  n2a  n1a  nv nx 

Min

0Z   mb  ....  2b  1b  iB   

) ȋوʛʷل الȄʨʴʱا بʻʺق ʘʽها ) إل4-3-4حȃʛــʹǼ ʥوذلــ ȑʙل قاعــȞى شــ
ـــ ( ــʨد ) -1بـ ــفʨفة والعʺـ ــʛ الʺʸـ ــع عʻاصـ ــع جʺॽـ ــا نʹـ ــا جعلʻـ ــي  jpمʺـ فـ

  ).-1الʙʳول الʶابȘ مʹʛوȃة بـ (



2-  ʗــ ــة الʨʲابــ ــʨم بʙراســ ــع  biنقــ ــʗ جʺॽــ ــإذا ؗانــ ــʛ فــ ــʨد الأخʽــ ــي العʺــ   فــ
bi ≥ 0) ةʨʢʵراً إلى الʨقل فʱʻا نʻ4, فإن.(  

 ʗابــʨʲال ʠعــǼ أمــا إذا ؗــانib  علهــاʳــا أن نʻʽعل ʖــʳǽ اً, فإنــهॼســال
مʨجॼة (لʸʴʻل على حل قاعȑʙ غʛʽ ســالʖ) وذلــǼ ʥــإجʛاء تʰــʙيل 

  بʧʽ الʺʨʴʱلات القاعǽʙة وغʛʽ القاعǽʙة.
 ʛاصـــʻالع ʥتلـــ ʛـــʲــار أك ــʚلʥ نقـــʨم Ǽاخॽʱـ ــib  ʧȞॽلـ ــالॽʰة, ولـ  kb>0سـ

  سʛʢه سʛʢاً للارتؔاز.  ونعky ʛʰʱالʺقابل للʺʨʴʱل  
 ʗابــʲال ʛʢســ ʛاصــʻع ʧʽبــ ʧمــ ʦالارتؔــاز الʺلائــ ʛــʸʻع ʙــ ولʙʴʱي

 ʖــــالʶالkb ــــهॽɾ ةॼــــالʶال ʛاصــــʻالع ʙأحــــ ʚــــا أن نأخــــʻʻȞʺǽ1  هʛــــʰʱونع
 ʱــى نʴــافȎ علــى العʻاصــʛ غʽــʛ الʺʨجॼــةولؔــʧ ح عʸʻــʛاً للارتؔــاز,

 ʛــʸʻع ʙــ ــاǼع الهــʙف) نقــʨم بʙʴʱي فــي الʶــʛʢ الأخʽــʛ (معــاملات ت
ʡة تقʶـــʦॽ عʻاصـــʛ الʶـــʛʢ الأخʽـــʛ علـــى العʻاصـــʛ ابʨس ـــالارتؔـــاز 

 ʛʢالʺقابلـــة والʺʺاثلـــة لهـــا فـــي الإشـــارة فـــي ســـky  ʛأصـــغ ʚنأخـــ ʦثـــ
  ʖʶʻ1ال    ʘʽن:  إح  

 
1 ʛʢــʶإذا ؗــان ال  k   ــهॽɾ ȑʚ0الــ<kb    اً علــىʙاً (واحــॼاً ســالʛــʸʻع ʧ لا يʱʹــ̋

الأقــل) فــإن ذلــʥ يــʙل علــى تعــارض الʷــʛوȋ وȃــʚلʥ تؔــʨن الʺʶــألة غʽــʛ قابلــة للʴــل 
.ȋوʛʷتعارض ال ʖʰʶǼ  

فــي الʶــʛʢ الأخʽــʛ (معــاملات تــاǼع الهــʙف    biنقــʨم بʙراســة الʺعــاملات   - 2
  ). 4فإنʻا نʱʻقل فʨراً إلى الʨʢʵة (   bi>0الʺʛافȘ), فإذا ؗانʗ جʺॽع  

ــاملات  ــʠ الʺعــ ــǼ ʗعــ ــا إذا ؗانــ ــالॼاً  ibأمــ ــʖ علʻʽــــا أن ســ فإنــــه ʳǽــ
ʡة ا) وذلـــʥ بʨس ـــminنʳعلهــا مʨجॼـــة (لأن تــاǼع الهـــʙف مـــʧ الʻــʨع 

  إجʛاء تʙʰيل بʧʽ الʺʨʴʱلات القاعǽʙة وغʛʽ القاعǽʙة.

 0kb>ســـالॽʰة ولــــib  ʧȞॽلـــʚلʥ فإنʻـــا نʱʵـــار أكʲــــʛ تلـــʥ الʺعـــاملات 
ونعʰʱـــــʛ عʺـــــʨده عʺـــــʨداً للارتؔـــــاز, ولʙʴʱيـــــku  ʙالʺقابـــــل للʺʴʱـــــʨل 

ʻʻȞʺǽــــا أن  kuعʸʻـــʛ الارتؔـــاز الʺلائـــʦ مــــʧ بـــʧʽ عʻاصـــʛ عʺـــʨد 
ونعʰʱــʛه عʸʻــʛاً للارتؔــاز. ولؔــʧ  2نأخــʚ أحــʙ العʻاصــʛ الʶــالॼة ॽɾــه

Ȏـــافʴــى نʱح  ʛاصـــʻــة فـــي علـــى العॼجʨʺال  ʗابـــʨʲال) ʛـــʽد الأخʨالعʺـــ
قʶـــــʦॽ عʻاصـــــʡ ʛة تاس ـــــبʨ  الارتؔـــــاز نقـــــʨم بʙʴʱيـــــʙ عʸʻـــــʛ الʴـــــʛة),  

العʺʨد الأخʛʽ على العʻاصʛ الʺقابلة والʺʺاثلة لها فــي الإشــارة فــي 
  ن:إح2    ʘʽ, ثʦ نأخʚ أصغʛ الky  ʖʶʻعʺʨد  

 
0kb  ʧ>الــॽɾ ȑʚــه  kإذا ؗــان العʺــʨد  2 عʸʻــʛاً ســالॼاً (واحــʙاً علــى الأقــل) لا يʱʹـ̋ـ

 ʖ فــإن ذلــʥ يــʙل علــى تعــارض الʷــʛوȋ, وȃــʚلʥ تؔــʨن الʺʶــألة غʽــʛ قابلــة للʴــل ʶǼـhـ
.ȋوʛʷتعارض ال  
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  ʖاســـʻʺــاز ال ــʨ العʸʻـــʛ وȃـــʚلȞǽ ʥـــʨن عʸʻـــʛ الارتؔـ وهـــka ,    ʨ  هـ
  ʖʶʻن الʨؔاً وأن تॼن سالʨȞǽ أن ʖʳǽ)>0kj/a j(p .  

  

ــا نʱʵــار أكʰــʛ الʶʻــʖ ا  ʻــة فإن ॼجʨة مॼــʶن ʙــʳن ʦــ لʶــالॼة ونʴــʙد  وȂذا ل
وʧȞʺȄ لعʛʸʻ الارتؔاز فــي هــʚه الʴالــة أن  مʻها عʛʸʻ الارتؔاز,  

  ʨȞǽن مʨجॼاً. 

ــʙيل  ــʨم Ǽــــإجʛاء الʶʴـــــاǼات اللازمــــة لʰʱــ ـــ kyنقــ ــʙل مʨقعʽهʺـــــا  x بـــ ونʰــ
  :كالآتي جʙول جʙيʙ  فʸʴʻل على 
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ـــى أن   ʛ إلـــ ـ̔ـ ــا نʷــــ ــjka    ʙو   jpوهʻــــ ــابǼ Șعــــ ــʙول الʶــــ ــʧ الʳــــ ــʚ مــــ تأخــــ
 ʨهــ ʖاســʻʺالارتؔــاز ال ʛــʸʻن عʨȞǽ ʥلʚȃها, وʱʳمعال  ka     ʨوهــ ,

  ʖʶʻن الʨؔاً وأن تॼن سالʨȞǽ أن ʖʳǽ)>0jk/a j(p .    

وȂذا لʦ نʙʳ نॼʶة مʨجॼة فإنʻا نʱʵــار أكʰــʛ الʶʻــʖ الʶــالॼة ونʴــʙد  
ــʨن   ــا أن Ȟǽـ ــاز هʻـ ــʛ الارتؔـ ــʧ لعʸʻـ ــاز, وȞʺȄـ ــʛ الارتؔـ ــا عʸʻـ مʻهـ

 .   مʨجॼاً

ــʨم  ــʙيل    نقـ ــة لʰʱـ ــاǼات اللازمـ ــإجʛاء الʶʴـ ـــ    Ǽkuـ ــʙل مʨقعʽهʺـــا    Lvبـ ونʰـ
  ʙيʙول جʙل على جʸʴʻؗالآتي ف :  

ــʙ معالʱʳهــا  ʙʵمʻا الʺعــاملات الʶــاǼقة Ǽع ـــ    (اسـɦـ واعॼʱارهــا مʹــʛوȃة ب
 )1 - ( ( .  

  



 ʦد إثـــʨة (نعـــʨـــʢʵ2لـــى ال ʗابـــʨʲــة ال ونؔـــʛر ذلـــib.  ʥ) مـــʧ جʙيـــʙ لʙراسـ
ʵلʟ مــʧ جʺॽــع الʨʲابــʗ حʱــى  ɦنــib .ةॼــالʶا الʚا وهــʻلʨـــʸقابــل حǽ مــا 

ــى  ــل إلـ ــʙها نʱʻقـ ــلي. وȃعـ ــʨذج الأصـ ــالʖ للʻʺـ ــʛ سـ ــȑʙ غʽـ ــل قاعـ ــى حـ علـ
  الʘʴॼ عʧ الʴل الʺʲالي له مʧ خلال انʱقالʻا على الʨʢʵة الʱالॽة:

ونؔــʛر ذلــib  ʥ) مــʧ جʙيــʙ لʙراســة الʺعــاملات 2ثــʦ نعــʨد إلــى الʢʵــʨة (
تأخــॽʀ ʚʺــاً غʽــʛ ســالॼة, ولؔــʧ هــʚا لا  biحʱــى نʳعــل جʺॽــع الʺعــاملات 

ǽعʻي أنʻا قʙ حʸلʻا على حــل مʲــالي للʻʺــʨذج الʺʛافــȘ وذلــʥ لأن عʺــʨد 
  ʗابʨʲالjp   ʠعــǼ ًاʻʺــʹʱن مʨــȞǽ ʙةقॼــالʶال ʦॽــʁلهــا  الȄʨʴت ʖــʳǽ ــيʱوال

  :إلى ثʨابʗ غʛʽ سالॼة، ولʺʱاǼعة العʺل نʱʻقل إلى الʨʢʵة الʱالॽة

 ʕابʦʰال  nx  .  ky  .  2x  1x    

1b  n1a   .  
k

k1

a

a
   .  

12a  11a  1y  

2b  n2a   .  
k

k2

a

a   .  
22a  21a  2y  

 .   .   .   .   .   .   .   . 
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ka
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  x 

 .   .   .   .   .   .   .   . 

mb  mna   .  
k

m

a

a
   .  

2ma  1ma  my 

opZ   
np   .  

k

k

a

p
   .  

2p  1p  
تاǼع  
  الهʙف 

 ʕابʦʰال  mu   .  
v  .  2u 1u   

1p  1ma   .  
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

   .  21a  11a  1v 
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

   .  
ka

1


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 .   .   .   .   .   .   .   .  

np  mna   .  
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

   .  n2a  n1a  nv 

obZ   mb   .  
k

k

a

b



   .  2b  1b    



3-  ʗفــإذا ؗانــ ,ʛــʽالأخ ʛʢــʶف فــي الʙع الهــǼراســة معــاملات تــاʙم بʨنق
0pجʺॽــع الʺعـــاملات  j   ا علـــىʻـــلʸح ʙـــا قـــʻــي أنʻعǽ ʥفـــإن ذلـــ

لʺʛافــȘ ونʱʻقــل فــʨراً إلــى الʢʵــʨة الʴل الʺʲالي للʨʺʻذجʧʽ الأصلي وا
)5.( 

ــاملات  ــʠ الʺعـ ــان Ǽعـ ــا إذا ؗـ ــا  jpمـ ــا أن نʳعلهـ ــاً فإنـــه علʻʽـ مʨجॼـ
) وذلــǼ ʥــإجʛاء تʰــʙيل Maxغʛʽ مʨجॼة (لأن تاǼع الهʙف مʧ الʨʻع 

  ʺʨʴʱلات القاعǽʙة وغʛʽ القاعǽʙة.لبʧʽ ا
ʱاخǼ مʨنقـــ ʥلʚــلــ ॽ ارʛاصــʻالع ʥتلـــ ʛـــʰأك ʛـــʸʻالع ʧȞॽ0 ولـــp s  

ʡة ابʨس ــ زعʸʻــʛ الارتؔــاثʦ نʴــʙد   ،ونعʛʰʱ عʺʨده عʺʨداً للارتؔاز
  تॽة:مʧ العلاقة الآ  حʶاب  
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  ʨــ ـؔــاز هـ ـyــʛ الارت ʻن عʨـــȞǽ ʥلʚــ ـyــʛ  وهـــtsa    ʨوȃـ ʻع ʖجـــʨفـــي    1م
  . sالعʺʨد  

 
0pالॽɾ ȑʚه   sإذا لʦ نʙʳ عʛʸʻاً مʨجॼاً في العʺʨد   1 s  لʙي ʥعلى   فإن ذل

 أن الʴل الʺʲالي غʛʽ مʙʴود.

3 -   ʗابــــʨʲــة ال ــʨم بʙراســ ــjp    ʥنقــ ــع تلــ ــإذا ؗانــــʗ جʺॽــ ــاملات  فــ الʺعــ
0jp    ــــاليʲʺــــل الʴا علــــى الʻــــلʸح ʙــــا قــــʻــــي أنʻعǽ ʥفــــإن ذلــــ

 ). 5والأصلي ونʱʻقل إلى الʨʢʵة (   Ș للʨʺʻذجʧʽ الʺʛاف 
 ʗابـــʨʲال ʠعـــǼ مـــا إذا ؗـــانjp  ًاॼســـال ʛـــʽعلهـــا غʳـــا أن نʻʽفإنـــه عل

ســالॼة (حʱــى نʸʴــل علــى حــل مʲــالي غʽــʛ ســالʖ), وذلــǼ ʥــإجʛاء 
  تʙʰيل بʧʽ الʺʨʴʱلات القاعǽʙة وغʛʽ القاعǽʙة.

  ʗابـــʲال ʧȞॽة ولــॽʰســال ʗابــʨʲال ʥتلــ ʛـ̡ـ 0pلــʚلʥ نقــʨم Ǽاخॼʱــار أك s   
ــاز  ـؔ ــʛʢاً للارت ــʛʢه سـ ــʛ سـ hـ ʱونع ،    ʧ ـ̔ـ ــʧ بـ ــاز مـ ـؔ ــʛ الارت yـ ʻد عʙــ ɹـ ــʦ ن ثـ

  تॽة: مʧ العلاقة الآ   عʻاصʛ الʛʢʶ وذلʥ بʨاسʢة حʶاب  
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  :الآتॽةʡة العلاقة الʺȞافʯة  اأو بʨس
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  ʨالارتؔاز ه ʛʸʻن عʨȞǽ ʥلʚȃوsta   ʖسال ʛʸʻع ʨ2وه    ʛʢ ʁال ʧمs .  

 
2     ʛʸʻع ʙʳن ʧاً ســا إذا ل  ʛʢــʶاً فــي الॼلs    ــهॽɾ ȑʚ0الــp s     ــلʴــ̒ي أن ال فــإن ذلــǽ ʥع

 .ȋوʛʷعارض الʱل لʴقابلة لل ʛʽألة غʶʺود أو أن الʙʴم ʛʽألة غʶʺا̡لي لل   الʺ



ـʁـاǼات اللازمــة لʰʱــʙيل   - 4 ʴاء الʛــإجǼ مʨنقــsx    ــ ـyـل علــى جــʙول    txبـ ʴʻف
) لʙراســـة معـــاملات تـــاǼع الهـــʙف مـــʧ  3جʙيـــʙ, ثـــʦ نعـــʨد إلـــى الʢʵـــʨة ( 

تأخــॽʀ ʚʺــاً    jpجʙيــʙ, ونؔــʛر ذلــʥ حʱــى نʳعــل جʺॽــع تلــʥ الʺعــاملات  
  ʧʽذجʨــʺʻــالي للʲʺــل الʴا علــى الʻـلyـ غʽــʛ مʨجॼــة, وȃــʚلʥ نؔــʨن قــʙ ح

 . الآتॽة الأصلي والʺʛافȘ لʚلʥ نʱʻقل إلى الʨʢʵة  

ــاوȄة  -5 ــلي مʶــ ــʨذج الأصــ ــي الʻʺــ ــة فــ ــʛ القاعǽʙــ ــʨلات غʽــ ــع الʺʴʱــ نʹــ
للʸــفʛ (وهــي الʺʴʱــʨلات الʺʨجــʨدة فــي الʶــʛʢ الأعلــى) فʸʴʻــل 
 ʛــʽد الأخʨالعʺــ ʛاصــʻع ʧذج الأصــلي مــʨــʺʻــالي للʲʺــل الʴعلــى ال

:ʘــ 0bxحʽـــ ii  ــي ــʛ القاعǽʙـــــة فـــ ــʨلات غʽـــ ــع الʺʴʱـــ ــʦ نʹـــ ثـــ
الʻʺــʨذج الʺʛافــȘ (الʺʨجــʨدة علــى الʶॽــار) مʶــاوȄة للʸــفʛ فʸʴʻــل 
 ʛــʽالأخ ʛʢــʶال ʛاصــʻع ʧمــ Șافــʛʺذج الʨــʺʻــالي للʲʺــل الʴعلــى ال

 حʨȞǽ ʘʽن لʙيʻا:

0pupu jjjj    
0pوهي ʦॽʀ مʨجॼة أو صفȄʛة لأنه جعلʻا   j   

  
  

ــʙيل   - 4 ʰʱات اللازمــة لǼــاʶʴاء الʛــإج Ǽ مʨــ ـــ    xtنق ــى    xsب فʸʴʻــل عل
ــى الʢʵــʨة (  ــʦ نعــʨد إل ــʙ, ث ) لʙراســة معــاملات تــاǼع  3جــʙول حʙي

الهʙف مʧ جʙيʙ, ونʛؔر ذلʥ حʱى نʳعل جʺॽع تلʥ الʺعاملات  
0p j     ــى تأخــॽʀ ʚʺــاً غʽــʛ ســالॼة, وȃــʚلʥ نؔــʨن قــʙ حʸــلʻا عل

ــالي للʻʺــــʨذجʧʽ الʺʛافــــȘ والأصــــلي لــــʚلʥ نʱʻقــــل إلــــى   الʴــــل الʺʲــ
 تॽة. الʨʢʵة الآ 

ــاوȄة   - 5 ــȘ مʶـ ــʨذج الʺʛافـ ــي الʻʺـ ــة فـ ــʛ القاعǽʙـ ــʨلات غʽـ نʹـــع الʺʴʱـ
) فʸʴʻــل  ى للʸفʛ (وهي الʺʨʴʱلات الʺʨجʨدة في الʛʢʶ الأعل ــ

 على الʴل الʺʲالي للʨʺʻذج الʺʛافȘ حʨȞǽ ʘʽن لʙيʻا: 

0pu jj    
0pوهي ʦॽʀ مʨجॼة لأنʻا جعلʻا   j   ʛʽلات غʨʴʱʺنʹع ال ʦث ,

ــى   ــʨدة علــ ــʨلات الʺʨجــ ــلي (الʺʴʱــ ــʨذج الأصــ ــي الʻʺــ ــة فــ القاعǽʙــ
الʳانــʖ الأʶǽــʛ) مʶــاوȄة للʸــفʛ, فʸʴʻــل علــى الʴــل الʺʲــالي  

  للʨʺʻذج الأصلي حʨȞǽ ʘʽن لʙيʻا: 
0bx ii   



وهʚȞا نʙʳ أن ؗل مʧ الʨʵارزمʧʽʱʽ تعʻʽʢا الʴــل الʺʲــالي لؔــل 
ــʙ الʴॼــʘ عــʧ الʴــل  ʻهʺا عʙأحــ Șــʰʢفــي أن نȞȄمعــاً, و ʧʽذجʨــʺʻال ʧمــ

 الأخــȐʛ ؗʺــا Ȟʺǽــʧ الانʱقــال مــʧ أحــʙهʺا إلــى  لؔــلا الʻʺــʨذجʧʽ الʺʲــالي
  عʙʻ الʹʛورة.

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

ــالي لؔـــلا وهȞـــʚا نʳـــʙ أن ؗـــلا  الʵـــʨارزمʧʽʱʽ تعʻʽʢـــا الʴـــل الʺʲـ
  الʨʺʻذجʧʽ معاً.
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  :)3( مʰال
ʙʵام ؗــــــل مــــــʧ لأوجــــــʙ الʴــــــل الʺʲــــــالي لؔــــــل مــــــʧ الʻʺــــــʨذج الʱــــــا ي ومʛافقــــــه Ǽاســـــɦـ

ʧʽʱʽارزمʨʵافقة:  الʛʺة والॽالأصل ʧʽʱدوجʜʺال  
Maxx4xx5Z 321   

:ȋوʛʷال ʧʺض  
  

  :الآتيإن الʨʺʻذج الʺʛافȘ له هʨ الʨʺʻذج  
Minu4u8uu9Z 4321   

:ȋوʛʷال ʧʺض  

0u,0u,0u,0u

4uu3u2

1uuu

5uuu

4321

431

321

432








  

  
ولʽʰʢʱـــȘ الʨʵارزمॽـــة الʺʜدوجـــة علـــى الʻʺـــʨذجʧʽ الأصـــلي والʺʛافـــȘ نʨʴلهʺـــا إلـــى 

إلــى مʛʱاجʴــات الʻʺــʨذج  y3, y2, y1y ,4الʷــȞل الʤʻــامي وذلــǼ ʥإضــافة مʴʱــʨلات إضــاॽɾة 
مʛʱاجʴــات الʻʺــʨذج الʺʛافــȘ، فʸʴʻــل مــv2, v1v  ʧ ,3الأصــلي وʡــʛح مʴʱــʨلات إضــاॽɾة 

  على ما يلي:
ــه، وحʶــʖ خʨارزمॽــة  Ǽ ول خــاصʙفــي جــ ʧʽدجʨــʺʻال ʧيʚهــ ʧضــع ؗــلٍّ مــʨم بʨنقــ
الʰʺʶلʝؔ الʺعʙلة ثʦ نقʨم ʴǼلهʺا ʷǼــȞل مʻفʸــل ومʱقابــل وذلــʥ لʨʱضــॽح مفــاʦॽʂ وخʢــʨات 

.Șافʛʺالأصلي وال ʧʽذجʨʺʻال ʧدوجة لؔل مʜʺة الॽارزمʨʵال  

0x,0x,0x

4xx

8x3xx

1xx

9x2x

321

31

321

21

32







  

4

3

2

1

u

u

u

u
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 158



 159



 160



 161

 



  :القاعȏʗ للʹʦʸذج الأصليالʹʢامي و الȜʵل  
  

Maxy0y0y0y0x4xx5Z 4321321 
  

 :ȋوʛʷال ʧʺض  

)4,3,2,1:i(,0y

)3,2,1:j(,0x

4xxy

8x3xxy

1xxy

9x2xy

i

j

314

3213

212

321









  

ــاॽɾة  ــʨلات الإضـــ ــʧ الʺʴʱـــ ــاهʜة مـــ ــʙة جـــ ــʺʧ قاعـــ ــʨ يʱʹـــ   وهـــ
4, y3, y2, y1y .بʨلʢʺال ȑʙل القاعȞʷال ʚأخȄو  
  
  
  
  
  
  

Ȗافʙʸذج الʦʸʹلل ȏʗل القاعȜʵال:  
  

Minv0v0v0u4u8uu9Z 3213321 
 

 :ȋوʛʷال ʧʺض  

)3,2,1:i(,0v

)4,3,2,1:j(,0u

4uu3u2v

1uuuv

5uuuv

i

j

4313

3212

4321









  

  

)  - 1نʹʛب تلʥ الʛʷوȋ بـ ( وحʱى تȞʷل قاعʙة لهʚا الʨʺʻذج
  : الȞʷل القاعȑʙ الآتي   فʸʴʻل على

4uu3u2v

1uuuv

5uuuv

4313

3212

4321





  

  



  
  
  

  :حʖʶ الʨʺʻذج الأصلي

  3v-  2v-  1v-      

ib  3x  2x  1x  القاعدة   

   9-   2-  1-  0  1y  1u 

1-  0  1-  1  2y 2u 

8-  3  1-  1-  3y 3u 

4  1-  0  1  4y 4u  

Z - 0 4-  1-  5  
تابع  
  الهدف

  

 ʠعǼ ا أنʺǼ>0ib  هاʛʲار أكʱʵة (نॽʰ9ســال- ʖــʶʴن ʦثــ (

1 :أن ʙʳʻف  

1

1

2

4
,

1

1
Min
















  

، وȃـــإجʛاء تʰـــʙيل ) هـــʨ عʸʻـــʛ الارتؔـــاز-1وȃـــʚلȞǽ ʥـــʨن (
2x  1بـy اليʱول الʙʳل على الʸʴن:  

  
  

Șفʛʺذج الʨʺʻال ʖʶح: 

  4y 3y 2y 1y     
jp 4u  3u  2u 1u  ةʗالقاع    
5-  1-  1  1-  0  1v  1x 

1  0  1  1  1  2v 2x 

4  1  3-  0  2  3v 3x 

0Z   4  8-  1-  9-  
ib  عǺفتاʗاله  

Ȗافʙʸال  
  

 ʠعǼ ا أنʺǼ<0ib ) ةॽʰها ســالʛʲار أكʱʵ9ن- ʖــʶʴن ʦثــ (

2  :أن ʙʳʻف  

1

1

2

4
,

1

1
Min 



  

 1u، وȃــإجʛاء تʰــʙيل ) هــʨ عʸʻــʛ الارتؔــاز1وʚȃلȞǽ ʥــʨن (
  :نʸʴل على الʙʳول الʱالي 2vبـ  

 :ʧʽʽالآت ʧʽولʙʳل على الʸʴʻلة فʙالʺع ʝؔلʰʺʶة الॽارزمʨول خʙفي ج ʧʽذجʨʺʻال ʧيʚنʹع ه 



  
  3v- 1u- 1v-     

ib  3x 1y 1x ةʙالقاع    
9  2  1-  0  2x 2v 

8  2  1-  1  2y  2u 

1  5  1-  1-  3y 3u 

4  1-  0  1  4y 4u 

Z+9 2-  1-  
5  
  

    الهʙف تاǼع 

 ʗابــʨʲــا أن الʺȃوib  حلـــةʛʺقـــل إلــى الʱʻــة نॼجʨم ʗʴॼأصـــ
الʺʨجॼــة فــي الʶــʛʢ الأخʽــʛ ونʱʵــار  jPالʲانॽــة ونــʙرس الʺعــاملات 

) ʨها وهʛʰ5أك  ,(  ʦث:ʧالارتؔاز م ʛʸʻد عʙʴن  

1

4

1

4
,

1

8
Min 



  

ــــاز Ȟॽɾ1ــــــʨن (    1xوȃــــــإجʛاء تʰـــــــʙيل ) هـــــــʨ عʸʻــــــʛ الارتؔـــ
  :نʸʴل على الʙʳول الآتي 4yبـ  

  
  4y 3y 2y 2x     

jp  4u  3u  2u 2v ةʙالقاع    

  5 -  1-  1  1-  0  1v 1x 

1  0  1  1  1  1u  1y 

2  1  5-  2-  2-  3v 3x 

9Z   4  1  8  9  ib    
  
  

أصــʗʴॼ مʨجॼــة فإنʻــا نʱʻقــل إلــى  ibوȃʺــا أن الʺعــاملات 
 ʗابـــʨʲرس الʙـــة ونـــॽانʲحلـــة الʛʺالib  ʖها ســـالʙأن أحـــ ʙـــʳة نॼـــالʶال

  ), ونʙʴد عʛʸʻ الارتؔاز مʧ العلاقة:-5(

1

4

1

4
,

1

8
Max









  

ــʨن ( ــاز ) -Ȟॽɾ1ـــ ــʛ الارتؔـــ ــʨ عʸʻـــ ــʙيل هـــ ــإجʛاء تʰـــ    4uوȃـــ
  :نʸʴل على الʙʳول الʱالي 1vبـ  

  



  3v- 1u- 4u-     
  3x 1y 4y ةʙالقاع    
9  2  1-  0  2x 2v 

4  3  1-  1-  2y 2u 

5  4  1-  1  3y 3u 

4  1-  0  1  1x 1v 

Z-11 
3  
  

    تاǼع الهʙف   -5  -1

ــازال  ــه مـ ــȎ أنـ ــاملات الʶـــʛʢ الأخʽـــʛ نلاحـ ــة معـ ومـــʧ دراسـ
ونʴــʙد  ،), نعʰʱــʛ عʺــʨده عʺــʨداً للارتؔــاز3يʱʹــʺʧ عʸʻــʛاً مʨجॼــاً (

  عʛʸʻ الارتؔاز مʧ العلاقة:

4

5

4

5
,

3

4
,

2

9
Min 



  

) ʨالارتؔاز ه ʛʸʻ4إذن ع.(  
ـــ  3xنʰـــʙل  ــʙول  نʳـــȑʛ و  3yبـ ــاǼات فʸʴʻـــل علـــى الʳـ الʶʴـ

  :الآتي

  
  1x 3y 2y 2x     
  1v 3u 2u 2v ةʙالقاع    
5  1-  1-  1  0  4u 4y 

1  0  1  1  1  1u 1y 

3-  1  4-  3-  2-  3v 3x 

11Z  4  5  4  9   عǼف تاʙاله    
  
  

مـــʧ دراســـة الʨʲابـــʗ فـــي العʺـــʨد الأخʽـــʛ نلاحـــȎ أنـــه مـــازال 
) ʨاً وهــॼها ســالʙد -3أحــʙــʴاً للارتؔــاز, ونʛʢه ســʛʢســ ʛــʰʱنع ʥلʚلــ ,(

  عʛʸʻ الارتؔاز مʧ العلاقة الʱالॽة:

4

5

4

5
,

3

4
,

2

9
Max









   

 3vبــــ  3uنʰـــʙل ) هـــʨ عʸʻـــʛ الارتؔـــاز, -4وȃـــʚلȞǽ ʥـــʨن (
  :الآتيالʶʴاǼات فʸʴʻل على الʙʳول    نȑʛʳ و 



  
  3u- 1u- 4u-     

 ʗابʨʲ3  الy 1y 4y ةʙالقاع    
4/26  4/2 -  4/2 -  4/2 -  2x 2v 

4/1  4/3 -  4/1 -  4/2 -  2y  2u 

4/5  4/1  4/1 -  4/1  3x 3v 

4/21  4/1  4/1 -  4/5  1x 1v 

4

59
Z   4/3 -  4/1 -  4/23 -   فʙع الهǼتا    

ــʨذج  ــالي للʻʺـــ ــل الʺʲـــ ــى الʴـــ ــلʻا إلـــ ــʙ تʨصـــ ــʨن قـــ ــʚلʥ نؔـــ وȃـــ
  الأصلي ونʸʴل علॽه بʨضع:

0    = 3y     = 1y     = 4y 

  فʙʳʻ أن:

4

1
y,

4

5
x,

4

26
x,

4

21
x 2321   

  
  

  
  1x  3x  2y  2x     
  1v 3v 2u 2v ةʙالقاع    

4/23          4u 4y 

4/1          1u 1y 

4/3          3u 3y 

4

59
Z   4/21  4/5  4/1  4/26   عǼف تاʙاله    

  
 Șافــʛʺذج الʨــʺʻــالي للʲʺل الʴا إلى الʻصلʨت ʙن قʨؔن ʥلʚȃو

  ونʸʴل علॽه بʨضع:
= 01 = v3 = v2 = u 2v  

  فʙʳʻ أن:

4

3
u,

4

1
u,

4

23
u 314   

  



:ȑاوʶف تʙع الهǼاʱة لʺॽʀ ʛʰوأن أك  

4

59
ZMax0

4

59
Z   

ــل الʺʲـــــالي  ــى الʴـــ ــل علـــ ــʗ أن نʸʴـــ فʝ الʨقـــ ـ̒ـ ــا بـــ وʻʻȞʺȄـــ
  للʨʺʻذج الʺʛافȘ بʨضع:

= 01= v3 = v2 = u2 v  
  فʙʳʻ أن:

3/4-   = 3u-     1/4,-  = 1u -     23/4,- = 4u-  
  أȑ أن:

3/4 = 3u     1/4, = 1u     23/4, = 4u  
  

  وهǽ ʨعʻʽʢا أن:

4

59
ZMin0

4

59
Z   

  
  
  
  

  تʶاوz :ȑوأن أصغॽʀ ʛʺة لʱاǼع الهʙف  

4

59
ZMin0

4

59
Z   

ــه الʨقـــʗ  فـــيوʻʻȞʺȄـــا  ــالي نفʶـ أن نʸʴـــل علـــى الʴـــل الʺʲـ
  للʨʺʻذج الأصلي بʨضع:

= 0 3= y 1= y 4y  
  فʙʳʻ أن:

4/1y,4/21x,4/5x,4/26x 2132   
  وهǽ ʨعʻʽʢا أǽʹاً أن:

0
4

59
Z   

  أȑ أن:

4

59
ZMax   
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  : ) 4(  مʰال
  ʙأوج ʛʰع: أكǼاʱة للʺॽʀ  

Maxx4x5x4Z 321   
  ضʺʧ الʛʷوȋ الʱالॽة:

 

 

ʱʻج الʴــل الʺʲــالي للʻʺــʨذج  ʙʵام الʨʵارزمॽــة الʺʜدوجــة للʻʺــʨذج الأصــلي, ثــʦ اسـɦـ وذلــǼ ʥاسـɦـ
.Șافʛʺال  

  قاعȑʙ فʸʴʻل على:نʤامي و نʨʴل الʨʺʻذج الأصلي إلى شȞل 

1xxy

1x4xxy

1xxy

10x2xy

Maxx4x5x4Z

314

3213

212

321

321







  

.Șافʛʺالأصلي وال ʧʽذجʨʺʻك للʛʱʷول مʙنʹع الʺعاملات في ج  
  3v- 2v- 1v-     

 ʗابʨʲ3  الx 2x 1x ةʙالقاع    

  10 -  2-  1-  0  1y  1u 

1-  0  1-  1  2y 2u 

1  4  1-  1-  3y 3u 

1  1-  0  1  4y 4u 

Z-0 4-  5-  4   فʙع الهǼتا    
  

0x,0x,0x

1xx

1x4xx

1xx

10x2x

321

31

321

21

32







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) ʨة هــॽʰهــا ســالʛʲأن أك ʙــʳʻف ʗابــʨʲراســة الʙم بʨ10نق- ʛʢــʶال ʛاصــʻع ʦــʶنق ʦثــ (
  الأخʛʽ على الأول فʙʳʻ أن:

2

4

2

4
,

1

5
Min
















  

ــʙيل -Ȟॽɾ2ـــʨن ( ــʚلʥ نقـــʨم بʰʱـ ــاز, لـ ـــ  3x) هـــʨ عʸʻـــʛ الارتؔـ فʸʴʻـــل علـــى  1yبـ
  :الآتيالʙʳول  
  1u- 2v- 1v-     

 ʗابʨʲ1  الy 2x 1x ةʙالقاع    
5  2/1 -  2/1  0  3x 3v 

1-  0  1-  1  2y 2u  

19-  2  3-  1-  3y 3u 

6  2/1 -  2/1  1  4y 4u 

Z+20 2-  3-  4   دفʙع الهǼتا   

وʱȃقʶــʦॽ عʻاصـــʛ  ،)-19هــȎ ) ʨ أكʲــʛ عʻاصــʛ العʺـــʨد الأخʽــʛ ســالॼةوهʻــا نلاح ــ
) ʨــ ــاز هـ ــʛ الارتؔـ ــʙ أن عʸʻـ ــʘ فʳʻـ ــʛʢ الʲالـ ــى الʶـ ــʛ علـ ــʛʢ الأخʽـ ــة -3الʶـ  ) لأن ॽʀʺـ

  ȑاوʶت
3

3

3

3
Min












   لʙʰن ʥلʚ2لx  3بـy   ولʙʳل على الʸʴʻالآتيف:  

  1u- 3u- 1v-     
 ʗابʨʲ1  الy 3y 1x ةʙالقاع    

6/11  3/1 -  6/1  6/1 -  3x 3v 

3/16  3/2 -  3/1 -  3/4  2y  2u 

3/19  3/2 -  3/1 -  3/1  2x 2v 

6/17  6/1 -  6/1  6/5  4y 4u 

Z+39 4-  1-  5  
  

   تاǼع الهʙف 
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ــة  ــʙ أصـــʗʴॼ مʨجॼـ ــʛ قـ ـ̔ ــʨد الأخ ـ̋ ــا نلاحـــȎ أن جʺॽـــع عʻاصـــʛ الع ـ̒ ـʁــʛʢ    ، وه ــʧ ال ـؔ ول
 ʛʸʻع ʧʺʹʱمازال ي ʛʽالأخ ʨاً هــॼجʨد ارتؔــاز   ، ) 5(   اً مʨد الأول ؗعʺــʨــار العʺــʱʵن ʥلʚد    ، لــʙــʴون

مʻه عʛʸʻ الارتؔاز ʨȞॽɾن 







6

  : الآتي فʸʴʻل على الʙʳول    4yبـ    1xثʦ نʙʰل   ، 5

  1u- 3u- 4u-     
 ʗابʨʲ1  الy 3y 4y ةʙالقاع    

5/12        3x 3v 

5/4        2y 2u 

5/26        2x 3v 

5/17        1x 1v 

Z+22 3-  2-  6-   فʙع الهǼتا   

  :الآتيوهǽ ʨعʻʽʢا الʴل الʺʲالي للʨʺʻذج الأصلي  
22ZMax5/12x,5/26x,5/17x 321   

  Șافʛʺذج الʨʺʻالي للʲʺل الʴا الʻʽʢعǽ الآتيكʺا:  
22ZMin  = 6 4u  ,  = 2 3u  ,  = 0 2u  ,  = 3 1u   

  

IV- :نظريات مختلفة حول الترافق  

  ):1نȂʙʢة (

الʻʺــʨذج الʺʛافــȘ للʻʺــʨذج الʺʛافــȘ هــʨ الʻʺــʨذج الأصــلي نفʶــه, أȑ أن ؗــل مــʧ  إن
  الʨʺʻذجʧʽ مʛافȘ للآخʛ (الʛʰهان سهل).

  ):2نȂʙʢة (

ــان     ـؗـ ـ̋ــــʨذج الأصـــــلي    n,…….,x2,x1(x(إذا  ʻلاً للʨــ ـhـ ــʧ نـــــʨع  حـــــلاً مق ـؗــــان    Maxمــ و
)m,……,u2,u1(u    Șافــʛʺذج الʨــʺʻلاً للʨــʰع  حــلاً مقʨنــ ʧمــMin    ذجʨــʺʻف للʙع الهــǼــة تــاʺॽʀ فــإن

  الأصلي لا تʳʱاوز ॽʀʺة تاǼع الهʙف الʺʛافȘ عʙʻ هʚيʧ الʴلʧʽ, أȑ أنه ʨȞǽن لʙيʻا: 
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)4-4-1 (   
 


n

1j
i

m

1i
ijj ubxp  

ʺʨذجʧʽ (Ǽʺا في ذلʥ الʴل الʺʲالي).  لʨɹل الʺقʨʰلة لؔل مʧ ال̒   وذلʥ مʧ أجل جʺॽع ال

  الʛʰهان:

ــا أن  ــǼ)n,…….,x2,x1(x  Șʺــ ــʴǽ ʨقــ ــلي إذن فهــ ــʨذج الأصــ ــʨل للʻʺــ ــل مقʰــ ــʨ حــ هــ
  الʛʷوȋ الॽʢʵة الʺفʛوضة علॽه, أʨȞǽ ȑن لʙيʻا:

  حʘʽ أن:

 
)m,.......3,2,1:i(

bxa..........xaxa inin22i11i 
  

0u(علʺاً Ǽأن  iuنʹʛب ʛʡفي هʚه الʺʛʱاجʴة بـ   i (  :ل على أنʸʴʻف  

  حʘʽ أن:

 
)n.,.........3,2,1:i(

ubxau
n

1j
iijiji




  

ــʦॽ الـــــʙلʽل  (علـــــى جʺॽـــــع  iثـــــʦ نأخـــــʚ مʳʺـــــʨع ؗـــــل مـــــʧ الʢـــــʛفʧʽ علـــــى جʺॽـــــع ʀـــ
  الʺʛʱاجʴات) فʸʴʻل على أن:

(A) i

m

1i
i

n

1j
jij

m

1i
i ubxau 



  

  Ȑʛجهة أخ ʧا أن ومʺǼ)m,…….,u2,u1(u  إذن ,Șافــʛʺذج الʨــʺʻل للʨʰحل مق ʨه
  فهʴǽ ʨقȘ الʛʷوȋ الॽʢʵة الʺفʛوضة علॽه, أʨȞǽ ȑن لʙيʻا:  

  حʘʽ أن:

)n,........,3,2,1:j(

pua.............uaua jmmj2j21j1 
  

0x(علʺاً Ǽأن  jxوʛʹȃب ʛʡفي هʚه الʺʛʱاجʴة بـ   j :ل على أنʸʴن (  





m

1i
jjiijj xpuax  
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ــʦॽ الـــــʙلʽل  (علـــــى جʺॽـــــع  jثـــــʦ نأخـــــʚ مʳʺـــــʨع ؗـــــل مـــــʧ الʢـــــʛفʧʽ علـــــى جʺॽـــــع ʀـــ
  الʺʛʱاجʴات) فʸʴʻل على أن:

)B ( 



n

1j
jj

m

1i
iij

n

1j
j xpuax  

  وȃʺا أن:  

j

n

1j
ij

m

1i
ii

m

1i
ij

n

1j
j xauuax 



  

  ) نʱʻʱʶج فʨراً أن:B) و(Aوȃʺقارنة (





m

1i
iij

n

1j
j ubxp  

  وهʨ الʺʢلʨب.

  ):3نȂʙʢة (

إذا ؗان تــاǼع الهــʙف فــي أحــʙ الʻʺــʨذجʧʽ الʺʱــʛافقʧʽ غʽــʛ مʴــʙود (لــʝॽ لــه حــل مʲــالي)  
  فإن الʨʺʻذج الآخʨȞǽ ʛن غʛʽ قابل للʴل لʱعارض الʛʷوȋ (لʝॽ له أȑ حل مقʨʰل). 

  الʛʰهان:

ــاǼع الهـــʙف فـــي الʻʺـــʨذج الأصـــلي غʽـــʛ مʴـــʙود   ــان للʻʺـــʨذج  )(إذا ؗـــان تـ ـ وؗ
 ʧودة, ولؔــʙــʴن مʨتؔــ Șافــʛʺذج الʨــʺʻف فــي الʙع الهــǼــة تــاʺॽʀ ل, فــإنʨــʰحــل مق ȑأ Șافــʛʺال

ــاǼع ) 1-4-4العلاقــة ( تʷــʛʽ إلــى أن ॽʀʺــة تــاǼع الهــʙف الأصــلي أصــغʛ أو تʶــاوॽʀ ȑʺــة ت
 ʠــاقʻʱا يʚودة وهــʙــʴم ʗʴॼف الأصــلي أصــʙع الهــǼــة تــاʺॽʀ ــي أنʻعǽ اʚوهــ Șافــʛʺف الʙالهــ

  .مع الفʛض، وʚȃلʥ تʨؔن الȄʛʤʻة صʴॽʴة

  ):4نȂʙʢة (

ʖ تعــارض الʷــʛوȋ فــإن  إذا ؗــان أحــʙ الʻʺــʨذجʧʽ الʺʱــʛافقʧʽ غʽــʛ قابــل للʴــل ʶǼـhـ
 ʖ الʨʺʻذج الآخʛ إما أن ʨȞǽن تاǼعه غʛʽ مʙʴود أو أن تʨؔن الʺʶألة غʛʽ قابلة للʴــل ʶǼـhـ

.ȋوʛʷتعارض ال  
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  الʛʰهان:

ثابʱــاً  ibالʻʺــʨذج الأصــلي غʽــʛ قابــل للʴــل فإنــه يʨجــʙ فــي عʺــʨد الʨʲابــʗ  نإذا ؗــا
وتʨؔن جʺॽع عʻاصʛ الʛʢʶ الʺقابلة له غʛʽ سالॼة, وهʚا ǽعʻي أنه يʨجــʙ فــي  0ib>   سالॼاً 

 ʨف هـــʙع الهـــǼفـــي معـــاملات تـــا ʖســـال ʛـــʸʻع Șافـــʛʺذج الʨـــʺʻة للॼـــʶʻالǼ دوجʜول الʺـــʙـــʳال
<0ib  فʙع الهــǼــي أن تــاʻعǽ اʚــة, وهــ ॼجʨم ʛــʽد الʺقابــل لــه غʨالعʺــ ʛاصــʻــع عॽʺن جʨوتؔــ

  الʺʛافȘ غʛʽ مʙʴود.

ʖ تعــارض الʷــʛوȋ فʶʻــʙʱل  أمــا Ǽالʶʻــॼة لʴالــة ؗــʨن الʺʶــألة غʽــʛ قابلــة للʴــل ʶǼـhـ
  الآتي:علʽها بʨاسʢة الʺʲال  

  :)5(  مʰال

:ʨذج الأصلي هʨʺʻإذا ؗان ال  
Maxxx3z 21   

:ȋوʛʷوال  

0x,0x

3x2x2

1x2x2

21

21

21





  

20فإذا جʺعʻا ʛʡفي الʺʛʱاجʧʽʱʴ لʨجʙنا أن   ،  .ȋوʛʷا تعارض في الʚوه  

  أما Ǽالॼʶʻة للʨʺʻذج الʺʛافȘ فʙʳʻ أنه Ǽعʙ تȄʨʴل الʛʷوȋ فإنʻا نʙʳ أن :
Minu3uz 21   

:ȋوʛʷوال  

1u2u2

3u2u2

21

21




  

20وʳȄʺع ʛʡفي الʺʛʱاجʧʽʱʴ نʙʳ أن:    أنــه إذا ȑأ ȋوʛــʷا تعارض في الʚوه
ــȞǽ ʙــʨن ذا تــاǼع هــʙف  كــان الʻʺــʨذج الأصــلي ذا شــʛوȋ مʱعارضــة فــإن الʻʺــʨذج الʺʛافــȘ ق

  غʛʽ مʙʴود أو ذا شʛوȋ مʱعارضة.
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  /هامة جʗاً/ ):5نȂʙʢة (

 ؗــان لأحــʙ الʻʺــʨذجʧʽ الʺʱــʛافقʧʽ حــل مʲــالي مʴــʙود, فــإن للʻʺــʨذج الأخــʛ حــلاً إذا 
ॽالʲود  اً مʙʴاناً مʱȄاوʶʱم ʧʽʱيʙʴف الʙعي الهǼي تاʱʺॽʀ نȂأن:  ،, و ȑأ  

)4-4-2 (  ZMinZMax   

  الʛʰهان:

لʻفʛʱض أنʻا قʙ تʨصلʻا Ǽالॼʶʻة للʻʺــʨذج الأصــلي إلــى حــل مʲــالي ووضــعʻا الʱʻــائج 
  في جʙول مʜدوج ؗالʱالي:

 Șافʛʺع الǼاʱال  nv-  . 3v- 2v- 1v-     

 ʗابʨʲال  nx  .  3x 2x 1x ةʙالقاع    

1b  n1a   .  13a  12a  11a  1y  1u 

2b  
 .  

n2a  
 .  

 .  
 .  

23a  
 .  

22a  
 .  

21a  
 .  

2y  
 .  

 

2u 

 .  

tb 
tna   .  3ta  2ta  1ta  ty tu 

 .   .   .   .   .   .   .   .  

mb  mna   .  3ma  2ma  1ma  my mu 

MinpZ

MaxpZ

o

o


  

np   .  3p  2p  1p   فʙع الهǼتا   

وȃʺا أنʻا افʛʱضʻا أن هʚه الʨضــॽɻة هــي وضــॽɻة الʴــل الʺʲــالي للʻʺــʨذج الأصــلي, 
 ʛــʽد الأخʨفــي العʺــ ʗابــʨʲــع الॽʺــي أن جʻعǽ اʚ0فــإن هــb i   نȂة, وॼســال ʛــʽغ ʗابــʨهــي ث

ʛʢ0p الأخʶ  ʛʽجʺॽع الʺعاملات في ال j   ل علــىʨــʸʴــة, وللॼجʨم ʛــʽهي معاملات غ
) مʶــاوȄة n,……….,x2,x1x(ذلــʥ الʴــل الʺʲــالي نʹــع جʺॽــع الʺʴʱــʨلات غʽــʛ القاعǽʙــة 

.ʛفʸلل  
=0n=…………= x 3= x 2= x1 x  

  فʸʴʻل على أن:

opZMax   
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أمــــا Ǽالʶʻــــॼة للʻʺــــʨذج الʺʛافــــȘ فʳʻــــʙ أن العʺــــʨد الأخʽــــǽ ʛعʻʽʢــــا أن تــــاǼع الهــــʙف 
  ȘافʛʺالZ :ȑاوʶǽ  

omm332211 pub..........ubububZ   

0bوȃʺـــا أن جʺॽـــع الʺعـــاملات  i   اʻإذا وضـــع ȑʙـــل علـــى حـــل قاعـــʸʴـــا نʻفإن
:ȑأ ʛفʸة للȄاوʶة مǽʙالقاع ʛʽلات غʨʴʱʺع الॽʺج  

= 0 mu =…….=3 = u 2=  u 1u  
:ʦॽʁال Ȑʛلات الأخʨʴʱʺال ʚأخʱف  

nn332211 pv,,.........pv,pv,pv   

ــاملات  ــع الʺعـ ــالʖ لأن جʺॽـ ــʛ سـ ــȑʙ غʽـ ــʨ حـــل قاعـ 0pوهـ i   ًقاǼــا ســـا ؗʺـــا رأيʻـ
ʱʻج أن هــʚه الʨضــॽɻة  وȃــʚلȞǽ ʥــʨن هــʨ الʴــل الʺʲــالي الʺʢلــʨب للʻʺــʨذج الʺʛافــȘ, ومʻــه نʶـɦـ

  تعʻʽʢا أن:

opZMin   
  وȃʺقارنة الʧʽʱʳॽʱʻ نʙʳ أن:

ZMinpZMax o
  

  وهʨ الʺʢلʨب بʛهانه.

  :هامة  نʱॻʯة

ــان  ــ )x..,,.........x,x(إذا ؗــــــ n21
  ــان ــ ـــ ـــ ــلي وؗ ــ ـــ ــʨذج الأصـــ ــ ــاً للʻʺــــــ ــ ـــ ــلاً مʲالॽـــ ــ ـــ حـــ

)u.,,.........u,u( m21
   نʨــȞǽ قةǼــاʶــة الȄʛʤʻــاء علــى الʻفإنه ب Șافʛʺذج الʨʺʻاً للॽالʲحلاً م

  لʙيʻا:

)4-4-3 (  i

m

1i
ij

n

1j
j ubxp  


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  ):6نȂʙʢة (

ــʨلان  ـــــلان الʺقʰــــــ ــʨن الʴـــ ــافي لȞॽــــــ ــلازم والؔــــــ ـــ ــȋʛ الـــ )x,......,x,x(إن الʷــــــ n21
 

)u,......,u,u(و m21
  ــــاʱʺॽʀ نʨأن تؔــــ ʨافقــــه, هــــʛالأصــــلي وم ʧʽذجʨــــʺʻلل ʧʽʽــــالʲم ʧ حلـــ̔ـ

  تاǼعي الهʙف لهʺا مʶʱاوʧʽʱȄ, أȑ أن ʨȞǽن:

i

m

1i
ij

n

1j
j ubxp  



  

 :ȋʛʷوم الʜة (   لȄʛʤʻال ʧة مʴة واضʳॽʱن ʨه ȋʛʷوم الʜقة. 5إن لǼاʶال (  
 ȋʛʷة الǽض أن   : كفاʛʱفʻل    ʧʽلʨʰالʺق ʧʽلʴال  

)x,......,x,x(x,)u,......,u,u(u n21m21
  

 :Șابʶال ȋʛʷققان الʴǽ  

i

m

1i
ij

n

1j
j ubxp  



  

ʧهʛʰأن ن ʖʳȄعلى  و  .Șافʛʺالأصلي وال ʧʽذجʨʺʻان للॽالʲأنهʺا حلان م  

 ʧــȞǽ ʦإذا لــuوx  ʽʽــالʲم ʧ ʧ الʺʲـــالʧʽʽ حلــ̔ـ ʧ للʻʺــʨذجʧʽ فإنʻـــا نفʱــʛض أن الʴلــ̔
 للʨʺʻذجʧʽ الأصلي ومʛافقه هʺا:

)m
*,…..,u2

*,u1
*(u*), un

*,…..,x2
*,x1

*(x*x  

  وأنه بʻاء على مفهʨم الʴل الʺʲالي للʨʺʻذجʨȞǽ ʧʽن لʙيʻا:

i

m

1i
i

*
i

m

1i
i

*
j

n

1j
jj

n

1j
j ubub,xpxp  



  

i           وȃʺا أنه لʙيʻا فʛضاً أن:

m

1i
ij

n

1j
j ubxp  



  

  إذن نʱʻʱʶج أن الʴلʧʽ الʺʲالʧʽʽ الʺفʛوضʴǽ ʧʽققان الʺʛʱاجʴة:
*
i

m

1i
1

*
j

n

1j
j ubxp 



  

) الʶــاǼقة, وȃــʚلȞǽ ʥــʨن قــʙ تــʦ الʛʰهــان علــى 5وهــʚا يʱعــارض تʺامــاً مــع الȄʛʤʻــة (
ȋʛʷة الǽة  كفاȄʛʤʻة الʴوعلى ص.  
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  ):7نȂʙʢة (

ــʨلان  ـــــــــ ــــ ـــ ـــ ـــــلان الʺقʰـــ ـــ ـــ ــʨن الʴـــــــــــــ ـــــــــ ــــ ـــ ـــ ــافي لȞॽـــ ــــــ ــــــــلازم والؔــــــــــــــــ إن الʷــــــــــــــــــــــــȋʛ الــــــــــــــــ
)x,.....,x,x(و)u,.....,u,u( n21m21
   لهʺــا ʧʽʽــالʲم ʧ للʨʺʻذجʧʽ الأصلي ومʛافقــه حلـ̔ـ

  هʨ أن ʴǽققا الʧʽʡʛʷ الʱالʧʽʽ معاً:

)4-4-4 (  0)pua(x ji

m

1i
ijj  



  

   (j:1,2,3,……..,n)حʘʽ أن:  

)4-4-5 (  0)bxa(u ij

n

1j
iji  



  

  .(i:1,2,3,……..,m)حʘʽ أن:  

ــʜم وȞȄفــي أن Ȟǽــʨن أحــʙ الʳــʙا ــه يل ʧʽ مʶــاوȄاً للʸــفʛ فــي ؗــل مــʧ ئوهــʚا ǽعʻــي أن
) ʧʽʱ5-4-4) و(4-4-4العلاق.(  

 Ȑʛـــــارة أخـــــॼɻȃــالي و ॼـــــات الʴـــــل الʺʲـــ ʛؗم Ȑʙـــــة إحـــــʺॽʀ ʗإذا ؗانـــــ :jx   ذجʨـــــʺʻلل
)0x(الأصـــلي غʽـــʛ معʙومـــة  j   ـــةʴاجʛʱʺعـــل الʳǽ Șافـــʛʺذج الʨـــʺʻـــالي للʲʺـــل الʴفـــإن ال
  مʶاواة تامة. jxالʺقابلة لʚلʥ الʺʨʴʱل  

  أʨȞǽ ȑن لʙيʻا:

jmmj2j21j1j pua.....uaua0x   

ॼــات الʴــل الʺʲــالي  ʛؗم Ȑʙإحــ ʗأنــه إذا ؗانــ ʙــʳالʺقابــل نȃوiu  Șافــʛʺذج الʨــʺʻلل
)0u(غʛʽ معʙومة  i  ة الʺقابلة لـ  فإنʴاجʛʱʺالiu :أن ȑاواة تامة. أʶح مॼʸت  

inin22i11ii bxa.....xaxa0u   

  الʛʰهان: 
ــȋʛ: لʻفʱـــʛض أن  -1 ــʜوم الʷـ )u,.....,u,u(و)x,.....,x,x(لـ n21m21

  ـــانॽالʲــلان م حـ
ʧ مـــʧ الʴلـــʨل  ــʚيʧ الʴلــ̔ـ ــان للʻʺـــʨذج الأصـــلي ومʛافقـــه, وȃʺـــا أن هـ الʺقʨʰلـــة, إذن ʴǽققـ

) ʧʽʱالعلاقA)و (B  ( في) ةȄʛʤʻقة.  2الǼاʶال (  
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 وȃالʺقارنة نʙʳ أن:

  
  


n

1j

m

1i
i

n

1i
i

n

1j
iij

m

1i
iiijjj

n

1j
j ubxauuaxxp  

  ) أن:5وȃʺا أنه لʙيʻا مʧ الȄʛʤʻة (

i

m

1i
i

n

1j
jj ubxp  



  

  Ȅة وʨȞȄن لʙيʻا:و فإن الʙʴود الأرȃعة في العلاقة الʶاǼقة تॼʸح مʶʱا





m

1i
iij

n

1j
jj

n

1j
j uaxxp  

  ومʻها نʙʳ أن:

0)pxa(x jiij

n

1j
j  



  

pua(x(وȃʺــا أن الʺʳʺــʨع الأول مʕلــف مــʧ الؔʺॽــات غʽــʛ الʶــالॼة  ji

m

1i
ijj

 


 ,

 ʙج أنــه لا بــʱʻ فــلا Ȟʺǽــʧ أن ʶǽــاوȑ الʸــفʛ إلا إذا ؗــان ؗــل مʻهــا مʶــاوȄاً للʸــفʛ, لــʚلʥ نʶـɦـ
  وأن ʨȞǽن:

0)pua(x ji

m

1i
ijj  



  

  وȄʛʢȃقة مʷابهة نʙʳ أن:

 



 







m

1i
i

n

1j
jiji

j

n

1j
ij

m

1i
ii

m

1i
i

0)bxa(u

xauub

  

ʨʺʳʺ)bxa(uع الأول مʕلف مــʧ الؔʺॽــات غʽــʛ الʶــالॼة  ال وȃʺا أن   i

n

1j
jiji

 


  ,

 .ʛفʸاً للȄاوʶها مʻإلا إذا ؗان ؗل م ʛفʸال ȑاوʶǽ أن ʧȞʺǽ فإنه لا  
  لʚلʥ نʱʻʱʶج أنه لا بʙ وأن ʨȞǽن:

0)bxa(u
n

1j
ijiji  


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2- ȋʛــʷــة الǽض أن  :كفاʛــʱفʻل)x,......,x,x(و)u,.....,u,u( m21m21
  لانʨــʰحــلان مق

) ȋʛــʷققــان الʴȄافقــه وʛالأصــلي وم ʧʽذجʨــʺʻأجــل 5-4-4) و(4-4-4لل ʧأنــه مــ ȑأ (
  ʦॽʀ عॽʺجj :اʻيʙن لʨȞǽ  

jji

m

1i
ijjji

m

1i
ijj pxuax0)pua(x  



  

  نʸʴل على أن: jوȃأخʚ مʨʺʳع الʛʢفʧʽ على 

 
 


n

1j

n

1j
jji

m

1i
ijj xpuax  

  ʦॽʀ عॽʺأجل ج ʧوأنه مi :اʻيʙن لʨȞǽ  





m

1i
iijiiiij

n

1j
iji ubxau0)bxa(u  

  نʸʴل على أن: iوȃأخʚ مʨʺʳع الʛʢفʧʽ على 

 
 


n

1i
i

m

1i
iijiji ub)bxa(u  

  وȃʺقارنة هاتʧʽ الʧʽʱʳॽʱʻ نʙʳ أن:

 
 


n

1j

m

1i
iijj ubxp  

 ʧ )u,.....,u,u(و)x,.....,x,x(أȑ أن الʴلـ̔ـ n21m21
  ذجʨــʺʻــان للॽالʲحــلان م

  ) الʶاǼقة).6( حʖʶ الȄʛʤʻة (الأصلي ومʛافقه  

  ):8نȂʙʢة (
إن ؗلاً مʧ الʨʺʻذجʧʽ الʺʛʱافقȞǽ ʧʽافئ نʺʨذجــاً خॽʢــاً شــʛوʡه مʕلفــة مــʧ اجʱʺــاع 

  شʛوȋ ؗل مʧ الʨʺʻذجʧʽ مʹافاً إلʽها شȋʛ مʕلف مʧ تʶاوȑ تاǼعي الهʙف لؔل مʻهʺا.
  :الآتيأȑ أن ؗل مʧ الʨʺʻذجȞǽ ʧʽافئ الʨʺʻذج الانʙماجي  

(i:1,2,3,…..,k)   
n

j
ijij bxa  

(i: k+1,…..,n)  
n

j
ijij bxa  

)n,.....,1:j(,0x),,.....,3,2,1:j(,0x jj    
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(j:1,2,3,…..,n) 



m

1i
jiij pua  

(j: L+1,…..,n) 



n

1j
ijij bua  

)m,.....,1k:i(u),k,.....,3,2,1:i(,0u ii   
  والȋʛʷ الإضافي:





m

1i
iij

n

1j
j ubxp  

.ʙيʙʳذج الʨʺʻف للʙع الهǼل تاʴل مʴǽ ȑʚوال  

  الʛʰهان:
 ʧʽذجʨـــʺʻال ʧؗـــل مـــ Șقـــʴǽ ماجيʙذج الإنـــʨـــʺʻل للʨـــʰحـــل مق ȑاضـــح أن أʨال ʧومـــ

ــʚلʥ الʴــل الʺʲــالي)  ʧ مʲــالʧʽʽ لؔــل مــʧ الʻʺــʨذجʴǽ ʧʽققــان الʷــʛوȋ الʶــاǼقة و (وؗ أن أȑ حلـ̔ـ
  Ǽʺا فʽها الȋʛʷ الإضافي.
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  تمرينات 
  

 :الآتيلʻفʛʱض أنه لʙيʻا الʨʺʻذج   -1

Maxx25x20x20x24x10Z 54321   
  

 :ȋوʛʷال ʧʺض  

)5,4,3,2,1:j(,0x

57xx2x3x4x

19x5x3x2xx

j

54321

54321





  

 أوجʙ الʨʺʻذج الʺʛافȘ ثʦ أوجʙ الʴلʧʽ الʺʲالʧʽʽ لؔل مʧ الʨʺʻذجʧʽ. -أ

 أضف إلى الʛʷوȋ الʶاǼقة الȋʛʷ: -ب 

20xxxxx 54321   
  ثʦ أوجʙ الʴلʧʽ الʺʲالʧʽʽ لؔل مʧ الʨʺʻذجʧʽ الʙʳيʙيʧ (الأصلي ومʛافقه). - ج

  
 :الآتيلʻفʛʱض أنه لʙيʻا الʨʺʻذج   -2

Maxx14x5x7xZ 4321   
:ȋوʛʷال ʧʺض  

)4,3,2,1:j(,0x

4x2x2xx

24x6x5x4x3

j

4321

4321





  

 أوجʙ الʨʺʻذج الʺʛافȘ ثʦ اوجʙ الʴلʧʽ الʺʲالʧʽʽ لؔل مʧ الʨʺʻذجʧʽ. -أ

 أضف إلى الʛʷوȋ الʶاǼقة الȋʛʷ: -ب 

8xxxx 4321   
  ثʦ أوجʙ الʴلʧʽ الʺʲالʧʽʽ للʨʺʻذجʧʽ الʙʳيʙيʧ (الأصلي والʺʛافȘ). - ج
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 :الآتيلʧȞॽ لʙيʻا الʨʺʻذج   -3

Maxx20x24x14x5Z 4321   
:ȋوʛʷال ʧʺض  

)4,3,2,1:j(,1x0

4x4x12x2x2

8x8x12x6x

j

4321

4321





  

Șافʛʺذج الʨʺʻال ʙأوج،  .ʧʽذجʨʺʻال ʧلؔل م ʧʽʽالʲʺال ʧʽلʴال ʙأوج ʦث  
  

  :الآتيلʧȞॽ لʙيʻا الʨʺʻذج   -4
Maxxx15xx9Z 4321   

:ȋوʛʷال ʧʺض  

10x2x12x16x6

7xx9x2x3

4321

4321




  

.ʧʽذجʨʺʻال ʧلؔل م ʧʽʽالʲʺال ʧʽلʴال ʙأوج ʦث Șافʛʺذج الʨʺʻال ʙأوج  
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  الفصل الخامس 
  البرمجة الصحيحة (التامة) 

  

I - :تمهيد  
 ȏأن القار ʙقʱنع ʧȞʺǽ أنهǼ اع تامʻʱح على اقॼــائل  أصʶʺال ʧمــ ʛــʽʰؗ دʙاغة عــॽص

علــى شــȞل نʺــاذج رȄاضــॽة خॽʢــة. وأن معالʳــة هــʚه الاقʸʱــادǽة والهʙʻســॽة والʱقॽʻــة...الخ, 
ʡة Ȅʛʡقة الʰʺʶلʝؔ وتعʙيلاتها, وȂن حلها الʺʲالي Ȟǽــʨن مʕلفــاً مــʧ أعــʙاد االʺʶائل يʦʱ بʨس

  صʴॽʴة أو غʛʽ صʴॽʴة, لʚلʥ سॽʺʶʻه الʴل الʺʲالي العام للʺʶألة الʺفʛوضة.حॽʁॽʁة  

إلا حلــʨلاً صــʴॽʴة ( وغʽــʛ ســالॼة), فــإذا ؗانــʗ  غʛʽ أن Ǽعʠ هــʚه الʺʶــائل لا تقʰــل 
,  مʴʱــʨلات الʻʺــʨذج الʢʵــي هــي عــʙد الآلات أو عــʙد وســائل الʻقــل أو عــʙد العʺــال ... الــخ 

فإنه مʧ الʨاضح أن هʚه الʺʨʴʱلات لا تقʰل حلʨلاً غʛʽ صʴॽʴة, لʚلʥ فإنــه يʨʱجــʖ علʻʽــا فــي  
  الʺʲالي الॽʴʸح للʺʶألة الʺفʛوضة. مʲل هʚه الʴالات الʘʴॼ عʧ الʴل  

أن الʴل الʺʲالي الॽʴʸح هॼɺ ʨارة عــʧ حــل نــاتج عــʧ تقȄʛــʖ   هʦ قʛʢʵǽ ʙ لॼعʹ
  ȑدʙــة تʺامــاً عʯʡة خاʛؔه الفʚه ʧؔالي العام, ولʲʺل الʴإلــى الأعلــى  ،لل ʖــȄʛقʱــة الॽلأن عʺل

الʺقʨʰلة, فʺʲلاً إذا ؗانــʗ مʢʻقــة  أو إلى الأدنى, قʙ تعʻʽʢا نقʢة واقعة خارج مʢʻقة الʴلʨل
ــان الʴــل الʺʲــالي 1-5الʴلʨل ؗʺا فــي الʷــȞل ( هــʨ الʻقʢــة فــإن تقॼȄʛــه  A (4.6, 5.2)) وؗ

  تقع خارج مʢʻقة الʴلʨل الʺقʨʰلة. )  5,5(

ــʨل  ــة الʴلــ ــي مʢʻقــ ــʘ فــ ــا أن نʴॼــ ॽح علʻʽــ ـɹـ ــالي الʸــ ــل الʺʲــ ــى الʴــ ــʨل علــ وللʸʴــ
  عʧ الʴلʨل الʴॽʴʸة, ثʦ عʧ الʴل الʺʲالي مʧ بʧʽ تلʥ الʴلʨل الʴॽʴʸة.الʺقʨʰلة  
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  ) 1-5شȜل(

ــʴॽʴة   ــʙاد الʸـ ــȞॼة الأعـ ــʦ شـ ــʴॽʴة الʺقʨʰلـــة نقـــʨم بʛسـ وللʸʴـــʨل علـــى الʴلـــʨل الʸـ
  ʧȄرʨــʴʺال ʧ2علــى ؗــل مــ,ox1ox  هʚهــ ȋʨــʢع خʡتقــا ʧــة عــʳاتʻال ȋقــاʻعــة الʨʺʳن مʨؔــʱف ,

  ، هــي مʨʺʳعــة الأعــʙاد الʸــʴॽʴة الʺقʨʰلــة   ، الʷــȞॼة والʨاقعــة ضــʺʧ مʢʻقــة الʴلــʨل الʺقʨʰلــة 
 ̋ʳم ʧارة عॼɺ لة وهيʜعʻʺال ȋقاʻال ʧعة مʨ ،  ̋ʱي تʱوال  ʧلــف مــʕهــا مʻات ؗــل مॽاثʙأن إحــǼ ʜʽ

 ) ʦل رقȞʷعلى ال ʧʽʰم ʨة, ؗʺا هॼسال ʛʽة غʴॽʴاد صʙ1- 5أع  ( .Șابʶال  

  والʕʶال الآن: ʅॽؗ نʙʴد الʴل الʺʲالي الॽʴʸح مʧ بʧʽ تلʥ الʴلʨل الʴॽʴʸة؟. 

ॽح بʨس ـــ ـɹـ ــالي الʸـ ــة اȞʺǽـــʧ الʴॼـــʘ عـــʧ الʴـــل الʺʲـ ʡة الغـــلاف الʺʴـــʙب لʺʨʺʳعـ
ʴॽة  ـɹـ ــʨل الʸـ ــʅ الغـــلاف الʴلـ ــʨم بʱعȄʛـ ــʚلʥ نقـ ــة, لـ ــʨل الʺقʨʰلـ ــة الʴلـ ــʺʧ مʢʻقـ ــة ضـ والʨاقعـ
  يلي: Ǽʺا  nRN, حʘʽ أن Nالʺʙʴب لʺʨʺʳعة 

  :NتعʃȂʙ غلاف مʦʸʱعة 

  ʛأصغ ʨه ȑʨʱʴة تǼʙʴعة مʨʺʳعة مʨʺʳʺال ȋع نقاॽʺجN  الغــلاف ʥلʚلــ ʜمــʛون

ʜمʛالǼ   N 
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ــا و  ʻʻȞʺȄ ًاॽاضــȄعــة رʨʺʳʺغــلاف ال ʅــȄʛتعN  ȋقــاʻعــة الʨʺʳــه م الʺʛتʢॼــة  ǼAأن

              خॽʢاً Ǽالعلاقة:



s

1i
iiAA  

  ʘʽن:إح  iA  ʧة مॽɿॽؗ ȋهي نقاN   دهاʙوأن عs  .ًوداʙʴم  

  ʘʽ10              ن:إوح i   وȂ:1  ن
s

1i
i 



  

هــʨ مʨʺʳعــة مǼʙʴــة ǼغــN  ʠوواضح مʧ هــʚا الʱعȄʛــʅ أن غــلاف أǽــة مʨʺʳعــة 
  ʗعʺا إذا ؗان ʛʤʻالN  .ة أم لاǼʙʴها مʶنف  

 ʧـــȞʺȄن الغــــلاف مغلقــــاً إذا   للغــــلاف وʨــــȞȄحـــاً, وʨʱن مغلقــــاً أو مفʨــــȞǽ أن
  ʗكانN  ʗحاً إذا ؗانʨʱن مفʨȞǽ ورة أنʛʹالǼ ʝॽه لʻؔمغلقة, ولN  لــة علــىʲأم مفʨʱحة, وؗ

  :الغلاف الʺغلȘ نأخʚ الأشȞال الʱالॽة

    

   الغلاف ʦʸʱʸ Nعةال

ʤل رقȜ2-5( ش (  

    

 N الʦʸʱʸعة
   الغلاف

ʤل رقȜ3-5( ش (  

N 

N 

N 



 180

  ʥلʚȃل  وȞʷة الʴॽʴʸلات الʨʴʱʺي ذو الʢʵذج الʨʺʻال ʚأخǽالآتي:  

)ʢǽ)x,......,x,xلʖ إʳǽاد الʦॽʁ الʴॽʴʸة   n21
 :عǼاʱة للʺॽʀ ʛʰا أكʻʽʢي تعʱال  

Maxxp...........xpxpZ nn2211   

والʺعʛف على الʛʷوȋ الȄʛاضॽة الʱــي تʴــʙد لʻــا حــʙود أو ســʨʢح غــلاف مʨʺʳعــة 
  الʴلʨل الʺقʨʰلة.الʻقاȋ الʴॽʴʸة ضʺʧ مʢʻقة 

ــʛوȋ الȄʛاضـــــॽة  ــʧ صـــــعȃʨة صـــــॽاغة الʷــ ــʙد حـــــʙود أو ســـــʨʢح ذلـــــʥ ولؔــ الʱـــــي تʴــ
ʴالʱها فـــي أغلـــʖ الأحॽـــان, تʳعلʻـــا نلʳـــأ إلـــى ʛʡائـــȘ أخـــȐʛ ســـهلة  الغـــلاف, إن لـــʦ نقـــل اســɦـ

  الȘʽʰʢʱ والʛʰمʳة وأهʺها:
 Ȅʛʡقة الʖȄʛʳʱ أو الاخॼʱار. -1

 Ȅʛʡقة الʱفȄʛع والʙʴود. -2

3- .(ȑرʨمʨب غʨأسل) اعʢʱقة الاقȄʛʡ 

 ʘــʴॼــة الॽإلــى أن عʺل ʛʽʷن Șائʛʢه الʚه ʧض إلى ؗل مʛعʱل أن نʰــل وقʴال ʧعــ
ʡة اس ــوالــȑʚ نʸʴــل علॽــه بʨ  ،لʺʲــالي العــام Ǽعــʙ حʸــʨلʻا علــى الʴــل االʺʲالي الॽʴʸح تʙʰأ 

  اسʙʵʱام Ȅʛʡقة الʰʺʶلʝؔ وتعʙيلاتها الʶاǼقة.

ــإذا  ــة فـ ــʙ حلـــʗ ولا حاجـ ــʨن قـ ــألة تؔـ ــإن الʺʶـ ʴॽاً, فـ ـɹـ ــام صـ ــالي العـ ــل الʺʲـ ــان الʴـ ؗـ
  لʺʱاǼعة الʘʴॼ عʧ الʴل الॽʴʸح.

ॼاتــه علــى  ʛؗم Ȑʙح (إحــॽ أمــا إذا ؗــان الʴــل الʺʲــالي الــȑʚ حʸــلʻا علॽــه غʽــʛ صـɹـ
ॽح  إحــǼ  Ȑʙإتॼــاعالأقل غʛʽ صʴॽʴة) فإنʻا لا بʙ وأن نقʨم Ǽالʘʴॼ عʧ الʴل الʺʲالي الʸـɹـ

  الʛʢائȘ الʶاǼقة.

  

II- :طريقة التجريب لإيجاد الحلول المثالية الصحيحة  
ʵ لاص جʺॽــع الʻقــاȋ تعʙʺʱ هʚه الȄʛʢقة على فʛؔة بʙيهॽة جʙاً, وهــي أن نقــʨم Ǽاسـɦـ

ʴॽة الʺʺʻȞــة, ثــʦ تʰȄʛʳهــا ॽɾʺــا إذا ؗانــʗ تʴقــȘ الʷــʛوȋ الʺفʛوضــة علــى الʻʺــʨذج أم  الʸـɹـ
ʴॽة الʺقʨʰلــة, ثــʦ نقــʨم  لا, وʚȃلʥ نفʛز الʻقاȋ الʺقʨʰلة فʸʴʻل على مʨʺʳعة الʴلــʨل الʸـɹـ
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ʴॽة الʺقʨʰلــة  ʶʴǼZاب ॽʀʺة تاǼع الهʙف  عʙʻ ؗل نقʢة مقʨʰلة مʻها, ونʱʵار الʻقʢــة الʸـɹـ
  أكʛʰ ما Z  .ʧȞʺǽالʱي تʳعل تاǼع الهʙف  

  مʰال:
  لʧؔʱ لʙيʻا الʺʶألة الʱالॽة:

Maxx5x7Z 21   
:ȋوʛʷال ʧʺض  

0x,0x

2x2x

42x6x7

54x9x6

21

21

21

21






  

  صʴॽʴان. 2x ,1xوأن  

  الʴل:

ــة هــــي  ــʙ أن مʢʻقــــة الʴلــــʨل الʺقʨʰلــ ــاً فʳʻــ ــام بॽانॽــ ــالي العــ ــاد الʴــــل الʺʲــ نقــــʨم Ǽإʳǽــ
) ʦل رقــȞــʷــة علــى الॽانॽʰقــة الʢʻʺ4-5ال(،  Șــʰʢʻــالي العــام يʲʺــل الʴأن ال ʙــʳل نȞــʷال ʧومــ

  الʱي إحʙاثॽاتها:  bعلى الʻقʢة  
=1.4 2x      , 4.8 =1x 

  تʶاوZ  :ȑوهي تعʻʽʢا أن أكॽʀ ʛʰʺة للʱاǼع  
Max Z = 7 (4.8) + 5 (1.4) = 40.6  

ʴॽة, فـــإن الʴـــل الʺʲـــالي العـــام  وȃʺـــا أن الʺʶـــألة الʶـــاǼقة لا تقʰـــل حلـــʨلاً غʽـــʛ صــɹـ
) Șابʶ4.8,1.4ال ʧل مʨʰمق ʛʽحلاً غ ʛʰʱعǽ (  ʧʽلʨʴʱʺعة الॽʰʡ ʛʤ1وجهة نx 2وx.  
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) ʤل رقȜ4-5ش (  

 ʘــʴॼة وللʴॽ ॽح نقـــʨم Ǽالʴॼــʘ عـــʧ جʺॽــع الʻقـــاȋ الʸــɹـ ɹــʸـــالي الʲʺــل الʴال ʧعـــ
 ʧʺــ ــع ضــــــ ـــ ــʨل تقـــ ــة الʴلــــــ ـــ ــʙ أن مʢʻقـــ ــȞل نʳــــــ ــʧ الʷــــــ ــة, ومــــــ ــʙد الʺʺʻȞــــــ ʽʢل الʺʴــــــ ـɦـ الʺʶــــــ

6x0,5x0بـ 21   :ةॽالʱة الʴॽʴʸال ȋقاʻا الʻيʙن لʨȞǽ ʥلʚȃو  
)0,6  (  )0,5  (  )0,4  (  )0,3  (  )0,2  (  )0,1  (  )0,0 (  
)1,6  (  )1,5  (  )1,4  (  )1,3  (  )1,2  (  )1,1  (  )1,0 (  
)2,6  (  )2,5  (  )2,4  (  )2,3  (  )2,2  (  )2,1  (  )2,0 (  
)3,6  (  )3,5  (  )3,4  (  )3,3  (  )3,2  (  )3,1  (  )3,0 (  
)4,6  (  )4,5  (  )4,4  (  )4,3  (  )4,2  (  )4,1  (  )4,0 (  
)5،6  (  )5,5  (  )5,4  (  )5,3  (  )5,2  (  )5,1  (  )5,0 (  

ʴʱقॽɾ Șʺــا إذا ؗانــʗ ؗــل مــʧ هــʚه الʻقــاȋ تʴقــȘ جʺॽــع الʷــʛوȋ الʺفʛوضــة علــى   وسـ̒ـ
  لʙʳول الʺʧʽʰ على الʸفʴة الʱالॽة: الʺʶألة أم لا, لʚلʥ نقʨم بʨضع الʱʻائج في جʙول ؗا 
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ʸॻɾة 
Z  

 ʖالʰال ȉʙʵال  
2x2x 21   

  الȉʙʵ الʰاني 
42x6x7 21   

  الȉʙʵ الأول 
54x9x6 21   

  الرقم   النقطة 

0   Șقʴت   Șقʴت   Șقʴ1  ) 0,0(  ت  

5   Șقʴت   Șقʴت   Șقʴ2  ) 0,1(  ت  

10   Șقʴت   Șقʴت   Șقʴ3  ) 0,2(  ت  

15   Șقʴت   Șقʴت   Șقʴ4  ) 0,3(  ت  

20   Șقʴت   Șقʴت   Șقʴ5  ) 0,4(  ت  

25   Șقʴت   Șقʴت   Șقʴ6  ) 0,5(  ت  

30   Șقʴت   Șقʴت   Șقʴ7  ) 0,6(  ت  

7   Șقʴت   Șقʴت   Șقʴ8  ) 1,0(  ت  

12   Șقʴت   Șقʴت   Șقʴ9  ) 1,1(  ت  

17   Șقʴت   Șقʴت   Șقʴ10  ) 1,2(  ت  

22   Șقʴت   Șقʴت   Șقʴ11  ) 1,3(  ت  

27   Șقʴت   Șقʴت   Șقʴ12  ) 1,4(  ت  

32   Șقʴت   Șقʴت   Șقʴ13  ) 1,5(  ت  

-  -  -   Șقʴ14  ) 1,6(  ت  

14   Șقʴت   Șقʴت   Șقʴ15  ) 2,0(  ت  

19   Șقʴت   Șقʴت   Șقʴ16  ) 2,1(  ت  

24   Șقʴت   Șقʴت   Șقʴ17  ) 2,2(  ت  

29   Șقʴت   Șقʴت   Șقʴ18  ) 2,3(  ت  

34   Șقʴت   Șقʴت   Șقʴ19  ) 2,4(  ت  

-  -  -  -  )2,5 (  20  

-  -  -  -  )2,6 (  21  

-  -   Șقʴت   Șقʴ22  ) 3,0(  ت  

26   Șقʴت   Șقʴت   Șقʴ23  ) 3,1(  ت  

31   Șقʴت   Șقʴت   Șقʴ24  ) 3,2(  ت  

36   Șقʴت   Șقʴت   Șقʴ25  ) 3,3(  ت  

-  -  -   Șقʴ26  ) 3,4(  ت  

-  -  -  -  )3,5 (  27  

-  -  -  -  )3,6 (  28  

-  -   Șقʴت   Șقʴ29  ) 4,0(  ت  
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ʸॻɾة 
Z  

 ʖالʰال ȉʙʵال  
2x2x 21   

  الȉʙʵ الʰاني 
42x6x7 21   

  الȉʙʵ الأول 
54x9x6 21   

  الرقم   النقطة 

-  -   Șقʴت   Șقʴ30  ) 4,1(  ت  

38   Șقʴت   Șقʴت   Șقʴ31  ) 4,2(  ت  

-  -  -   Șقʴ32  ) 4,3(  ت  

-  -  -  -  )4,4 (  33  

-  -  -  -  )4,5 (  34  

-  -  -  -  )4,6 (  35  

-  -  -  -  )5،0 (  36  

-  -  -  -  )5،1 (  32  

-  -  -  -  )5،2 (  32  

-  -  -  -  )5،3 (  39  

-  -  -  -  )5،4 (  40  

-  -  -  -  )5،5 (  41  

-  -  -  -  )5،6 (  42  

ــʚلʥ نʳـــʙ أن هʻـــاك  ʴॽة ( 22وȃـ ɹـــʸـــة الʢقʻلـــة وأن الʨʰة مقʴॽ ɹـــة صـــʢ4,2نق (
) وȃــʚلʥ نؔــʨن قــʙ حʸــلʻا علــى Z )Z = 38وهــي الʱــي تعʻʽʢــا أكʰــॽʀ ʛʺــة لʱــاǼع الهــʙف 

:ʨح وهॽʴʸالي الʲʺل الʴال  

38zMax2x,4x 21   

) والʱــي 4.5, 1.4وهي ॽʀʺة أقل مʧ الॽʁʺة الʱي ؗانʗ تقابل الʴل الʺʲــالي العــام (
:ȑاوʶت ʗكان  

 Max Z = 40.6  

ॽح ( ) لـــȞǽ ʦـــʧ تقॼȄʛـــاً أو تـــʙوʛȄاً 4,2وهʻـــا نʷـــʛʽ إلـــى أن ذلـــʥ الʴـــل الʺʲـــالي الʸــɹـ
), بــل هــʨ وضــع خــاص ʲʺǽــل نقʢــة مʻعʜلــة وذات إحــʙاثॽات 4.8,1.4للʴــل الʺʲــالي العــام (

ʴॽة, وتقــع ضــʺʧ مʢʻقــة الʴلــʨل الʺقʨʰلــة, وتعʻʽʢــا أكʰــॽʀ ʛʺــة مʺʻȞــة للʱــاǼع  , وهــي Zصـɹـ
  الʶابMax  .Șأصغʛ مʧ الॽʁʺة الʺقابلة للʴل الʺʲالي العام  

 Șقــʴʱــات الॽاد عʺلʛــإيǼ ــاʻʺق ʙعهــا ولقــॽʺه جʚــه هــॼلʢʱت ȑʚالعʺــل الــ ʦــʳهــار حʣلإ
ॼʽــاً ؗلʺــا ازداد  ʛؗاً وتʙــʽداد تعقʜيــ Șقــʴʱــات الॽد عʺلʙوعــ ʦــʳاضــح أن حʨال ʧقــة, ومــȄʛʢالn 
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ʽʰؗــʛاً, مʺــا ʳǽعــل  mعــʙد الʺʴʱــʨلات الʙاخلــة فــي الʻʺــʨذج, أو ؗــان عــʙد الʷــʛوȋ الॽʢʵــة 
هʚه الȄʛʢقة Ȅʛʡقة غʛʽ عʺلॽة لإʳǽاد الʴل الʺʲالي الॽʴʸح بــʙون إجــʛاء تعــʙيلات علʽهــا, 
ــأن  ــة ʷǼــ ــات عʺلॽــ ــالʖʽ واقʛʱاحــ ــʙة أســ ــʙمʗ عــ ــا قــ ــاراً لهــ ــȘ واخʸʱــ ــات الʴʱقــ ــهʽلاً لعʺلॽــ وتʶــ

. Șقʴʱات الʛد مʙع ʠॽɿʵت  

  نʛؗʚ مʻها ما يلي:

 :أسلʦب عʗم الʯʸاǺعة - 1

ــة إذا  ــʚا الأســـلʨب علـــى عـــʙم مʱاǼعـــة عʺلॽـــات الʴʱقـــȘ للʻقʢـــة الʺفʛوضـ وȄعʱʺـــʙ هـ
 ʘــʽح Șــابʶــا الʻالʲــاه فــي مʻا مــا فعلʚوهــ ,ȋوʛــʷال ʙأحــ Șقــʴــة لا تʢقʻال ʥتلــ ʗإكانــ ʦــ نʻــا ل

  ) وغʛʽها.1,6نʱاǼع عʺلॽات الʴʱقȘ لعʙد مʧ الʻقاȋ الʱي لʦ تʴقȘ أحʙ الʛʷوȋ مʲل (

 ):Balasأسلʦب الॻɽʶʯة (أسلʦب Ǻالاش  -2

ʴॽة مقʨʰلـــة  وȄعʱʺــʙ هـــʚا الأســـلʨب علــى أن نʰـــʙأ عʺلॽـــة الȄʛʳʱـــǼ ʖأǽــة نقʢـــة صــɹـ
مʧ الʻقاȋ الʺقʨʰلة الʺʳاورة لʻقʢــة الʴــل الʺʲــالي  0A, ونأخ0n,…..,a02,a01(a0 A ʚ(مʲل 

تعʻʽʢــا  0A, ولʻفʱــʛض أن الʻقʢــة Zالعام أو الʻاتʳة عʻها بʱقʰȄʛها إلى جهة تʻــاقʟ الʱــاǼع 
  .0Z=  ZتʶاوॽʀZ   ȑʺة للʱاǼع  

الʱــي حʸــلʻا  Zفإنʻا نعॽʀ ʛʰʱʺــة  0Zوȃʺا أنʻا نʛغʖ دائʺاً في تॽʀ ʧʽʶʴʺة الʱاǼع  
ــʙاً إلــى  0Aعلʽهــا مــʧ الʻقʢــة  ــʚلʥ نʹــʅॽ شــʡʛاً جʙي ॽʀʺــة لا نʛغــʖ فــي الʛʱاجــع عʻهــا, ل

  شʛوȋ الʺʶألة مʱʷقاً مʧ تاǼع الهʙف وهʨ أن ʨȞǽن:
)5-2-1 (  0nn2211 `Zxp......xpxp   

ــ̡ل   ــ1A   ) ȋʛ̫وعʙʻما نأخــʚ نقʢــة ثانॽــة م ــ̒ا نقــʨم بʰȄʛʳʱهــا للʱأكــʙ مــʧ أنهــا تʴقــȘ ال - 5فإن
ـ̋ــة لــــ  1- 2 ॽʀ ـ̒ــا ʽʢوتع ȋʛـ̫ــ ـʁــاوZ    ȑ) أم لا, فـــإذا ؗانـــʗ تʴقـــȘ ذلـــʥ ال )1Z  )ZZت 01   فـــإن ,

  , وتعʛʰʱ نقʢة مفʙʽة لʻا في العʺل. Zسʧʶʴʱ مॽʀ ʧʺة   1Aذلǽ ʥعʻي أن  

نقــʨم بʰȄʛʳʱهــا للʱأكــʙ مــʧ أنهــا تʴقــȘ جʺॽــع الʷــʛوȋ الأخــȐʛ, فــإذا ؗانــʗ  وȃعــʙها
1A  ʧلاً مـــʙبـــ ʙيـــʙج ȋʛضـــع شـــʨـــاً لʹǽــا أ فʙʽ مʻهـ ــا نʶــɦـ تʴقـــȘ جʺॽـــع الʷـــʛوȋ الأخـــȐʛ فإنʻـ

) ȋʛʷن:1-2-5الʨȞǽ أن ʨوه (  
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)5-2-2(  1nn2211 zxp.........xpxp   

 ʗــا إذا ؗانــــ ــ1A ) ȋʛأمــ ــȘ الʷــ ــʧ 1-2-5لا تʴقــ ــȘ أȑ مــ ), أو إذا ؗانــــʗ لا تʴقــ
شــʛوȋ الʺʶــألة الأخــȐʛ فإنʻــا نʛفʹــها ولا نقــʨم Ǽالʴʱققــات الʱالॽــة لأنهــا إمــا أن تؔــʨن نقʢــة 

.ʖʽتʛʱلة على الʨʰمق ʛʽة أو غʙʽمف ʛʽغ  

ʴॽة الʺʺʻȞــة, وحʱــى نʸʴــل  ــاǼع العʺــل حʱــى نعــالج جʺॽــع الʻقــاȋ الʸـɹـ ʱا نʚــȞوه
  .Zعلى الʴل الʺʲالي الॽʴʸح الʴǽ ȑʚقȘ جʺॽع الʛʷوȋ وȄعʻʽʢا أكॽʀ ʛʰʺة لـ  

مــʧ الʨاضــح أن هــʚا الأســلʨب ǽقــʨم بʸʱــॽɿة (غȃʛلــة) الʴلــʨل الʺفʽــʙة عــʧ الʴلــʨل 
) ȋʛــʷإدخــال ال ȘــȄʛʡ ʧعــ ʥوذلــ ,(لــةʨʰمق ʗن ؗانــȂــى وʱح) ةʙــʽالʺف ʛــʽائلــه 1-2-5غʙȃو (

  ) ...الخ.5-2-2(

ــالي تʵفـــʷǼ ʠـــȞل  ــاȋ الʵاضـــعة للʴʱقـــȘ وȃالʱـ وهـــʚه الʸʱـــॽɿة تقلـــل مـــʧ عـــʙد الʻقـ
.Șقʴʱات الʛد مʙع ʧم ȍʨʴمل  

ــلʦب لȜʸॻــــي -3 ــاȉ غʻــــʙ الʸقʦʮلــــة (أســ ــلʦب حــــʘف الʹقــ  شــــʻʮل بــــʙغ -أســ
Lemke-spielberg:( 

 ʚلات أن تأخــʨــʴʱʺال ʠعॼح لــʺʶلا ت ȋوʛʷال ʠعǼ أن ʧب مʨا الأسلʚه ȘلʢʻȄو
ــالي (جʺॽـــع  لاً إذا ؗـــان لـــʙيʻا الʷـــȋʛ الʱـ ʧ, فʺــ̡ـ ॽح معــ̔ـ ʴॽة أكʰـــʛ مـــʧ عـــʙد صــɹـ ॽʀʺـــة صــɹـ

  الأمʲال ॽɾه مʨجॼة):
13xx7x2 321   

ʴॽة  2xفإنــه مــʧ الʨاضــح أن هــʚا الʷــȋʛ لا ʶǽــʺح للʺʴʱــʨل  ɹــة صــʺॽʀ ʚأخــǽ أن
) ʧمــــ ʛــــʰا 1أكʻوضــــع ʨ2 2 =), لأنــــه لــــx  ʛــــʷفــــإن ال Șقــــʴم ʛــــʽح غॼــــʸǽ Șــــابʶال ȋ

)1327(   ــةʺॽʀ ʖ وحــʙها, لــʚلʥ فإنــه علʻʽــا فــي مʲــل هــʚه الʴــالات أن نقʸʱــʶǼ2x  ʛـhـ
 ʧــ ــʙم الʴॼـــʘ عـ ــة, وعـ ــا الʷـــʛوȋ الʺفʛوضـ ــʺح بهـ ــي تʶـ ʴॽة الʱـ ـɹـ ــʨلات الʸـ ــʦॽ الʺʴʱـ علـــى ʀـ
الʻقاȋ الʱي تॽʀ ʧʺʹʱʺاً لʱلʥ الʺʨʴʱلات غʛʽ مʨʺʶح بها, وهʚا ǽعʻي أنه تــʦ تɿʵــʠॽ عــʙد 

ʴॽة الʺʺʻȞــة Ǽʺقــʙار ʽʰؗــʛ وهــʚا مــا يــʕدȑ إلــى تɿʵــʠॽ أكʰــʛ فــي عــʙد مــʛات  ȋالʻقــا الʸـɹـ
.Șقʴʱال  
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  ):1ملاحʢة (

ʛʵاج الʴــʙود الʱــي تʶــʺح بهــا الʷــʛوȋ الॽʢʵــة   ʛ إلــى أنــه عʻــʙ اسـɦـ ʳǽــʖ أن نʷـ̔ـ
علʻʽا الاعʱʺاد على الʛʷوȋ الʱــي تؔــʨن جʺॽــع أمʲــال الʺʴʱــʨلات فʽهــا    ، لॼعʠ الʺʨʴʱلات 

مʨجॼة, لأن الʛʷوȋ الʱي تʧʺʹʱ مʨʴʱلات ذات أمʲال سالॼة لا تعʻʽʢا الʴــʙود الॽʁॽʁʴــة  
  ʧلات مـــʨـــʴʱʺال ʙود لأحـــʙة حـــʙعـــ ʙــ ــا, وȂذا اســـʢʱعʻا أن نʳـ لʱغʽـــʛات الʺʴʱـــʨلات الʱـــي فʽهـ
  ʥــ ــʛات ذلــ ــʦ لʱغʽــ ــʙ الʺلائــ ــʨن الʴــ ــغʛها لȞॽــ ــار أصــ ــا نʱʵــ ــة, فإنʻــ ــال مʨجॼــ ــʛوȋ ذات أمʲــ شــ

  الʺʨʴʱل. 

  ):2ملاحʢة (

ʻʻȞʺǽا عʙʻ الʘʴॼ عʧ الʴل الʺʲالي الॽʴʸح أن نʙʵʱʶم جʺॽع الأســالʖʽ الʶــاǼقة 
  دون أن يʕثʛ ذلʥ على الʴل الʺʲالي نفʶه.  هامع Ǽعʹ

  مʰال:
  :الآتيأوجʙ الʴل الʺʲالي الॽʴʸح للʨʺʻذج  

Maxxx5x4Z 321   
:ȋوʛʷال ʧʺض  

)3,2,1:j(,0xوصحيح

13xx3x3

11x4x

10x2x3

j

321

21

21







  

ــʚلʥ نʴــʨل  ــالي العــام, ل ʲʺــل الʴــاد الʳǽإǼ ًم أولاʨح نقــॽ لإʳǽــاد الʴــل الʺʲــالي الʸـɹـ
  :ؗالآتيالʨʺʻذج إلى شȞل نʤامي وقاعȑʙ, ونʹع الʱʻائج في جʙول  

  
 ʕابʦʰ3  الx 2x 1x  ةʗالقاع  

10  0  2  3  1y 

11  0  4  1  2y 

13  1  3  3  3y 

Z-0 1  5  4   فʙع الهǼتا  
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 ʕابʦʰ3  الx  2y  1x  ةʗالقاع  

4

18  0  
4

2
  

4

10  1y 

4

11  0  
4

1  
4

1  2x  

4

19  1  
4

3
  

4

9  3y  

4

55
Z   1  

4

5
  

4

  تاǼع الهʙف   11
  

  

 ʕابʦʰ3  الx 2y 1y   ةʗالقاع  

10

18  0  
10

2
  

10

4  1x 

10

23  0  
10

3  
10

1
  2x 

10

7  1  
10

3
  

10

9
  3y  

10

187
Z  1  

10

7
  

10

11
   فʙع الهǼتا  

  

 ʕابʦʰ3  الy 2y  1y  ةʗالقاع  

10

18  0  
10

2
  

10

4  1x  

10

23  0  
10

3  
10

1
  2x  

10

7  1  
10

3
  

10

9
  3x  

10

194
Z   1-  

10

3
  

10

2
   فʙع الهǼتا  

(وȃـــʚلȞǽ ʥـــʨن الʴـــل الʺʲـــالي العـــام 
10

7
,

10

23
,

10

18
(x  ـــةʺॽʀ ʛـــʰـــا أكʻʽʢعȄو ,

تʶاوZ   :ȑللʱاǼع  
10

194
ZMax .  
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ॽح نॼʱــع أولاً الأســلʨب ( ɹــʸــالي الʲʺــل الʴــاد الʳǽب (3ولإʨالأســل ʦ2), ثــ ʙـــʳʻف ,(
11x4xأولاً أن الʷــــȋʛ الʲــــاني  21   لʨــــʴʱʺــــʺح للʶǽ 2لاx  ةʴॽ أن ǽأخــــॽʀ ʚʺــــة صـــɹـ

) ʧمـــ ʛـــʰـــة 2أكʺॽʀ ʖ  2xوحـــʙها, وȃʺـــا أن  2x), لأن ذلـــʳǽ ʥعـــل الʷـــȋʛ غʽـــʛ مʴقـــʶǼ Șــhـ
يʙخل في ॼɺارة تاǼع الهʙف Ǽأمʲال مʨجॼة, وأن أمʲاله أكʛʰ مʧ جʺॽع الأمʲــال الأخــȐʛ وأن 

ʖʳǽ أن ǽأخʚ أكʰــॽʀ ʛʺــة مʶــʺʨح بهــا وهــي  2xفإنʻا نʱʻʱʶج أن  MaxتاǼع الهʙف مʧ نʨع 
= 2 2x ةʺॽʀ ʗʰʲن ʥلʚ2, لx ) ةʺॽʁال ʙʻــي 2عʱــة الʻȞʺʺة الʴॽ ), ونʘʴॼ عــʧ الʻقــاȋ الʸـɹـ

  فق2x .Ȍ 2 =تʨؔن فʽها ॽʀʺة 

وقʰــل تʽʰʢــȘ عʺلॽــات الʴʱقــȘ علــى تلــʥ الʻقــاȋ الʺʺʻȞــة الʺॽʁॼʱــة نʢʻلــȘ مــʧ نقʢــة 
ʧؔ الʻقʢـــة ( ــابȘ), ولــɦـ ــالي ( العـــام الʶـ ــا تʴقـــȘ 2,2,0مقʨʰلـــة مʳـــاورة للʴـــل الʺʲـ ــʙ أنهـ ) فʳʻـ

ــ ــة لــ ــا ॽʀʺـ ــʛوȋ وتعʻʽʢـ ــع الʷـ ــاوZ  ȑ جʺॽـ ــʛوȋ 18تʶـ ــى شـ ــʙاً إلـ ــʡʛاً جʙيـ ــʅॽ شـ ــʚلʥ نʹـ , لـ
  :(شǼ ȋʛالاش)  الʺʶألة الʶاǼقة وهʨ الȋʛʷ الʱالي

18xx5x4 321   

  :الʱالي  ولإجʛاء عʺلॽات الʴʱقȘ نعʙ جʙولاً ؗالʙʳول

ʸॻɾة 
Z 

  الȉʙʵ الأول 

10x2x3 21 
  

  الȉʙʵ الʰاني 

11x4x 21 
  

 ʖالʰال ȉʙʵال  

13xx3x3 321 
  

  الȉʙʵ الإضافي 

18xx5x4 321 
  

  الʹقʠة 

18   Șقʴم   Șقʴم   Șقʴم   Șقʴ2,2,0(  م(  

  )1,2,0(  غʛʽ مفʙʽة   -  -  -  -

  )1,2,1(  غʛʽ مفʙʽة   -  -  -  -

  )1,2,2(  غʛʽ مفʙʽة   -  -  -  -

  )1,2,3(  غʛʽ مفʙʽة   -  -  -  -

18   Șقʴم   Șقʴم   Șقʴة  مʙʽ1,2,4(  مف(  

-  -  -  Șقʴم ʛʽة  غʙʽ1,2,5(  مف(  

19   Șقʴم   Șقʴم   Șقʴة  مʙʽ2,2,1(  مف(  
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ــة ( ــʧ الʻقʢـ ــلʻا مـ ــا حʸـ ــا أنʻـ ـــ 2,2,1وȃʺـ ــة لـ ــى ॽʀʺـ ــة الʴـــل  Z) علـ ــॽʀ ʧʺـ ــة مـ قॼȄʛـ
 ॽʀZʺــة معʱʺــʙاً علــى لــʚلʥ نʹــع شــʡʛاً جʙيــʙاً ، 18وأكʛʰ مʧ الॽʁʺة الʶــاǼقة   الʺʲالي العام 
19xx5x4          ) وهʨ:2,2,1عʙʻ الʻقʢة ( 321   

ȋوʛإلــى شــ ȋʛʷا الʚه ʅॽʹون  ) ȋʛشــ ʧلاً مــʙقة بــǼــاʶــألة الʶʺــال Ǽالا ,Șــابʶش) ال
  :الآتيȐʛ ؗʺا هʨ وارد في الʙʳول  ونقʨم بʖȄʛʳʱ الʻقاȋ الʺʺʻȞة الأخ

ʸॻɾة  
Z 

  الȉʙʵ الأول 

10

x2x3 21




  

  الȉʙʵ الʰاني 

11x4x 21   

 ʖالʰال ȉʙʵال  

13

xx3x3 321




  

  الȉʙʵ الإضافي 

19

xx5x4 321




  
  الʹقʠة 

-  -  -   Șقʴة   لا تʙʽ2,2,2(   مف (  

-  -  -   Șقʴة   لا تʙʽ2,2,3(   مف (  

-  -  -   Șقʴة   لا تʙʽ2,3,4(   مف (  

....  ....  ....  ....  ....  ....  

  ) 0,2,0(   غʛʽ مفʙʽة   -  -  -  -

  ) 0,2,1(   غʛʽ مفʙʽة   -  -  -  -

-  -  -  -  -  -  

 Șــابʶول الʙــʳال ʧومــ ,ʛــʽʰؗ ارʙقــʺǼ تʛــʸʱاخ ʙقــ Șقــʴʱــات الॽأن عʺل ʙــʳا نʚــȞوه
  ) هي الʴل الʺʲالي الॽʴʸح للʺʶألة الʺفʛوضة وأنها تعʻʽʢا:  2,2,1نʙʳ أن الʻقʢة (

Max Z=19  

  

III- :(حسب غوموري) طريقة الاقتطاع  
  قʰل أن نʱعʛض لهʚه الȄʛʢقة نʺهʙ لها Ǽالʺʲال الʱالي:

  ):3مʰال (

  :الآتيلʧȞॽ لʙيʻا الʨʺʻذج  

MaxxxZ 21   
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:ȋوʛʷال ʧʺض  

0x,0x

4xx3

1xx

21

21

21





  

  صʴॽʴان. 2x , 1xوأن  

ولإʳǽاد الʴل الʺʲالي لهʚه الʺʶألة نقʨم بʛسʦ معʙلات الʷــʛوȋ وتــاǼع الهــʙف علــى 
  Ȑʨʱʶʺ2الox1x ) ʦل رقȞʷل على الʸʴʻالآتي)  10-5ف:  

:ȑاوʶǽ الي العامʲʺل الʴا أن الʻح لʹʱل يȞʷال ʥذل ʧوم  

4/10ZMax4/7x,4/3x 21   

 ʥـــات إلـــى معـــادلات, وذلـــʴاجʛʱʺـــل الȄʨʴʱم بʨح نقـــॽ ولإʳǽـــاد الʴـــل الʺʲـــالي الʸــɹـ
  ʧʽʽإضاف ʧʽلʨʴʱإضافة مǼ1, y2y ل على ماʸʴʻهʺا فʻيلي: إلى ؗل م  

  
) ʤل رقȜ5-5ش (  
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MaxxxZ 21   

)B (  
4yxx3

1yxx

221

121




  

0y,y,x,x 2121   
2,x1x  ʧʽʴॽʴص  

  نʸʴل على الʺعادلy 1y :ʧʽʱ ,2بʙلالة   )B(مx1x  ʧ,2وʶʴȃاب  

)C (  
212

211

y
4

1
y

4

3

4

7
x

y
4

1
y

4

1

4

3
x




  

ــʁابy 1y   ) Ș =2 0 =وʨȃضــع   ــ̡الي ال ــɹل الʺ ــyل علــى ال ʴ3/4 =2 7/4 =ن, x1 x (A  

5.2والʱي ʳǽعل ॽʀʺة  
4

10
Z  .  

 x1x,2, نلاحــــــȎ أنــــــه إذا ؗــــــان )B(ومــــــʧ دراســــــة الʷــــــʧʽʡʛ الأول والʲــــــاني فــــــي 
ʧʽʴॽ فــإن  ʧʽʴॽ أǽʹــاً, وذلــʥ لأن أمʲــال الʺʴʱــʨلات فــي  2y1,yصـɹـ ɹنــا صــʨȞǽ وأن ʙلا بــ

  Ȟʷǽ ʧʺǽل عʙداً صʴॽʴاً.هʚيʧ الʧʽʡʛʷ صʴॽʴة وأن الʛʢف الأ

ــʨن  ــــ ــʙ أن Ȟǽـــ ــــ ــا نȄʛـــ ــا أنʻـــــــ ــــ ــʙار  1xوȃʺـــ ــــ ــʨن الʺقـــ ــــ ــــــʖ أن Ȟǽـــ ــه ʳǽـــ ʴॽاً فإنـــــــ ـɹـ ــــ صـــ

)y
4

1
y

4

1

4

3
( 21    ا أنʺȃاً, وʴॽʴ2صy :ارʙاً فإن الʺقʹǽاً أʴॽʴن صʨȞǽ أن ʖʳǽ  

)D (  2122121 y
4

3
y

4

1

4

3
yy

4

1
y

4

1

4

3
yx   

  ʖʳǽ أن ʨȞǽن صʴॽʴاً.

لʸʴــلʻا علــى  y1 y = 02 =وهʻا نلاحــȎ أنــه إذا وضــعʻا 
4

3
x1   ʙــȄʛــا نʻــا أنʺȃو

  .4/3مʶاوȄاً لـ   1xصʴॽʴاً فإنه ʖʳǽ ألا نʶʺح Ǽأن ʨȞǽن  1xأن ʨȞǽن 

) ʳǽــʖ ألا ǽأخــD ʚغʛʽ ســالʧʽʰ فــإن الʢــʛف الأǽʺــʧ فــي الॼɻــارة (    1y،2yوȃʺا أن  
) ʧم ʛة أصغʺॽʀ1:الآتي ȋʛʷا الʻيʙن لʨȞǽ إذن ,(  
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1y
4

3
y

4

1

4

3
21   

:ʨإضافي ه ȋʛل على شʸʴالإصلاح نȃو  

)E (  
4

1
y

4

3
y

4

1
21   

ʴॽاً  1xوهــʨ الʷــȋʛ الإضــافي الــȑʚ نʴॼــʘ عʻــه لॽʹــʺʧ لʻــا أن Ȟǽــʨن  لــʚلʥ  ،صـɹـ
) ونʱاǼع حل الʺʶألة, ولؔــʧ لʨʱضــॽح معʻــى Bنʹʅॽ هʚا الȋʛʷ إلى الʛʷوȋ الʶاǼقة في (

) فʸʴʻــــل علــــى الʷــــE ȋʛ) ونعʨضــــهʺا فــــي (Bمــــy1y ) ʧ,2ذلــــʥ الʷــــȋʛ نقــــʨم ʶʴǼــــاب 
  :الآتي

4

1
)xx34(

4

3
)xx1(

4

1
2121  

  (ȑرʨمʨغ) اعʢʱه على اقʻل مʸʴالإصلاح نȃالآتيو:  
)F ( 3xx2 21  

  :الآتينʸʴل على الʨʺʻذج   Bوȃإضافة هʚا الȋʛʷ إلى الʛʷوȋ الʶاǼقة في  

)G ( 

0x,0x

3xx2

4xx3

1xx

MaxxxZ

21

21

21

21

21







 

 عʙدان صʴॽʴان.  x1x,2  وأن

) ȋʛـــʷال ʦســــʛـــا بʻʺذا قȂوF) لȞــــʷال ʝــــة 5-5) علــــى نفـــʢقʻأن ال Ȏـــا نلاحــــʻفإن (
A(3/4, 7/4) ) ȋʛـــʷلأن ال ʥة, وذلـــʙيـــʙʳلـــة الʨʰل الʺقʨلـــʴقـــة الʢʻخـــارج م ʗʴॼأصـــF (

  ʘلʲʺال ʨقة هʢʻʺال ʥتل ʧءاً مʜع جʢʱاقABC.  

)B(الʙʳيــــʙ أصـــॼح مॼʢʻقــــاً علـــى الʻقʢــــة كʺـــا نلاحــــȎ أن الʴـــل الʺʲــــالي    ــــيʱال
  إحʙاثॽاها ʶǽاوȄان:

3

7
ZMax

3

5
x,

3

2
x 21   
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ॽح نعــالج الʻʺــʨذج ( ) Ǽإضــافة مʴʱــʨل إضــافي إلــى Gولإʳǽــاد الʴــل الʺʲــالي الʸـɹـ
  :والقاعȑʙ الآتيكل مʧ شʛوʡه فʸʴʻل على الȞʷل الʤʻامي  

)H(  

0u,u,u,x,x

3uxx2

4uxx3

1uxx

MaxxxZ

32121

321

221

121

21








  

  .عʙدان صʴॽʴان x1x,2وأن  

مــʧ الʺعــادلʧʽʱ الأولــى والʲانॽــة (كʺــا Ȟʺǽــʧ حʶــابهʺا مــx2x  ʧ,1ثــʦ نقــʨم ʶʴǼــاب 
  الʺعادلʧʽʱ الʲانॽة والʲالʲة) فʸʴʻل على أن:

)I (  
312

311

u
3

1
u

3

2

3

5
x

u
3

1
u

3

1

3

2
x




  

ــ̡الي    3u = 1u = 0وʨȃضــع   ــɹل الʺ ــyل علــى ال ʴن  Șابʁــ ,  x = 1x (B ,22/3 = 5/3( ال
) فI  ʙʳʻلʝॽ حلاً صʴॽʴاً, لʚلʥ نقʨم Ǽإجʛاء اقʢʱاع آخʛ اعʱʺاداً على الʺعادلة الأولى مʧ (   ولʻؔه 
  أنه: 

ـــا نȄʛـــــــــʙ أن Ȟǽـــــــــʨن  ـــ ــا أنʻـــ ــــ ـــه لا بـــــــــʙ وأن Ȟǽـــــــــʨن الʺقـــــــــʙار  Ǽ1xʺـــ ـــ ʴॽاً فإنـــ ـɹـ ــــ صـــ

)u
3

1
u

3

1

3

2
( 31  ) ʧمــ ʘالــʲال ȋʛــʷــا أن الʺȃاً, وʴॽ ʳǽــʖ أن  ǽ (3uعʻʽʢــا أن Hصـɹـ

  صʧʽʴॽʴ) فإن الʺقʙار: ʨȞǽ1,x2xن صʴॽʴاً (إذا ؗان 

)J (  3133131 u
3

2
u

3

1

3

2
uu

3

1
u

3

1

3

2
ux   

ʴॽاً, ولؔـــʧ إذا وضـــعʻا  فـــإن  ʳǽ0 = 3u = 1uـــʖ أن Ȟǽـــʨن هـــʨ الآخـــʛ صــɹـ

3

2
x1    ا أنʺȃه, وǼ حʺʶأن لا ن ʖʳǽ اʚ1وهu3,u  ʧمــ ʧــʺǽف الأʛــʢفــإن ال ʧʽʰســال ʛʽغ

  :الآتي), أʖʳǽ ȑ أن نʹع الȋʛʷ  1) لا بʙ وأن ǽأخॽʀ ʚʺة أكʛʰ مJ) ʧالعلاقة (
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1u
3

2
u

3

1

3

2
31   

  وȃالإصلاح نʙʳ أن:
)K(  1u2u 31   

ʴॽاً,  1xوهʨ الȋʛʷ الإضــافي الʲــاني الــȑʚ نʴॼــʘ عʻــه لॽʹــʺʧ لʻــا أن Ȟǽــʨن  صـɹـ
  ) ونʱاǼع حل الʺʶألة.Hلʚلʥ نʹʅॽ ذلʥ الȋʛʷ إلى الʛʷوȋ الʶاǼقة في الʨʺʻذج (

) ȋʛʷل الȄʨʴʱا بʻʺذا قȂوK  ʧʽلʨʴʱʺ1) إلى ال,x2x  :أن ʙʳا نʻفإن  

)L(  2xx

1)xx23(2)xx1(

21

2121




  

  :الآتي) فʸʴʻل على الʨʺʻذج  Gنʹʅॽ هʚا الȋʛʷ إلى الʨʺʻذج (

)M(  

0x,0x

2xx

3xx2

4xx3

1xx

MaxxxZ

21

21

21

21

21

21








  

  صʴॽʴان.  x1x,2وأن    

 ʦســʛــا بʻʺذا قȂمعادلــةو  ȋʛــʷال)L Șــابʶل الȞــʷــه ) علــى الʶــة نفʢقʻنا أن الʙجــʨل
B`  لʨلــʴقــة الʢʻخــارج م ʗʴॼقة أصــǼــاʶال ʛــʷلأن ال ʥة, وذلــʙيــʙʳلــة الʨʰالʺقȋ )L ــعʢʱاق (

) ʘلــʲʺال ʨلة وهــʨʰل الʺقʨلʴقة الʢʻم ʧم ʛءاً آخʜجDBC ــاليʲʺــل الʴأن ال Ȏــا نلاحــʺؗ ,(
  الʱي إحʙاثॽاها ʶǽاوȄان: Cالʙʳيʙ أصॼح مॼʢʻقاً على الʻقʢة  

2ZMax1x,1x 21   

  ).Aوهʨ الʴل الʺʲالي الॽʴʸح للʺʶألة الأولى (

وهʚȞا نʙʳ أن Ȅʛʡقة الاقʢʱاع تهʙف إلى زȄادة عʙد شʛوȋ الاقʢʱاع ǼالʙʱرȄج  
عʛض ॽɾʺــا يلــي   ॽح للʺʶــألة الʺفʛوضــة, وسʶʻـɦـ حʱــى نʸʴــل علــى الʴــل الʺʲــالي الʸـɹـ

  الʻʺاذج الʴॽʴʸة ȞʷǼل ؗامل.   زمॽة العʺل لهʚه الȄʛʢقة في حالة خʨار 
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  :(حʔʴ غʦمʦرȏ) خʦارزمॻة Ȃʙʟقة الاقʠʯاع للʹʸاذج الॻʲʶة

  لʻفʛʱض أن الȞʷل العام للʺʶألة الʺفʛوضة ؗان ؗʺا يلي:

ʢǽ)x,......,x,x(xلʖ إʳǽاد   n21
 .عǼاʱة للʺॽʀ ʛʰا أكʻʽʢي تعʱة الʴॽʴʸال  

Maxxp........xpxpZ nn2211   

  ȋوʛʷال ʧʺةضॽالآت:       inin22i11ii bxa.........xaxay   

  (i:1,2,3,…………,m)حʘʽ أن :  

)m.....,,.........3,2,1:i(;0y)n......,,.........3,2,1:j(;0x ij   

  أعʙاد صʴॽʴة.  jxوȂن جʺॽع 

ʴॽة أو جعلʻاهــــــا أعــــــʙاداً هــــــي أعــــــʙاد صــــــib ʴوالʨʲابــــــija  ʗوȂن جʺॽــــــع الأمʲــــــال 
 ʨة بʴॽ , وȃــــʚلʥ ةد مʻاســــॼاعــــʙأʡة معالʱʳهــــا Ǽʹــــʛب الʺʛʱاجʴــــات أو الʺعــــادلات Ǽاس ــــصـــɹـ

  صʴॽʴة أǽʹاً. iyتॼʸح جʺॽع الʺʨʴʱلات  

 ȋوʛــʷــاع إلــى جʺلــة الʢʱالاق ȋوʛشــ ʧاً مــʡʛشــ ʅॽأن نʹــ ʧــȞʺǽ ʅॽؗ ضحʨʻوس
  :الآتॽةالʶاǼقة مʧ خلال خʨارزمॽة الʴل الʺʕلفة مʧ الʨʢʵات  

) للʺʶــألة الʺفʛوضــة وفــȘ تعلॽʺــات خʨارزمॽــة العــادȑنقــʨم Ǽإʳǽــاد الʴــل الʺʲــالي العــام ( -1
 ʧʺــʹʱʺــالي العــام الʲʺل الʴا على الʻلʸا حʻض أنʛʱفʻها, ولʛʽلة أو غʙالʺع ʝؔلʰʺʶال

  :الآتيفي الʙʳول  
 

i nx  .....  k+1x ky  .....  2y 1y  ةʗالقاع  

1 
n1   .....  1k1   k1   .....  12  11  1x 

2 
n2   .....  1k2   k2   .....  22  21  2x 

 ....   .....   .....   .....   .....   .....   .....   .....   .....  

k 
kn   .....  1kk  kk   .....  2k  1k  Kx 

 ....   .....   .....   .....   .....   .....   .....   .....   .....  

m 
mn   .....  1mk  mk   .....  2m  1m  my 

0q-Z nq  .....  k+1q kq  .....  2q 1q   
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  ʘʽع  إحॽʺ0ن جi    عॽʺ0وجq j  :ʨالي العام هʲʺل الʴوال  

 0000mK21   و ʨا أن:هʻʽʢعǽ ȑʚ0  الq = ZMax  

صــʴॽʴة فإنʻــا نؔــʨن قــʙ حʸــلʻا علــى حــل مʲــالي صــॽʴح    iجʺॽــع الʨʲابــʗ    كانــʗفــإذا  
  ʗابــʨʲال (علــى الأقــل ʙواحــ) ʠعــǼ ب, أمــا إذا ؗــانʨلــʢʺال ʦتــ ʙن قʨȞȄوi    حॽʴصــ ʛــʽغ

  فإنه ʖʳǽ علʻʽا الʘʴॼ عʧ الʴل الʺʲالي الॽʴʸح لʚلʥ نʱʻقل إلى الʨʢʵة الʱالॽة. 

نقــʨم Ǽإʳǽــاد شــȋʛ إضــافي نʶــʺॽه ʷǼــȋʛ الاقʢʱــاع (حʶــʖ غʨمــʨرȑ) لؔــي نʹــॽفه إلــى  -2
  شʛوȋ الʺʶألة الʺʲʺʱلة في الʙʳول الأخʛʽ, ونʸʴل علॽه ؗʺا يلي:

 ʛــــʽغ ʦॽــــʀ ذات ʗابــــʨث ʛــــʽول الأخʙــــʳال ʧمــــ ʛــــʽد الأخʨفــــي العʺــــ ʙجــــʨض أنــــه يʛــــʱفʻل
 ʜمʛــالǼ لــه ʜمــʛʻهــا ولʛʰأك ʚأخــʻة ولʴॽʴصK  ʛʢــʶد فــي الʨجــʨʺالk ʙــȄʛــا نʻــا أنʺȃو ,

  :الآتيوالʱي تʖʱؔ على الȞʷل   kأن نʳعله صʴॽʴاً فإنʻا نعʙʺʱ على الʺعادلة  

)5-3-1(   
 


k

1j

n

1kj
kjkjikjk xyx  

  غʛʽ صॽʴح.  Kحʘʽ أن 

ــʚلkj  ʥوحʱى نʸʴل على شȋʛ الاقʢʱاع نʖʱؔ جʺॽــع الأمʲــال  علــى الʷــȞل  Kوؗ
  الʱالي:

)5-3-2(    kjkjkj f  
)5-3-3(    kkk f  

 ʘــــʽإح ʜــ ن الʛمــ kj  ــلي ــʙد الأصــ ــاوز العــ ॽح لا يʳʱــ ـɹـ ــʙد صــ ــʛ عــ ــاوȑ أكʰــ , ʶǽijــ
 ʥلʚــ وؗ k د الأصــليʙــاوز العــʳʱد لا يʙعــ ʛــʰأك ʨهــK ʧمــ ʥح ذلــॽضــʨت ʧــȞʺȄو ,

  :الآتॽةخلال الأمʲلة  

4

1
6

4

3
56

4

3
5

2

1
3

2

1
33

2

1
3












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 ʧأن ؗــل مــ ʙــʳن ʥلʚــȃوkif ,kf  أنهــا ȑأ ʙاحــʨال ʧمــ ʛــة وأصــغॼجʨة مȄʛــʶؗ ادʙهــي أعــ
  :الآتॽةتʴقȘ العلاقات  

)5-3-4(  1f0 kj   

)5-3-5(  < 1 k0 < f  

 Ȏـــا نلاحـــʻوه ʛـــʶؔـــاً أن الʹǽأkf  ـــةʺॽʀ عـــلʳǽ ʥلأن ذلـــ ʛـــفʸال ȑـــاوʶǽ أن ʧـــȞʺǽ لا

K.هʻا مʻلقʢان ȑʚض الʛالف الفʵǽ اʚاً وهʴॽʴداً صʙع  

ــʛهʧ علـــــى  ــهʨلة أن نʰــ ــا ʶǼــ ــا ʻʻȞʺǽــ ــالʧʽʱʽكʺــ ــʛاجʧʽʱʴ الʱــ ــʴة الʺʱــ Ǽ)إضـــــافة  صــ kj 
و k .(ʧʽʱقǼاʶال ʧʽʱʴاجʛʱʺفي الʛʡ إلى  

)5-3-6(      1kjkjkj   
)5-3-7(      1kkk   

ــــــة ( ــــــʧ الʺʛʱاجʴـــ فʙʽ مـــ ـــــɦـ ــــــʙل ॽʀʺـــــــــة 6-3-5نʶـــ ـــ  kj) ونʰـــ ــــ بـــ kj  فـــــــــي العلاقـــــــــة  
  ) فʸʴʻل على أن:5-3-1(

    kjkjjkjk xyx    

ʴॽة,  وȃʺــا أن الʢــʛف الأʶǽــʛ لهــʚه الʺʛʱاجʴــة مʕلــف مــʧ جــʙاء أو مʳʺــʨع أعــʙاد صـɹـ
نʱʻʱʶج أن ذلــʥ الʢــʛف لا بــʙ وأن Ȟǽــʨن إذن فهȞʷǽ ʨل عʙداً صʴॽʴاً, لʚلʻʻȞʺǽ ʥا أن 

 ȑاوʶǽ أو ʛأصغ]K[:أن ʖʱؔه نॽوعل ,  
)5-3-8(       kjkjikjk xyx    

  ) نʸʴل على الʺʛʱاجʴة الʱالॽة:1-3-5) مʧ (8-3-5وʛʢȃح (

)5-3-9 (  

       

kjkjjkj

kjkjjkj

kkjkjkjikjkj

fxfyf

fxfyf

xy











  

 ـɹــ ʱم ʅॽـــاواة نʹـــʶـــة إلـــى مʴاجʛʱʺه الʚـــل هـــȄʨʴʱȃو ʖســـال ʛـــʽاً غʙيـــʙاً جॽɾلاً إضـــاʨk 
  ȋʛʷل على الʸʴʻالآتيف:  

)5-3-10(  kj
j

kjj
j

kjk fxfyf    
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وهــʨ شــȋʛ الاقʢʱــاع الــȑʚ نʴॼــʘ عʻــه (حʶــȄʛʡ ʖقــة غʨمــʨرȑ), الــʳǽ ȑʚــʖ إضــافʱه 
.ʛʽول الأخʙʳلة في الʲʺʱʺألة والʶʺال ȋوʛإلى ش  

ॽʀʺــة  Kالــǽ ȑʚأخــॽɾ ʚــه الʲابــk  ʗمʧ عʻاصʛ الkj, fkf  ʛʢʶونʸʴل على الʨʶؔر 
) ʧʽʱام العلاقʙʵʱاسǼ ʥة وذلʴॽʴص ʛʽ3-3-5), (2-3-5غ.(  

ॽح أǽʹـــاً هـــʨ مʴʱـــʨل  kوȞʺȄـــʧ الʛʰهـــان ʶǼـــهʨلة علـــى أن  Ǽإعـــادة تʰـــʙيل  وذلـــʥ صــɹـ
kj,fkf ) ʧ ʧ 3-3-5), (2-3-5مــــʧ العلاقʱـــ̔ـ ــʙود ثــــʦ إجــــʛاء مقارنــــة بـــ̔ـ ــॽɿة الʴــ ) وتʸــ

(ʧȄʛʺʱل الʽʰعلى س ȏللقار ʥك ذلʛʱون) ,ʧʽفʛʢال.  

3- ) ȋʛــ ــʅॽ الʷــ ــ10ʛ-3-5نʹــ ــʺʰلʝؔ الأخʽــ ــʙول الʶــ ــʛʢاً  ،) إلــــى جــ ــʛʢه ســ ــʛ ســ ونعʰʱــ
  :الآتيسʛʢه عʛʸʻ الارتؔاز على الȞʷل  ونʱʵار مʧ بʧʽ عʻاصʛ    ،للارتؔاز

, ونʶʴــــk ʖمـــع عʻاصــــʛ ســـʛʢ الاقʢʱـــاع  jqنقـــارن عʻاصـــʛ ســـʛʢ تــــاǼع الهـــʙف 

  ʛ0الʺقادي
f

q

kj

j 


  حʘʽ أن: kثʦ نʱʵار أصغʛها    

)5-3-11(  0
)f(

q
0

f

q

ks

s

kj

j

0f

k jMin
kj























  

 ) ʛʸʻن العʨȞǽ ʥلʚȃوksf-  يلʙــʰʱم بʨنقــ ʥلʚالارتؔــاز, لــ ʛــʸʻع ʨل  ) هʨــʴʱʺالk  
  . حʖʶ تعلॽʺات الʙʰʱيل الʺعʛوفة, فʸʴʻل على جʙول جʙيsx   ʙالʺقابل  Ǽالʺʨʴʱل  

ʴॽة وغʽـــʛ ســـالॼة فإنʻـــا  iفـــإذا ؗانـــʗ جʺॽـــع  iنعـــʨد ونـــʙرس الʨʲابـــʗ الʙʳيـــʙة  -4 صــɹـ
ॽح, وȂذا لــȞǽ ʦــʧ جʺॽــع نؔــʨن قــʙ حʸــلʻا علــى الʴــل الʺʲــالي  ʴॽة, فإنʻــا  iالʸـɹـ صـɹـ

ॽح الʺʢلــʨب 2نعʨد إلى الʨʢʵة ( ) ونʛؔر ذلʥ حʱى نʸʴل على الʴل الʺʲــالي الʸـɹـ
ॽح للʺʶــألة الʺفʛوضــة (وȞȄــʨن  ʱʻج أنــه لا يʨجــʙ حــل مʲــالي صـɹـ الʴــل الʺʲــالي أو نʶـɦـ

 ʗابـــʲـــه الॽɾ نʨـــȞǽ ʛʢســـ ʛهـــʣ د إذاʨجـــʨم ʛـــʽح غॽ ॽح, وتؔـــʨن  Kالʸــɹـ غʽـــʛ صــɹـ
 .جʺॽع الأمʲال الأخȐʛ صʴॽʴة)

  

  :)4(  مʰال
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  أوجʙ الʴل الʺʲالي الॽʴʸح للʺʶألة:
Maxx4xx5Z 321   

  ȋوʛʷال ʧʺة:تالآضॽ  

4xx

8x3xx

1xx

9x2x

31

321

21

32







  

0x j  .ةʴॽʴوص  

  الʴل:

  ʧــ ــʺʰلʝؔ الʺعʙلـــة نʹـــʅॽ إلـــى ؗـــل مـ ــام بʨاســـʢة الʶـ ــالي العـ ــاد الʴـــل الʺʲـ لإʳǽـ
نʹــع  )، ثــʦ  - 1نʹــȃʛها بـــ( و   4y , 3y , 2y , 1yالʷــʛوȋ مʴʱــʨلاً غʽــʛ ســالʖ (وصــॽʴح)  

  الʺعاملات في جʙول ؗالʱالي: 
 ʕابʦʰ3  الx 2x 1x  ةʗالقاع  

9-  2-  1-  0  1y 

1-  0  1-  1  2y 

8-  3  1-  1-  3y 

4  1-  0  1  4y 

Z-0 4-  1-  5    

ʵلʟ مــʧ الʨʲابــʗ الʶــالॼة فــي العʺــʨد الأخʽــʛ, نʳــȑʛ الʰʱــʙيلات  ثــ1y 2x ʦوللـɦـ
1x 4y  ʦثـــ3x 3y  ـــةॽارزمʨʵـــه الॽــا تʺل (انʤـــʛ  الʺعʙلـــةعلـــى الʛʱتʽـــʖ وذلـــʥ وفـــȘ مـ

  :الآتيالʴل في الفʸل الʛاǼع), ونʳॽʱة لʚلʥ فإنʻا نʸʴل على الʙʳول  



 201

  

 ʕابʦʰ3  الy 1y 4y  ةʗالقاع  

4

26  
4

2
  

4

2
  

4

2
  2x 

4

1  
4

3
  

4

1
  

4

7
  2y 

4

5  
4

1  
4

1
  

4

1  3x 

4

21  
4

1  
4

1
  

4

5  1x  

4

59
Z   

4

3
  

4

1
  

3

23
   فʙع الهǼتا  

  ) وȄعʻʽʢا أن:4/21,  4/26,  4/5وهǽ ʨعʻʽʢا الʴل الʺʲالي العام (

4

59
ZMax   

ॽح  ॽح فإنʻــا نقــʨم Ǽالʴॼــʘ عــʧ الʴــل الʸـɹـ ــالي غʽــʛ صـɹـ ʲʺــل الʴا الʚــا أن هــʺȃو
خʽــʛ وهــʨ ار أكʰــʛ الʨʲابــʗ فــي العʺــʨد الأزمॽــة Ȅʛʡقــة الاقʢʱــاع, ونʰــʙأ Ǽاخॽʱ ــخʨار ʡة ابʨس ــ

 علــى ونعʰʱــʛ ســʛʢه أساســاً لʷʱــʽȞل شــȋʛ الاقʢʱــاع الأول, فʳʻــʙ أنــه ʻʻȞʺǽــا اعʱʺــاداً  4/26
  ) ʱؗاǼة الأمʲال في الʛʢʶ الأول ؗʺايلي:5-3-3), (5-3-2(

2

1
f

2

1
6

4

26
2

1
f

2

1
1

4

2
2

1
f

2

1
1

4

2
2

1
f

2

1
1

4

2

11

1313

1212

1111









  

) والــʱȞǽ ȑʚــʖ 10-3-5وʚȃلʥ نʸʴل علــى شــȋʛ الاقʢʱــاع الأول مــʧ الʺعادلــة (
  :الآتيعلى الȞʷل  
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2

1
y

2

1
y

2

1
y

2

1
3211   

ــʙاً فʸʴʻـــل علـــى  ــابǼ Șاعॼʱـــاره شـــʡʛاً جʙيـ ــʙول الʶـ ــȋʛ إلـــى الʳـ ــʚا الʷـ ــʅॽ هـ نʹـ
  الʙʳول الʱالي:

 ʕابʦʰ3  الy 1y 4y  ةʗالقاع  

4

26  
4

2
  

4

2
  

4

2
  2x 

4

1  
4

3
  

4

1
  

4

7
  2y 

4

5  
4

1  
4

1
  

4

1  3x 

4

21  
4

1  
4

1
  

4

5  1x 

2

1
  

2

1
  

2

1
  

2

1
  

1  

4

59
z  

4

3
  

4

1
  

4

23
   فʙع الهǼتا  

ʧ عʻاصــʛ ســʛʢلاخॽʱــار عʸʻــʛ الارتؔــاز  تــاǼع نقʶــʦ عʻاصــʛ ســ1  ʛʢمــʧ بـ̔ـ
  , فʙʳʻ أن:1على عʻاصʛ الʛʢʶالهʙف  

2

1
4

1

2

1
4

3

,

2

1
4

1

,

2

1
4

23

Min1 
































  

) ʨالارتؔــاز هــ ʛــʸʻأن ع ȑأ
2

1
 د الʺقابــل لـــʨ1) فــي العʺــyʱم بʨنقــ ʥلʚي, لــʙــʰل 

1y 1 بـ وفةʛات الʺعʺॽعلʱال ʖʶول   حʙʳل على الʸʴʻة.فॽالʱة الʴفʸفي ال  

 ʗابــʨث ʧʺʹʱما زال ي ʗابʨʲد الʨʺا أن عʺȃوiβ  ʦــا لــʻــي أنʻعǽ اʚة فهــʴॽ غʽــʛ صـɹـ
) ʨوهـــ ʗابـــʨʲال ʥتلـــ ʛـــʰـــار أكʱʵن ʥلʚلـــ ,ʙعـــǼ حॽ ) 2/11نʸʴـــل علـــى الʴـــل الʺʲـــالي الʸــɹـ
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), 2-3-5ونعʰʱـــʛه ســـʛʢاً أساســـاً لʷʱـــʽȞل شـــȋʛ الاقʢʱـــاع الʲـــاني, فʳʻـــʙ أنـــه اعʱʺـــاداً علـــى (
  ؗʺا يلي:الʛاǼع  ʛʢʶ  ال) ʻʻȞʺǽا ʱؗاǼة الأمʲال في 5-3-3(

2

1
f

2

1
5

2

11
2

1
f

2

1
0

2

1
2

1
f

2

1
1

2

1
2

1
f

2

1
1

2

3

44

3434

2424

1414









  

  

 ʕابʦʰ3  الy 1  4y   
7  0  1-  0  2x 

2

1  
2

1
  

2

1
  

2

3
  2y 

2

3
 

2

1
 

2

1
 

2

1
 3x 

2

11
 

2

1
 

2

1
 

2

3
 1x 

1  1  2-  1  1y 

4

58
Z   

2

1
 

2

1
 

2

11
  فʙع الهǼتا  

2

1
 

2

1
 

2

1
 

2

1
 

4  

) ʧاني مʲاع الʢʱالاق ȋʛل على شʸʴن ʥلʚȃأن:10-3-5و ʘʽح (  

2

1
y

2

1

2

1
y

2

1
3144   

وȃإضافة هʚا الȋʛʷ إلى الʙʳول الʶابȘ (لقʙ ألʴقʻاه Ǽالʳــʙول الʶــابȘ مــʧ الأســفل 
 ʧالارتؔــاز مــ ʛــʸʻــار عॽʱاخǼ مʨنقــ ,ʙيــʙول جʙــل علــى جــʸʴاً للعʺــل) نʛʽفʨه تــʛاصــʻع ʧ بـ̔ـ

  جʛاء تقʦॽʶ عʻاصʛ سʛʢ تاǼع الهʙف على عʻاصʛ الʛʢʶ الʙʳيʙ فʙʳʻ أن:وذلǼ ʥإ
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)2/1(

)2/1(

)2/1(

)2/1(

)2/1(

)2/1(
,

)2/1(

)2/1(
,

)2/1(

)2/11(
Min4 
























  

ʧؔ الʺقابلــة للʺʴʱــʨل  ،أȑ أن هʻاك نʧʽʱʰʶ مʶʱاوʧʽʱȄ لʚلʥ نʱʵار أحʙهʺا , 3yولـɦـ
) ʛــ ــʨن العʸʻــ ــʚلȞǽ ʥــ ــة -2/1وȃــ ــاǼات اللازمــ ــإجʛاء الʶʴــ ــاز, نقــــʨم Ǽــ ــʛ الارتؔــ ) هــــʨ عʸʻــ

  :الآتينʸʴل على الʙʳول  
 ʕابʦʰ4  ال  1  4y  ةʗالقاع  

7  0  1-  0  2x 

1  1-  0  1-  2y 

1  1  1-  0  3x 

5  1  1-  1  1x 

0  2  3-  0  1y 

1  2-  1  1  3y 

z-14 1-  0  5-    

  :الآتيوهʚȞا نʙʳ أن الʙʳول الأخǽ ʛʽعʻʽʢا الʴل الʺʲالي الॽʴʸح  

x1 = 5 ,  x2 = 7 ,  x3 = 1 

:ȑاوʶل تʴال ʥذل ʙʻف عʙع الهǼة تاʺॽʀ ا أنʻʽʢعǽ ʨوه  

 Max Z = 14  

  ملاحʢة:

لʝॽ حلاً مʲالॽاً وحʙʽاً لأن ســʛʢ تــاǼع  (5,7,1)الʺʲالي الॽʴʸح نلاحȎ أن الʴل  
ʱʻج Ǽــأن هʻــاك عــʙد ،ȑʨʱʴǽ علــى صــفʛ بــʧʽ عʻاصــʛه   خʛʽالهʙف في الʙʳول الأ  اً لــʚلʥ نʶـɦـ

ॽف ( اً لا نهائʙع الهǼاʱة لʙة واحʺॽʀ اʻʽʢة وتعॽالʲʺل الʨلʴال ʧمZ = 14 ل علــىʨــʸʴولل ,(
ॽح ثــاني نعʰʱــʛ العʺــʨد الــʱʴǽ ȑʚــȑʨ ذلــʥ الʸــفʛ عʺــʨداً للارتؔــاز ونʴــʙد  حــل مʲــالي صـɹـ

  عʛʸʻ الارتؔاز مʧ العلاقة:

1

1

1

1
Min 



  
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) ʙــ ــاز وحʽـ ــʛ ارتؔـ ــʙ عʸʻـ ــه يʨجـ ــʙ أنـ ــʛʢ 1فʳʻـ ــي سـ ــʨل ) فـ ــ3y  ȑʛالʺʴʱـ ــʚلʥ نʳـ لـ
  ʧʽيلاً بʙʰتʧʽلʨʴʱʺ3  الy 1و  ولʙʳل على الʸʴات نǼاʶʴاء الʛإج ʙعȃالآتي, و:  
  4  3y  4y  ةʗالقاع  
8        2x 

1        2y 

2        3x 

6        1x 

3        1y 

1        1 

Z-14 1-  0  5-    

  :الآتيوهǽ ʨعʻʽʢا الʴل الʺʲالي الॽʴʸح  

14 = Z   2 = 3x     ,  8 = 2x    ,  6 = 1x    

  ʴǽقȘ جʺॽع الʛʷوȋ الʶاǼقة.آخʛ    صॽʴح مʲاليوهʨ حل  

  ملاحʢة:

 ʙــʻهــا عʽع إلʨجʛال ʧȞʺȄعة الأولى، وॼʢة في الʢلʱʵʺاذج الʺʻالǼ ة خاصةʛاك فقʻه
  الʹʛورة.
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  تمرينات 
 

   :الآتॽةالॽʴʸح ȄʛʢǼقة الʖȄʛʳʱ لؔل مʧ الʻʺاذج    أوجʙ الʴل الʺʲالي -1

   -أ

Maxx13x3x3z 321   
:ȋوʛʷال ʧʺض  

)3,2,1:j(,5x0

8x7x3x6

8x7x6x3

j

321

321





  

  أعʙاد صʴॽʴة. jxوȂن  
  
   -ب

Maxxx6x3z 321   
:ȋوʛʷال ʧʺض  

)3,2,1:j(,0x
2

1
2x3x2x

3

2
2x2x2x

j

321

321







  

  أعʙاد صʴॽʴة. jxوȂن  
  
   -ج

Maxx11x63x9x5x28x4z 654321   
:ȋوʛʷال ʧʺض  

100x15x70x10x5x21x3

120x2x21x3x5x49x7

15xx7xxx7x

654321

654321

654321





  

  .1أو  0تأخʚ إحȐʙ الjx   ʧʽʱʺॽʁحʘʽ أن ؗل 
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   - د

Maxxx3xx5x4z 54321   
:ȋوʛʷال ʧʺض  

1x2x6x2x3x2

2xx3xx5x4

2xxx2x

54321

54321

5421





  

  ʘʽن ؗل إحjx   ʧʽʱʺॽʁال Ȑʙإح ʚ1أو  0تأخ.  
  

 :الآتॽةأوجʙ الʴل الʺʲالي الॽʴʸح ȄʛʢǼقة الاقʢʱاع للʻʺاذج   -2

    -أ
Maxx2xz 21   

:ȋوʛʷال ʧʺض  

0x,0x

8x3x

21x7x5

21

21

21





  
  صʴॽʴان. x1x ,2وأن  

  
    -ب

Maxx3x10x20x60x40x60x60z 7654321   
:ȋوʛʷال ʧʺض  

10xx3x4xx4x5x3 7654321   
  ʘʽن ؗل إحjx   ʧʽʱʺالق Ȑʙإح ʚأخǽ0  1أو.  

  
    -ج

 Maxxxz 21   
:ȋوʛʷال ʧʺض  
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0x,0x

6x3x4

10x5x2

10x5x4

21

21

21

21






  

  .صʴॽʴان x1x,2 وأن
  
    - د

 Maxxx10z 21   
:ȋوʛʷال ʧʺض  

0x,0x

24x5x20

33x22x25

21

21

21





  

  صʴॽʴان. 2x ,1xوȂن  
  
    -ه

 Minx2x2x5z 321   
:ȋوʛʷال ʧʺض  

0x,0x,0x

4xxx2

7xxx4

5x2x3x

321

321

321

321






  

  صʴॽʴة. 3x ,2x ,1xوأن  
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  الفصل السادس 
  بعض النماذج الاقتصادية والإدارية 

 

العʙيــʙ مــʧ الʷʻــاʡات الاقʸʱــادǽة    اسʙʵʱمʗ فــي إن تॽʰʢقات الʛʰمʳة الॽʢʵة  
 ɺاʻʸال) ॽ  ــيʱلات الȞــʷʺة فــي حــل الॽــʶॽأداة رئ ʗʴॼة ...الــخ) وأصــॽمʙʵة والॽɺراʜة وال

ــʚ أو تعــʙيل خʢʢهــا ʷǼــȞل   ʽفʻــة ت ॼʀاʛات ومʡــاʷʻال ʥــ ــة تʢʵــȌॽ وȂدارة تل ॽض عʺلʛــʱتع
 .ʛʺʱʶم  

ʙʵمة فــي  وأنʻــا إذ نʢʱــʛق فــي هــʚا الفʸــل إلــى عــʙد مــʧ الʻʺــاذج الॽʁॽʰʢʱــة الʺʶـɦـ
 ʧـــاديॽʺنʺـــاذج مʺاثلـــة لهـــا فـــي ال ʧعـــ ʘـــʴॼـــة الॽانȞإمǼ ȏالقـــار ʛؗʚة, نـــǽـــادʸʱالاق ʧـــاديॽʺال
ــإجʛاء نفــــʝ العʺلॽــــات الʴʱلʽلॽــــة الʱــــي  الʺʱʵلفــــة الأخــــȐʛ, حʽــــʻȞʺǽ ʘــــه الʸʴــــʨل علʽهــــا Ǽــ

  سʨʻردها لاحقاً.

ــȘ مــʧ أن  ــا نʢʻل ʻإلــى أن ʛʽــʷأن ن ʧــا مــʻل ʙــاذج لا بــʺʻال ʥض تلــʛع وقʰــل أن نʶـɦـ
  الʺʶألة الʺʛʢوحة تقʰل الॽʸاغة الȄʛاضॽة على شȞل نʺʨذج خʢي.

ʱعʛض فــي  وأنʻــا إضــافة للʻʺــاذج الʱــي أوردناهــا فــي مقʙمــة الفʸــل الʲالــʘ فإنʻــا سـ̒ـ
  هʚا الفʸل إلى الʻʺاذج الʱالॽة:

  

I– :نموذج الربح الأعظمي في الشركة  
ة تقʨم ʻʸǼاعة   ʛؗض أن شʛʱفʻلn :ات هيʳʱʻʺال ʧعاً مʨن  

A1, A2, A3 ………Aj………An 

  نʨعاً مʧ الʺʨاد الأولॽة هي:  mلʚلʥ  وتʙʵʱʶم  
B1, B2, B3,………. Bm 
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ج  واحــʙة, ؗʺــا  ijaمقــʙاراً ʶǽــاوiB  ȑتʱʴــاج مــʧ الʺــادة  jAلʻفʱــʛض أن واحــʙة الʺʻـɦـ
ج  , وأن ʶǽjpــاوjA  ȑنفʛʱض أن مقʙار الȃʛح الȑʚ تʸʴــل علॽــه الʺʕسʶــة مــʧ واحــʙة الʺʻـɦـ

  واحʙة. ʶǽibاوiB  ȑمʜʵون أو احॽʱاʡي الʺادة  

ــʨب: إʳǽــاد الʢʵــة الʺʲالॽــة للإنʱــاج فــي هــʚه الʺʕسʶــة ʽʴǼــȞǽ ʘــʨن الــȃʛح  والʺʢل
  ʧʺض ʥوذل ,ʧȞʺǽ ما ʛʰه أكʻاصل مʴوضة و الʛالʺف ȋوʛʷاحة.الʱʺات الॽانȞالإم  

ة الʺʲالॽــة, علʻʽــا أن نʸــʨغ هــʚه الʺʶــألة علــى شــȞل نʺــʨذج رȄاضــي لإʳǽــاد الʢʵ ــ
ة مــʧ الʺʳʱʻــات الʶــاǼقة مʴʱــʨلات  ʛؗــʷــه الʳʱʻأن ت ʖــʳǽ ار مــاʙض أن مقــʛʱنف ʥلʚي, لʢخ

  مʳهʨلة نʛمʜ لها على الʛʱتǼ ʖʽالʛمʨز الʱالॽة:

x1, x2, x3,…………xj,……….xn 

ة، لʱالॽ ــفــي الʸــفʴة ا ا ـ̋ـثــʦ نʹــع الʺعॽʢــات ومʢʱلॼــات هــʚه الʺʶــألة فــي جــʙول ؗ
  ومʻه يʱʹح لʻا أن تاǼع الهʙف هʨ تاǼع الȃʛح وهǽ ʨعʢي Ǽالعلاقة الʱالॽة:

(1-1-6) maxxp....xp............xpxpxpz nnjj332211   

هلʥ  أما Ǽالॼʶʻة للʛʷوȋ الॽʢʵة ʳॽɾــʖ أن تʸــاغ علــى أســاس أن مʳʺــʨع مــا ʶǽـɦـ
لʸالح جʺॽــع الʺʳʱʻــات ʳǽــʖ أن لا يʳʱــاوز الʺقــʙار الʺʱــʨفʛ مــʧ تلــʥ الʺــادة  iBمʧ الʺادة 

ــاʡي  ــالʺʜʵون أو الاحॽʱـ ــʙد Ǽـ ــib ʧوالʺʴـ ــل مـ ــى ؗـ ــة علـ ــʛوȋ الʺفʛوضـ ــʙ أن الʷـ ــʚلʥ نʳـ , وȃـ
  هي: iBالʺʨاد  

(2-1-6)  

mnmn33m22m11m

inin33i22i11i

2nn2323222121

1nn1313212111

bxa.....xaxaxa

..............................................................

bxa.......xaxaxa

bxa.......xaxaxa

..............................................................

bxa........xaxaxa








 

ج   ɦـــʻʺال ʧج مـــ ɦـــʻأن ي ʖـــʳǽ ار مـــاʙـــا أن مقـــʺȃوjA    ـ̒ــا لا Ȟʺǽـــʧ أن Ȟǽـــʨن ســـالॼاً فإن
  ʖʳǽ أن تʴقȘ شʛوȋ عʙم الʶالॽʰة, أʖʳǽ ȑ أن ʨȞǽن:   jxنʱʻʱʶج مॼاشʛة أن الʺʨʴʱلات  

(3-1-6)  n......321:j(;0x j   
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ــة,   ــألة الʺفʛوضـ ــي للʺʶـ ــي الʢʵـ ــʨذج الȄʛاضـ ــى الʻʺـ ــلʻا علـ ــʙ حʸـ ــʨن قـ ــʚلʥ نؔـ وȃـ
 Șذج وفـــʨـــʺʻال ʥلʚـــالي لـــʲʺـــل الʴـــاد الʳǽإǼ مʨـــة نقـــȃʨلʢʺـــة الॽالʲʺـــة الʢʵل علـــى الʨـــʸʴولل

  خʨارزمॽة الʰʺʶلʝؔ وتعʙيلاتها.

  ملاحʢة:  

ʙــ ة عʻـ ʛؗــ ــʨذج علـــى شـ ــʚا الʻʺـ ــȘ هـ ــاب  تʽʰʢـ ــع أو حʶـ ــا أن نقـــʨم بॽʺʳʱـ ــة علʻʽـ معʻʽـ
ــʨفʛة  jpو  ibو  ijaالʺعॽʢــات العʙدǽــة  ʱم ʧتؔــ ʦــ مــʧ الʺʸــادر الإحʸــائॽة الʺʨثʨقــة, وȂذا ل

  علʻʽا إجʛاء الʙراسات اللازمة لʶʴابها مʙʽانॽاً.

  مʰال:  

 ʧʽعʨــاج نــʱإنǼ ات ʛؗــʷال Ȑʙم إحــʨــات تقــʳʱʻʺال ʧ1مــ,A2A  ثــلاث ʥلʚــ ʙʵم ل وتʶـɦـ
ات 1B 2B 3Bمʨاد أولॽــة هــي  ʛؗــʷال Ȑʙة لــʛفʨــʱــات    مॽʺȞǼ00042   ة    00072و   40000وʙواحــ

  ʧؗــل مــ ʧة مــʙــاج واحــʱارد لإنʨالʺــ ʥؗــل تلــ ʧاللازمــة مــ ʛالʺقــادي ʗذا ؗانــȂو ,ʖــʽتʛʱهــا علــى الʻم
  ʧʽʳʱʻʺ1ال, A2A   :هي ؗʺا يلي  

 

2A 1A 
  الʱʯʹʸات 

  الʦʸاد الأولॻة 
6  3  1B 

4  8  2B 

3  9  3B 

ة الʱــي تʳعــل رʴȃهــا أكʰــʛ مــا  والʺʢلــʨب: ʛؗــʷــاج فــي الʱــة للإنॽالʲʺــة الʢʵــة الʢʵــاد الʳǽإ
ل.س علــى  9و 6هــ2A  ʨو ʧȞʺǽ1A, علʺاً Ǽــأن مقــʙار الــȃʛح الʻــاتج عــʧ واحــʙة الʺʳʱʻــات 

.ʖʽتʛʱال  

  الʴل:

الʢʵة الʺʲالॽة علʻʽا أن نʨʸغ الʺʶألة على شȞل نʺــʨذج رȄاضــي خʢــي,    لإʳǽاد
 ʧʽʳʱʻʺال ʧاجه مʱإن ʖʳǽ ار ماʙض أن مقʛʱنف ʥلʚ1لA 2وA  1هʺــاx 2وx  ,ʖــʽتʛʱعلــى ال

  ونʹع جʺॽع الʺعلʨمات في جʙول ؗالʱالي:
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  الʦʸاد الأولॻة   الʱʯʹʸات   الॻʸؒات الʦʯʸفʙة 
2A 1A 

24000  6  3  1B 

40000  4  8  2B 

27000  3  9  3B 

  مقاديʛ الȃʛح   9  6  
  2x 1x اجʱالإن ʛمقادي  

وȃــʚلʥ نʳـــʶǼ ʙـــهʨلة أن الʻʺــʨذج الȄʛاضـــي لهـــʚه الʺʶـــألة يʱــألف مـــʧ تـــاǼع الهـــʙف 
  الʱالي (تاǼع الȃʛح):

Maxx6x9z 21   

  ومʧ الʛʷوȋ الॽʢʵة الʱالॽة:

27000x3x9

40000x4x8

24000x6x3

21

21

21





 

  ومʧ الʛʷوȋ الفʛدǽة:
0x,0x 21   

ولإʳǽاد الʢʵة الʺʲالॽة الʺʢلȃʨة نʨʴل الʨʺʻذج إلى الȞʷل الʤʻامي, ونȘʰʢ علॽــه 
  خʨارزمॽة (الʰʺʶلʝؔ) الʺعʙلة ؗʺا يلي:

0y,y,y,x,x

27000x3x9y

40000x4x8y

24000x6x3y

Maxx6x9z

32121

213

212

211

21








 

ʛ إلــى أن الʺʴʱــʨلات الإضــاॽɾة   الʱــي أضــفʻاها إلــى الʢــʛف    1y ,2, y3yوهʻــا نʷـ̔ـ
  الʺــʨاد   مــʧ   الأʛʶǽ لؔل مʛʱاجʴــة, مــا هــي فــي الॽʁʴقــة إلا ؗʺॽــات الʺــʨاد الʺॽʁॼʱــة مــʧ ؗــل 

1B   2B   3B   .اجʱات الإنॽامها في عʺلʙʵʱاس ʧȞʺǽ ي لاʱذج    أو الʨــʺʻنʹــع معــاملات ال
  الȄʛاضي في جʙول (الʰʺʶلʝؔ ) الʺعʙل فʸʴʻل على الʙʳول الʱالي: 
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 ʕابʦʰال  

B1 

  القاعʗة   الʦʲʯʸلات 
x2 x1 

24000  6  3  1y 

40000 4 8  2y 

27000  3  9  3y 

z-0 6  9   فʙع الهǼتا  

ــاز ــʙيل 9( وʙʴʱȃيــــــʙ عʸʻــــــʛ الارتؔــــ    3y) وفــــــȘ الʱعلॽʺــــــات الʺعʛوفــــــة وȂجــــــʛاء تʰــــ
  نʸʴل على الʙʳول الʱالي: 1xبـ  

 ج

 ʕابʦʰال  x2 y3  ةʗالقاع  

15000  5  
3

1
  1y  

16000 
3

4  
9

8
  2y 

3000  
3

1  
9

1  1x 

z-27000 3 -1  فʙع الهǼتا  

ــʙيل 5وʙʴʱȃيــــــʙ عʸʻــــــʛ الارتؔــــــاز (    1y) وفــــــȘ الʱعلॽʺــــــات الʺعʛوفــــــة وȂجــــــʛاء تʰــــ
  نʸʴل على الʙʳول الʱالي: 2xبـ  

 ʕابʦʰ1  الy 3y   ةʗالقاع  

3000  
5

1  
15

1
 2x  

12000  
15

4
  

45

36
  2y 

2000  
15

1
  

45

6
 1x 

z-36000 
5

3
  

5

4
   فʙع الهǼتا  

ʵالي أو الʲʺل الʴا الʻʽʢعǽ ʨة:وهॽالʱة الॽالʲʺة الʢ  
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12000y,3000x,2000x

0yy

221

31




 

ʧȞʺح مȃر ʛʰوأن أك:  

36000zMax   

ʴقȘ أكʰـــʛ رȃــح مʺȞــʧ وقـــʙره  ɦة, ســ ʛؗــʷأن ال ȑـــة  36000أʢʵال ʗــʻʰل.س إذا ت
ة 2Aواحــʙة مــʧ  3000و 1Aواحــʙة مــʧ  2000الʺʲالॽــة, الʱــي تقــʛر إنʱــاج  ʛؗــʷعلʺــاً أن ال ,

هلʥ جʺॽـــع مـــا لـــʙيها مـــʧ الʺـــادة  وॼȄقـــى لـــʙيها  B=03(y (3ومـــʧ الʺـــادة  y)B1 (0=1تʶــɦـ
غلال, وهــــʚا أمــــʱʴǽ ʛــــاج إلــــى إعــــادة الʤʻــــʛ فــــي  2Bواحــــʙة مــــʧ الʺــــادة  12000 دون اســـɦـ

  عʺلॽات تأمʧʽ وشʛاء الʺʨاد الأولॽة؟ 

  

II - :نموذج الخطية المثالية للقطاع أو الاتحاد  
 ʧلف مــʕاد مʴاع أو الاتʢض أن القʛʱفʻلn  هــاʻج ؗــل م نʨعــاً مــm  ʧمʕسʶــة, تʻـɦـ

الʺʳʱʻــات, وȂذا ؗانــॽʺؗ ʗــات الإنʱــاج قــʙ حــʙدتها الʶــلʢات العلॽــا للاتʴــاد, وحʶــʖ الأنــʨاع 
  على الȞʷل الʱالي:

A1, A2, A3………..Am 

  وȂذا ؗانʡ ʗاقة تلʥ الʺʕسʶات مʧ القȐʨ العاملة (ساعة عʺل) هي:
T1, T2 ,T3…………Tn 

انʗ تؔلفة واحʙة الʺʳʱʻات مʧ الʨʻع     حijc :ʘʽهي   jفي الʺʕسʶة   iوؗ
(j: 1 2 3 ….n), (i: 1 2 3……..m) 

انــʗ الʺʸــفʨفة  هــي مʸــفʨفة الʺعــاملات الفॽʻــة لʻفقــات العʺــل, وȂذا  ijt = [t[وؗ
ا أن  ــان هــʙفʻا جعــل  ،j فــي الʺʕسʶــة iهــʨ مقــʙار مــا ʳǽــʖ إنʱاجــه مــʧ الʻــʨع  ijxفʛضـ̒ـ وؗ

:ȑاوʶǽ فʙع الهǼفإن تا ,ʧȞʺǽ ما ʛاج أصغʱتؔلفة الإن  

 (1-2-6)   
 n

1j ijij

m

1i
MinxcL  

وذلــʥ ضــʺʧ الʷــʛوȋ الʱــي تعʰــʛ عــʧ أن ؗʺॽــات الإنʱــاج مــʧ ؗــل نــʨع ʳǽــʖ أن  
  تʶاوȑ الؔʺॽات الʺʙʴدة.
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(2-2-6)  

mmn2m1m

2n22221

1n11211

Ax.....xx

...................................

Ax.......xx

Ax.......xx






 

لأن  لقʙ وضــعʻا هــʚه الʷــʛوȋ علــى شــȞل مʶــاواة ولــʝॽ علــى شــȞل مʛʱاجʴــات 
  أǽة زȄادة في ؗʺॽة الإنʱاج سʕʱدȑ إلى زȄادة الʱؔلفة.

أما الʛʷوȋ الʱي تعʛʰ عــʧ أن نفقــات العʺــل فــي ؗــل مʕسʶــة ʳǽــʖ أن لا يʳʱــاوز 
  الʺقاديʛ الʺʨʱفʛة فهي:

 (3-2-6)  

nmnmnn2n2n1n1

22m2m22221212

11m1m21211111

Txt.........xtxt

.......................................................

Txt...........xtxt

Txt...........xtxt






 

 :ȋوʛʷوال  
(4-2-6)  )n............12:j,m......321:i(0x ij   

أما إذا ؗان هʙفʻا الاسʱفادة العʤʺى مʧ الʢاقة الإنʱاجॽــة (الآلॽــة أو العʺالॽــة) فــي 
  كل مʕسʶة فإن تاǼع الهʙف ॼʸǽح الʱاǼع الʱالي:

(5-2-6)  



n

1j
ijij

m

1i

Maxxtz  

 ȋوʛــʷال ʧʺضــ ʥ(6-2-4)و  (6-2-3)وذلــ .Ȍقة فقــǼــاʶذج  الʨــʺʻا الʚــل هــȄʨʴʱȃو
.ʝؔلʰʺʶقة الȄʛʡ ةʢاسʨالي بʲʺاد حله الʳǽا إʻʻȞʺǽ اميʤʻل الȞʷإلى ال  

  مʰال:

 ʧــȞʺǽ هــاʻوأن ؗــل م ʛȞــʶــاج الʱــانع لإنʸــة ثلاثــة مॽائʚاعات الغ لــȐʙ اتʴــاد الʸـ̒ـ
 ʛȞـــʶال ʧمـــ ʧʽعʨج نـــ ــانع خـــلال  Bو Aأن يʻــɦـ ــʚه الʺʸـ ــالʧʢ) لهـ وȂن الʢاقـــة الإنʱاجॽـــة (Ǽـ

  واحʙة الʜمʧ (الʷهʛ) وحʖʶ هʚيʧ الʨʻعʧʽ هي:
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  1  2  3  ملاحʢات 
  الʶʸʹع 

  الʹʦع 
 ॽɾB 360  120  100  Aʺا إذا لʦ يʱʻج مʧ الʨʻع 

 ॽɾA 120  240  200  Bʺا إذا لʦ يʱʻج مʧ الʨʻع 

فادة الؔاملـــة مـــʧ الʢاقـــة الإنʱاجॽـــة  والʺʢلـــʨب: ــاد الʢʵـــة الإنʱاجॽـــة الʱـــي تʶـــʺح Ǽالاســɦـ إʳǽـ
  الʺʨʱفʛة في الʺʸانع الʲلاثة.

  الʴل:  

نلاحـــȎ قʰـــل ؗـــل شـــيء أن مʸـــفʨفة الʺعـــاملات الفॽʻـــة للʻفقـــات غʽـــʛ معॽʢـــة فـــي 
ع  نʟ الʺʶألة, ولʻʻȞʺǽ ʧؔا حʶابها ؗʺا يلي: لʻفʛʱض أن إجʺالي الʢاقة الإنʱاجॽــة للʺʸـ̒ـ

) ȑاوʶ1الأول ت ʖلــʢʱع الأول تʨــʻــات الʳʱʻم ʧة مــʙــاج واحــʱأن إن ʙʳها نʙʻفع (
100

1  ʧمــ

 ʖلــʢʱــاني تʲع الʨʻات الʳʱʻم ʧة مʙاج واحʱا أن إنʺ ʡاقة الʺʻʸع الإجʺالॽة, وؗ
200

1  ʧمــ

ــʘ نʸʴـــل علـــى  فʧʽ الʲـــاني والʲالـ ـ̒ـ ــॼة للʸـ ــǼ ʛالʶʻـ ــʝ الأمـ ــة, وȂذا فعلʻـــا نفـ ــه الإجʺالॽـ ʡاقʱـ
  الʺعاملات الفॽʻة للʻفقات الʺعʛوضة في الʙʳول الʱالي:

3  2  1 
  الʶʸʹع 

  الʹʦع 

360

1  
120

1  
100

1  A 

120

1  
240

1  
200

1  B 

ع  iلʺقʙار ما ʖʳǽ إنʱاجه مــʧ الʻــʨع   ijxوȂذا رمʜنا بـ    , فإنʻــا نʳــʙ أن jفــي الʺʸـ̒ـ
  تاǼع الهʙف الʶǽ ȑʚعى للاسʱفادة العʤʺى مʧ الʢاقة الإنʱاجॽة هʨ الʱاǼع الʱالي:

Maxx
120

1
x

240

1
x

200

1
x

360

1
x

120

1
x

100

1
z 232221131211 

  أما الʛʷوȋ الʱي تفʛضها الʢاقة الإنʱاجॽة للʺʸانع الʲلاثة فهي:
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1x
120

1
x

360

1

1x
240

1
x

120

1

1x
200

1
x

100

1

2313

2212

2111







 

) ȑــاوʶǽ ع ا أن إجʺــالي ʡاقــة ؗــل مʸـ̒ـ ) وȂذا أضــفʻا شــʛوȋ 1وذلــʥ لأنʻــا افʛʱضـ̒ـ
0xعʙم الʶالॽʰة   ij ,  .قةǼاʶألة الʶʺاضي للȄʛذج الʨʺʻل على الʸʴا نʻفإن  

  وʱʺȃاǼعة الʴل نقʨم Ǽإصلاح هʚه الʺعادلات فʸʴʻل على:

3600 z = 36 x11+ 30x12+ 10x13+ 18x21+ 15x22+ 30x23 → Max  

  وذلʥ ضʺʧ الʛʷوȋ الʱالॽة:

0x

360x3x

240xx2

200xx2

ij

2313

2212

2111






  

z3600zنʹــع    ًلاʨــʴʱقة مǼــاʶلات الʨــʴʱʺال ʧــى ؗــل مــ . إضــاॽɾاً  ونʹــʅॽ إل
  ʸʴʻل على الȞʷل الʱالي:إلى الȞʷل الʤʻامي فلʨʴʻلها  

Max  → 23x0+ 3 22+ 15x 21+ 18x 13+ 10x 12+ 30x 11=36x  z  

:ȋوʛʷال ʧʺض ʥوذل  

= 200 1+ y 21+ x 112x 

=240 2+ y 22+ x 122x 

= 360 3+ y 23+ 3x 13x 

0x ij   
  نʹع هʚه الʱʻائج في جʙول الʰʺʶلʝؔ الʺॼاشʛ الʱالي:
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 ʕابʦʰال y3 y2 y1 x23 x22 x21 x13 x12 x11 

ʯʸلاتالʦʲ  

 القاعʗة 

200 0 0 1 0 0 1 0 0 2 y1 

240 0 1 0 0 1 0 0 2 0 y2 

360 1 0 0 3 0 0 1 0 0 y3 

0z   تاǼع الهʙف 36 30 10 18 15 30 0 0 0 

ــه هـــʨ (أمـــʧ دراســـة الʶـــʛʢ الأخʽـــʛ نʳـــʙ أن  ـــ 36كʰـــʛ عʸʻـــॽɾ ʛـ  11x) الʺقابـــل لـ
وʱȃقʶــʦॽ عʻاصــʛ عʺــʨد الʨʲابــʗ الʴــʛة علــى  ،هــʨ عʺــʨد الارتؔــازȞॽɾــʨن العʺــʨد الʺقابــل لــه 

) ʛـــʸʻأن الع ʙـــʳد الارتؔـــاز نʨعʺـــ ʛاصـــʻات 2عǼـــاʶʴاء الʛـــإجȃالإرتؔـــاز، و ʛـــʸʻع ʨهـــ (
  1الʺʢلȃʨة نʸʴل على الʙʳول الʱالي:

 ʕابʦʰال y3 y2 y1 x23 x22 x21 x13 x12 x11 
 الʦʲʯʸلات

 القاعʗة 

100 0 0 
2

1
 0 0 1 0 0 1 x11 

240 0 1 0 0 1 0 0 2 0 y2 

360 1 0 0 3 0 0 1 0 0 y3 

3600z   0 0 18-  تاǼع الهʙف 0 30 10 18- 15 30 

) ʨهــــا هــــʽف ʛــــʸʻع ʛــــʰأن أك ʙــــʳʻف ʛــــʽالأخ ʛʢــــʶال ʛاصــــʻرس عʙد ونــــʨ30نعــــ (
ـــ  ــل ل ــʚلʥ ن) 23x(أو الʺقابــل  12xالʺقاب عʺــʨد ارتؔــاز، ونʳــʙ أن عʸʻــ12x  ʛعʰʱــʛ عʺــʨد ل

) ʛــʸʻورة العʛالʹــǼ ʨــل 2الارتؔــاز هــʸʴʻات فǼــاʶʴاء الʛــإجǼ مʨــاني، نقــʲال ʛʢــʶال ʧمــ (
  على الʙʳول الʱالي:

 
1  ) ʧȄʛʢʶال ʛاصʻأن ع Ȏــاو 3و( )2نلاحʶǽ د الارتؔازʨʺع مع عʡقاʱʺها الʛʸʻلأن ع ʥوذل ʛʽغʱت ʦل ( ȑ 

 الʸفʛ، وʧȞʺȄ الاسʱفادة مʧ هʚه الʺلاحʤة في الʶʴاǼات.
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 ʕابʦʰال y3 y2 y1 x23 x22 x21 x13 x12 x11 
 الʦʲʯʸلات

 القاعʗة 

100 0 0 
2

1
 0 0 1 0 0 1 x11 

120 0 
2

1
 0 0 

2

1
 0 0 1 0 x12 

360 1 0 0 3 0 0 1 0 0 y3 

7200z   تاǼع الهʙف 0 0 10 18- 0 30 18- 30- 0 

  وȃالانʱقال إلى جʙول آخʛ نʸʴل على الʙʳول الʱالي:

 ʕابʦʰال y3 y2 y1 x23 x22 x21 x13 x12 x11 

 الʦʲʯʸلات

 القاعʗة 

100 0 0 
2

1
 0 0 1 0 0 1 x11 

120 0 
2

1
 0 0 

2

1
 0 0 1 0 x12 

120 
3

1
 0 0 1 0 0 

3

1
 0 0 X23 

10800z   تاǼع الهʙف 0 0 20- 18- 0 0 18- 30- 30- 

وʙȃراســة عʻاصــʛ الʶــʛʢ الأخʽــʛ نلاحــȎ أنــه قــʙ تʨصــلʻا إلــى الʴــل الʺʲــالي، وقʰــل 
أن نʶʴــʀ ʖــʦॽ ذلــʥ الʴــل نلاحــȎ أن الʶــʛʢ الأخʽــʛ يʱʹــʺʧ صــفʛاً فــي عʺــʨد غʽــʛ أعʺــʙة 

، وهــʚا مــا يــʙل علــى وجــʨد أكʲــʛ مــʧ حــل مʲــالي واحــʙ (لا )22x(عʺــʨد  الʺʴʱــʨلات القاعǽʙــة
  نهاǽة مʧ الʴلʨل الʺʲالॽة).

 ȑأ ،ʛــفʸة للȄــاوʶــة مǽʙالقاع ʛــʽلات غʨــʴʱʺضع الʨالي بʲʺل الʴل على الʸʴون
  نقʨم بʨضع:
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x22 = 0, x13 = 0, x21 = 0, y1= y2 = y3 = 0  
  ومʧ الʙʳول نʙʳ أن معادلاته تعʻʽʢا أن:

= 100 11x 
= 120 12x 
= 120 23x 

  وهǽ ʨعʻʽʢا أǽʹاً أن:

10800z10800z0   
  وهǽ ʨعʻʽʢا أن:

3z10800z3000   

ا أن   غلʗ ؗامــل ʡاقʱهــا الإنʱاجॽــة لأنʻــا افʛʱضـ̒ـ وهــʚا ǽعʻــي أن الʺʸــانع الʲلاثــة قــʙ اسـɦـ
 ) ȑاوʶاقة ؗل معʺل تʡ1  ةॽɾلات الإضاʨʴʱʺام الʙانع ʥل على ذلʙا يʺ   . y2, y1y ,3) وؗ

 22xولʨʸʴل على حل مʲالي آخʛ نقــʨم Ǽــإجʛاء تʰــʙيل آخــʛ. ولــʚلʥ نعʰʱــʛ عʺــʨد 

 ʨالارتؔـــاز هـــ ʛـــʸʻأن ع ʙـــʳʻد الارتؔـــاز فʨعʺـــ ʨهـــ







2

وʳॽʱʻȃـــة الʰʱـــʙيل نʸʴـــل علـــى  1

  الʙʳول الʱالي:

 ʕابʦʰال y3 y2 y1 x23 x22 x21 x13 x12 x11 

 الʦʲʯʸلات

 القاعʗة 

100 0 0 
2

1
 0 0 1 0 0 1 x11 

240 0 1 0 0 1 0 0 2 0 x12 

120 
3

1
 0 0 1 0 0 

2

1
 0 0 x23 

10800z   تاǼع الهʙف 0 0 20- 18- 0 0 18- 30- 30- 

  وهǽ ʨعʻʽʢا الʴل الʺʲالي الʱالي:

= 0 3= y 2= y 1= y 23= x 21= x 13= x 12x 

x11 =100 , x22 = 240 ,  x23 = 120 
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  وتʶاوz :ȑوȃالʱالي لـ   zوȄعʻʽʢا نفʝ الॽʁʺة لـ 

Z = 3    

 ʧ ʧ الʴلــ̔ـ وللʸʴــʨل علــى حلــʨل مʲالॽــة أخــʻʻȞʺǽ Ȑʛـــا أن نʷʻــئ علاقــة خॽʢــة بــ̔
  الʺʲالʧʽ الʶاǼقʧʽ ؗʺا يلي:

  21 p1pp   

  ʘʽ1ن إحp  الي الأول وʲʺل الʴال ʨ2هp .انيʲالي الʲʺل الʴال ʨه  

10وأن    ــــيʢأن نع ʧــــȞʺȄو  ــــاʻʻȞʺȄــــال. وʳʺال ʥذلــــ ʧʺــــة ضــــʺॽʀ ــــةǽأ
ʘʽʴǼ تʨؔن ॽʀʺة ذلʥ الإنʱاج أكʛʰ ما Ȟʺǽــʧ أو ʽʴǼــʘ تؔــʨن ؗʺॽــة الإنʱــاج   تʙʴيॽʀ ʙʺة  

  مʧ هʚيʧ الʨʻعʧʽ مʻʱاسॼة مع حاجات الʺʱʳʺع لهʺا.

10حʘʽ أن       يʢأن نع ʧȞʺȄو   ــاʻʻȞʺȄــال. وʳʺال ʥذلــ ʧʺة ضʺॽʀ ةǽأ
ʘʽʴǼ تʨؔن ॽʀʺة ذلʥ الإنʱاج أكʛʰ ما Ȟʺǽــʧ أو ʽʴǼــʘ تؔــʨن ؗʺॽــة الإنʱــاج   تʙʴيॽʀ ʙʺة  

  مʧ هʚيʧ الʨʻعʧʽ مʻʱاسॼة مع حاجات الʺʱʳʺع لهʺا.

  

III- :نموذج الخطة المثالية للإنتاج بين القطاعات  
 ʨاج هʱة الإنॽفي عʺل ʦاهʶي تʱاعات الʢد القʙض أن عʛʱفʻلn  ــةʺॽʀ اعــاً وأنʢق

  الʺʳʱʻات الإجʺالॽة لهʚه القʢاعات هي:

n………………X 3, X2, X1X   

  وȂن ॽʀʺة الʺʳʱʻات الʻهائॽة لهʚه القʢاعات هي:

n………………x 3, x2, x1x   

  حB  :ʘʽوأن مʸفʨفة الʺعاملات الفॽʻة (لʦॽʁ الʺʳʱʻات) هي الʺʸفʨفة  





















nn2n1n

n22221

n11211

b....bb
....

b

........

....b

....

b
b....bb

B  
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:ʗة ؗانॽة الʺاضʛʱة خلال الفॽهائʻات الʳʱʻʺة الʺॽʀ نȂو  
(0)

n,……………., x(0)
3, x(0)

2,  x(0)
1x  

  والʺʢلʨب:

إʳǽــاد الʻʺــʨذج الȄʛاضــي لهــʚه الʺʶــألة. ʽʴǼــʘ لا تقــل ʀــʦॽ الʺʳʱʻــات الʻهائॽــة لهــʚه 
  الفʛʱة عʱʺॽʀ ʧها خلال الفʛʱة الʺاضॽة.

 الاقʸʱــادȞʺǽȑــʧ الʤʻــʛ إلــى هــʚه الʺʶــألة مــʧ عــʙة زواǽــا, وذلــʥ حʶــʖ الʺॽɻــار 
 ʙــ Ȅʛن ȑʚقــهالــॽʁʴذج  تʨــʺʻــاد الʳǽة إॽقʹــ ʞــاقʻــل أن نʰق ʧف, ولؔــʙع الهــǼل تــاȞــʷǽ ȑʚوالــ

تʛتȌॼ مع Ǽعʹــها Ǽعʹــاً وفــjx  Șوالʻهائॽة  jXجʺالॽة لȄʛاضي نلاحȎ أن ʦॽʀ الʺʳʱʻات الإا
  :الآتيوالʱي تأخʚ الȞʷل    الاقʸʱادȑالʺعʛوفة في الʴʱلʽل  العلاقة  

)6-5-1 (  

X1 = b11 X1 +  b12 X2 + ………….. b1n Xn + x1 

X2 = b21 X1 + b22 X2 + …………... b2n Xn + x2 

…………………………………………….. 

Xn = bn1 X1 + bn2 X2 + …………… bnn Xn + xn 

  ة:الآتॽوسʻʻاقʞ قʹॽة إʳǽاد الʨʺʻذج الȄʛاضي حʖʶ الʺعايʛʽ الاقʸʱادǽة  

1-   ʙȄʛما نʙʻــة    أنعʺॽʀ نʨؔــاتتʳʱʻʺــة   الॽأن الإجʺال ʙــʳالــة نʴه الʚفــي هــ ʧــȞʺǽ مــا ʛــʰأك
  :الآتيتاǼع الهʙف هʨ الʱاǼع  

)6-5-2 (  z = X1 + X2 + X3 + ……………. + Xn → max  

  أما الʛʷوȋ فهي الʛʷوȋ الʺفʛوضة على ʦॽʀ الʺʳʱʻات الʻهائॽة وهي:

)6-5-3 (  

 

 

 

 0
nn

0
33

0
22

0
11

xx

..............

xx

xx

xx









 

  وشʛوȋ عʙم سالॽʰة ʦॽʀ الʺʳʱʻات الإجʺالॽة:
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0X...,,.........0X,0X,0X n321   

ــادلات (وȂذا  ــار الʺعـ ʧ الاعॼʱـ ـ̔ـ ــʚنا Ǽعـ ــة 1-5-6أخـ ــʚه الʴالـ ــي لهـ ــʨذج الȄʛاضـ ــإن الʻʺـ ) فـ
  :الآتيǽأخʚ الȞʷل  

)6-5-4 (  z = X1 + X2 + X3 + ……………. + Xn → max  
  

)6-5-5 (  

X1 - b11 X1 -  b12 X2  ………….. -b1n Xn   x1
(0) 

X2 - b21 X1 - b22 X2  …………... -b2n Xn   x2
(0) 

…………………………………………….. 

Xn - bn1 X1 - bn2 X2  …………… bnn Xn   xn
(0) 

   n..............12:j0X j   

  ʰʺʶلʝؔ.ل هʚا الʨʺʻذج نʨʴله إلى الȞʷل الʤʻامي ثʦ نȘʰʢ علॽه ȘȄʛʡ اللʴو 

2 -  :ʧȞʺǽ ات أقل ماʳʱʻʺوفة على الʛʸʺاعي الʺʱن نفقات العʺل الاجʨؔأن ت ʙȄʛما نʙʻع  

مʧ    ة واحʙ وحʙة    ه ما ɦʺॽʀ اللازم لإنʱاج    الاجʱʺاعي هʨ مقʙار العʺل   jLأن    لʻفʛʱض
ॽʀʺة مʳʱʻات    وȂذا ؗانoL   ʗوأن حʦʳ العʺالة غʛʽ الإنʱاجॽة هj    ʨمʳʱʻات القʢاع  

ــات العʺــل    jXهــي    jالقʢــاع   نʱــاج فــي جʺॽــع  الاجʱʺــاعي علــى الإ فــإن إجʺــالي نفق
 :ȑاوʶǽ اعاتʢالق  




n

1j
JJ XL  

 ȑــاوʶالعاملــة ت Ȑʨالقــ ʧة مــʛفʨــʱʺارد الʨالʺــ ʗذا ؗانــȂوoz  ــاعيʺʱفــإن نفقــات العʺــل الاج
  ȋʛʷال Șقʴأن ت ʖʳǽالآتي:  

oo

n

1j
JJ zLXL 



  

  ة:الآتǼॽعلاقات الʨʱازن    تʛتjx Ȍॼوالʻهائॽة   jX  الإجʺالॽة  كʺا أن ʦॽʀ الʺʳʱʻات





n

1j
ijiji xXbX  
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  ʦॽʀ ʗاتفإذا ؗانʳʱʻʺال  ʙʴة مॽهائʻدال  :ȑاوʶة وت  
(0)

n,……………., x(0)
3, x(0)

2,  x(0)
1x  

  :الآتيفإن الʨʺʻذج الȄʛاضي الʺʢلʨب ǽأخʚ الȞʷل  

)6-5-6 (  



n

1j
jj MinXLL  

  ȋوʛʷال ʧʺضॽة:الآت  

)6-5-7 (  oo

n

1j
jj zLXL 



 

   n..............123ixXbX 0
ijiji   

 n..................123:j;0X j   

.ʝؔلʰʺʶقة الȄʛʡ هॽعل Șʰʢامي ونʤʻل الȞʷله إلى الʨʴذج تʨʺʻا الʚل هʴول  

3 -  :ʧȞʺǽ ما ʛʰة أكॽهائʻات الʳʱʻʺال ʦॽʀ نʨؔأن ت ʙȄʛما نʙʻع  

ـyـفʨفة  ـyـفʨفة الʺعـــاملات الفॽʻــة هـــي الʺ ـɦـʛض أن م ـɦـʨفʛة مـــijB= [b    ʧ[  لʻف ـ̋ــʨارد الʺ وأن ال
  ʨـ̋ـــل هــــ ـ̋ـــل هــــp    ʨأدوات الع ـyـــفʨفة    Mومــــʧ القــــʨة العاملــــة هــــS    ʨومــــʧ وســــائل الع وأن م

   مʧ الʺʳʱʻات الʻهائॽة هي:   ة لʻفقات هʚه الʺʨارد على إنʱاج ما ʱʺॽʀه واحʙ   الʺعاملات 

















n1131211

n1131211

n1131211

s....sss

m....mmm

p....ppp

  

 jلʁـــʦॽ الʺʳʱʻـــات الʻهائॽـــة فـــي القʢـــاع  jxجʺالॽـــة و لʁـــʦॽ الʺʳʱʻـــات الإ jXبــــ  رمʜنـــا وȂذا 
 ȑʚاضــي الــȄʛذج الʨــʺʻاغة الॽــا صــʻʻȞʺǽ مــا فإنــه ʛــʰــة أكॽهائʻــات الʳʱʻʺعــل الʳــعى لʶǽ

  :الآتيʧȞʺǽ على الȞʷل  

 :ʨف هʙع الهǼتا  

)6-5-8 (  



n

1i
i Maxxz  

  والʛʷوȋ هي:
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)6-5-9 (  

   

Sxs................xsxsxs

Mxm..............xmxmxm

pxp..........xpxpxp

n,........3,2,1:ixx

nn3333232131

nn2323222121

nn1313212111

0
ii







 

ـ̔ـــʘ أن   (0)ح
ix    ــــاعʢــــة فــــي القॽهائʻــــات الʳʱʻʺـ̋ـــة ال ॽʁالأدنــــى ل ʙـــɹـ   وȂن الʷــــʛوi    ȋهــــʨ ال

  ) تعʻي أن نفقات عʨامل الإنʱاج ʖʳǽ أن لا تʳʱاوز الʺقاديʛ الʺʨʱفʛة مʻها. 9- 5- 6( 

نʨʴلــه إلــى الʷــȞل الʤʻــامي ونʰʢــȘ علॽــه Ȅʛʡقــة الʶــʺʰلʝؔ والʱــي  الʻʺــʨذجولʴــل هــʚا 
حل مʲالي لʦॽʁ الʺʳʱʻات الʻهائॽة  مʻها نʸʴل على  n21 x........x,x .  

ت الإجʺالॽــة مــʧ  وʻȃــاء علــى ذلــʥ الʴــل الʺʲــالي ʻʻȞʺǽــا الʸʴــʨل علــى ʀــʦॽ الʺʳʱʻــا 
  العلاقة: 

X = (I – B)-1 .x 

 

IV - اعاتطنموذج توزيع التكوين الرأسمالي بين الق:  
 ʨاعــات هــʢد القʙض أن عــʛــʱفʻلn  اعــاً، وأنʢقiI  أســʺاليʛال ʧȄʨؔــʱار الʙمقــ ʨهــ

  فإن: IوȂذا رمʜنا لإجʺالي حʦʳ الʧȄʨؔʱ الʛأسʺالي بـ    jقʢاع  لالʺʟʸʵ ل





n

1j
jII  

 ،jونʛمــʜ لــه ǼــالʛمI  ʜولʙʻخل مفهʨم تʜايʙ صــافي الॽʁʺــة الʺʹــافة فــي القʢــاع 
ʘــʽأن  حjjj dd   وʘــʽنإ ح jj d,d  ةʛـــʱــة فǽـــة الʺʹــافة فـــي نهاʺॽʁا الॽɾهʺـــا صــا

  . jIالʢʵة وʙȃايʱها على الʛʱتʖʽ نʳॽʱة لاسʲʱʺار الʧȄʨؔʱ الʛأسʺالي  

 jكʺــا نــʙخل مفهــʨم مʕشــʛ الʺʛدودǽــة الاقʸʱــادǽة للʱؔــʧȄʨ الʛأســʺالي فــي القʢــاع 
ʲʺار واحــʙة نقǽʙــة فــي القʢــاع  وهॼɺ ʨارة عʧ مقʙار تʜايʙ صافي الॽʁʺة الʺʹــافة نʳॽʱــة اسـɦـ

j :ȑاوʶǽ ʨوه  

)6-6-1 (  
j

j

j I
k


  
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ــʙ صــافي  ومــʧ الॽʰʢعــي أن Ȟǽــʨن تــاǼع الهــʙف فــي هــʚه الʺʶــألة هــʨ إجʺــالي تʜاي
  ح :ʘʽالॽʁʺة الʺʹافة في جʺॽع القʢاعات والȑʚ نʛمʜ له بـ 

)6-6-2 (  



n

1i
jj

n

1j
j MaxIk  

اللازمــة لȄʜــادة صــافي الॽʁʺــة الʺʹــافة  iلॽʁʺــة مʳʱʻــات القʢــاع  ijbوȂذا رمʜنــا بـــ 
اللازمــة لȄʜــادة صــافي  iنقǽʙــة فقــȌ فــإن ॽʀʺــة مʳʱʻــات القʢــاع  ة Ǽʺقــʙار واحــj ʙفــي القʢــاع 

jijbتʶــاوǼj  ȑʺقــʙار  jالॽʁʺــة الʺʹــافة فــي القʢــاع   مʜأن إجʺــالي مــا يلــ ʙــʳن ʥلʚــȃو ،
  لॽʺʳع القʢاعات الأخʶǽ Ȑʛاوi :ȑمʧ القʢاع  

j

n

1j
ijb 



  

الʱــي Ȟʺǽــʧ أن تʸʵــʟ للʱؔــʧȄʨ الʛأســʺالي    iومــʧ الʺعلــʨم أن ॽʀʺــة مʳʱʻــات القʢــاع  
  ॽʀʺة الʺʨʱʻج الʻهائي لʚلʥ القʢاع أʖʳǽ ȑ أن ʨȞǽن:   iwلا ʧȞʺǽ لها أن تʳʱاوز  

ij

n

1j
ij wb 



  ; (i: 123 ………n) 

  ʠȄʨعʱȃوj ) العلاقة ʧة  1-6-6مॽʢʵال ȋوʛʷل على الʸʴن (ॽة:الآت  

ijj

n

1j
ij wIkb 



 ; (i: 123 ……… n) 

ــاǼع الهـــʙف ( ــة لʱـ ــا 2-6-6وهـــي الʷـــʛوȋ الॽʢʵـ ــʨلات  jI) والʱـــي يـــʙخل فʽهـ ؗʺʴʱـ
 ȑها أʱʽʰم سالʙعǼ ʜʽʺʱلة وتʨهʳ0مI j .  

  

V- هنغارية لحله:طريقة الالنموذج مسألة التعيين و  
لآلات) على الأعʺــال اسʻʱʻاول في هʚه الʺʶألة قʹॽة الʨʱزȄع الʺʲالي للعʺال (أو 

.(ʖاسʻʺان الȞʺفي ال ʖاسʻʺال ʟʵʷال) مع شعار Șفʱما ي ʨوه  
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عʺــلاً ʽʴǼــǽ ʘقــʨم ؗــل عامــل  nعــاملاً (أو آلــة) علــى  nلʻفʱــʛض أنʻــا نȄʛــʙ تʨزȄــع 
لهــʦ أكʰــʛ مــا Ȟʺǽــʧ، وذلــʥ ضــʺǼ  ʧإنʳــاز عʺــل واحــʙ فقــȌ، وʽʴȃــȞǽ ʘــʨن إجʺــالي الإنʱــاج

  نʱاجॽة (الʱؔلفة) الʺʙʴدة لؔل مʻهʦ.الإ

ــʚلʥ ســـʛʻمʜ بــــ  وȂن هـــʚه الإنʱاجॽـــة تعʻʽʢـــا  jفـــي العʺـــل  iلإنʱاجॽـــة العامـــل  ijcلـ
  ة:الآتॽالʺʸفʨفة  

)6-7-1 (  

c11 c12 c13 ………….c1n 

c21 c22 c23 …………..c2n 

c31 c32 c33 …………..c3n 

………………………..  

cn1 cn2 cn3 …………..cnn 

  نʱاجॽة).(وʧȞʺȄ أن تʨؔن هʚه الʺʸفʨفة معʛʰة عʧ تؔالʅॽ العʺل بʙلاً مʧ الإ

: ضــʺʧ الʷــʛوȋ والأهــʙاف الʶــاǼقة ʳǽــʖ أن الآتــيوتʸــॼح الʺʶــألة علــى الʷــȞل 
) عʸʻــʛاً واحــʙاً مʴــʙداً ʽʴǼــʘ 1-7-6الʺʸــفʨفة ( فينʱʵار مʧ ؗل سʛʢ ومʧ ؗل عʺʨد 

 (ʅॽــال ــة الʱؔـ ــي حالـ ــʧ فـ ــا Ȟʺǽـ ــغʛ مـ ــʧ (أو أصـ ــا Ȟʺǽـ ــʛ مـ ــʛ أكʰـ ــʥ العʻاصـ ــʨع تلـ ــʨن مʳʺـ Ȟǽـ
) 1للʺʴʱــʨل الــǽ ȑʚأخــॽʀ ʚʺــة تʶــاوijx  ) ȑالʨʺʻذج الʢʵي لهــʚه الʺʶــألة نʛمــʜ بـــ  ولॽʸاغة  

  ) عʙʻما ʨȞǽن عʝȞ ذلʥ.0على العʺل وȄأخॽʀ ʚʺة تʶاوi  ) ȑعʙʻما نعʧʽ العامل 

  وȂن هʚه الʺʨʴʱلات تʖʱؔ على شȞل مʸفʨفة مȃʛعة ؗʺا يلي:

)6-7-2 (  





















nn3n2n1n

n3333231

n2232221

n1131211
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ǽأخــʚ إلا عʺــلاً واحـــʙاً فهــʚا ǽعʻــي أن واحـــʙا   وȃʺــا أن العامــل الʨاحــʙ لا Ȟʺǽـــʧ أن
) أمــا ॽʁǼʺــة الʺʴʱــʨلات فــي 1ســॽأخॽʀ ʚʺــة تʶــاوi ) ȑفــي الʶــijx  ʛʢفقــȌ مــʧ الʺʴʱــʨلات 

  ʛʢʶال ʥذلʚأخʱف  ) ȑاوʶاً تʺॽʀ0.(  
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وȃʺــا أن العʺـــل الʨاحــʙ لا Ȟʺǽـــʧ أن يʻفــʚ إلا مـــʧ قʰــل عامـــل واحــʙ فهـــʚا ǽعʻـــي أن 
) أمــا ॽʁǼــة الʺʴʱــʨلات فــي 1سॽأخॽʀ ʚʺة تʶــاوj ) ȑفي العʺʨد  ijxواحʙ فقȌ مʧ الʺʨʴʱلات  

) ȑاوʶاً تʺॽʀ ʚأخʱʶد فʨʺالع ʥ0ذل.(  

  وʚȃلʻʻȞʺǽ ʥا أن نʨʸغ تاǼع الهʙف لهʚه الʺʶألة ؗʺا يلي:

)6-7-3 (   
 


n

1i

n

1j
ijij MinMaxxcz  

ʳǽــʖ أن تʴقــijx  Șوȃʺا أن العامل الʨاحــʙ لا Ȟʺǽــʧ أن ǽأخــʚ إلا عʺــلاً واحــʙاً فــإن 
  ة:الآتॽالʛʷوȋ الॽʢʵة  

)6-7-4 (  
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ʳǽــʖ أن تʴقـــijx  Șوȃʺــا أن العʺــل الʨاحـــʙ لا يʻفــʚ إلا مــʧ قʰـــل عامــل واحــʙ فـــإن 
  ة:الآتॽالʛʷوȋ الॽʢʵة  

)6-7-5 (  
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  ة:الآتʖʳǽॽ أن تʨؔن صʴॽʴة وتʴقȘ الʛʷوijx   ȋكʺا أن 

)6-7-6 (   n..........123:j,i0x ij    وصʴॽʴة 

  :الآتيوتॼʸح الʺʶألة على الȞʷل  

) أكʰـــʛ مـــا Ȟʺǽـــʧ  3- 7- 6الʱـــي تʳعـــل الʱـــاǼع (   ʢǽijxلـــʖ إʳǽـــاد الأعـــʙاد الʸـــʴॽʴة  
 ) ȋوʛʷال Șقʴوت (ʧȞʺǽ ما ʛاصغ)4- 7- 6 ) ȋوʛʷ( 5- 7- 6) وال ȋوʛʷ6- 7- 6) وال .(  

ــائل  ــʚه الʺʶــ ــل هــ ــʧ حــ ــاʡةوȞʺȄــ ــʖ أو  بʨســ ــة الȄʛʳʱــ ــʺʰلʝؔ أو ȄʛʢǼقــ ــة الʶــ Ȅʛʡقــ
ʙʵام إلا أن ضــʵامة الʳــʙاول والʺعلʨمــات تʳعــل  الاقʢʱــاع الʢــȄʛقʧʽʱ الʶــاǼقʡ ʧʽʱــȄʨلاً  اسـɦـ
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ومȞلفاً جʙاً لʚلʥ فإنʻا سʻقʨم ʴǼل مʲال تॽʰʢقي ȄʛʢǼقة أخــȐʛ تʶــʺى ǼالȄʛʢقــة الهʻغارȄــة أو 
  Ȅʛʡقة (فلʨد).

 ʙʠال :(دʦقة فلȂʙʟ) ʥʻʻعʯائل الʴل مʲة لȂقة الهʹغارȂ   فʗع هǺفي حالة تا)Min (  

لʻفʱــʛض أنــه لــʙيʻا ثــلاث آلات ونȄʛــʙ تؔلॽفهــا Ǽإنʳــاز ثلاثــة أعʺــال وأن تؔــالʅॽ أو 
  ʥتل ʖʶه الآلات حʚر هʨول  أجʙʳة في الॽʢالآتيالأعʺال مع:  

3L 2L 1L 

  الأعʸال 

  الآلات 

30  27  20  1M 

10  18  16  2M 

14  16  12  3M 

  الإنʳاز أقل ما ʧȞʺǽ.تʨؔن تؔلفة  ʘʽʴǼ   الأعʺالتʨزȄع هʚه الآلات على    :والʺʢلʨب

  الʴل:

 وȃــʚلʥ نʳــj ʙالʱــي Ȟʺǽــʧ أن تʸʵــʟ لإنʳــاز العʺــل  iلعــʙد الآلات  ijxنʛمــʜ بـــ 
  :الآتيǽأخʚ الȞʷل  أن تاǼع الهʙف  

L = 20 x11 + 27x12  + 30x13 + 16x21 + 18x22 + 10x23 + 12x31 + 16x32  

        + 14x33   Min 

  وʙȃلاً مʧ الʘʴॼ عʧ الʛʷوȋ الॽʢʵة نقʨم Ǽʺعالʳة الʺʸفʨفة الʶاǼقة ؗʺا يلي:

  نقʨم Ǽإʳǽاد أصغʛ عʛʸʻ في ؗل عʺʨد ونʳʶله في أسفل الʙʳول. -1

2-  ʥذلــ ʛاصــʻــع عॽʺج ʧد مــʨفــي ؗــل عʺــ ʛالأصغ ʛʸʻح العʛʢǼ مʨــل نقʸʴʻد. فʨالعʺــ
.ʙيʙول جʙائج في جʱʻد، ونʹع الʨʺفي ؗل ع ʛعلى صف  

  نقʨم Ǽإʳǽاد أصغʛ عʛʸʻ في ؗل سʛʢ في الʙʳول الʙʳيʙ ونʹعه على ʧʽʺǽ الʙʳول.  - 3
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4-  ʥذلــ ʛاصــʻع عॽʺج ʧم ʙيʙʳول الʙʳفي ال ʛʢفي ؗل س ʛالأصغ ʛʸʻح العʛʢǼ مʨنق
.ʘول ثالʙل على جʸʴʻف ʛʢʶال  

مــʧ ؗــل ســʛʢ أو  ونʱʵــار ȄʛʢǼقــة مʻاســॼة    الأخʽــʛ نــʙرس تʨزعــات الأصــفار فــي الʳــʙول   - 5
  ʙواحــ ʛʢفــي ســ ʧȄʛارنــا علــى صــفॽʱقــع اخǽ لا ʘــʽʴǼ ًاʙاً واحــʛد صــفʨد    أو عʺــʨفــي عʺــ

  ʛن صــفʨــȞǽ ʘــʽʴǼ أو ،ʙواحــ ʛشــʕون ʛʢفــي ؗــل ســ ʙواحــ ʛد وصــفʨفــي ؗــل عʺــ ʙواحــ  
  ) لʜʽʽʺʱهــا عــʧ غʛʽهــا إن ذلــʥ الاخॽʱــار xعلʽها Ǽإشــارة (  اخॽʱارنا على الأصفار الʱي وقع 

  إذا تʺʻȞا مʧ الʨصʨل إلॽه هʨ الʴل الʺʲالي لʺʶألة الʱعʧʽʽ الʺفʛوضة. 

  ):1ملاحʢة (

ئ للأصــفار.  ʖ الʨʱزȄــع الʶـ̔ـ إذا لʦ نʧȞʺʱ مʧ تʴقȘʽ الاخॽʱار الʺʲــالي الʶــابʶǼ Șـhـ
 (ʛصف ʛʽغ) ʦرق ʛأصغ ʧع ʘʴॼا نʻهــا إشــارة فإنʽف ʙجــʨــي لا يʱة الʙأو الأعʺــ ʛʢفــي الأســ

)x) هـــا إشـــارةʽف ʙجـــʨـــي لا يʱة الʙوالأعʺـــ ʛʢالأســـ ʛاصـــʻع ʧمـــ ʛـــʸʻالع ʥح ذلـــʛـــʢون (x (
ــʙة الʺʕشـــʛة فʸʴʻـــل علـــى  ــى تقـــاʡع الأســـʛʢ والأعʺـ ونʳʺعـــه إلـــى العʻاصـــʛ الʱـــي تقـــع علـ

  جʙول جʙيʙ نʙʵʱʶمه مʧ جʙيʙ في عʺلॽة اخॽʱار الأصفار الʶاǼقة.

  ):2ملاحʢة (

فإنʻـــا نʹـــʅॽ إلـــى الأعʺـــال عʺـــلاً  الأعʺـــالعـــʙد الآلات أكʲـــʛ مـــʧ عـــʙد  نإذا ؗـــا
ــاً ونʹــع تؔلفــة إنʳــازه Ǽالʶʻــॼة لॽʺʳــع الآلات تʶــاوȑ الʸــفʛ وȃــالعʝȞ إذا ؗــان عــʙد  ॽʺوه

ــة ونʹــع تؔلفــة عʺلهــا  الأعʺــال ॽʺإلــى الآلات آلــة وه ʅॽــا نʹــ ʻد الآلات فإنʙعــ ʧمــ ʛــʲأك
.ʛفʸة للȄاوʶم  

  ):3ملاحʢة (

فإنʻا نقʨم Ǽالʘʴॼ عــʧ اكʰــʛ عʸʻــʛ فــي ؗــل  Maxإذا ؗان تاǼع الهʙف مʧ الʨʻع 
فʸʴʻــل علــى جــʙول جʙيــʙ ذلــʥ العʸʻــʛ  ثــʦ نʢــʛح ؗــل عʸʻــʛ فــي ذلــʥ العʺــʨد مــʧعʺʨد  

 ʥــ وȃعــʙ ذلــʥ نقــʨم Ǽالʴॼــʘ عــʧ أكʰــʛ عʸʻــʛ فــي ؗــل ســʛʢ ثــʦ نʢــʛح ؗــل عʸʻــʛ فــي ذل
الʛʢʶ مʧ ذلʥ العʛʸʻ فʸʴʻل على الʙʳول الʲالʘ حʘʽ نقــʨم بʨضــع الإشــارات اللازمــة 

  علॽه.
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وȘʽʰʢʱȃ ذلʥ على الʺʲال الʺفʛوض نقʨم Ǽإʳǽاد العʸʻــʛ الأصــغʛ فــي ؗــل عʺــʨد 
  :الآتيفʸʴʻل على الʙʳول  

3L 2L 1L 

  الأعʸال 
  الآلات 

30  27  20  1M 

10  18  16  2M 

14  16  12  3M 

10  16  12   ʛʸʻع ʛأصغ 

  : الآتي وʛʢȃح ذلʥ العʛʸʻ الأصغʛ مʧ عʻاصʛ ؗل عʺʨد نʸʴل على الʙʳول  

 ʙʶʹع ʙ3 أصغL 2L 1L 

  الأعʸال 

  الآلات 

8  20  11  8  1M 

0  0  2  4  2M 

0  4  0  0  3M 

وȃإʳǽـــاد أصـــغʛ عʸʻـــʛ فـــي ؗـــل ســــʛʢ مـــʧ الʳـــʙول الʙʳيـــʙ وʛʡحـــه مـــॽʁǼ ʧــــة 
  ʘالʲول الʙʳل على الʸʴن ʛʢʶال ʛاصʻالآتيع:  

3L 2L 1L 

  الأعʸال 

  الآلات 

12  3  x0 
1M 

x0  2  4  2M 

4  x0  0  3M 

) فــي الʳʴــʛ الʱــي تʱʹــʺʧ أصــفاراً ʷǼــȞل مʻاســʖ وʽʴȃــǽ ʘقــع xوʨȃضع إشارات (
.ʙواح ʛعلى صف ʛʢد وفي ؗل سʨʺارنا في ؗل عॽʱاخ  

  :الآتينʸʴل على الʴل الʺʲالي  
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   11x 1 =  ← وʨȞȄن لʙيʻا   Ǽ1Lالعʺل   1Mنؔلف  

  23x 1 =  ←وʨȞȄن لʙيʻا   Ǽ3Lالعʺل  2Mونؔلف  

   32x 1 =  ←وʨȞȄن لʙيʻا   Ǽ2Lالعʺل  3Mونؔلف  

تʶــاوȑ الʸــفʛ، وȄأخــʚ تــاǼع الهــʙف أصــغʛ  وȃــʚلʥ تأخــʚ الʺʴʱــʨلات الأخــॽʀ Ȑʛʺــاً 
:ȑاوʶة له وتʺॽʀ  

L = 20 + 10 + 16 + = 46  
 

VI- :نموذج تركيب الخلائط  
ʽــʖ الʨجॼــة العلॽɿــة الــȑʚ أوردنــاه فــي  ʛؗذج تʨــʺʻل ʦॽإلا تعʺــ ʨذج ما هــʨʺʻا الʚإن ه
ʽــʖ أǽــة خلʢॽــة  ʛؗʱــألة لʶــاره مॼʱع علــى اعʨضــʨʺعالج ال مقʙمــة الفʸــل الʲالــʘ. وȂنʻــا هʻــا سـ̒ـ

  معʙنॽة أو ॽʺॽؗائॽة أو اسʺॽʱʻه أو غʚائॽة ...... إلخ.

 ʧــة مــʢॽخل ʖــ ʛؗأن ن ʙــȄʛا نʻض إنʛʱنف ʥلʚلn  ȑʨــʱʴة وأن ؗــل مــادة تॼاســʻمــادة م
ن ســعʛ الʺــادة وi ،Ȃمʧ العʸʻــija  ʛتȑʨʱʴ على  jاً وȂن واحʙة الʺادة عʛʸʻاً مʺm   ʜʽعلى  

j  ȑــاوʶǽjc  ʛــʸʻــة العॽʺؗ أن لا تقــل ʙــȄʛــا نʻنȂوi  ʧ ــʙار معــ̔ وأن  ibفــي الʵلʢॽــة عــʧ مق
.ʧȞʺǽ ما ʛة أصغʢॽلʵال ʥن تؔلفة تلʨؔت  

ــألة  ــʚه الʺʶـ ــاد الʻʺـــʨذج لهـ ــادة لإʳǽـ ــʙار مـــا يلـــʜم مـــʧ الʺـ ـــ  jونʛمـــʜ لʺقـ نʹـــع  jXبـ
ؗ ʖتʛول مʙقة في جǼاʶمات الʨالآتيالʺعل:  

  :الآتيوȂن الʛʷوȋ الॽʢʵة تأخʚ الȞʷل  

 An …… A3 A2 A1  الʸقʗار الʠʸلʦب 
  الʦʸاد 

 ʙالعʹاص  
1b a1n …… a13 a12 a11 1B 

2b a2n …… a23 a22 a21 2B 

…… …… …… …… …… …… …… 
bm amn …… am3 am2 am1 Bm 

 cn …… c3 c2 c1  ʛعʶال 
 xn …… x3 x2 x1  لاتʨʴʱʺال 
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  :الآتيوʚȃلʥ نʙʳ أن تاǼع الهʙف هʨ تاǼع الʱؔلفة  
)6-8-1 (  L = c1 x1 + c2 x2 + c3 x3 + …….. cn xn → Min 

  

)6-8-2 (  
a11x1 + a12x2 + a13x3 + …….. + a1nxn   b1 
a21x1 + a22x2 + a23x3 + …….. + a2nxn   b2 
………………………………………….. 
am1x1 + am2x2 + am3x3 + …….. + amnxn   bm 

  وضʺʧ شʛوȋ عʙم سالॽʰة الʺʨʴʱلات.
)6-8-3 (   n..........123:j0x i   

 

VII - :نموذج الإستغلال الامثل للأراضي الزراعية  
1a مʢʻقة زراعة (سهلا أو مʜروعة) مʶاحة ؗل مʻها تʶاوn  ȑلʻفʛʱض أنه لʙيʻا  

n………a 3a 2a .  

ʙȄʛها بـ    ونʱزراعm   هــاʻــع مʺʱʳʺــات الॼلʢʱم ʧʽــامʱة ولॽɺراʜل الʽاصʴʺال ʧعاً مʨن
  .ibالʺقʙار    iيلʜمʻا مʧ الʺʨʸʴل  

 ijaتʶــاوi  ȑمــʧ الʺʸʴــʨل  jوȂذا ؗان مʨʱسȌ إنʱاجॽة واحʙة الʺʶاحة في الʶهل 
ان الȃʛح الʴاصل مʧ ؗل واحʙة مʧ الʺʨʸʴل     . ʶǽipاوʧʡi   ȑ / هʱȞار، وؗ

  :والʺʢلʨب

 Șʡــاʻʺــع الॽʺل وفــي ج ــʙار الʺʶــاحة الــلازم زراعʱهــا ȞǼــل مــʧ الʺʴاصــ̔ ــʙ مق تʙʴي
  لʴʱقȘʽ اكʛʰ رȃح (ॽʀʺة) مʺʧȞ لها مع تلॽʰة حاجات الʺʱʳʺع مʧ ؗل مʨʸʴل.

ـــ  ــʜ بـ ــة  ijxلʛʻمـ ــʧ الʺʢʻقـ ــاحة مـ ــʙار الʺʶـ ــʨل  jلʺقـ ــا Ǽالʺʸʴـ ــي ʳǽـــʖ زراعʱهـ  iالʱـ
  :الآتيونʹع معॽʢات الʺʶألة في جʙول ؗ
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  مقʗار الȁʙح
iP 

 ʔلʠار الʗمق  
ib 

n … 3  2  1  
 Ȗʟاʹʸال  

  الʲʸاصʻل 

1P  1b 
1na 

1nx 
… 13a 

13x 

21a 
12x 

11a 
11x 

1  

2P 2b 
2na 

2nx 
… 23a 

23x  

22a 
22x 

12a 
12x 

2  

3P 3b 
3na 

3nx 
… 33a 

33x 

32a 
23x 

13a 
13x 

3  

…… …… …… … .... …. …. …… 

mP mb 
mna 

mnx 
… m3a 

3mx 

2ma 
2mx 

1ma 
1mx 

m 

  na … 3a 2a 1a 
  مقʙار الʺʶاحة 

 jaالʺʨʱفʛة  

  هي: ʨʴʱijxلات  ʺوعʙʻها نʙʳ أن الʛʷوȋ الʺفʛوضة على ال

1-  ȋوʛــ ــʨن إشــ ــʖ أن Ȟǽــ ــʳǽ ʘــ ــة لʺʱʵلـــــف الʺʶــــاحات: حʽــ ــاحة الʺʸʸʵــ جʺــــالي الʺʶــ
  أʖʳǽ ȑ أن ʨȞǽن: jaمʶاوȄاً لʺʶاحة تلʥ الʺʢʻقة   jالʺʴاصʽل في الʺʢʻقة  

)6-9-1 (  

x11 + x21 + x31 + ………… + xm1 = a1 

x12 + x22 + x32 + ………… + xm2 = a2 

x13 + x23 + x33 + ………… + xm3 = a3 

………………………………………. 

x1n + x2n + x3n + ………… + xmn = an 

 iشʛوȋ تلॽʰة مʢʱلॼات الʺʱʳʺع حʖʳǽ ʘʽ أن لا ǽقل إجʺالي الإنʱاج مــʧ الʺʸʴــʨل  -2
  أȑ أنه ʖʳǽ أن ʨȞǽن: biفي جʺॽع الʺʻاȘʡ عʧ الʺقʙار  

)6-9-2 (  

a11x11 + a12x12 + a13x13 + …….. + a1nx1n   b1 

a21x21 + a22x22 + a23x23 + …….. + a2nx2n   b2 

………………………………………………. 

am1xm1 + am2xm2 + am3xm3 + …….. + amnxmn   bm 

فقــȌ ومــi  ʧولإʳǽــاد تــاǼع الهــʙف نلاحــȎ أن الــȃʛح الʴاصــل مــʧ إنʱــاج الʺʸʴــʨل 
:ȑاوʶȄة وॽʺؔح في الȃʛاء الʙج ȑاوʶǽ Șʡاʻʺع الॽʺج  



 236

) inx in+ ……….. + a i3x i3+ a i2x i2+ a i1x i1(a iP 

وȃـــʚلʥ نʳـــʙ أن تـــاǼع الهـــʙف الـــǽ ȑʚعʰـــʛ عـــʧ الـــȃʛح الإجʺـــالي الʻـــاتج عـــʧ جʺॽـــع 
:ȑاوʶǽ لʽاصʴʺال  

)6-9-3 (      










mjmjnj2j22

n

1j
ijij1 xap.......xapxapz  

ʥوذل  ) ȋوʛʷال ʧʺ1-9-6ض) ȋوʛʷة:2-9-6) والॽʰالʶم الʙع ȋوʛوش.(  

 
 n.....................123:j

m....................123:i
,0x ij   

ʺʲال تॽʰʢقي على صॽاغة هʚا الʨʺʻذج نأخʚ الʺʲالي     :الآتيوؗ

  مʰال:

 ʙــȄʛــا نʻض أنʛــʱفʻغلالل ɦــة هــي:أ اســॽɺزرا Șʡــاʻــع مȃر  ،ʖــاحل، الغــاب، حلــʶال)
ــʥ بʜراعʱهــا  DH 10 ,15 ,100 ,50ومʶــاحة ؗــل مʻهــا:  حــʨران) علــى الʛʱتʽــʖ وذل

ل    ة: قʺــــح، شــــعʛʽ، قʢــــʧ، دخــــان، شــــʨنʙر، والʱــــي نʱʴــــاج مʻهــــا مــــا يلــــي: الآتॽ ــــǼالʺʴاصـــ̔ـ
 ʧــ ــ ــʛض أن إ، و ʡ2000 ،1500 ،500 ،100 ،700ـــ ــ ـــــʥ لʻفʱـــ ــʧ تلـــ ــ ــــاȘʡ مـــ ـــــة الʺʻـــ نʱاجॽـــ

  :الآتيالʺʴاصʽل وأسعارها معॽʢة في الʙʳول  
  

 ʥʠال ʙسع  ʠلال ʔ   رانʦح  ʔاحل   الغاب   حلʴال  
 Ȗʟاʹʸال  

  الʲʸاصʻل 
  قʺح  5  4  6  6  2000  1500
1000  1500  6  4  5  6   ʛʽشع  
5000  500  5  8  10  4  ʧʢق  
  دخان   7  2  0  0  100  4500
  شʨنʙر   3  12  10  4  700  500
  الʺʶاحة   10  15  100  50    

صـــॽاغة الʻʺـــʨذج الȄʛاضــي لهـــʚه الʺʶـــألة ʽʴǼــʘ تؔـــʨن ॽʀʺـــة الإنʱــاج أكʰـــʛ مـــا  :والʺʢلــʨب
ȋوʛʷج الʛʵʱʶاضي نȄʛذج الʨʺʻاغة الॽʸل ʧȞʺǽ    ةॽʢʵالॽة:الآت  
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  شʛوȋ الʺʶاحة:

x11 + x21 + x31 + x41 + x51 = 10  احلʶقة الʢʻʺل  

x12 + x22 + x32 + x42 + x52 = 15  قة الغابʢʻʺل  

x13 + x23 + x33 + x43 + x53 = 100  ʖقة حلʢʻʺل  

x14 + x24 + x34 + x44 + x54 = 50  رانʨقة حʢʻʺل  

:ʖلʢال ȋوʛش  

5x11 + 4x12 + 6x13 + 6x14    قʺح  2000 

6x21 + 5x22 + 4x23 + 6x24   1500    ʛʽشع  

4x31 + 10x32 + 8x33 + 5x34   500 ʧʢق  

7x41 + 2x42 + 0 + 0    دخان  100 

3x51 + 12x52 + 10x53 + 4x54    شʨنʙر  700 

xij    0   

:ʨاج فهʱة الإنʺॽʀ ʧع ʛʰعǽ ȑʚف الʙع الهǼتا  

Z = 1500 [5x11 + 4x12 + 6x13 + 6x14] 

       +1000 [6x21 + 5x22 + 4x23 + 6x24 ] 

       + 5000 [4x31 + 10x32 + 8x33 + 5x34 ] 

       + 4500 [7x41 + 2x42] 

       + 500 [3x51 + 12x52 + 10x53 + 4x54 ] → Max 
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  مسائل
 

 ـrـ -1 ʱʻʺال ʧم ʧʽعʨات ن ʛؗʷال Ȑʙج أحʱʻت اتI  وII  مʙʵ لإنʱاجهʺــا ثلاثــة أنــʨاع مــʧ  وتʶـɦـ
ولا   Aواحــʙتʧʽ مــʧ الʺــادة  Iوتʱʴــاج لإنʱــاج واحــʙة الʻــʨع  Cو  Bو  A الʺــاد الأولॽــة

. ؗʺــا تʱʴــاج لإنʱــاج واحــʙة Cواحــʙات مــʧ الʺــادة  4وتʱʴــاج  Bتʱʴاج شʯʽاً مʧ الʺــادة  
  .Cمʧ الʺادة  واحʙات    6و  Aواحʙة فقȌ مʧ الʺادة    IIمʧ الʨʻع  

 ʧاجــه مــʱإن ʖــʳǽ ار مــاʙمقــ ʙيــʙʴنا علــى تʙــاعʶǽ ȑʚاضــي الــȄʛذج الʨــʺʻاغة الॽــʸǼ ʦقــ
 ʧʽعʨــʻال ʧكــل مــI  وII  ــأن دخــلǼ ًعلʺــا ،ʧــȞʺǽ مــا ʛــʰة أك ʛؗــʷن دخــل الʨــȞǽ ʘــʽʴǼ

ل.س وȂن الʺقــاديʛ الʺʱــʨفʛة مــII 50  ʧل.س ودخــل الʻــʨع  ʶǽ30ــاوI  ȑواحــʙة الʻــʨع 
واحـــʙة علـــى الʛʱتʽـــʖ وȂن الʢلـــʖ علـــى  7000و  6000و  5000الʺـــʨاد الأولॽـــة هـــي 

 ʨع هʨʻع    1000الʨʻوعلى الII  ʨة.  500هʙواح  

2 -   ʧʽعʨم نــʙʵʱــʶــة نʻاجʙانات الʨʽʴال ʠعॼل (قةॽعل) ةॽائʚة غॼل وجʽȞʷʱلI    وII    ʧومــ
واحــʙة مــʱʴǽ5    ʧــȑʨ علــى    Iالʺʨاد العلॽɿة، وȂذا علʺʻــا أن ؗــل ʽؗلــʨ غــʛام مــʧ الʺــادة  

وȂن ؗــل ʽؗلــʨ غــʛام مــB    ʧواحــʙة مــʧ العʸʻــʛ الغــʚائي    2.5و    Aالعʸʻــʛ الغــʚائي  
واحــʙات مــʧ العʸʻــʛ    3و   Aواحʙات مʧ العʸʻــʛ الغــʚائي    ȑʨʱʴǽ3 على    IIالʺادة  

وȂن الʳʱــارب الʺʙʽانॽــة أو ضــʗʴ انــه مــʧ الʹــʛورȑ أن تʱʹــʺʧ العلॽقــة    Bالغــʚائي  
  ʧقــل عــǽ ــة مــا لاॽمʨʽائي    30الʚالغــ ʛــʸʻالع ʧة مــʙواحــA  لا ا  وم ــ    ʧقــل عــǽ22.5  

ــB    ʙواحــʙة مــʧ العʸʻــʛ الغــʚائي   أوجــʙ الʻʺــʨذج الȄʛاضــي الــʶǽ ȑʚــاعʙنا علــى تʙʴي
فــي العلॽقــة ʽʴǼــʘ تؔــʨن تؔلفــة تلــʥ العلॽقــة أصــغʛ مــا    IIو    Iؗل مʧ الʺادتʧʽ  كʺॽة  

  IIل.س ومــʧ الʺــادة    ʶǽ2ــاوʧȞʺǽI    ȑ، إذا علʺʗ أن ســعʛ الʽؔلــʨ غــʛام مــʧ الʺــادة  
  ȑاوʶǽ3   .ل.س  

  ʦثʙأوج  .ʥلʚة لॼاسʻاها مʛي تʱقة الȄʛʢالǼ ألةʶʺه الʚالي لهʲʺل الʴال  

 Bو Cو D اخʸʱاصــاتعــاملاً مقʶــʺʧʽ إلــى أرȃعــة  ǽ48عʺــل فــي إحــȐʙ الʺʕسʶــات  -3
 ـrــ Aو ʱʻʺال ʧمـــ ʧʽعʨـــاج نـــʱم لإنʙʵ هـــʚيʧ وȂذا ؗـــان مـــا يلـــʜم لؔـــل مـــII  ʧو Iت اوتʶــɦـ
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ومقــاديʛ الــȃʛح مــʧ ؗــل  الʻــʨعʧʽ مــʧ ؗــل اخʸʱــاص وعــʙد العʺــال فــي ؗــل اخʸʱــاص
  واحʙة مʧ الʺʳʱʻات معॽʢة Ǽالʙʳول الʱالي:

 Iالʯʹʸج  IIالʯʹʸج   عʗد العʸال في الاخʶʯاص 
  الʱʯʹʸات 

  الاخʶʯاص 

12  2  2  A 

8  2  1  B 

16  0  4  C 

12  4  0  D 

 مقʙار الȃʛح عʧ ؗل واحʙة  2  3  

ȑʚاضـــي الـــȄʛذج الʨـــʺʻال ʙإ أوجـــ ʖـــʳǽ ـــة مـــاॽʺؗ ʙيـــʙʴنا علـــى تʙــاع ــل ʶǽـ نʱاجـــه مـــʧ ؗـ
 ʧ ثــʦ قــǼ ʦإʳǽــاد الʴــل الʺʲــالي لهــʚا  ʽʴǼــȞǽ ʘــʨن الــȃʛح أكʰــʛ مــا ȞʺǽــII .ʧو  Iالʺʳʱʻـ̔ـ

  ǼالȄʛʢقة الʱي تʛاها مʻاسॼة.  الʨʺʻذج

4-  ʧʽʺــʶق ʧــات مــʶسʕʺال Ȑʙألف إحــʱتA  وB  الʺــادة ʧʽتــأم ʦʱــةيــॽثلاثــة  الأول ʧلهʺــا مــ
  ʜاكʛمC   وD  وE    ة الʺادةʙتؔلفة  واح ʗةفإذا ؗانॽالي  الأولʱول الʙʳا في الʺؗ:  

B  A 
 ʤʴالق  

 ʚ ʙؕʸال  

17  16  C 

21  18  D 

20  19  E 

  ʗان علــى الʛʱتʽــʖ والʢاقــة  5و 5و 4الʢاقة الإنʱاجॽة للʺʛاكʜ في واحʙة الʜمʧ هــي وؗ
  على الʛʱتʖʽ.  6و 7نʱاجॽة لقʶʺي الʺʕسʶة هي الإ

ॽعها فــي الʺʕسʶــة بــʙون  ان الȃʛح الʻاجʦ عــʧ ؗــل واحــʙة مــʧ الʺــادة الأولॽــة يــʦʱ تʸـ̒ـ وؗ
 ȑــاوʶǽ قــلʻــار تؔلفــة ال ॼʱالاع ʧ ل.س عــʧ ؗــل واحــʙة والʺʢلــʨب إʳǽــاد  30الأخــǼ ʚعـ̔ـ

  الʱي تʴقȘ أكʛʰ رȃح مʺʧȞ للʺʕسʶة.  الأولॽةالʢʵة الʺʲالॽة لʱأمʧʽ الʺʨاد  
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هʦ فــي  -5 ة مــا علــى أرȃعــة أســʨاق فــإذا ؗانــʗ فعالॽــة ؗــل مـ̒ـ ʛؗــʷل ʧʽȃوʙʻع مȃع أرȄزʨت ʙȄʛن
  كل سʨق ما يلي:

4A  3A 2A 1A 

  الأسʦاق 

  الʗʹʸوʦȁن 

7  6  5  4  1B 

5  9  8  7  2B 

8  7  6  4  3B 

7  5  10  3  4B 

 ʦهʱʽن إجʺالي فــاعلʨؔت ʘʽʴǼ اقʨعلى الأس ʧʽȃوʙʻʺلاء الʕالي لهʲʺع الȄزʨʱال ʙأوج
  كʛʰ ما ʧȞʺǽ.أ
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  الفصل السابع 
  تحليل حساسية الحل المثالي

  

ــع ــȘ  تॼʻــ ــة تʽʰʢــ ــه نʳॽʱــ ــلʻا علॽــ ــȑʚ حʸــ ــالي الــ ــل الʺʲــ ــॽة الʴــ ــل حʶاســ ــة تʴلʽــ أهʺॽــ
فــي ʣــʛوف وشــʛوȋ معʻʽــة، يʷʻــأ خʨارزمॽة الʰʺʶلʝؔ أو غʛʽها مʧ أن ذلــʥ الʴــل الʺʲــالي 

  :الآتيوهʻا يॼʱادر إلى ذهʻʻا الʕʶال  

مــاذا ســʙʴॽث Ǽالʴــل الʺʲــالي إذا تغʽــʛت Ǽعــʣ ʠــʛوف أو شــʛوȋ الʺʶــألة؟ وهــل 
الʴــʙود الʺʶــʺʨح بهــا  سʴॽافȎ على نفʶه إذا تغʛʽت الʛʤوف أو الʷــʛوȋ تغʽــʛاً ॽɿʡفــاً؟ ومــا

ʥتل ʛʽغʱدون أن  ل ȋوʛʷوف أو الʛʤوض؟   الʛالي الʺفʲʺل الʴعلى ال ʛثʕت  

وللإجاǼــة علــى هــʚه الأســʯلة لابــʙ لʻــا مــʧ تʙʴيــʙ مʸــادر الʱغʽʽــʛ وأنʨاعهــا، ومعلــʨم 
 ʛــʽغʱت ʙــالي قــʲʺــل الʴال Șــʽقʴف إلــى تʙــي تهــʱــة الʢʵال ʚــʽفʻة لأنــه خــلال تʛثʕامــل مــʨة عʙعــ

  في عʺلॽات تلʥ الʢʵة، ونʛؗʚ على سʽʰل الʺʲال ما يلي:

 ،تغʛʽ أحʙ أو Ǽعʠ أو ؗل أسعار الʺʳʱʻات أو الʱؔــالʅॽ الʱــي تــʙخل فــي تــاǼع الهــʙف -1
  ȑوثأʙفي   ح ʛʽال  الأتغʲم)jP(  .فʙع الهǼفي تا  

  ، تغʛʽʽ الʺعاملات الفॽʻة الʙاخلة في شʛوȋ الʺʶألة الॽʢʵة (لأسॼاب تʨʻؔلʨجॽة)  - 2
فـــــي مʛʱاجʴـــــات أو معـــــادلات    ijaأȑ حـــــʙوث أȑ تغʽʽـــــʛ فـــــي مʸـــــفʨفة الأمʲـــــال  

  الʛʷوȋ الॽʢʵة. 

أȑ  ،تغॽʺؗ ʛʽات العʛض لॼعʠ الʺʨاد الʺʱــʨفʛة فــي الʺʵــازن أو الʺʴــʙدة فــي الʺʜʽانॽــة -3
حـــʙوث أȑ تغʽʽـــʛ فـــي الʨʲابـــʗ العʙدǽـــة الʺʨجـــʨدة فـــي الʢـــʛف الأǽʺـــʧ فـــي مʛʱاجʴـــات 

  الʛʷوȋ الॽʢʵة.
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ǽــة أȑ حــʙوث تغʽــʛ فــي الʨʲابــʗ العʙد ،تغʽــॽʺؗ ʛــات الʢلــʖ الʺلاحــȎ علــى الʺʳʱʻــات -4
  في الʛʢف الأʧʺǽ مʧ الʺʛʱاجʴات الॽʢʵة.  الʱي

  ʣهʨر عʨامل أو مʨʴʱلات أو مʳʱʻات جʙيʙة لʦ تʧؔ مʙرجة في الʺʶألة الʶاǼقة. -5

ها  -6 ضــʛورة إضــافة شــȋʛ أو شــʛوȋ جʙيــʙة علــى قʽــʨد الʺʶــألة الʺʙروســة لأســॼاب تقʱʹـ̔ـ
.ȘȄʨʶʱوف الʛʣ اج أوʱالإن ȋوʛش  

وȂن حʙوث أȑ مʧ هʚه الʱغʛʽات Ȟʺǽــʧ أن يــʕثʛ علــى الʴــل الʺʲــالي الــȑʚ حʸــلʻا 
ــالي، لأعلॽـــه وʻȄقلـــه مـــʧ نقʢـــة  ــʚه الʱغʽـــʛات علـــى الʴـــل الʺʲـ ــأثʛʽ هـ ــة مـــȐʙ تـ خـــȐʛ، ولʺعʛفـ

ومعʛفــة مــȐʙ صــʺʨده والʴفــاȍ علــى  ،ولʺعʛفة مȐʙ تأثʛʽ هʚه الʱغʛʽات علــى الʴــل الʺʲــالي
ــʙ مــʧ دراســة وتʴلʽــل الʶʴاســॽة الʺʱعلقــة  ،ʱʺॽʀــه أمــام هــʚه الʱغʽــʛات هــʚه الʱغʽــʛات، أو بلاب

إعــادة حــل الʺʶــألة مــʧ جʙيــʙ عʻــʙ ؗــل تغʽʽــʢǽ ʛــʛأ علــى أȑ عʸʻــʛ مــʧ عʻاصــʛ الʺʶــألة 
  الʺʙروسة.
  

  دراسة الحساسيةحسابياً: -أولاً 
  :الآتॽةوهʻا سʻقʨم بʙراسة وتʴلʽل الʶʴاسॽة حʶابॽاً للʴالات  

  في تاǼع الهʙف (ومʢʻقة الʴلʨل ثابʱة). jPحالة تغʛʽ أحʙ أو Ǽعʠ الأمʲال  -1
  حالة تغʛʽ أحʦॽʀ ʙ الʨʲابʗ العʙدǽة في الʛʢف الأʧʺǽ للʺʛʱاجʴات أو الʺعادلات. -2
  علاقة أسعار الʤل في تʴلʽل الʶʴاسॽة. -3
  علاقة الʺʸفʨفة الارتؔازȄة في تʴلʽل الʶʴاسॽة. -4

ولʨʱضــــॽح وتفʶــــʛʽ معʻــــى الʶʴاســــॽة نقــــʨم Ǽــــإجʛاء الʙراســــة والʴʱلʽــــل علــــى مʲــــال 
  وذلʥ لʱʽاح لʻا إمȞانॽة رسʺه بॽانॽاً. ،x2x ,1عʙدȌॽʶǼ ȑ، يʧʺʹʱ مʨʴʱلʧʽ فقȌ هʺا 

  :)1(  مʰال

 ʧʽعʨــاج نــʱــة لإنॽالʲــة مʢات وضــع خ ʛؗــʷال Ȑʙإحــ ʙــȄʛ1ت, A2A  ــاتʳʱʻʺال ʧمــ
 ،ل.س علــــى الʛʱتʽــــʴǽ9.5 ʖققــــان لهــــا عʻــــʙ تʶــــȘȄʨ ؗــــل واحــــʙة مʻهــــا رʴȃــــاً صــــاॽɾاً قــــʙره 

ʙʵم ثلاث ــ وهــي مʱــʨفʛة فــي الʺʵــازن لــʙيها  B2, B3B ,1أنــʨاع مــʧ الʺــʨاد الأولॽــة  ةوتʶـɦـ
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على الʛʱتʖʽ، وȂن ما يلʜم مʧ تلʥ الʺʨاد لإنʱــاج ؗــل   ॽʺȞǼ24000  ،40000  ،30000ات  
  ʧʽʳʱʻʺال ʧة مʙ1واح, A2A   ولʙʳا في الʺؗ ʗالآتيؗان:  

 2A 1A  الॻʸؒات الʦʯʸفʙة مʹها 
  الʱʯʹʸات 

  الʦʸاد الأولॻة 
24000  6  2  1B 
40000  4  8  2B 
30000  6  5  3B 

  مقاديʛ الȃʛح   5  9  -

  والʺʢلʨب إʳǽاد الʢʵة الʺʲالॽة للإنʱاج.

  الʴل:

ــʨم  ــʖ أن نقـ ة ʳǽـ ʛؗـــʷه الʚــ ــة لهـ ــة الʺʲالॽـ ــॽاغة الʺʶـــألة رȄاضـــॽاً لإʳǽـــاد الʢʵـ  ،ʸǼـ
ــʚلʥ نʛم ــ ــالʛمʜ1A  ʜ لؔʺॽــة الʺʳʱʻــات مــʧ الʻــʨع ول Ǽ1x،  عʨــʻال ʧــات مــʳʱʻʺــة الॽʺؔ2ولA 

 ʜمʛــالǼ2x ʖــʳǽ ȑʚف الــʙع الهــǼل تــاʽȞــʷʱم بʨنقــ ʦع  أن، ثــʨــʻال ʧالــة مــʴه الʚن فــي هــʨــȞǽ
Max    لȞʷال ʚأخȄالآتيو:  

Max  2+ 9x 1Z = 5x  

ة فهي: ʛؗʷه الʚه ȋاʷوضة على نʛة الʺفॽʢʵال ȋوʛʷأما ال  
)1 (  ≤ 24000 2+ 6x1 2x  

)2 (  00≤ 400 2+ 4x 18x  

)3 ( ≤ 30000 2+ 6x 15x  

  . 2x0,   1x 0وشʛوȋ عʙم الʶالॽʰة:  

ॽʁʺات   ولإʳǽاد الʢʵة الʺʲالॽة الʺʢلȃʨة نʙʵʱʶم الȄʛʢقــة الॽʰانॽــة لــʚلʥ نʛســʦ مʶـɦـ
) ثــــʦ نʴــــʙد مʢʻقــــة الʴلــــʨل الʺقʨʰلــــة فʸʴʻــــل علــــى  3) و( 2) و ( 1الʺʛʱاجʴــــة الʶــــاǼقة ( 

  : الآتيالȞʷل  
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  )1- 7( رقʤ  الȜʵل  

 Cعلى الʷــȞل الॽʰــاني نلاحــȎ أن الʻقʢــة الʛأســॽة   Zوȃعʙ رسʦ مقʢع تاǼع الهʙف  
ــاǼع الهــʙف  ــǽ،  ʥأخــʚ أكʰــॽʀ ʛʺــة مʺʻȞــة Zهــي الʱــي تʳعــل ت ــى إحــʙاثॽات تل وللʸʴــʨل عل

  ) فʙʳʻ أن:3) و(1نʘʴॼ عʧ نقʢة تقاʡع الʺC ) ʧʽʺॽʁʱʶالʻقʢة  

= 24000 2+ 6x 15x  -  

= 30000 2+ 6x 15x  

  13x 6000 = 0 +نʛʢح الأولى مʧ الʲانॽة فʙʳʻ أن 

  وʚȃلʨȞǽ ʥن لʙيʻا:

2000
3

6000
x1   

  6x + 2000 .22 24000 =وȃالʱعʠȄʨ في الʺعادلة الأولى:  
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= 20000 26x  

333,3333
6

20000
x 2   

الȄʛʢقــة  وC (2000, 3333.33)  ، ȃهــي     Cوȃــʚلʥ نʳــʙ أن إحــʙاثॽات الʻقʢــة  
B   ) ʧʽʺॽʁنʨجʙ إحʙاثॽات الʻقʢة  نفʶها    B) فʸʴʻــل علــى أن  2) و( 3مــʧ تقــاʡع الʺʶـɦـ

(4285.71, 1428.57) .  

  .D (0,4000) و  A (5000,0)كʺا نلاحȎ مʧ الȞʷل أن إحʙاثॽات  

  حʘʽ يʰلغ: ǽCأخʚ اكॽʀ ʛʰʺة له مقابل الʻقʢة    Zومʧ الʨاضح ان تاǼع الهʙف  

33) = 40000 L.S= 5 (2000) + 9 (3333, CZ    

ॼــة مــʧ  أووȃــʚلȞǽ ʥــʨن الʴــل الʺʲــالي  ʛؗة م ʛؗــʷا الʚــاج فــي هــʱــة للإنॽالʲʺــة الʢʵال
 ʧʽعʨــʻ1ال, A2A،  ȑــاوʶ1 2000 =وتx ع الأول، وʨــʻال ʧة مــʙ2 3333,3 =3وحــx  ʧمــ

  ل.س.  40000وهʚه الʢʵة تʴقȘ رʴȃاً قʙره    ،الʨʻع الʲاني

تغʛʽات Ǽعʠ الʷــʛوȋ علــى ذلــʥ الʴــل الʺʲــالي وتʴلʽــل تأثʛʽ بʙراسة الآن  سʻقʨم  و 
ॼات وذلʥ في الʴالات   ʛؗʺال ʝه على نفʣه وحفاʱʺॽʀ اتॼةثॽالآت:  

لات تــاǺع الهــʗف (ومʹʠقــة  تʲلʻــل الʴʲاســॻة فــي حالــة تغʻــʙ أحــʗ معــام  - 1
   : ثابʯة) الʲلʦل  

عʝȞ مॼاشــʛة علــى  عʻــʙما يʱغʽــʛ أحــʙ أســعار الʺʳʱʻــات (أو تؔالॽفهــا) فــإن ذلــʥ يـ̒ـ
تاǼع الهʙف وȄغʛʽ مʱʺॽʀ ʧه العʤʺى (الʸــغȐʛ) وقــʙ يʱʻقــل الʴــل الʺʲــالي مــʧ نقʢــة رأســॽة 

.Ȑʛإلى أخ  

  ʛʽــأث ــʥ الʱـــ ــॽح ذلـــ ــʙدنا ولʨʱضـــ ــʙول    أعـــ ــيالʳـــ ــȑʚ    الآتـــ ــا الـــ ــʛات    أعʻʽʢـــ ــه تغʽـــ ॽɾـــ
 ـ̋ـقʺʻــا Ǽ ثــʦ    ، ʺعــاملات تــاǼع الهــʙف فــي الʺʲــال الʶــابȘ ل  ॽʀ ــابʶʴ ة  Z    ʧالʺقابلــة لؔــل مــ

  : D, C, B, A, Oالʻقاȋ الʛأسॽة  
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ف الʸعʗل 
ʗع الهǺة تاʸॻɾ

  

2
+

 9X
 1

Z
 =

 9X
  

0.00
  45000

  51428.52
  47999.97
  

36000
  

ف الʸعʗل 
ʗع الهǺة تاʸॻɾ

  

2
+

 9X
 1

Z
 =

 3X
  

0.00
  15000

  25714.26
  35999.97
  

36000
  

ف الʸع
ʗع الهǺة تاʸॻɾ

ʗ ل
  

2
+

 10 x
 1

Z
 =

 5x
  

0.00
  25000

  35714.25
  

43333.3
  40000
  

صلي 
ف الأ

ʗع الهǺة تاʸॻɾ
  

2
+

 9x
 1

Z
 =

 5x
  

0.00
  25000

  24285.68
  

40000
  36000
  

الʹقʠة الʙأسॻة 
  

O
 (0, 0)

  A
 (5000, 0)

 

B
(4285.71,1428.57)

  C
 (2000,3333.333)

 

D
 (0, 4000)
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ونلاحȎ مʧ هʚا الʙʳول أن نقʢة الʴل الʺʲالي حافʗʤ علــى ثॼاتهــا فــي الʻقʢــة  
C    معامــل ʛــʽتغ ʦ2رغــx    ʧمعامــل  10إلــى    9مــ ʛــʽما تغʙــʻع ʗــʰʲي ʦلــ ʛا الأمــʚهــ ʧولؔــ ،

1x    ʧة    3إلى    5مʢقʻالي إلى الʲʺل الʴة الʢنق ʗلʨʴت ʘʽحD ــةʢقʻإلــى ال ʗلʨʴت ʦث ،  
B    معامــل ʛــʽما تغʙــʻ1عx    ʧداً    9إلــى    5مــʙــʴــاً أو مʻʽاً معʛــʽج أن تغʱʻ ɦــʶا نʚــȞوه ،...

  ʧـــȞʺǽ فʙع الهـــǼلات تـــاʨـــʴʱأ لʺعـــاملات م  ʧـــالي مـــʲʺـــل الʴـــة الʢقـــال نقʱإلـــى ان ȑدʕلا يـــ
  العʙدǽة.   Zنقʱʢه الأصلॽة إلى نقʢة أخȐʛ، ومع أنه يʕثʛ على ॽʀʺة  

ʽʴǼــjP  ʘوالʶــʕال الآن مــا الʺʳــال الʺʶــʺʨح Ǽــه لʱغʽʽــʛ ؗــل مــʧ معــاملات الهــʙف 
  يॼقى الʴل الʺʲالي مʴافʤاً على نفʶه؟.

  ):2مʰال (

الإجاǼـــة علـــى الʶـــʕال لʙراســـة وتʴلʽـــل هـــʚه الأمـــʨر نأخـــʚ الʺʲـــال الʶـــابȘ فʳʻـــʙ أن 
  Șابʶانيالॽʰل الȞʷال ʧاجها مʱʻʱاس ʧȞʺǽ،  ʧف الʺــار مــʙع الهــǼتــا Ȍــقʶأن م Ȏنلاحــ ʘــʽح

ʧȞʺǽ أن ǽغʛʽ اتʳاهــه وȄــʙور ʴǼــʙود معʻʽــة دون أن يــʕدȑ ذلــʥ إلــى   Cنقʢة الʴل الʺʲالي  
  .Cتغʛʽʽ نقʢة الʴل الʺʲالي  

  Ȍــقʶــل مʽــاً أن مʹǽــاني أॽʰل الȞــʷال ʧمــ Ȏــه نلاحــǼ حʨ ولʙʴʱيʙ مقʙار الʙوران الʺʶـ̋ـ
m   ʧتاǼع الهʙف والــȑʚ نʛمــʜ لــه بـــ  ʳǽ1m   ) ʦॽʁــʖ أن يॼقــى مʸʴــʨراً بـ̔ـ   3m) و 1مʽــل الʺʶـɦـ

 ) ʦॽʁʱʶʺل الʽله 3مʽأن م ȑأ ،(m   دوجةʜʺة الʴاجʛʱʺال Șقʴǽ أن ʖʳǽةॽالآت :  

 )7 -1 (  1< m < m 3m    

ʧʽʺॽʁ فʳʻــʙ مــm3m   ʧ ,1ولʶʴاب تلʥ الʙʴود نʱʺॽʀ ʖʶʴي  مــʧ معــادلʱي الʺʶـɦـ
  معادلة الʺʦॽʁʱʶ الأول أن:

3

1

6

2
m4000x

6

2
x 112   

  ومʧ معادلة الʺʦॽʁʱʶ الʲالʘ نʙʳ أن:

6

5
m5000x

6

5
x 312   
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وȃـــʚلʥ نʳـــʙ أن حـــʙود الـــʙوران الʱـــي تʴـــافȎ علـــى الʴـــل الʺʲـــالي الأصـــلي هـــي أن 
  مʨʸʴراً في الʺʳال:   ʽʺmل  اليॼقى  

3

1
m

6

5
  

ــة  ــي الʻقʢـ ــالي فـ ــل الʺʲـ ــلॽة للʴـ ــॽɻة الأصـ ــى أن الʨضـ ــʛʽ إلـ ــا نʷـ ــʚه  cوهʻـ ــȘ هـ تʴقـ
  الʺʛʱاجʴة لأن مʽل مʶقȌ تاǼع الهʙف في وضعه الأصلي ʖʶʴǽ مʧ العلاقة:

9

5
m

9

Z
x

6

5
x 12   

ــا أن  ــǼ ʧʺـــ ــل  mولؔـــ ــॼة معامـــ ــي نʶـــ ــل  1xهـــ ــى معامـــ ـــ ( 2xعلـــ ــʛوȃة بـــ ) -1مʹـــ

)
p

p
m(

2

1،  ــة ــإن عʺلॽـ ــʛ فـ ــʧ الآخـ قلال عـ ـɦـ ــǼ ʛاسـ ــʧ أن يʱغʽـ ــل Ȟʺǽـ ــل معامـ ــا أن ؗـ وȃʺـ

 ʧʽالʺعــامل ʧؗــل مــ ʛــʽود تغʙح ʧع ʘʴॼي أن نʹʱة تقॽاسʶʴل الʽلʴ1تp  2وp  ةʙعلــى حــ
  الʺʷار إلॽه آنفاً. mوذلʥ ضʺʧ الʛʷوȋ الʺفʛوضة على الʺʽل  

ــل  ــʙود تغʽــــʛ الʺعامــ ــل  1pولʙʴʱيــــʙ حــ وهــــʨ  ثابــــʗ ومعلــــʨم  2pنفʱــــʛض أن الʺعامــ
) ȑاوʶǽ9  (  لȞʷف على الʙع الهǼتا Ȍقʶة معادلة مǼاʱȞǼ مʨنق ʦالآتيث:  

9

p
m

9

Z
x

9

p
x 1

1
1

2   

  ʥل ذلʙʰل  ونʽʺل على أن:الʸʴʻقة فǼاʶدوجة الʜʺة الʴاجʛʱʺفي ال  

3

1

9

p

6

5 1   

:   وȃإصلاحها نʙʳ أنَّ
5.7p3 1   

قʟ لل ॼــات الʴــل والــȑʚ لا ي ــ 1pعامــل ʺولʺعʛفة مقــʙار الȄʜــادة أو الـ̒ـ ʛؗعلــى م ʛثʕ
11الʺʲالي نʹع   5p  :قة أنǼاʶة الʴاجʛʱʺال ʧم ʙʳʻف  

5.753 1   
  أȑ أن:  

5.22 1   
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ــʨل  ــل الʺʴʱـ ــʛ معامـ ــʙود تغʽـ ــʙ أن حـ ــʚلʥ نʳـ ــʨح  1xوȃـ ــال الʺفʱـ ــي الʺʳـ  ,3[7]5.هـ
  ).9ثابʱاً ومʶاوȄاً لـ ( 2xوذلȋʛʷǼ ʥ أن يॼقى معامل الʨʴʱل  

قǼ ʟʺقــʙار  ʧȞʺǽ2.5 أن يʜداد Ǽʺقʙار  1pوȂن ذلʥ الʺعامل   وحــʙة نقǽʙــة  2أو يـ̒ـ
.ʛʽالي الأخʲʺل الʴات الॼ ʛؗعلى م ʛثʕدون أن ي  

ــه   ــلʨب نفʶـ ــاوȃالأسـ ــل  ʻʻȞʺǽـ ــʙود تغʽـــʛ الʺعامـ ــالج ونʶʴـــʖ حـ ــاǼع  2xأن نعـ ــي تـ فـ
  ʙʳʻ أن:) ف5وهʶǽ ʨاوȑ (معلʨماً وثابʱاً   1xالهʙف شȋʛ أن ʨȞǽن معامل 

5

p
m

5

Z
x

5

p
x 2

2
2

1   

  ومʧ معادلة الʺʦॽʁʱʶ الأول نʙʳ أǽʹاً أن:

3
2

6
m12000x

2

6
x 121   

  ومʧ معادلة الʺʦॽʁʱʶ الʲالʘ نʙʳ أن:

6

5
m6000x

6

5
x 221   

  وʚȃلʖʳǽ ʥ أن ʨȞǽن:

5

6
m3    

                 أȑ أن:
5

6

5

p
3 2    

  وȃإصلاحها نʙʳ أن:
15p6 2    

 ʟق ॼــات  2pللʺعامــل  2ولʺعʛفــة مقــʙار الȄʜــادة أو الـ̒ـ ʛؗعلــى م ʛثʕلا يــ ȑʚوالــ
  الʴل الʺʲالي نʹع:

22 9p   
  فʙʳʻ مʧ الʺʛʱاجʴة الʶاǼقة أن:  

1596 2    
  أȑ أن:

63 2   
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 6[ , ]15هــي الʺʳــال الʺفʱــʨح  2xوȃــʚلʥ نʳــʙ أن حــʙود تغʽــʛ معامــل الʺʴʱــʨل 
  ).5ومʶاوȄاً لـ (ثابʱاً   1xوذلʥ شȋʛ أن يॼقى معامل الʺʨʴʱل 

واحــʙات نقǽʙــة    3أو يʻقǼ ʟʺقʙار    ʧȞʺǽ6 أن يʜداد Ǽʺقʙار    2pن الʺعامل  أȑ أ 
ॼات  دون أن يʕثʛ على   ʛؗم  ʦॽʀ ʚأخǼ ʥذل ʧم ʙأكʱال ȏللقار ʧȞʺȄو .ʛʽالي الأخʲʺل الʴال

خــارج هــʚيʧ الʺʳــالʧʽ. وتعȄʨʹــها فــي تــاǼع الهــʙف ثــʦ حʶــاب ʱʺॽʀــه عʻــ2p    ʙأو لـــ    1pلـــ  
ــلي   ــالي الأصـ ــل الʺʲـ ــة الʴـ ــʨلات نقʢـ ــة تʴـ ــة ودراسـ ــॽة الʺʱʵلفـ ــاȋ الʛأسـ ــة  الʻقـ ــʧ نقʢـ ــى  مـ إلـ

 Ȑʛوس ــ  ، أخــ ॽ  إلــى ȑدʕʽســ ʥأن ذلــ ʙʳ  لʨــʴــالي  تʲʺــل الʴــة الʢــة  نقʢقʻال ʧمــc    ــةʢإلــى نق
 .Ȑʛاورة أخʳم  

ــʗ ال  - 2 ــʗ تغʻـــʙ أحـ ʦʰابـــʕ العʗدǻـــة فـــي الʠـــʙف الأʸǻـــʥ  تʲلʻـــل الʴʲاســـॻة عʹـ
  ʙʯʸاجʲات (مع ثॺات تاǺع الهʗف): ل ل 

  ) الʶابȘ ؗʺا يلي:1سʻعالج هʚا الʺʨضʨع مʧ خلال تʴلʽل معॽʢات الʺʲال (

  ):3مʰال (

 ʧمـــ ʛـــʽتغ ʙقـــ Șــاب لʻفʱـــʛض أن الʲابـــʗ العـــʙدȑ للʺʛʱاجʴـــة الأولـــى فـــي الʺʲـــال الʶـ
11إلــى 24000 24000B   ʘــʽ1(ح  ــى الآن). فــإنʱد حʙــʴم ʛــʽغ ȑʛــʰار جʙمقــ

  :الآتيالʨʺʻذج الʶابǽ Șأخʚ الȞʷل  
  maxx9x5Z 21   

)1 (  121 Bx6x2   
)2 (  40000x4x8 21   
)3 (  30000x6x5 21   

  وشʛوȋ عʙم الʶالॽʰة:
0x,0x 21   

 ʗابــʲــة الʺॽʀ علــى ʛــʽغʱوث الʙأن حــ Ȏل نلاحȞʷال ʧومB  الأول ʦॽʁ ʳǽعــل الʺʶـɦـ
)1  (  ȑʨʱʶʺه في الʶفʻازٍ لʨل مȞʷǼ كʛʴʱ2يox1x.  



 251

) ʦॽʁ ) يʴʱــʛك مʨازȄــاً لʻفʶــه Ǽاتʳــاه الأعلــى، 1فــإذا ؗــان الʱغʽــǼ ʛالȄʜــادة فــإن الʺʶـɦـ
. وȂن نقʢــة الʴــل الʺʲــالي OABEوȂن مʢʻقة الʴلʨل الʺقʨʰلة تʱغʛʽ وتʴʱــʨل إلــى الʺʢʻقــة 

C  ك علــى الʹــلعʛــʴʱتBE  ــةʢقʻلــغ الʰــى تʱحE  اتهاॽاثʙــي إحــʱالE(0,5000) هاʙــʻوع .

) ʦॽʁʱʶʺمعادلة ال ʚ1تأخ  (ȑʚة    الʢقʻالǼ ʛʺǽE    ȑاوʶǽ لهʽم ȑʚوال)
6

2
  لȞʷالآتي) ال:  

30000x6x2

)ox(
6

2
)5000x(

21

12




  

  
  ) 2-7الȜʵل (

 ʗــ ــة الʲابـ ــB  ʙأȑ أن ॽʀʺـ ــʧ اقـ ــى  24000زدادت مـ وهʻـــا نلاحـــȎ أن  ،30000إلـ
ــها  ــالي Ǽقʽـــــʗ نفʶـــ ــل الʺʲـــ ــة للʴـــ ــʨلات القاعǽʙـــ ــʚه  ،x1(x,2(الʺʴʱـــ ــة لهـــ ــʦॽ العʙدǽـــ ــʧ الʁـــ ولؔـــ

حʱــى بلغــ1x  ʗالʺʴʱــʨلات فــي نقــاȋ الʴــل الʺʲــالي الʺʴʱــʛك تغʽــʛت. فʻقʸــʀ ʗــʦॽ الʺʴʱــʨل 
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ؗʺـــا أن ॽʀʺـــة تـــاǼع  ،Eعʻـــʙ الʻقʢـــة  5000حʱـــى بلغـــ2x  ʗالʸـــفʛ وازدادت ʀـــʦॽ الʺʴʱـــʨل 
:ȑاوʶة تʙيʙة جʺॽʀ ʗى بلغʱازدادت ح ʙف قʙاله  

+ 9.5000 = 45000 L.S 1Z= O.X    

ʺʛاروهʻــا نلاحــȎ أن  Ǽ ʧالʺعادلــة الʶــاǼقة Bفــي زȄــادة ॽʀʺــة  الاسـɦـ  عــʧ الʴــʙ الʺعـ̔ـ
 ʨــ ʦॽʁ ( ،30000وهـ ـɦـ ــل الʺʶـ ــʳǽ1 ʙعـ ــي تʙʴيـ ــʙ فـ ــʛ مفʽـ ــعاً غʽـ ــʚ وضـ ــة ) ǽأخـ وتعȄʛـــʅ مʢʻقـ

ʦॽʁ ( ،الʴلــʨل الʺقʨʰلــة وʱʰȄعــʙ عــʧ حــʙودها الʙʳيــʙة  أو عــازلاً بʻʽــه  ) حــاجʜاً 3وʸȄــॼح الʺʶـɦـ
  .وʧʽȃ مʢʻقة الʴلʨل الʺقʨʰلة الʙʳيʙة 

ʦॽʁ (أمــــا إذا ؗــــان  ــاه 1الʱغʽــــǼ ʛالʻقʸــــان فــــإن الʺʶـــɦـ ــاً لʻفʶــــه Ǽاتʳــ ) يʴʱــــʛك مʨازȄــ
وȃالʻقʢــة  B(4285.71, 1428.57)الʱــي إحــʙاثॽاتها  Bالأسفل حʱى ǽʺــǼ ʛالʻقʢــة الʛأســॽة 

`B  رʨʴʺاقعة على الʨ2الOX  اتهاॽاثʙي إحʱ14 ,2857 ,0ال)(`B،  ــلʴأن ال ʙــʳها نʙʻوع
وفʽهــا ǽأخــʚ تــاǼع  B(4285.71, 1428.57)إلــى الʻقʢــة  Cالʺʲــالي قــʙ انʱقــل مــʧ الʻقʢــة 

  الهʙف الॽʁʺة الʱالॽة:
68.34285)57.1428(9)71.4285.(5Z   

) ʦॽʁʱʶʺمعادلة ال ʚة تأخॽɻضʨه الʚل  1وفي هȞʷالآتي) ال:  

84.17142x6x2

)71.4285x(
6

2
)57.1428x(

21

12




  

  ʗابʲة الʺॽʀ أن ȑ1أB   إلى ʗʸاقʻ17142.84ت.  

 ʗابـــʲع الǼــا 1B ) ʦॽʁوȂذا تـ ـɦـ ــإن الʺʶـ ــاقʟ فـ ــاً ل1ʻالʻʱـ ــʛك مʨازȄـ ــالي ) يʴʱـ ــه وȃالʱـ فʶـ
) ʦॽʁʱʶʺح الॼʸǽ3 (قʢʻــة  ةخارج مǽʙلات القاعʨــʴʱʺال ʛــʽإلــى تغ ȑدʕلة مʺا يʨʰود الʺقʙʴال

 ʗابــʲل: إن الʨا أن نقــʻʻȞʺǽ أنه ȑالي. أʲʺل الʴات الॼ ʛؗاخلة في مʙ1الB  ʛــʽغʱــه أن يʻȞʺǽ
إلـــى ذلـــʥ وذلـــʥ دون أن يـــʕدȑ  30000إلـــى الॽʁʺـــة العلॽـــا  17142.84مـــʧ الॽʁʺـــة الـــʙنॽا 

 ʛــʽʽــاً إلــى تغʺʱح ȑدʕــه يــʻؔــالي، ولʲʺــل الʴات الॼ ʛؗاخلة في مʙة الǽʙلات القاعʨʴʱʺال ʛʽʽتغ
ʀــʦॽ تلــʥ الʺʴʱــʨلات وȂلــى تغʽʽــॽʀ ʛʺــة تــاǼع الهــʙف الʺــʙروس. وفــي حالــة هــʚا الʺʲــال ʻʻȞʺǽــا 

  ʗابʲال ʛʽال تغʳ1أن نʹع مB :ا يليʺؗ  
30000B84.17142 1   
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  نʖʱؔ تلʥ الʺʛʱاجʴة الʺʜدوجة ؗʺا يلي: 1ولʶʴاب ॽʀʺة الȄʜادة الȄʛʰʳة  

600016.6857

300002400084.17142

1

1




  

ــادة   Ȅʜه الʚهــ ʛʽــأث   2xو   1xعلــى ؗــل مــʧ مʴʱــʨلات القاعــʙة    1ولʙراســة مــȐʙ ت

اً    Zوعلى ॽʀʺة تاǼع الهʙف   ʛؗ نأخʚ معادلʱي الʧʽʡʛʷ الأول والʲالʘ ونʴلهʺا حلاً مʷـɦـ
  فʙʳʻ أن: 

)1 (  121 24000x6x2   
)2 (  30000x6x5 21   

  ) فʙʳʻ أن:2) مʧ (1نʛʢح (
 11 60000x3   

  وهʚا ǽعʻʽʢا أن:

 11 3

1
2000x   

  وʱȃعʠȄʨ ذلʥ في الʺعادلة الأولى نʸʴل على:

121 24000x6)
3

1
2000(2   

  وهʚا ǽعʻʽʢا أن:

 
12

12

18

5

6

20000
x

3

5
20000x6




  

  نʙʳ أن:  ZوʱȃعʠȄʨ ذلʥ في تاǼع الهʙف  

1

11

6

5
40000Z

)
18

5

6

20000
(9)

3

1
20000(5Z




  

وذلــʥ ضــʺʧ مʳــال الʱغʽــǼ1،  ʛʺقــʙار  1BوهʚȞا نʙʳ أنــه إذا تغʽــʛ الʲابــʗ الأول 
عʝȞ علـــى ʀـــʦॽ الʴـــل  ،الـــʴǽ ȑʚـــافȎ علـــى الʺʴʱـــʨلات القاعǽʙـــة للʴـــل الʺʲـــالي فـــإن ذلـــʥ يــ̒ـ

  الهʙف وتॼʸح مʶاوȄة لʺا يلي: الʺʲالي الʺقابل لʱلʥ الʺʨʴʱلات وعلى ॽʀʺة تاǼع
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1

12

11

6

5
4000Z

18

5

6

20000
x

3

1
20000x















  

لاً إذا  ووفقاً لهʚه العلاقات ʻʻȞʺǽا الʨʸʴل علــى الʴــل الʺʲــالي الʙʳيــʙ مॼاشــʛة. فʺـ̡ـ
 ʗʴॼ250001=أصــB  ارʙقـــʺǼ الأول ʗابـــʲازداد ال ȑ10001=أ  علـــى Ȏـــافʴǽ ʥفــإن ذلـــ

  ʧʽيʙالقاع ʧʽلʨʴʱʺ1الx 2وx :ʧʽʱʽالʱال ʧʽʱʺॽʁال ʚأخǽ ʙيʙʳالي الʲʺل الʴال ʧؔول  

11.36111000
18

5

6

20000
x

67.16661000
3

1
20000x

2

1




   

  Ȅأخʚ تاǼع الهʙف الॽʁʺة الʱالॽة:و 

33.4083311.3611967.16665Z   
  ؗان ʧȞʺǽ حʶاǼه مॼاشʛة مʧ العلاقة:و 

33.408331000
6

5
40000Z   

  ʗابʲال ʛʽغʱما يʙʻع ʛة الأمʳا معالʻʻȞʺǽ ʥلʚ فــي الʺعادلــة الʲانॽــة والʱــي لا   2Bوؗ
وعʻــʙها ǽأخــʚ الʻʺــʨذج  ،الʺʻʽʰــة علــى الʷــȞل الʶــابc Ș  تʙخل في تʙʴيʙ نقʢــة الʴــل الʺʲــالي

  :الآتيالʢʵي الȞʷل  
maxx9x5Z 21   

:ȋوʛʷال ʧʺض  
)1 (  24000x6x2 21   
)2 (  221 Bx4x8   
)3 (  30000x6x5 21   

0x,0xوشʛوȋ عʙم الʶالॽʰة:   21 .  

  Ȏنلاح Șابʶل الȞʷدة إلى الʨالعȃأن  و) ʦॽʁʱʶʺل:2معادلة الȞʷال ʚتأخ (  

 221 Bx4x8     
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ʧ حʱــى ǽʺــʛ 2فإن الʺ2B ) ʦॽʁʱʶذا ازداد الʲابȂ ʗو  ) يʛʴʱك مʨازȄــاً نفʶــه إلــى الॽʺـ̔ـ
وȂذا تʳاوزهــــا ʸǽــــॼح غʽــــʛ مفʽــــʙ ولا يــــʕثʛ علــــى مʢʻقــــة الʴلــــʨل  ،Ǽ)0,6000(Aالʻقʢــــة 

الʺقʨʰلة وȂن معادلʱه تأخʚ الȞʷل الʱالي: (لأن مʽله  
4

8
-=2m:(  

12000x2x

)6000x(
4

8
)0x(

12

12



   

  وʚȃلʥ تॼʸح معادلʱه ؗʺا يلي: 
48000x4x8 21   

 ʗابـــʲأن ال ȑ2أB  ـــةʺॽʀ ـــىʱداد حʜأن يـــ ʧـــȞʺǽ48000  إلـــى ʥذلـــ ȑدʕدون أن يـــ
  Șابʶالي الʲʺل الʴة الʢنق ʛʽʽتغC.  

  ʟــاقʻ2أما إذا تB  ) ʦॽʁ ) يʴʱــʛك مʨازȄــاً لʻفʶــه إلــى الʶॽــار حʱــى ǽʺــʛ 2فــإن الʺʶـɦـ
، ولا ʳǽــʨز أن يʳʱاوزهـــا والʱــي تʺʲــل الʴــل الʺʲــالي الʶــابǼC(2000,3333.33) Șالʻقʢــة 

) غʛʽ مفʽــʙ وغʽــʛ مــʕثʛ فــي مʢʻقــة الʴلــʨل الʺقʨʰلــة. وعʻــʙها تأخــॼʸǽ3 ʚح الʺʦॽʁʱʶ (  لأن
  تي:معادلʱه الȞʷل الآ

33.7333x2x

)2000x(
4

8
)33.3333x(

12

12



   

  أȑ أن معادلʱه تॼʸح ؗʺا يلي:
33.29333x4x2 21   

دون أن يــʕدȞʺǽ29333.33  ȑــʧ أن تʻʱــاقʟ حʱــى تʰلــغ 2Bوهــʚا ǽعʻــي أن ॽʀʺــة 
.Șــابʶــالي الʲʺــل الʴــة فــي الǽʙلات القاعʨــʴʱʺال ʛʽإلى تغ ʥود  ذلʙــة حــǼاʱؗ ʧــا مــʻʻȞʺǽ اʚوهــ

  ʛʽ2تغB :ا يليʺؗ  
48000B33.29333 2    

22نʹع   2ولʶʴاب مقʙار الȄʜادة   40000B   :أن ʙʳʻف  

800084.10666

480004000033.29333

2

2



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ʙف ه ـــوعلـــى تـــاǼع ال 2xو 1xولʙراســـة مـــȐʙ تـــأثʛʽ ذلـــʥ علـــى الʺʴʱـــʨلات القاعǽʙـــة 
اً فʙʳʻ أن: ʛؗʱʷلهʺا حلاً مʴون ʘالʲاني والʲال ʧʽʡʛʷي الʱمعادل ʚنأخ  

30000x6x52

40000x4x83

21

221




  

  فʸʴʻل على:مʧ الأولى  ) ونʛʢحها  2) والʲانॽة بـ (3نʹʛب الأولى بـ (

14x1 + 0 = 60000 + 3 2 

x1 = 4285.71 + 214

3
   

  :نقʨم بʱعʠȄʨ ذلʥ في الʺعادلة الʲانॽة فʸʴʻل على أن

22

22

14

15
43.8571x6

30000x6)
14

3
7.4285(5




  

  أȑ أن:

x2 = 1428.57 228

5
  

  ʛʽتغ ʛʽ2أما تأثB   فʙع الهǼهعلى تاॼʶʴʻا يلي:  فʺؗ  

2

22

28

15
71.34285Z

)
28

5
57.1428(9)

14

3
71.4285(5Z




  

 ʛــʽتغ ʖ تॼقـــى مʶʻـــȃʨة إلـــى نقʢـــة تقـــاʡع  2BوȂن هــʚه الʱغʽـــʛات الʱـــي تʴـــʙث ʶǼــhـ
) ʧʽʺॽʁ وتعʻʽʢــا ॽʀʺــاً مʱʵلفــة لʱــاǼع الهــʙف عــʙ ؗــل تقــاʡع، ولʻؔهــا لا تــʕثʛ ) 3) و(2الʺʶـɦـ

 ʨʴʱ2لاتــه، إلا إذا تʳــاوز ذلــʥ الʱغʽــʛ مʱʺॽʀــه و ولا علــى الʺʲــالي الʶــابȘ  علــى نقʢــة الʴــل
ʦॽʁ (ا ـɦـ ــʥ لأن الʺʶــ ــاǼقة، وذلــ ــة الʶــ Ǽ ʧالʺʛʱاجʴــ ـ̔ـ ــال الʺʰــ ــʨلات 2لʺʳــ ــي الʺʴʱــ ــʙخل فــ ) لا يــ

) لا ǽأخــॽʀ ʚʺــة 2الʺقابــل للʺʛʱاجʴــة ( 2yالقاعǽʙــة. وهــʚا نــاتج عــʧ أن الʺʴʱــʨل الإضــافي 
  معʙومة وʙȄخل في الʺʨʴʱلات القاعǽʙة.



 257

  ʗابــʲات الʛــʽة تغʳا معالʻʻȞʺǽ هاʶقة نفȄʛʢالȃ3وB   هاʙــʻــة، وعʲالʲــة الʴاجʛʱʺفــي ال
  :الآتيǽأخʚ الʨʺʻذج الȞʷل  

maxx9x5Z 21   
:ȋوʛʷال ʧʺض  

)1 (  24000x6x2 21   
)2 (  40000x4x8 21   
)3 (  321 Bx6x5   

  وشʛوȋ عʙم الʶالॽʰة:
0x,0x 21   

3B ) ʦॽʁوȃــالعʨدة إلــى الʷــȞل الʶــابȘ نلاحــȎ أنــه إذا تغʽــʛت ॽʀʺــة  ɦــʶʺ3فــإن ال (
ــالي  ʲʺــل الʴــة الʢــه وأن نقʶفʻــاً ل Ȅازʨك مʛــʴʱيC(2000,3333.33)  عــةʢك علــى القʛــʴʱت

ॽʁʺة  3B ) ʦॽʁوعʻــʙما تــʜداد  ،DHالʺʶـɦـ ) Ȟʺǽــʧ أن يʴʱــʛك مʨازȄــاً لʻفʶــه نʴــʨ 3فــإن الʺʶـɦـ
مʢʻقــة تʙʴيــʙ وعʻــʙها ʸǽــॼح غʽــʛ مفʽــʙ فــي  H(3600,2800)الأعلــى حʱــى ǽʺــǼ ʛالʻقʢــة 

  :الآتيالʴلʨل الʺقʨʰلة وتأخʚ معادلʱه الȞʷل  

34800x6x5

5800x
6

5
x

)3600x(
6

5
)2800x(

21

12

12







  

دون أن يـــʕثʛ ذلـــʥ علـــى  Ȟʺǽ34800ـــʧ أن يـــʜداد حʱـــى يʰلـــغ  2Bوهـــʚا ǽعʻـــي أن 
.Șابʶالي الʲʺل الʴة للॼ ʛؗʺة الǽʙلات القاعʨʴʱʺال  

 ʟـــاقʻʱما يʙـــʻ3وعB  ــفل ــاً لʻفʶـــه نʴـــʨ الأسـ Ȟʺǽ ʦॽʁـــʧ أن يʴʱـــʛك مʨازȄـ ـɦـ فـــإن الʺʶـ
D(0,4000)) ʦॽʁحʱــــى ǽʺــــǼ ʛالʻقʢــــة  ) خــــارج مʢʻقــــة الʴــــʙود 1. (وعʻــــʙها ʸǽــــॼح الʺʶـــɦـ

  :الآتيوتأخʚ معادلʱه الȞʷل    )الʺقʨʰلة

24000x6x5

4000x
6

5
x

)0x(
6

5
)4000x(

21

12

12






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 ʗابـــــʲأن ال ȑ2أB  لـــــغʰـــــى يʱح ʟـــــاقʻʱأن ي ʧـــــȞʺǽ24000  علـــــى ʛثʕدون أن يـــــ
.Șابʶالي الʲʺل الʴة للǽʙلات القاعʨʴʱʺال  

  ʛʽود تغʙا أن نʹع حʻʻȞʺǽ ʥلʚȃ3وB :دوجة ؗʺا يليʜʺة الʴاجʛʱʺال ʧʺض  
34800B24000 3   

  ʛʽغʱار الʙاب مقʶʴ3ول   33نʹع 3000B  :أن ʙʳʻف  

48006000

48003000024000

3

3




  

  ʛʽتــأث Ȑʙراسة مʙ3ول   ʧʽيʙالقاعــ ʧʽلʨــʴʱʺ1علــى الx 2وx  ف علــى وʙع الهــǼتــاZ 
اً فʙʳʻ أن: ʛؗʱʷلهʺا حلاً مʴون ʘالʲالأول وال ʧʽʡʛʷي الʱمعادل ʚنأخ  

  
321

21

30000x6x5

24000x6x2




  

31  نʛʢح الأولى مʧ الʲانॽة فʙʳʻ أن: 60000x3   

  أȑ أن:

x1 = 2000 + 33

1
  

  وȃالʱعʠȄʨ في الʺعادلة الأولى نʙʳ أن:

32

32

23

18

2

6

20000
x

3

2
20000x6

24000x6)
3

1
2000(2







   

  ʶǽاوZ  :ȑعلى  3نʙʳ أن تأثZ    ʛʽوȃالʱعʠȄʨ في معادلة الهʙف  

3

33

3

2
40000Z

)
18

2

6

20000
(9)

3

1
2000(5Z




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 ʛــ ــه إذا تغʽـــ ــʙار  3Bأȑ أنـــ ــʨل  Ǽ3ʺقـــ ــى الʺʴʱـــ ــʕثʛ علـــ ــʥ يـــ ــإن ذلـــ ــʙار  1xفـــ Ǽʺقـــ

33

1
  لʨʴʱʺ2وعلى الx   ارʙقʺǼ)

18

2
(    ارʙقʺǼ فʙع الهǼة تاʺॽʀ وعلى)

3

2
( 3.  

 علاقات تغʙʻات الʦʰابʕ العʗدǻة Ǻأسعار الʢل:  - 3

ــالي  ــاد الʴـــــل الʺʲـــ الʶـــــابȄʛʢǼ Șقـــــة  )1للʺʲـــــال (لʙراســـــة هـــــʚه العلاقـــــة نقـــــʨم Ǽإʳǽـــ
  :الآتॽة، وفȘ الʨʢʵات  Șالʰʺʶلʝؔ الʺعʙلة للʨʺʻذجʧʽ الأصلي والʺʛاف

  ):4مʰال (
 نʖʱؔ الʨʺʻذج الأصلي على الȞʷل الʤʻامي ؗʺا يلي: -أ

maxx9x5Z 21   

:ȋوʛʷال ʧʺض  

30000yx6x5

40000yx4x8

24000yx6x2

321

221

121





 

3

2

1

u

u

u

  

  وشȋʛ عʙم الʶالॽʰة:

0y,y,y,x,x 32121   

  :الآتيوȄأخʚ الʨʺʻذج الʺʛافȘ شȞله الʤʻامي  

minu.30000u.40000u.24000L 321   

:ȋوʛʷال ʧʺض  

9vu6u4u6

5vu5u8u2

2321

1321




  

  وشʛوȋ عʙم الʶالॽʰة:

0v,v,u,u,u 21321   
  ؗʺا يلي:الʺʜدوج  نʹع بॽانات هʚيʧ الʨʺʻذجʧʽ في جʙول الʰʺʶلʝؔ   -ب 
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  2v- 1v-  افقةʛʺلات الʨʴʱʺال  

B 2x 1x 

  الʺʨʴʱلات 
 القاعʙة

  

24000 6  2 1y 1u 

40000 4 8 2y 2u 

30000 6 5 3y 3u 

Z - 0 9 5  فʙع الهǼتا  

ثــــʦ نقــــʨم Ǽــــإجʛاء حʶــــاب  612a=نقــــʨم بʙʴʱيــــʙ عʸʻــــʛ الارتؔــــاز فʳʻــــʙ أنــــه:  - ج
وفــȘ الʶــʺʰلʝؔ الʺعʙلــة فʸʴʻــل  1yإلــى القاعــʙة بــʙلاً مــ2x  ʧالȄʨʴʱــل لʻقــل 
 :الآتيعلى الʙʳول  

  1u- 1v- افقةʙʸلات الʦʲʯʸال  

1B y1 x1 
 الʦʲʯʸلات 

 القاعʗة 
 

4000 
6

1
 

3

1
 x2 v2 

24000  
3

2
 

3

20
 y2 u2 

6000  -1 3 y3 u3 

Z  - 36000 
2

3
 تاǼع الهʙف  2 

. ثــʦ نقــʨم Ǽــإجʛاء 331a=ثʦ نقʨم بʙʴʱيʙ عʛʸʻ للارتؔــاز مــʧ جʙيــʙ فʳʻــʙ أنــه  -د 
ــى القاعــʙة بــʙلاً مــ1x  ʧحʶــاǼات الȄʨʴʱــل لʻقــل  فʸʴʻــل علــى الʳــʙول  3yإل

 :الآتي
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    1u-  3u-  افقةʛʺلات الʨʴʱʺال  
  

  1y 
3y  

  الʺʨʴʱلات 
 القاعʙة

  

  3333.333 
18

5
 

9

1
 2x  2v 

 10666.67 الفائʠ مʧ الʺادة الʲانॽة 
9

14
 

9

20
 2y 2u 

  2000 
3

1
 

3

1
 1x 1v 

 Z-40000 
6

5
 

3

2
  فʙع الهǼتا  

فهʚا ǽعʻي أنʻــا تʨصــلʻا إلــى الʴــل الʺʲــالي   ، Ǽʺا أن أمʲال تاǼع الهʙف أصʗʴॼ سالॼة 
ــــي ــــي:   3333.3332x  ،=20001x=:  الآتـــ ــــة لʱـــــــاǼع الهـــــــʙف وهـــ ــا أكʰـــــــॽʀ ʛʺـــ ــ    الـــــــǽ ȑʚعʻʽʢـــ

Max Z = 40000.  
  في هʚا الʴل الʺʲالي هي:القاعǽʙة  وهʻا نلاحȎ أن الʺʨʴʱلات  

=10666.672=3333.333 , y2=2000 , x1x    
 وهــʨ الʴــل الॽʰــاني الʶــاب3y = 1y Ș = 0غʽــʛ القاعǽʙــة فهــي:  أمــا الʺʴʱــʨلات

  .نفʶه
:ȑاوʶل فهي تʤوأما أسعار ال  

3

2
u

3

2
u,0u,

6

5
u

6

5
u 33211    

الʱــي حʸــلʻا علʽهــا فــي الفقــʛة الʶــاǼقة،  2و 1وȃʺقارنة هــʚه الأســعار مــع أمʲــال  
 ʧ الʺʶʴــʧʽʱȃʨ نʳــʙ أنهــا تʢــابȘ تلــʥ الأمʲــال حʽــʘ حʸــلʻا ســاǼقاً والʺʶʴــʧʽʱȃʨ مــʧ العلاقʱـ̔ـ

:ʧʽʱعلى العلاق  

31 3

2
40000Z,

6

5
40000Z   

  . 3uتʶاو3  ȑ وأمʲال 1uتʶاو1  ȑنلاحȎ أن أمʲال 
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  :نʱॻʯة

  ȑدʙالعــ ʗابــʲال ʛــʽإذا تغSB    ȑʙالقاعــ ʛــʽل غʨــʴʱʺالʺقابــل للSy    Șافــʛʺل الʨــʴʱʺأو ال)
Su  ارʙقــʺǼ ح بهــاʨʺــʶʺود الʙʴال ʧʺض (S   ــاليʲʺــل الʴــة الʢــة ونقʺॽʀ علــى ʝȞع   ، فــإن ذلــʥ يـ̒ـ

ولʻؔــه ʴǽــافȎ علــى الʺʴʱــʨلات القاعǽʙــة لــʚلʥ الʴــل. أمــا ॽʀʺــة تــاǼع الهــʙف فʱʱغʽــǼ ʛʺقــʙار جــʙاء  
  ʛʽغʱال ʥذلS    ل الʺقابل لهʤال ʛعʶǼSu :ةȄاوʶح مॼʸف تʙع الهǼاʱة لʺॽʀ ʛʰأن أك ȑأ .  

SS .uZZ   

 ȑدʙــ ــʗ العــ ــʛ الʲابــ ــا إذا تغʽــ ــKb  ȑʙأمــ ــʨل القاعــ ــل للʺʴʱــ ــʨل  Kyالʺقابــ (أو الʺʴʱــ
ʢـــة قفـــإن ذلـــʥ لا يـــʕثʛ علـــى ن K) ضـــʺʧ الʴـــʙود الʺʶـــʺʨح بهـــا وȃʺقـــʙار KuالʺʛافـــȘ لـــه 

  الʴل الʺʲالي ولا على الʺʨʴʱلات القاعǽʙة فʽها.

 علاقة الʶʸفʦفة الارتؒازȂة (الʦʲʸرȂة) بʗراسة الʴʲاسॻة:  - 4

  تلعʖ الʺʸفʨفة الارتؔازȄة دوراً ʛʽʰؗاً في تʴلʽل الʶʴاسॽة وتعʛف Ǽʺايلي: 

ʙʵم لȄʨʴʱـــــل جـــــʙول  الʺʸـــــفʨفة الارتؔازȄـــــة: هـــــي مʸـــــفʨفة مȃʛعـــــة ومʱغʽـــــʛة تʶــــɦـ
الʰʺʶلʝؔ في أȑ مʛحلة مʧ مʛاحل الʴل إلى الʳــʙول الʙʳيــʙ، وذلــǼ ʥʹــʛب ذلــʥ الʳــʙول 

  مʧ الʶॽار بʱلʥ الʺʸفʨفة.

 ʜمʛالǼ لةʙالʺع ʝؔلʰʺʶقة الȄʛʡ ول الأساسي فيʙʳنا للʜ0فإذا رمM  فةʨــفʸʺولل
  ʜمʛالǼ ةȄ1الارتؔازQ   ʜمʛالǼ ʙيʙʳي الأول الʶؔلʰʺʶول الʙʳ1وللM  ʅــȄʛعʱال ʖــʶفإنــه وح

  ʨȞǽن لʙيʻا:
)7-2 (  0. M 1= Q 1M  

وحʶاب عʻاصʛها مʧ خلال معالʳــة الʺʸــفʨفة الأحادǽــة   1QوʦʱȄ الʨʸʴل على  
I  ًــة مʹــافاǽʙلات  القاعʨــʴʱʺد الʙة لعــȄــاوʶʺعــاد الǼف)  (ذات الأʙع الهــǼــا ʱل ʛآخــ ʙعــǼ هــاʽإل
Ǽ  بʨه  الأسلʶي  نفʶؔلʰʺʶول الʙʳال ʛاصʻه عॽɾ نعالج ȑʚ0الM.  

ʺʲال على ذلʥ نأخʚ الʙʳول الʰʺʶلʶؔي للʺʲال الʶابȘ ونʹع مʸــفʨفة أحادǽــة  وؗ
  رȃاॽɺة الأǼعاد على ʻʽʺǽه فʸʴʻل على ما يلي:
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      0M   
I      B  2x  1x   لاتʨʴʱʺال  

  0  0  0  1      24000  6  2  1y  
  0  0  1  0      40000  4  8  2y = 0M  
  0  1  0  0      30000  6  5  3y 

  1  0  0  0      Z-0 9  5   فʙع الهǼتا  

وȃــإجʛاء  12a = 6ولإʳǽاد الʴــل الʺʲــالي لهــʚا الʺʲــال قʺʻــا بʙʴʱيــʙ عʸʻــʛ الارتؔــاز 
علــى  ʻاʸʴــلفوعلى الʺʸفʨفة الأحادǽــة   0MالʶʴاǼات على الʙʳول الʰʺʶلʶؔي الأساسي  

  ما يلي:
 

1Q     B  2x  1x   لاتʨʴʱʺال  

  0  0  0  
6

1
      4000  

6

1  
3

1  1y  

  0  0  1  
3

2


  
    24000  

3

2  
3

20  2y 

  0  1  0  1-      6000  1-  3  3y 

  1  0  0  
2

3-      Z-36000 
2

3  2   فʙع الهǼتا  

الʺʻʽʰــة علــى الʳــʙول الʶــابȘ وهــي  1Qوȃــʚلʥ نʸʴــل علــى الʺʸــفʨفة الارتؔازȄــة 
ــاعʙنا فـــي حʶـــاب عʻاصـــʛ الʳـــʙول  ــي تʶـ ــ1M  ʙالʱـ ــإجʛاء  .M1=Q1M.0ن: إحʽـــʘ نʳـ وȃـ

:   الȘʽʰʢʱ اللازم نʙʳ أنَّ

=  

  2x  1x                  

24000  6  2      0  0  1  
6

1    

=1M  
40000  4  8  *    0  0  0  

3

2
    

30000  6  5      0  1  0  1-    

Z-0 9  5      1  0  0  
2

3
    
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  1y  1x    

4000  1  
3

1  

=1M  24000  0  
3

20
  

6000  0  3  
Z-36000 0  2  

ʱʻج أن الʺʴʱــʨل الʺقابــل لــه  قــʙ أصــॼح مʴʱــʨلاً قاعــǽʙاً  2xومــʧ العʺــʨد الʲــاني نʶـɦـ
 ʧلاً مʙ1بy  .  

ــة ــفʨفة الارتؔازȄــ ــʧ الʺʸــ ــʘ عــ ــة الʴــــل نʴॼــ ــʧ أجــــل مʱاǼعــ ــع  2Q ومــ ــʥ بʨضــ وذلــ
  فʸʴʻل على ما يلي:  1Mالʺʸفʨفة الأحادǽة مʧ جʙيʙ على ʧʽʺǽ الʙʳول  

 

                2x  1x  

  0  0  0  1      4000  1  
3

1  

  0  0  1  0      24000  0  
3

20  =1M  

  0  1  0  0      6000  0  3  
  1  0  0  0      Z-36000 0  2  

ثـــــʦ نʳـــــȞॽɾ =331a،  ȑʛـــــʨن نقـــــʨم Ǽاخॽʱـــــار عʸʻـــــʛ الارتؔـــــاز مـــــʧ العʺـــــʨد الأول 
ʶʴات اللاز الǼل على مةاʸʴʻول   فʙʳ2الM ʰʺول  الʙʳفي ال ʧʽالآتي:  

                1y  3y  

  0  
9

1
  0  1      3333.33  1  

9

1
  

  0  
9

20
  1  0      10666.67  0  

9

20
  =2M  

  1  
3

2
  0  0      2000  0  

3

1  

  1  
3

2
  0  0      Z-40000 0  

3

2
  
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وهʚȞا نʙʳ أن:   122 M.QM  

4000  1  
3

1      0  
9

1
  0  1      

24000  0  
3

20  *    0  
9

20
  1  0   

=2M  
6000  0  3      0  

3

1  0  0   

Z-36000 0  2      1 
3

2
  0  0      

  

3333.33  1  0    
10666.67  0  0  =2M 

2000  0  1    
Z-40000 0  0    

  .3yأصॼح قاعǽʙاً بʙلاً مʧ الʺʨʴʱل   1xومʧ الʙʳول نʱʻʱʶج أن الʺʨʴʱل  

ــاب  ــا حʶـ ــه ʻʻȞʺǽـ ــȎ أنـ Ș نلاحـ ـhـ ــا سـ ــ2M  ʧومʺـ ــʛة مـ ــʙاء  0Mمॼاشـ ــʚ جـ ــǼ ʥأخـ وذلـ
  ʧʽʱفʨفʸʺ1الQ  2وQ   ار بـʶॽال ʧه مȃʛ0وضM :ا يليʺؗ  

)7-3(  020120122 MPM)Q.Q()MQ(QM   

 ʜرم ʘʽ2بـ  ناحP   :اءʙʳ1لل.Q2= Q 2P.  

  نقʨم ʶʴǼاب الʙʳاء فʸʴʻل على: 2Pولʶʴاب  
  0  

9

1
  0  

18

5    

=  

  0  0  0  
6

1    

 .  

  0  
9

1
  0  1    

P= 

  0  
9

20
  1  

9

14      0  0  1  
3

2
      0  

9

20
  1  0    

  0  
3

1  0  
3

1
      0  1  0  1-      0  

3

1  0  0    

  1  
3

2
  0  

6

5
      1  0  0  

2

3
      1  

3

2
  0  0    

ʧ فــي الʳــʙول   2MوهȞــʚا ʻʻȞʺǽــا Ǽاخʸʱــار أن نʸʴــل علــى الʴــل الʺʲــالي الʺʰـ̔ـ
ॼة  مॼاشʛةً   ʛؗʺة الȄفة الارتؔازʨفʸʺاء الʙخلال ج ʧ2مP  0فيM :ا يليʺؗ  
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B 2X 1X               

M2= 

24000  6 2  

*  

  0  
9

1
  0  

18

5    

40000  4  8    0  
9

20
  1  

9

14    

30000  6  5    0  
3

1  0  
3

1
    

Z-0  9  5    1  
3

2
  0  

6

5
    

  

3333.33  1  0  

=2M 
10666.67  0  0  

2000  0  1  
Z-40000 0  0  

ॼة: ʛؗʺدة والʛة الʺفȄفة الارتؔازʨفʸʺل الʨات هامة حʤملاح  
ــة  -أ ॼـ ʛؗʺــة ال ــفʨفة الارتؔازȄـ ــʘ فـــي الʺʸـ ــʨديʧ الأول والʲالـ ــʛ العʺـ  2Pإن عʻاصـ

 ʧʽلʨــ ــابلʧʽ للʺʴʱـــ ــʨديʧ الʺقـــ ــʛ العʺـــ ــها عʻاصـــ ــي نفʶـــ ــʙول  2yو 1yهـــ ــي جـــ فـــ
ʛʽالأخ ʝؔلʰʺʶال (  الʲʺال ʛʤ4[ان(-  [ʛʽول الأخʙʳال.  

ʙʰال أحـــــQ  ʙإن الʺʸـــــفʨفات الʺفـــــʛدة  -ب  ج عـــــʧ الʺʸـــــفʨفة الأحادǽـــــة Ǽاســــɦـ تʻــــɦـ
ʙʰل بʨس ــــ ـɦـ ــʨد الʺʶــ ــʙ العʺــ ــʦʱ تʙʴيــ ــاز وȄــ ــʨد الارتؔــ ــʛ عʺــ ــʙتها Ǽعʻاصــ ʡة اأعʺــ

ʙʰل العʸʻــــʛ الأحــــادȑ الʺقابــــل لعʸʻــــʛ الارتؔــــاز Ȟॽɾــــʨن رقــــʦ العʺــــʨد الʺ ʶـــɦـ
 مʢاǼقاً لʛقʦ سʛʢ الارتؔاز.

ॼــة يॼقــى أحادǽــاً أȑ يॼقــى علــى   - ج ʛؗʺــة الȄفة الارتؔازʨفʸʺفي ال ʛʽد الأخʨʺإن الع
لأن الʨاحʙ الــॽɾ ȑʚــه ǽقابــل ســʛʢ تــاǼع الهــʙف ولا   ، دون تغʛʽʽ أو اسʙʰʱال  ه ل ا ح 

 ʧȞʺǽ أن ʨȞǽن عʛʸʻ الارتؔاز أحʙ عʻاصʛ سʛʢ تاǼع الهʙف. 

 فــيإن شȞل الʺʸفʨفة الارتؔازȄة يʱغʛʽ قلʽلاً إذا ؗان سʛʢ الهʙف مʨضʨعاً  -د 
أعلــى الʳــʙول ʸॽɾــॼح العʺــʨد الأول هــʨ عʺــʨد تــاǼع الهــʙف وهــʨ الــȑʚ يॼقــى 

 على حاله أحادǽاً.
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 ً   دراسة الحساسية بواسطة المصفوفة الارتكازية: - ثانيا
  لʻفʛʱض أنه لʙيʻا الʨʺʻذج الʢʵي الʱالي:

maxx7x3x5x6Z 4221   
  ضʺʧ الʛʷوȋ الॽʢʵة الʱالॽة:

4,3,2,1i0x

80x4xxx

150xx2xx2

50x3xx

i

4321

4321

421







  

لإʳǽاد الʴــل الʺʲــالي لهــʚا الʻʺــʨذج نʹــʅॽ إلــى الʺʛʱاجʴــات مʴʱــʨلات إضــاॽɾة مʨجॼــة  
1, y2, y3y      ولʙʳل على الʸʴʻالعام ف ʝؔلʰʺʶول الʙائج في جʱʻنʹع ال ʦالآتي ث :  

B  3y  2y 1y  4x 3x 2x 1x   لاتʦʲʯʸال 

50  0  0  1  3  0  1  1  1y 

150  0  1  0  1  2  1  2  2y 

80  1  0  0  4  1  1  1  3y 

Z-0  0  0  0  7  3  5  6   فʗع الهǺتا  

وȃــإجʛاء عــʙة تʴــȄʨلات بʨاســʢة خʨارزمॽــة الʶــʺʰلʝؔ العامــة نʸʴــل علــى الʴــل 
  :الآتي الʺʲالي الʺعʛوض في الʙʳول  

B  3y  2y 1y  4x 3x 2x 1x   لاتʦʲʯʸال 

10  2  -1  0  7  0  1  0  2x 
40  -2  1  1  -4  0  0  1  1x 
30  1  0  -1  1  1  0  0  3x 

Z-380  -1  -1  -3  -7  0  0  0   فʗع الهǺتا  

  ، وانʢلاقاً مʧ تعʅȄʛ الʺʸفʨفة الارتؔازȄة الǽ ȑʚعʙʺʱ على الʺʸفʨفة الأحادǽــة 
y 3y ,2 الʱي ؗانʗ مقابلة للʺʨʴʱلات القاعǽʙة الإضاॽɾة  نلاحȎ أن الʺʸفʨفة الأحادǽة  و 

1, y ،    ــة مــعȄفة الارتؔازʨــفʸʺــها الʶــالي هــي نفʲʺــل الʴل علــى الʨــʸʴال ʙعــǼ ʗʴॼأصــ
  إضافة العʺʨد الأحادȑ الأخʛʽ إلʽها. 
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  وʚȃلʥ نʙʳ أن الʺʸفʨفة الارتؔازȄة الأخʛʽة للʙʳول هي:



























1113

0101

0211

0210

Q  

فادة مــــʧ هــــʚه الʺʸــــفʨفة  ʘʴॼ الآن فــــي ॽɿॽؗــــة الاســـɦـ تʴلʽــــل الʶʴاســــॽة  فــــيوســـ̒ـ
  وتʙʴيʙ الʙʴود الʙنॽا والعلॽا لʱغʛʽات العʨامل الʙاخلة في الʨʺʻذج الʺفʛوض.

1 -   (ʃॻؒــالʯالأســعار أوال) فʗع الهǺمعاملات تا ʙʻغʯما تʗʹة عॻاسʴʲدراسة ال
  وهʹا سʹʚʻʸ بʥʻ حالʥʻʯ هʸا: 

  حالة تغʙʻ معامل أحʗ الʦʲʯʸلات القاعǻʗة في تاǺع الهʗف: -أ

 ȑʙل القاعـــʨـــʴʱʺض أن معامـــل الʛـــʱفʻ1لx  حॼأصـــ ʙ16قـــ+q  ʘـــʽ1 0 <(حq (
  :الآتيǽأخʚ جʙول الʰʺʶلʝؔ الأساسي الȞʷل    فعʙʻها
  3y  2y 1y  4x 3x 2x 1x   لاتʦʲʯʸال 

= 1N 
50  0  0  1  3  0  1  1  1y 

150  0  1  0  1  2  1  2  2y 

80  1  0  0  4  1  1  1  3y 

Z-0  0  0  0  7  3  5  1q6+  فʗع الهǺتا  

نʸʴـــل عــʙة وʽʰʢʱȃــȘ خʨارزمॽـــة الʶــʺʰلʝؔ العادǽـــة علــى الʳـــʙول الʶــابȘ مـــʛات 
علــى الʳــʙول الʻهــائي الــȑʚ يʱʹــʺʧ الʺʴʱــʨلات القاعǽʙــة الʶــاǼقة. ولʻؔــه ʱʴǽــȑʨ علــى عــʙد 

  ʖجʨ1مq  ʨة وهǽʙلات القاعʨʴʱʺال ʙ1مقابل لأحx.  
B 3y 2y 1y 4x 3x 2x 1x  لاتʦʲʯʸال  

=2N  
10  2  1-  0  7  0  1  0  2x 

40  2-  1  1  4-  0  0  1  1x 

30  1  0  1-  1  1  0  0  3x 

Z-380 1-  1-  3-  7-  0  0  1q  فʗع الهǺتا  
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ان ʧȞʺǽ الʨʸʴل على هــʚا الʳــʙول مــʧ خــلال جــʙاء الʺʸــفʨفة الإرتؔازȄــة   Qوؗ
  Q.N2N=1  حʨȞǽ ʘʽن لʙيʻا: 1Nفي الʙʳول  

  فقȌ ؗʺا يلي:   1xوȞʷȃل خاص ؗان ʻʻȞʺǽا حʶاب عʻاصʛ العʺʨد الأول الʺقابل لـ  
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x.Q  

ــاً فـــي  ومـــʧ خـــلال دراســـة الʳـــʙول الأخʽـــʛ نلاحـــȎ أنـــه مـــازال يʱʹـــʺʧ عـــʙداً مʨجॼـ
 ʨف وهــʙع الهــǼتــا ʛʢ1ســq  ʙعــǽ ʦــ ــʛ ل ʽول الأخʙــʳــي أن الʻعǽ اʚف. وهــʙع الهــǼــاʱالʺقابــل ل

نعʰʱـــʛ عʺـــʨده عʺـــʨداً  1qولإزالـــة ذلـــʥ العـــʙد  ،ǽعʰـــʛ عـــʧ الʴـــل الʺʲـــالي للʺʶـــألة الʺفʛوضـــة
 ʛــــʸʻالع ʚ121=للإرتؔــــاز ونأخــــa  ʧ  1xو 1xعʸʻــــʛاً للإرتؔــــاز ونʳــــȑʛ تʴــــȄʨلاً وهʺॽــــاً بـــ̔ـ

  :الآتي 3Nفʸʴʻل على الʙʳول  
B 3y 2y 1y 4x 3x 2x 1x  لاتʦʲʯʸال  

=3N 

10  2  1 -  0  7  0  1  0  2x 

40  2 -  1  1  4 -  0  0  1  1x 

30  1  0  1 -  1  1  0  0  3x 

140q-380-Z 11+2q-  1q-1- 1q-3- 17+4q- 0  0  0   فʗع الهǺتا  

معʰــʛاً عــʧ الʴــل الʺʲــالي ʳǽــʖ أن تؔــʨن معــاملات تــاǼع  3Nوحʱــى Ȟǽــʨن الʳــʙول 
  الهʙف سالॼة أو معʙومة, أʖʳǽ ȑ أن ʨȞǽن لʙيʻا:

0q210q10q30q47 1111   

  ʦॽــʀ نʨأن تؔــ ʖــʳǽ ــاتʴاجʛʱʺه الʚه Șقʴʱى تʱوحq    ــالʳʺال ʧʺرة ضــʨــʸʴم
  الʱالي: 

















 

2

1
,

4

7
minq

1

1
,

1

3
max 1  

  أȑ أن:

2

1
q1 1   
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 ȑʙل القاعــʨــʴʱʺــي أن معامــل الʻعǽ اʚ1وهــx  دادʜلــه أن يــ ʧــȞʺǽ فʙع الهــǼتــا ʧمــ

Ǽʺقʙار 
2

1  Ȍح فقॼــʸॽɾ + 6 = 1p
2

1
قǼ ʟʺقــʙار  ، = 6.5 مʶــاوȄاً ʸॽɾــॼح فقــȌ  1وأن يـ̒ـ

5 = 1 – 6 = 1p :ʛʽالي الأخʲʺل الʴات الॼ ʛؗعلى م ʛثʕدون أن ي ʥوذل  

  :الآتيهʨ الʺʳال   1xللʺʨʴʱل   1pوʚȃلʥ نʙʳ أن حʙود تغʛʽ الʺعامل 
5.6p5 1   

حــʙود تغʽــʛ ؗــل معــاملات الʺʴʱــʨلات القاعǽʙــة  علــى  وهȞــʚا ʻʻȞʺǽــا أن نʸʴــل  
  Ȑʛ2الأخ, x3x .  

  ملاحʢة: 

وذلʥ بʱق2N   ʦॽʶمʧ خلال الʙʳول  1qكان ʧȞʺǽ الʨʸʴل على حʙود الʺقʙار 
عʻاصʛ سʛʢ تاǼع الهʙف على عʻاصʛ الʛʢʶ الʲاني (لأنه يʧʺʹʱ عʛʸʻ الارتؔاز) أو  

 ʖاسʻʺال ʛʢʶال ʛاصʻعلى عh  ةʴاجʛʱʺال Șʽʰʢت ʦةثॽالآت :  

)7-4 (  
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دون أن    hxللʺʨʴʱل القاعhP  ȑʙوʚȃلʥ نʸʴل على حʙود الʱغʛʽ في الʺعامل 
 .ʛʽالي الأخʲʺل الʴات الॼ ʛؗعلى م ʥذل ʛثʕي  

 حالة تغʙʻ معامل أحʗ الʦʲʯʸلات غʙʻ القاعǻʗة في تاǺع الهʗف: - ب

الʴالــة نأخــʚ نفــʝ الʺʲــال الʶــابȘ ونفʱــʛض أن معامــل الʺʴʱــʨل غʽــʛ  ولʙراســة هــʚه 
 ȑʙ4القاعــx  حॼأصــ ʙ7 =قــ + r 4P،  لʨــʴʱʺد الʨعʺــ ʛاصــʻــاد عʳǽ4ولإx  ʙــʻع Șافــʨʱʺال

 الʴل الʺʲالي، نقʨم ʶʴǼابها ʶʺǼاعʙة الʺʸفʨفة الارتؔازȄة ؗʺا يلي:
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وحʱــــى تؔــــʨن عʻاصــــʛ ذلــــʥ العʺــــʨد مʨʱافقــــة مــــع الʴــــل الʺʲــــالي ʳǽــــʖ أن Ȟǽــــʨن 
0r7         العʛʸʻ الأخʛʽ سالॼاً أو معʙوماً. أʖʳǽ ȑ أن ʨȞǽن:   

  ʛʽود تغʙأن ح ȑأr   :7هيr   .ارʶॽال ʧود مʙلها ح ʝॽول  
  ȑʙالقاع ʛʽل غʨʴʱʺمعامل ال ʛʽود تغʙأن ح ʙʳن ʥلʚȃ4وx :هي  

14p4  دةʙʴم ʛʽغ  

  الʲالة الʯي تʯغʙʻ فʻها جॻʸع معاملات تاǺع الهʗف: - ج

  لʻأخʚ الʺʲال الʶابȘ ولʻفʛʱض أن معاملات تاǼع الهʙف أصʗʴॼ ؗʺا يلي:

3+0.y2+0.y1+0.y4+(7+s)x3+(3+r)x2+(5+q)x1+P)x6Z=(  

  ʘʽإن ح ʧؗل مp   وq   وr  وs  .ةॼجʨاد مʙأع  

  ǽأخʚ جʙول الʰʺʶلʝؔ الأساسي الȞʷل الʱالي:عʙʻها  و 
  3y 2y 1y 4x 3x 2x 1x  لاتʦʲʯʸال  

M=  
50  0  0  1  3  0  1  1  1y 

150  0  1  0  1  0  1  2  2y 

80  1  0  0  4  1  1  1  3y 

Z-0 0  0  0  7+s 3+r 5+q 6+p  فʗع الهǺتا  

ــʰʺॽلʝؔ أو بʨسـ ــــ ــة الʶـــ ــȄʨلات خʨارزمॽـــ ــإجʛاء تʴـــ ــʛب اوȃـــ ــفʨفة  ʡMة ضـــ Ǽالʺʸـــ
  :1Mنʸʴل على الʙʳول    QالإرتؔازȄة 

  3y 2y 1y 4x 3x 2x 1x  لاتʦʲʯʸال  

=1M  
10  2  1-  0  7  0  1  0  1y 

40  2-  1  1  4-  0  0  1  2y 

30  1  0  1-  1  1  0  0  3y 

Z-380 1-  1-  3-  S+7-  r q P  فʗع الهǺتا  

تʴــȄʨلات  ةوللʵʱلʟ مʧ الأعʙاد الʺʨجॼة في سʛʢ تاǼع الهــʙف نقــʨم Ǽــإجʛاء ثلاث ــ
ــة ابʨس ـــ ــʨلات القاعǽʙـ ــى الʺʴʱـ ــة علـ ــʰʺॽلʝؔ العادǽـ ــة الʶـ فʸʴʻـــل  3xو 2xو ʡ1xة خʨارزمॽـ

  :2Mعلى الʙʳول  
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B 3y 2y 1y 4x 3x 2x 1x  لاتʦʲʯʸال  

=1M  
10  2  1-  0  7  0  1  0  1y 

40  2-  1  1  4-  0  0  1  2y  

30  1  0  1-  1  1  0  0  3y 

Z-V d C b a  0  0  0   فʗع الهǺتا  

ʘʽن:إ  ح  
a=-7+4p-7q-r+s 
b=-3-p            +r 
c=-1-p+q 
d=-1+2p-2q-r 
V=380+40p+10q+30r  

 aمʺʲلاً لʨضॽɻة حل مʲــالي ʳǽــʖ أن تؔــʨن الʺعــاملات  2Mوحʱى ʨȞǽن الʙʳول 
  تॽة:أʖʳǽ ȑ أن تʴʱقȘ الʛʷوȋ الآ ،سالॼة أو معʙومة dو  cو bو

0rq2p21

0qp1

0rp3

0srq7p47






  

تʴقـــȘ الʺʛʱاجʴـــات الʶـــاǼقة لا تـــʕثs  ʛو rو qو p وأن أȑ تʷـــʽȞلة لهـــʚه الʱغʽـــʛات
ॼات الʴل الʺʲالي. ʛؗعلى م  

 ʙــي أن أحــʻعǽ ʥقة فــإن ذلــǼــاʶــات الʴاجʛʱʺال Șقــʴات لا تʛــʽغʱال ʥتلــ ʗأمــا إذا ؗانــ
أصــॼح أو مــا زال مʨجॼــاً. وفــي هــʚه الʴالــة  2Mمʧ الʳــʙول  dأو  cأو   bأو    aالʺعاملات  

ʡة خʨارزمॽــة الʶــʰʺॽلʝؔ مــʧ جʙيــʙ وȃالʱــالي سʸʴʻــل علــى انقــʨم Ǽإعــادة حــل الʺʶــألة بʨس ــ
.Ȑʛة أخʳॽʱأو على ن ʙيʙالي جʲات:  حل مʛʽغʱلة الʽȞʷأن ت ʙʳلاً نʲʺف  

  Ǽ1ʺقʙار  1xنقʸان معامل 
 2xعʙم تغʛʽ معامل 

  Ǽ2ʺقʙار  2xزȄادة معامل 
     Ǽ1ʺقʙار  3xزȄادة معامل 
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وʱȃعʦॽʀ ʠȄʨ هʚه الʱغʛʽات في الʺʛʱاجʴــات نلاحــȎ أنهــا تʴققهــا جʺॽعــاً لــʚلʥ فــإن 
ॼات الʴل الʺʲالي. ʛؗعلى م ʛثʕت ʧات لʛʽغʱه الʚه  

2 -   ʥــــʸǻف الأʙــــʠــــة فــــي الǻدʗالع ʕابــــʦʰال ʙــــʻغʯما تʗة عʹــــॻاســــʴʲدراســـة ال
 (احॻʯاʟات الʦʸارد) وهʹا سʹʚʻʸ بʥʻ حالʥʻʯ هʸا: 

 الʲالة الʯي يʯغʙʻ فʻها أحʗ الʦʰابʕ العʗدǻة فقȊ: -أ

لʻفʛʱض أن الʲابʗ العʙدȑ للȋʛʷ الʲالʘ في الʢــʛف الأǽʺــʧ مــʧ الʷــʛوȋ الॽʢʵــة 
  تي:وʚȃلǽ ʥأخʚ جʙول الʰʺॽʶلʝؔ الأساسي الȞʷل الآ  a+80أصॼح  
B 3y 2y 1y 4x 3x 2x 1x  لاتʦʲʯʸال 

=1M  
50  0  0  1  3  0  1  1  1y 

150  0  1  0  1  2  1  2  2y  
80+a 1  0  0  4  1  1  1 3y 

Z-0 0  0  0  7  3  5  6   فʗع الهǺتا  

 Ǽالʺʸــفʨفة الإرتؔازȄــة Mالʴــل الʺʲــالي نʹــʛب الʳــʙول  وضــॽɻةوللʨʸʴل علــى  
Q    ولʙʳل على الʸʴʻ1فM  :العلاقة ʧم  

=Q.M1M  

  ʗابʨʲد الʨʺع ʛاصʻاب عʶح ʧȞʺȄوB :العلاقة ʧم  
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ȃول  وʙʳال ʚأخǽ ʥلʚ1M :لȞʷال  
B 3y 2y  1y  4x  3x 2x 1x  لاتʦʲʯʸال  

=1M 
10+2a 2  1-  0  7  0  1  0  2x 

40-2a 2-  1  1  4-  0  0  1  4x 

30+a 1  0  1-  1  1  0  0  3x 
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Z-380-a 1-  1-  3-  7-  0  0  0   فʗع الهǺتا  

ــالي ʳǽـــʖ أن تؔـــʨن الʨʲابـــ1M  ʗوحʱـــى Ȟǽـــʨن الʳـــʙول  لاً لॽʣʨفـــة الʴـــل الʺʲـ ـ̡ـ مʺـ
  ȋوʛʷال Șقʴʱأن ت ʖʳǽ ȑومة. أʙة أو معॼجʨة مǽدʙةالعॽالآت:  

0a30

0a240

0a210





  

  :الآتيʖʳǽ أن تʴقȘ الa   ȋʛʷوهʚا ǽعʻي أن  

20a5   

وحــʙة  ʧȞʺǽ100 أن يــʜداد حʱــى يʰلــغ  ،)80الʲالȑ ) ʘوهʚا ǽعʻي أن الʲابʗ العʙد
قʟ حʱـــى يʰلـــغ  ـ̒ـ ــʀ ʧـــʦॽ  ،75وأن يـ ــل الʺʲـــالي, ولؔـ ॼـــات الʴـ ʛؗــى م ــʕثʛ ذلـــʥ علـ دون أن يـ

Ǽʺعــاملات عʺــʨد الʺʴʱــʨل  aالʺʨʴʱلات القاعǽʙة وتاǼع الهــʙف تʱغʽــǼ ʛʺقــʙار جــʙاء الʺقــʙار 
  ȑʙالقاع ʛʽ3الإضافي وغy،   ارʙقــʺǼ ʘالــʲال ʗابــʲــة الʺॽʀ أنــه إذا ازدادت ʙــʳلاً نʲʺفa=10 

  فإن ʦॽʀ الʺʨʴʱلات القاعǽʙة وॽʀʺة تاǼع الهʙف تॼʸح مʶاوȄة لʺا يلي:

  )a=10(عʙʻما  
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ان   على ॽʀʺة تاǼع الهʙف مॼاشʛة مʧ العلاقة:ʧȞʺǽ الʨʸʴل   وؗ
3+0.y2+0.y1=6.20+5.30+3.40+7.0+0.y  

=120+150+120 
=390  

Z  

نʳــk    ʙمــʧ الʶــka    ʛʢوʸȃــʨرة عامــة وȃــالعʨدة إلــى الʺʛʱاجʴــات الʱــي تقʽــʙ تغʽــʛات  
  مॼاشʛة وذلʥ بȘʽʰʢʱ العلاقة:  1Mأنه ʻʻȞʺǽا حʶاب حʙود هʚه الʱغʛʽات مʧ الʙʳول  

 )7-5(  
















 ik

i

0aik
k

ik

i

0aik a

b
a

a

b
minmax  

 الʲالة الʯي تʯغʙʻ فʻها جॻʸع الʦʰابʕ العʗدǻة في الʙʠف الأʥʸǻ: - ب
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 ) ʗʴॼــة أصــǽدʙــه العʱابʨض ثʛــʱونف Șــابʶــال الʲʺال ʚالــة نأخــʴه الʚراســة هــʙ50ل+a  (
  ) وʚȃلʥ فإن جʙول الʰʺॽʶلʝؔ الأساسي ǽأخʚ الȞʷل الʱالي: c+80) و( b+150و( 

  3y 2y 1y 4x  3x  2x  1x  لاتʦʲʯʸال  

M=  
50+a 1  0  1  3  0  1  1  1y 

150+b 0  1  0  1  2  1  2  2y 

80+c  1  0  0  4  1  1  1  3y 

Z-0 0  0  0  7  3  5  6   فʗع الهǺتا  

وللانʱقــال مــʧ هــʚا الʳــʙول إلــى جــʙول وضــॽɻة الʴــل الʺʲــالي نʹــȃʛه Ǽالʺʸــفʨفة 
  :1Mفʸʴʻل على الʙʳول    QالإرتؔازȄة 

=Q.M1M    

B 3y 2y 1y 4x  3x  2x  1x  لاتʦʲʯʸال  

=1M 

10-b+2c 2  1-  0  7  0  1  0  x2 

40+a+b-2c 2-  1  1  4-  0  0  1  x1 

30-a+c 1  0  1-  1  1  0  0  x3 

Z-380-3a-b-c 1-  1-  3-  7-  0  0  0   فʗع الهǺتا  

 ʗابــʨʲن الʨأن تؔــ ʖــʳǽ ــاليʲʺل الʴة الॽɻضʨلاً لʲʺول مʙʳا الʚن هʨȞǽ ىʱوحiB 
  :الآتॽةمʨجॼة أو معʙومة, أʖʳǽ ȑ أن تʴʱقȘ الʺʛʱاجʴات  

0ca30

0c2ba40

0c2b10





  

ـ̫ــʽȞلة للʜʱايـــʙات   ॼـــات    cو   bو   aوȂن أȑ ت ʛؗعلـــى م ʛثʕتـــ ʧــات لـــɹـ تʴقـــȘ هـــʚه الʺʛʱاج
  الʴل الʺʲالي بل يʛʸʴʻ تأثʛʽها على ʦॽʀ الʺʨʴʱلات القاعǽʙة وعلى ॽʀʺة تاǼع الهʙف. 

ــا  لاً إذا جعلʻـ ـ̡ـ ــات الʶـــاǼقة  c=5و b=20و a=-10فʺـ ــȘ الʺʛʱاجʴـ ــʙ أنهـــا تʴقـ فʳʻـ
  وȂنها تعʻʽʢا الʴل الʺʲالي:
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لا تʴقــȘ الʺʛʱاجʴــات الʶــاǼقة فــإن ذلــc  ʥو bو aأمــا إذا ؗانــʗ تʷــʽȞلة الʜʱايــʙات 
.ʙيʙج ʧاج إلى إعادة حلها مʱʴألة تʶʺن الȂت وʛʽتغ ʙألة قʶʺال ȋوʛي أن شʻعǽ  

3 -  ) ʗيʗج جʦʯʹة في حالة إضافة مॻاسʴʲ5دراسة الx :(  

لʻفʛʱض أن مʨʱʻجاً جʙيʙاً يــʛاد إضــافʱه إلــى الʺʶــألة الʶــاǼقة وȂن الʺعــاملات الفॽʻــة 
  ʚلʥ الʺʨʱʻج ومقʙار الȃʛح الʻاتج عʧ ؗل واحʙة مʻه معॽʢة Ǽالʷعاع:ل
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ولʺعالʳـــة الʶʴاســـॽة عʻـــʙ هـــʚه الʺʶـــألة نقـــʨم Ǽإضـــافة العʺـــʨد الʶـــابȘ إلـــى جـــʙول 
 ʙعـــǼ هـــائيʻول الʙـــʳإدخالـــه إلـــى ال ʧـــȞʺȄف, وʙع الهـــǼخلـــه إلـــى تـــاʙالأساســـي ون ʝؔلʰʺॽـــʶال

  ضȃʛه Ǽالʺʸفʨفة الإرتؔازȄة حʘʽ نʙʳ أن:
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ॼات الʴل الʺʲالي لأن أمʲال تاǼع الهʙف مازالʗ سالॼة. وهي حال  ʛؗعلى م Ȏافʴة ت  

ونʹــʛب  pفإنʻا نʹــعه مʶــاوȄاً لـــ   5xوȂذا أردنا دراسة حʙود تغʛʽ معامل الʺʨʱʻج 
  فʙʳʻ أن: ǼQالʺʸفʨفة    Uالʷعاع  
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ــاǼع  ــاً ʳǽـــʖ أن تؔـــʨن ॽʀʺـــة الʺعامـــل فـــي تـ ــلاً مʲالॽـ ــʚه الʨضـــॽɻة حـ ــى تʺʲـــل هـ وحʱـ
  ) سالॼة أو معʙومة أʖʳǽ ȑ أن تʨؔن:p-10الهʙف (

10p010p   

 ʛــــعʶــــة الʺॽʀ نʨأن تؔــــ ʖــــʳǽ ȑأp  ȑــــاوʶǽ ما  10أقــــل أوʙــ واحــــʙات نقǽʙــــة وعʻــ
 ʧــ ــʛ مـ ــعʛ أكʰـ ــة الʶـ ــॼح ॽʀʺـ ــʙها  10تʸـ ــالي وعʻـ ــل الʺʲـ ــॽɻة الʴـ ــʧ وضـ ــʛج عـ ــʵǽ ʥـ فـــإن ذلـ

ʹʱقǽي  .ʙيʙج ʧالي مʲʺل الʴال ʧع ʘʴॼال ʛالأم  

4 -    :ʗيʗج ȉʙإضافة ش ʗʹة عॻاسʴʲدراسة ال  

إن إضــافة شــȋʛ جʙيــʙ إلــى الʷــʛوȋ الॽʢʵــة ǽعʻــي إضــافة ســʛʢ جʙيــʙ إلــى جــʙول 
الʰʺॽʶلʝؔ الأساسي, وȃالʱالي إضافة قʙʽ جʙيʙ إلى القʨʽد الʶاǼقة: وهʻــا Ȟʺǽــʧ أن نʸــادف 

  هي:عʙة  حالات  
إن الȋʛʷ الʙʳيʙ لا يʕثʛ على مʢʻقة الʴلــʨل ولا علــى الʴــل الʺʲــالي, وȞʺȄــʧ  -أ

ʥـــالي فـــي ذلـــʲʺـــل الʴـــة الʢنق ʠȄʨعـــʱب ʥذلـــ ʧمـــ ʙأكـــʱال ȋʛـــʷال ʗفـــإذا ؗانـــ ,
 تʴققه فإن ذلʥ الȋʛʷ لا يʕثʛ على الʴل الʺʲالي.

إن الȋʛʷ الʙʳيʙ يʕثʛ على مʢʻقة الʴلʨل ولʻؔه لا يــʕثʛ علــى الʴــل الʺʲــالي  -ب 
 ونʱأكʙ مʧ ذلȄʛʢǼ ʥقة الʱعʠȄʨ الʶاǼقة.

إن الȋʛʷ الʙʳيʙ يʕثʛ على مʢʻقة الʴلʨل وعلى الʴــل الʺʲــالي وعʻــʙها ʳǽــʖ  - ج
 الʺʶألة مʧ جʙيʙ.حل  الʘʴॼ عʧ الʴل الʺʲالي الʙʳيǼ ʙإعادة  

ــʨل الʺقʨʰلــة وعʻــʙها تؔــʨن الʺʶــألة غʽــʛ  -د  ــʙ يلغــي مʢʻقــة الʴل إن الʷــȋʛ الʙʳي
 قابلة للʴل.

  دراسة الʴʲاسॻة عʹʗ تغʙʻ الʙʵوȉ الʦʹؒʯلʦجॻة للإنʯاج:  - 5
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ــʨل  ــʙخل 4xلʻفʱـــʛض أن الʺʴʱـ ــʦ يـ ــابȘ الـــȑʚ لـ ــال الʶـ ــل مـــʧ الʺʲـ ــالي  فـــي الʴـ الʺʲـ
  الʶابȘ قʙ تغʛʽت الʛʷوȋ الʨʻؔʱلʨجॽة لإنʱاجه فأصʗʴॼ الʺعاملات الفॽʻة له ؗʺا يلي:


















2

1

1

U*   ةॽʻالʺعاملات الف ʧلاً مʙب

















4

1

3

U  

  وهʚا ǽعʻي أن عʺʨده في الʙʳول الʻهائي للʴل الʺʲالي تॼʸح مʶاوȄة:
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




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
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
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
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

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
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





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









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





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





1

1

0

3

7

2

1

1

*

1113

0101

0211

0210

7

2

1

1

Q  

  وȄأخʚ جʙول الʰʺॽʶلʝؔ الʻهائي الȞʷل:
B 3y 2y 1y 4x 3x 2x 1x  لاتʦʲʯʸال  

10  2  1-  0  3  0  1  0  2x  

40  2-  1  1  0  0  0  1  1x 

30  1  0  1-  1  1  0  1  3x 

Z-380 1-  1-  3-  1  0  0  0   فʗع الهǺتا  

وȃʺــا أن هــʚا الʳــʙول أصــॼح يʱʹــʺʧ معــاملاً مʨجॼــاً فــي ســʛʢ تــاǼع الهــʙف فإنʻــا 
أǼ ȑاعʱʺــاد  ،2xمȞــان  ʡ4xة خʨارزمॽــة الʶــʰʺॽلʝؔ العادǽــة لʻقــل انقʨم Ǽــإجʛاء تȄʨʴــل بʨس ــ

  :الآتيفʸʴʻل على الʙʳول الʻهائي   314a=عʛʸʻ الارتؔاز  
  3Y 2Y 1Y 4X 3X 2X 1X  لاتʦʲʯʸال  

3/10  3/2  3/1 -  0  1  0  3/1  0  4X 

40  2-  1  1  0  0  0  1  1X 

3/80  3/1  3/1  1-  0  1  3/1 -  0  3X 

3/1150Z- 3/5 -  3/2 -  3-  0  0  3/1 -  0   فʗع الهǺتا  

  وهǽ ʨعʻʽʢا الʴل الʺʲالي:
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0yyy

3/10

3/80

0

40

x

x

x

x
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3
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
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
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




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



  

33.383وعʙʻها تأخॽʀ ʚʺة تاǼع الهʙف  
3

1150
Z  
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  دراسة الʴʲاسॻة عʹʗما تʯغʸॻɾ ʙʻة أحʗ الʦʲʯʸلات غʙʻ القاعǻʗة:  - 6

ج العʺــل  في ʛʽʲؗ مʧ الأحॽان وȃعʙ الʨʸʴل علــى الʴــل الʺʲــالي ʢǽلــʖ مــʧ الʺʻـɦـ
ॽع الʻفاǽــات أو غʛʽهــا), وȂن هــʚه الʴالــة  علــى إنʱــاج أحــʙ الʺʳʱʻــات غʽــʛ الاقʸʱــادǽة (تʸـ̒ـ
تʻʱاول أحʙ الʺʴʱــʨلات الأصــلॽة غʽــʛ القاعǽʙــة. وللʨʱضــॽح نأخــʚ الʺʲــال الʶــابȘ ونلاحــȎ أن 

  في الʴل الʺʲالي. Ǽ=04xقي مʨʴʱلاً غʛʽ قاعȑʙ وأخʚ الॽʁʺة   4xالʺʨʴʱل  

فʺـــاذا  14x=ولʻفʱـــʛض الآن إنʻـــا نȄʛـــʙ أن نعʢـــي هـــʚا الʺʴʱـــʨل ॽʀʺـــة معʻʽـــة مʲـــل 
  سʸʴॽل للʴل الʺʲالي ولॽʁʺة تاǼع الهʙف.

إلــى الʢــʛف الأǽʺــʧ فʸʴʻــل علــى  4xلʺعالʳة هʚه القʹॽة نʻقل العʺʨد الʺقابل لـ 
  جʙول الʰʺॽʶلʝؔ الʻهائي:

4x-B 3Y 2Y 1Y 3X 2X 1X  لاتʦʲʯʸال  

47x-10 2  1-  0  0  1  0  2X 

440+4x 2-  1  1  0  0  1  1X 

4x-30 1  0  1-  1  0  0  3X 

Z-380+7 1-  1-  3-  0  0  0   فʗع الهǺتا  

  نʸʴل على الʴل الʺʲالي: 14x=وعʙʻما نʹع  
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4

4

4

4

3
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1

  

  .Z=380-7=373مʶاوȄة    Zوهǽ ʨعʻʽʢا أكॽʀ ʛʰʺة لـ 
  مʙʴودة Ǽالʺʛʱاجʴات: 4xوهʻا ʖʳǽ أن نلاحȎ أن تغʛʽات  

  ʖجʨلأنه م Șقʴا مʚ10وهx0x440 44   

30x0x30
7

10
x0x710

44

44




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 ʛــʽود تغʙــي أن حــʻعǽ اʚ4وهــx  هــي
7

10
x0 4   ودʙــʴه الʚهــ ʧʺقــي ضــǼ ذاȂو

ॼات الʴل الʺʲالي. ʛؗعلى م ʛثʕفإنه لا ي  

  دراسة الʴʲاسॻة بʦاسʠة الʲاسʦب:  - 7

ــʨذج   ــالي للʻʺــ ــل الʺʲــ ــا الʴــ ــات تعʻʽʢــ ــʨث العʺلॽــ ــاهʜة لʴॼــ ــʛامج الʳــ ــʦ الʰــ إن معʤــ
الʢʵــــي الʺفــــʛوض وتʛفقــــه Ǽأســــعار الʤــــل, وȃالفــــائʠ الاحॽʱــــاʡي الʺʲʰʻــــȘ مــــʧ الʺــــʨارد  

للʶʴاسॽة وخاصة في حالʱي تغʛʽ معاملات تاǼع الهʙف وتغʛʽ الʨʲابــʗ العʙدǽــة    وʴʱȃلʽل 
  على الʛʢف الأʧʺǽ. ونʛفॽɾ Șʺا يلي نʺʨذجاً لʺʛʵجات الʴاسʨب عʧ حل أحʙ الʻʺاذج: 

  

DATA ENTERED  
RHS 3X 2X 1X  لاتʦʲʯʸال  
Z-0 5  6  1  Maxi mize  فʙع الهǼتا  

24  3  6  4  Const 1  الأول ȋʛʷال  
24  6  3  2  Const 2 انيʲال ȋʛʷال  
12  0  1  3  Const 3  ʘالʲال ȋʛʷال  

 OPTIMAL SOLUTIONالʲل الʰʸالي  

  الʱؔلفة الʺॽʁॼʱة
Reduced cost 

 ॽʀʺة الʺʨʴʱلات 

Variable value 

 الʺʨʴʱلات 

Variable label 
0.00  
0.00  
0.00  

2.67  
2.67  
9.33  

2X 
3X 
3Y 

  سعʛ الʤل 
Shadow price 

 ʠالإضافي/الفائ  
Slak/surplus 

 ȋوʛʷال 

Constraint label  
0.78  
0.44  
0.00  

0.00  
0.00  
9.33  

Const 1 
Const 2 
Const 3  

OPTIMAL Z=29.37 
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  SENSITIVITY ANALYSISالʴʲاسॻة    تʲلʻل
 Objective Function Coefficient Rangesحʙود معاملات تاǼع الهʙف 

  الʙʴ الأعلى 
Upper limit 

  الʺعامل الأصلي
Original coefficient 

 الʙʴ الأدنى

Lower limit 

  الʺʨʴʱلات 
Variable label 

10.00  
12.00  
4.00  

6.00  
5.00  
1.00  

2.50  
3.00  

No limit 

2X 
3X 

1X 

 ʗابʨʲود الʙفيح  ʧʺǽف الأʛʢالRight- Hand- Side Ranges 

  الʙʴ الأعلى 
Upper limit 

  الॽʁʺة الأصلॽة
Original value 

  الʙʴ الأدنى
Lower limit 

 ȋوʛʷال  
Constraint label 

48.00  
48.00  

No limit 

24.00  
24.00  
12.00  

12.00  
12.00  
2.67  

Const 1 
Const 2 
Const 3 
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  تمرينات 
  

 أن الʙʳول الʻهائي للʴل الʺʲالي لأحʙ الʻʺاذج الॽʢʵة ؗان ؗʺا يلي:لʻفʛʱض   -1

  7X 6X 5X 4X 3X 2X 1X  لاتʦʲʯʸال  
10  0  0  1-  2-  0  1-  1  1X 

5  1  0  3  2  0  1  0  7X 

20  0  0  1  1-  1  2-  0  3X 

30  0  1  0  1-  0  1  0  6X 

Z+75 0  0  2-  3-  0  4-  0   فʗع الهǺتا  

  والʺʢلʨب:
 أوجʙ حʙود تغʛʽات ؗل مʧ معاملات تاǼع الهʙف. -أ

 أوجʙ حʙود تغʛʽات ؗل مʧ الʨʲابʗ العʙدǽة في الʛʢف الأʧʺǽ. -ب 

 أوجʙ الʴل الʺʲالي عʙʻما تॼʸح الʨʲابʗ العʙدǽة ؗʺا يلي: - ج

20  10  40  50  ʖʽتʛʱعلى ال  
 أوجʙ الʺʸفʨفة الارتؔازȄة مʧ الʙʳول الʶابȘ. -د 

 لʙيʻا الʨʺʻذج الʢʵي: -2

Max→ 3+3x2+x1Z=2x 

:ȋوʛʷال ʧʺض  

0x

6x

8x

5xوالشروط

30x3xx2

j

3

2

1

321








  

  والʺʢلʨب:
 إʳǽاد الʴل الʺʲالي لهʚا الʨʺʻذج وتʙʴيʙ الʺʸفʨفة الإرتؔازȄة. -أ
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 .5في تاǼع الهʙف مʶاوȄاً لـ   2xمعʛفة ماذا ʸʴǽل لʨ أصॼح معامل  -ب 

 .5بʙلاً مʧ  15معʛفة ماذا ʸʴǽل لʨ أصॼح الʲابʗ العʙدȑ للȋʛʷ الʲاني   - ج

 .3x22x+183=معʛفة ماذا سʙʴॽث لʨ تʺʗ إضافة قʙʽ جʙيʙ هʨ  -د 

ـــ  2xمعʛفــة مــاذا ســʙʴॽث لــʨ أصــॼح معامــل  - ه بــʙلاً  4فــي القʽــʙ الأول مʶــاوȄاً ل
.ʙاحʨال ʧم 

  لʻفʛʱض أنه لʙيʻا الʨʺʻذج الʢʵي الʱالي: -3

Max →4+15x3+5x2+10x1Z=4x  
:ȋوʛʷال ʧʺض  

24xx2x3x

2x2xx

6x4xx3x2

14xx2x4x

4321

421

4321

4321







  

:ȋوʛʷوال  
4,3,2,1:j,0x j   

 

  والʺʢلʨب:
  أوجʙ الʴل الʺʲالي لهʚا الʨʺʻذج وتʙʴيʙ الʺʸفʨفة الإرتؔازȄة. -أ
  في تاǼع الهʙف. 2xدراسة تغʛʽات معامل  -ب 
  دراسة تغʛʽات الʲابʗ العʙدȑ في الȋʛʷ الʛاǼع. - ج
  ʘʽʴǼ تॼʸح: 1xدراسة تغʛʽ الʺعاملات الفॽʻة لـ  -د 

2  5  3  4  ʖʽتʛʱعلى ال  
  دراسة زȄادة ॽʀʺة أحʙ الʺʨʴʱلات غʛʽ القاعǽʙة في الʴل الʺʲالي. - ه
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  الثامنالفصل 

  نماذج النقل 
  

ا  و    لهــا تعʛʰʱ نʺاذج الʻقل مʧ أكʛʲ نʺاذج الʛʰمʳة الॽʢʵــة تॽʰʢقــاً  لــʚلʥ خʸʸـ̒ـ
  : الآتॽةلها فʸلاً خاصاً، وسʻعالج في هʚا الفʸل الʻʺاذج  

1 -  .ȋʨʢʵقل على الʻع وسائل الȄزʨذج تʨʺن  
  نʺʨذج نقل الʺʨاد Ǽأقل تؔلفة والȄʛʢقة الʵاصة لا ʳǽاد حلها الʺʲالي.  - 2
  نʺʨذج نقل الʺʨاد حʖʶ الʙʱفȘ الأعʤʺي.  - 3
  نʺʨذج نقل الʺʨاد Ǽأقʛʸ فʛʱة زمॽʻة.  - 4

ʱعʛض إلـــى عـــʙد مـــʧ الʛʢائـــȘ الʵاصـــة الʺʶـــʙʵʱمة فـــي إʳǽـــاد الʴلـــʨل   كʺـــا ســ̒ـ
  الʺʲالॽة لॼعʠ مʶائل الʻقل الʶاǼقة. 

  

I- نموذج توزيع وسائل النقل على الخطوط:  
ـɹـافلات والʢــائʛات   ʨزȄــع الʺʲــالي لʨســائل الʻقــل (كال ɦــاد الʳǽـألة إʁـ ـ̒ـاول هــʚا الʻʺــʨذج م ʱي

لؔفة مʺʻȞة.    والʶفʧ.... الخ)، على الȋʨʢʵ الʺفʛوضة، ʘʽʴǼ تلʰي ʡلॼاتها Ǽأقل ت

ــʙيʻا  ــه لــ ــʙد  nلʻفʱــــʛض أنــ ــافلات)، وأن عــ ــفʧ أو الʴــ ــائʛات (أو الʶــ ــاً مــــʧ الʢــ نʨعــ
قلاً، ونفʱــʛض  خʢــاً  m، ونȄʛــʙ تʨزȄعهــا علــى ʶǽjNــاوj  ȑالʢــائʛات الʺʱــʨفʛة مــʧ الʻــʨع  مʶـɦـ
 Ȍـــʵعلــى ال ʖلـــʢال ʦــʳأن حi  ȑــاوʶǽia  وأن (...ʧـــʡ وق أوʙʻـــان أو صــʶإن) ة نقــلʙواحـــ

واحــʙة نقــل فــي واحــʙة الــʜمija  ʧتʶــاوi  ȑعلــى الʵــj  Ȍحʺʨلــة أو ʡاقــة الʢــائʛة مــʧ الʻــʨع 
 ȑاوʶǽ Ȍʵال ʥار نفقاتها على ذلʙوأن مق ،(ًاȄʛشه)ijc  فــة فــيʛالʺع ʦॽــʁة، وهــي الǽʙة نقʙوح

  :الآتيالʙʳول  
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 ʔلʠال ʤʱح  n  … j ...  2  1  
  الأنʦاع 

 ȉʦʠʳال  

a1 
a1n 

c1n 

xIn 

… 
aij 

cij 
xij 

… 
a12 

c12 

x12 

a11 
c11 

x11 
1 

a2 
a2n 

c2n 
x2n 

… 
aij 

cij 

xij 
… 

a22 
c22 

x22 

a21 
c21 

x21 
2 

… … … … … … … … 

ai 
ain 

cin 

xin 
… 

aij 
cij 

xij 
… 

ai2 
ci2 

xi2 

ai1 
ci1 

xi1 
i 

… … … … … … … … 

am 
amn 

cmn 

xmn 
… 

amj 
cmj 

xmj 
… 

am2 
cm2 

xm2 

am1 
cm1 

xm1 
m 

x nN … jN ...  2N 1N عʨʻد الʙع  

 jهــʨ عــʙد ʡــائʛات الʻــʨع  ijxلإʳǽــاد الʻʺــʨذج الȄʛاضــي لهــʚه الʺʶــألة نفʱــʛض أن 
  Ȍʵعʺل على الʱي سʱالi،    لȞʷال ʚأخǽ (فقاتʻع الǼتا) فʙع الهǼأن تا ʙʳن ʥلʚȃالآتيو:  

(1-1-8) MinxcL
m

1i

n

1j
ijij   

 

  

  Ȍʵعʺل على الʱي سʱات الʛائʢاقة الʡ لة أوʨʺا أن إجʺالي حʺȃوi  :ȑاوʶǽ  
inxin+ . . . . . . . . . . .+ a i2xi2+ a i1xi1a  

 Șــ ــʨب تʴقʽـ ــي وجـ ــǽ ʥعʻـ ــإن ذلـ ــȋʨ فـ ــع الʢʵـ ــات جʺॽـ ــي ʡلॼـ ــʙ أن نلʰـ ــا نȄʛـ ــا أنʻـ وȃʺـ
  :الآتॽةالʛʷوȋ الॽʢʵة  

(3-1-2) 

1a ≥ 1nx1n. . . . . . a + . . . . . . . . 13x13+ a 12x12+ a 11x11a 
ma ≥ 2nx2n+ . . . . . . . . . . . . . . .a2x23+ a 22x22+ a 12x21a 

………………………………………………………. 
ma ≥ mnxmn+ …………. . . a m3xm3+ a m2xm2+ a m1xm1a 

 ȑــاوʶȄود وʙــʴع مʨؗــل نــ ʧة مــʛفʨــʱʺات الʛــائʢد الʙــا أن عــʺȃوjN  ــيʻعǽ ʥفــإن ذلــ
  ȋوʛʷال Șقʴب تʨةوجॽالآت:  

(5-1-2)  
1= N m1+ . . . . . . . . .. . . . x 31+ x 21+ x 11x 
2= N m2+ . . . . . . . . .. . . . x 32+ x 22+ x 12x 
n= N mn+ . . . . . . . . . .. . .x 3n+ x 2n+ x 1nX 
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 ijx 0≤  صʴॽʴة    :مʨجॼة وصʴॽʴة أȑ  كʺا ʖʳǽ أن تʨؔن الʺʨʴʱلات

  ʘʽن:  إح(j: 1,2,3. . . n)   وȂ  ن(i: 1,2,3. . .m).  

  :)1(  مʰال
ʧؔ لــʙيʻا ثلاثــة أنــʨاع مــʧ الʢــائʛات عــʙدها علــى الʱــʨالي  ـɦـ ʡــائʛة،  30، 20، 50ل

 1000و 200و 300لʱــــʨالي ونȄʛــــʙ تʨزȄعهــــا علــــى أرȃعــــة خʢــــȋʨ جȄʨــــة مʢʱلॼاتهــــا علــــى ا
لؔــل نــʨع وعلــى ؗــل خــȌ فʺعॽʢــة  ijcوالʻفقــات  ijaأمــا الʨʺʴلــة الʷــهȄʛة واحʙة نقــل،    500و

  :الآتيفي الʙʳول  

  Ȋʳات الॺلʠʯم
i 

3  
ia 

i3c 

2  
i2a 

i2c  

1  
i1a 

i1c 

  نʦع الʠائʙة
 Ȋʳال ʤرقi 

300  
25  

40  
13x 

30  
70  

12x  

15  
15  

11x 

1  

200  
50  

70  
23x 

25  
28  

22x 

10  
20  

21x 

2  

1000  
30  

40  
33x 

10  
15  

32x 

20  
25  

31x 

3  

500  
45  

65  
43x 

17  
45  

42x 

50  
40  

41x 

4  

  30  20  50  jN  عʨʻد الʙع  

وʢȄلʖ أن نقــʨم بʨʱزȄــع تلــʥ الʢــائʛات علــى الʢʵــȋʨ الأرȃعــة ʽʴǼــʘ تؔــʨن نفقاتهــا 
  في آن واحʙ.جʺॽعها مʢʱلॼات الȋʨʢʵ  أقل ما ʧȞʺǽ وʘʽʴȃ تلʰي  

  الʴل:
 مـــʧو  ،iالʺʸʸʵـــة علـــى الʵـــj  Ȍهـــʨ عـــʙد الʢـــائʛات مـــʧ الʻـــʨع  ijxنفʱـــʛض أن 

  :الآتيʙʳول نلاحȎ أن تاǼع الهʙف ǽأخʚ الȞʷل  ال
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Minx65x45x40x40

x15x25x70x28x20x40x70x15L

xcL

43424133

3231232221131211

4

i
ij

3

1j
ij





 

            

 ȋوʛʷال ʧʺةوضॽالآت :  
300 ≥  13+ 25x 12+ 30x 1115x 
200 ≥  23+ 50x 22+ 25x 2110x 
1000 ≥  33+ 30x 32+ 10x 3120x 
500 ≥  43+ 45x 42+ 17x 4150x 

= 50       41+ x 31+ x 21+ x 11x 
= 20       42+ x 32+ x 22+ x 12x 
= 30       43+ x 33+ x 23+ x 13x 

 xij ≥ 0 (i: 1,2,3,4) (j: 1,2,3)  .ةʴॽʴوص  

ــات وثلاثـــــة  ــʨلات إضـــــاॽɾة علــــى الʺʛʱاجʴــ ــة مʴʱــ ــʨذج نـــــʙخل أرȃعــ ــʚا الʻʺــ لʴــــل هــ
  :الآتيمʨʴʱلات اصʻʢاॽɺة على الʺعادلات فʸʴʻل على الʨʺʻذج الʤʻامي  

L = 15x1 + 70x12 + 40x13 + 20x21 + 28x22 + 70x23 + 25x31 + 15x32 

       + 40x33 + 40x41 + 5x42 + 65x43 + 0 (y1 + y2 + y3 + y4) 

       + M  321  → Min 

  : الآتॽةوضʺʧ الʛʷوȋ الॽʢʵة  
003–=   1325 x– 1230 x– 1115x– 1y 

200–=  2350x – 2225x – 2110x – 2y 
1000–=  3330x – 3210x – 1320x – 3y 
500–=  4345x – 4217x – 4150x – 4y  

= 50    41+ x 31+ x 21+ x 11+ x 1ε  
= 20 42+ x 32+ x 22+ x 12+ x 2ε 
= 30 34+ x 33+ x 23+ x 13+ x 3ε  

  . وصʴॽʴة       i ،     0 ≥ iy ،     0 ≥ ijx ≤ 0حʘʽ أن:  

  ʥوف وذلــʛل الʺعــʙالʺعــ ʝؔلʰʺــʶول الʙذج نʹــع الʺعــاملات فــي جــʨــʺʻا الʚــل هــʴل
  Ǽعʙ إجʛاء الȄʨʴʱل: 

Z = – L =-15x11-70x12-40x13-20x21-28x22-70x23-25x31-15x32-40x33 
     -40x41-45x42-65x43-0(y1+y2+y3+y4)-M(ε1+ε2+ε3)→ Max 

  :الآتي)  1فʸʴʻل على الʙʳول (
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جʗول (
1 (

  

  

1
y 

2
y 

3
y 

4
y 

1
ε  

2
ε  

3
ε 

ف 
ʙع الهǼتا

  

11
x –15

  

0
  0
  0
  

1+
  

0
  0
  – 15

  

12
x –30

  

0
  0
  0
  0
  

1+
  

0
  – 70

  

13
x –25

  

0
  0
  0
  0
  0
  

1+
  – 40

  

21
x 0
  – 10

  

0
  0
  

1+
  

0
  0
  – 20

  

22
x  0
  – 25

  

0
  0
  0
  

1+
  

0
  – 28

  

23
x  0
  – 50

  

0
  0
  0
  0
  

1+
  – 70

  

31
x 0
  0
  – 20

  

0
  

1+
  

0
  0
  – 25

  

32
x 0
  0
  – 10

  

0
  0
  

1+
  

0
  –15

  

33
x 0
  0
  – 30

  

0
  0
  0
  

1+
  – 40

  

41
x 0
  0
  0
  – 50

  

1+
  

0
  0
  – 40

  

42
x 0
  0
  0
  – 17

  

0
  

1+
  

0
  – 45

  

43
x 0
  0
  0
  – 45

  

0
  0
  

1+
  – 65

  

الʦʰابʕ الʙʲة
  

–300
  –200
  –1000
 

–500
  

50
  20
  30
  Z

 – 0
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 32xو Ǽ11xـــالʺʨʴʱلات  ε2,ε1ε,3نقـــʨم الآن بʰʱـــʙيل الʺʴʱـــʨلات الاصـــʻʢاॽɺة 
) الȑʚ حʚفʻا مʻه الأعʺʙة الʱــي صــعʙت إلʽهــا 2على الʛʱتʖʽ فʸʴʻل على الʙʳول (  33xو

  :الآتيالʺʨʴʱلات الاصʻʢاॽɺة  

جʗول (
2 (

  

  

1
y

  

2
y 

3
y 

4
y 11
x 

32
x 

33
x 

ف 
ʙع الهǼتا

  

12
x –30

  

0
  +

10
  

0
  0
  

1+
  

0
  – 55

  

13
x –25

  

0
  +

30
  

0
  0
  0
  +

1
  

0
  

21
x +
15

  – 10
  

0
  0
  

1+
  

0
  0
  – 5

  

22
x  0
  +

25
  +

10
  

0
  0
  

1+
  

0
  – 13

 

23
x  0
  – 50

  

30
+  0
  0
  0
  

1+
  –30
  

31
x 15
+  0
  – 20

  

0
  

1+
  

0
  0
  – 10

  

41
x 

5+
  

0
  0
  – 50

  

1+
  

0
  0
  –25

  

42
x 0
  0
  10
+  – 17

  

0
  

1+
  

0
  – 30

  

43
x 0
  0
  +

30
  – 45
 

0
  0
  

1+
  –25
  

الʦʰابʕ الʙʲة
  

450
  –200
  

100
 –500
  

50
  20
  30
  

Z
 +

 2250
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 ʛʲــار أكɦـ ʵن ʥلʚة، لـــॼســـال ʛاصـــʻع ʧʺـ́ــ ʱمـــا زال ي ʗابـــʨʲد الʨـ̋ــ ـ̒ــا نلاحـــȎ أن ع ــا وه   هـ
  ʨة وهـــॽʰـؔــاز    )–005(ســـال ـyــʛ الارت ʻد عʙــɹـ ـhــʙيل    )–05(ون ʱم بʨنقـــ ʦ41ثـــx  4ب ــــy    مʨها نقـــʙعـــȃو

  : الآتي) الأخʛʽ  3فʸʴʻل على الʙʳول (   2yب ـ  21xبʙʰʱيل  

  

جʗول (
3 (

  

  

1
y 

12
x 

3
y 

14
x 

11
x 

32
x 

33
x 

ف 
ʙع الهǼتا

  

12
x               – 55

  

13
x               0
  

2
y               – 1/2

  

22
x                – 1/2

  

23
x                – 5

  

31
x                – 10

  

4
y                – 1/2

  

42
x               

– 43/2
  

43
x                –5/2

  

 ʕابʦʰال
  

0
  20
  100
 

10
  20
  20
  30
  

Z
 +

 2600
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ॽح الــȑʚ يʱʹــʺʧ الʨʱزȄــع الʺʲــالي للʢــائʛات علــى  وهǽ ʨعʻʽʢــا الʴــل الʺʲــالي الʸـɹـ
  الȋʨʢʵ ؗʺا يلي:

= 0 43= x 42= x 4= y 31= x 23= x 22= x 2= y 13= x 12x  
= 10 41x     = 30, 33x     = 20, 32x     = 20, 21x     = 20, 11x 

= 100 3y     = 0, 1y  

  وهʨ الʨʱزȄع الȑʚ يلʰي ʡلॼات الǼ ȋʨʢʵأقل تؔلفة مʺʻȞة.

ولʧؔ الʴل الʺʲالي الʶابȘ لʝॽ حلاً وحʙʽاً لأن ســʛʢ تــاǼع الهــʙف يʱʹــʺʧ صــفʛاً 
  .13xمقابلاً لأحʙ الʺʨʴʱلات غʛʽ القاعǽʙة  

ॽح الʲــاني   13xتʰــʙيل الʺʴʱــʨل  بʨســاʡةوʧȞʺȄ الʨʸʴل على الʴل الʺʲــالي الʸـɹـ
.ʧȄʛʺʱل الʽʰعلى س ȏللقار ʛا الأمʚك هʛʱون ،ʖاسʻʺال ȑʙل القاعʨʴʱʺمع ال  

  :مʧ هʚيʧ الʴلʧʽ الʺʲالǽ ʧʽʽعʻʽʢا أن وȂن ؗلاً 

Z+2600  =0  شهȄʛاً    Z= -2600 

  وʚȃلʥ نʙʳ أن تاǼع الʱؔلفة ǽأخʚ أقل ॽʀʺة له وهي:

L= -Z= 2600 L.S  ًاȄʛشه 

  

II- :نموذج نقل المواد بأقل تكلفة  
 ʜاكـــʛإلـــى م ʧȄʜـــʵʱـــاج أو الʱالإن ʜاكـــʛم ʧاد مـــʨالʺـــ Ȑʙنقـــل إحـــ ʙـــȄʛـــا نʻض أنʛـــʱفʻل

هلاك، ولʻفʱــــʛض أنــــه لــــʙيʻا  ــــʜاً للإنʱــــاج (أو الʵʱــــʧȄʜ)  mالاســـɦـ ʛؗــة م وأن الʺــــادة الʺفʛوضــ
:ȑاوʶودة تʙʴات مॽʺȞǼ هاʽة فʛفʨʱم  
m.  .  .  .  .  .  .  a i.  .  .  .  .  .  .  a 3a   , 2a  , 1a  

هلاكॽاً وأن ؗــلاً مʻهــا ʱʴǽــاج إلــى ؗʺॽــات  nكʺــا نفʱــʛض أنــه يʨجــʙ لــʙيʻا  ــʜاً اسـɦـ ʛؗم
:ȑاوʶالʺادة ت ʥتل ʧة مʻʽمع  

n.  .  .  .  .  .  .  b i.  .  .  .  .  .  .  b 3b  , 2b  , 1b  
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ــʜ الإنʱــاجي  ʛؗʺال ʧة مʙاحʨض أن تؔلفة نقل الʛʱفʻولi  هلاكي ــʜ الاسـɦـ ʛؗʺإلــى الj 
  ȑاوʶتijc.  

ʜ الإنʱــاجي  ʛؗʺال ʧنقلها م ʖʳǽ يʱة الॽʺؔلل ʜمʛكʺا نi  هلاكي ــʜ الاسـɦـ ʛؗʺإلــى ال
j   ʜمʛالǼijx ول ؗالآʙات في جॽʢه الʺعʚع هʹʻتي:ول  

  الॻʸؒات 
 الʦʯʸفʙة 

n …. j …. 3 2  1 

ʚاكʙم j 

  الاسʯهلاك 
i   ʚاكʙم  

 الإنʯاج 

1a  1nc  
1nx 

…. ijc 
1jx 

…. 13c 
13x 

12c 
12x 

11c  
11x 

1  

2a 2nc 
2nx 

…. 2jc 
2jx 

…. 23c 
23x 

22c 
22x 

21c  
21x 

2  

…. …. ….. …. …. …. …. …. ….  

ia inc 
inx 

…. ijc 
ijx 

…. i3c 
i3x 

i2c 
i2x 

i1c 
i1x 

i  

…. …. …. …. …. …. …. …. ….  

ma mnc 
nx 

…. mjc 
mjx 

…. m3c 
m3x 

m2c 
m2x 

m1c 
m1x 

m 

  nb 
…. jb 

…. 3b 2b  1b  ةȃʨلʢʺة الॽʺؔال 

هلاك  ijxوالʺʢلʨب تʙʴيʙ حʦʳ عʺلॽات الʻقل  مʧ مʛاكʜ الإنʱاج إلى مʛاكــʜ الاسـɦـ
  ʧʽʱالʴال ʧʽب ʜʽʺʻا سʻوه ،ʧȞʺǽ قل أقل ماʻن تؔلفة الʨؔت ʘʽʴǼʧʽʱʽالآت:  

  الʸغلȖ:حالة الʹʦʸذج  -1

وهـــي الʴالـــة الʱـــي Ȟǽـــʨن فʽهـــا إجʺـــالي الؔʺॽـــات الʺʱـــʨفʛة مـــʧ تلـــʥ الʺـــادة مʶـــاوȄاً 
  لإجʺالي الؔʺॽات الʺʢلȃʨة مʻها، أȑ الʴالة الʱي ʨȞǽن فʽها:

(1-2-8)  
 


m

1i

n

1j
ji ba  
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  :الآتيوفي هʚه الʴالة ʨȞǽن لʙيʻا تاǼع الهʙف هʨ الʱاǼع  

(2-2-8) MinxcL
m

1i

n

1j
ijij 

 

  

ــʜ أمــا الʷــʛوȋ فʴʱــʙدها الؔʺॽــات الʺʱــʨفʛة  ʛؗــة فــي ؗــل مȃʨلʢʺوالʧمــ  ،ʜــ ʛؗؗــل م
ــʜ الإنʱــاجي  ʛؗʺال ʧنقلــه مــ ʧــȞʺǽ ع مــاʨــʺʳــا أن مʺȃوi  وأن ʙة لابــॽهلاك إلــى الʺʛاكــʜ الاسـɦـ

  ȋوʛʷا الʻيʙل Șقʴʱأن ت ʖʳǽ ه، إذنॽɾ ʛفʨʱم ʨار ما هʙمق ȑاوʶǽةॽالآت:  

(3-2-8)   (ʛʢع الأسॽامʳم) 

1= a 1n x....…………+ 13+ x 12+ x 11x 
2= a 2n x.+ ………….. 23+ x 22+ x 21x 

………………………………………  
m=a mnx+………….  m3+ x m2+ x m1x 

هلاكي   ــʜ الاسـɦـ ʛؗʺنقلــه إلــى ال ʖــʳǽ ع مــاʨــʺʳــا أن مʺȃوj    ــاجʱالإن ʜاكــʛم ʧع مــॽʺهــا ج  
  ȋوʛʷا الʻيʙل Șقʴʱأن ت ʖʳǽ ب له، إذنʨلʢم ʨار ما هʙمق ȑاوʶǽ وأن ʙةلابॽالآت :  

 (مʳامॽع الأعʺʙة)   (4-2-8)

1= b m1+……………x 31+ x 21+ x 11x 
2= b m2+……………x 23+ x 22+ x 12x 

…………………………………….. 
n= bmn ……………x+ 3n+ x 2n+ x 1nx 

  كʺا ʖʳǽ أن ʨȞǽن:
(5-2-8) (j: 1,2,3 . . . n) ,      (i: 1,2,3 . . . . .m),    0   ijx 

  حالة الʹʦʸذج الʸفʦʯح: -2

وهــي الʴالــة الʱــي Ȟǽــʨن فʽهــا إجʺــالي الؔʺॽــات الʺʱــʨفʛة لا ʶǽــاوȑ إجʺــالي الؔʺॽــات  
ــة  ــة    . أȑ أن الʺʢلȃʨــ ــʛ مʴقق ــــ  (8-2-1)العلاقــ ــالʧʽʱ  ة غʽــ ــȐʙ الʴــ ــه إحــ ــʧ أن نʨاجــ ــا Ȟʺǽــ ، وهʻــ
ʧʽʱʽالآت :  

الʴالــة الʱــي Ȟǽــʨن فʽهــا إجʺــالي الؔʺॽــات الʺʱــʨفʛة أكʰــʛ مــʧ إجʺــالي الؔʺॽــات  -أ
 الʺʢلȃʨة أʨȞǽ ȑن لʙيʻا:

 
 


m

1i

n

1j
ii ba 
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هلاكॽة الʺʴــʙدة فــي الʺʶــألة  وفــي مʲــل هــʚه الʴالــة نʹــʅॽ إلــى الʺʛاكــʜ الاسـɦـ
هلاكॽاً وهʺॽـــاً  ـــʜاً اســɦـ ʛؗم(n+1)  ʧ هلاكه ʶǽـــاوȑ الفـــʛق بــ̔ـ ونʳعـــل مقـــʙار اســɦـ

  الإجʺالʧʽʽ، أȑ نʳعل اسʱهلاكه مʶاوȄاً لـ:

(6-2-8)  





 

m

1i

1n

1j
ji1n bab  

ــʜ الــʨهʺي  هــاجʺॽعكʺــا نʹــع تؔلفــة الʻقــل مــʧ مʛاكــʜ الإنʱــاج  ʛؗʺال ʥإلــى ذلــ
  مʶاوȄة للʸفʛ، أȑ نʹع:

(7-2-8) = 0      (i: 1,2,3 . . . . m)i,n+1c  

  ʧʺــʹʱي Șذج مغلــʨح إلى نʺــʨʱذج الʺفʨʺʻا الʚا هʻلʨح ʙن قʨؔن ʥلʚȃوm    ًاʜــ ʛؗم
ــاً و  ــة    (n+1)إنʱاجॽـ ــى الʴالـ ــاه علـ ــا ॼʡقʻـ ــه مـ ــȘ علॽـ هلاكॽاً، ونʰʢـ ـɦـ ــʜاً اسـ ـ ʛؗ(أ)  م

ʜداد Ǽʺقــʙار   وȃــʚلʥ    . مʴʱــʨلاً   mالʶــاǼقة، مــع الانॼʱــاه إلــى أن عــʙد الʺʴʱــʨلات سـ̔ـ
  ʛʸʱʵʺل الȞʷاغ على الʸǽ ذجʨʺʻا الʚأن ه ʙʳالآتين :  

(8-2-8) MinxcL
m

1i

1n

1j
ijij 







 

  ȋوʛʷال ʧʺةوضॽالآت:  

(9-2-8)  (i: 1,2,3 . . . . . . m)i

1n

1i
ij ax 





  

(10-2-8) 
(j: 1,2,3, . . . . . n+1) i

m

1i
ij bx 



  

(11-2-8) 0  ijx  

ــات  -ب ॽʺؔإجʺــالي ال ʧة أقــل مــʛفʨــ ʱʺــات ال ॽʺؔهــا إجʺــالي الʽن فʨــȞǽ ــيʱالــة الʴال
  الʺʢلȃʨة، أȑ عʙʻما ʨȞǽن لʙيʻا:

(12-2-8)  
 


m

1i

n

1j
ii ba  

ــʜاً  ʛؗــألة مʶʺالǼ دةʙــʴʺــة الॽاجʱالإن ʜاكــʛʺإلــى ال ʅॽالــة نʹــʴه الʚــل هــʲوفــي م
ــاً  ॽʺــاً وهॽاجʱإن(m+1) (ʟق ــʙار مــا يʳʱʻــه ʶǽــاوȑ الفــʛق (أو الـ̒ـ ، ونʳعــل مق

  مʶاوȄاً لـ:  am+1بʧʽ الإجʺالʧʽʽ، أȑ نʳعل  
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(13-2-8)  
 

 
n

1j

m

1i
ij1m aba  

ــاوȄة  هلاكॽة مʶـ ـــʜ إلـــى الʺʛاكـــʜ الاســɦـ ʛؗʺال ʥذلـــ ʧقـــل مـــʻــا نʹـــع تؔلفـــة ال كʺـ
  للʸفʛ أȑ نʹع:

(14-2-8) (j: 1,2,3, . . . . . .n) 0             = m+1,jc 

  :الآتيوʚȃلǽ ʥأخʚ الʨʺʻذج الȄʛاضي الȞʷل  

(15-2-8) MinxcL
1m

1i

n

1j
ijij 



 

  

  ȋوʛʷال ʧʺةضॽالآت:  

(16-2-8) (i: 1,2,3 . . . . . ., m+1)           i

n

1j
ij ax 



  

(17-2-8) 
)n.,.........,3,2,1:j(bx i

1m

1i
ij 





  

(18-2-8) 0  ijx 

  :)2(  مʰال

إلـــى  Bأʻʡـــان مـــʧ الʺعʺـــل  3و Aأʻʡـــان مـــʧ الʴلʽـــʖ مـــʧ الʺعʺـــل  6نȄʛـــʙ نقـــل 
  .انʻʡأ 3و   2و   4حاجʱها على الʛʱتE, D, C   ʖʽثلاث مʙن  

هلاك أوجــʙ الʢʵــة الʺʲالॽــة مــʧ حʽــʘ الʱؔلفــة لʻقــل هــʚه الؔʺॽــات إلــى م ʛاكــʜ الاسـɦـ
  علʺاً Ǽأن مʸفʨفة الʱؔالʅॽ هي:

  









531

432
c ij  

  الʴل:

  نلاحȎ قʰل ؗل شيء أن الʺʶألة تʺʲل نʺʨذجاً مغلقاً لأن:
3 + 6 = 3 + 2 +4  

:ʨاضي لها هȄʛذج الʨʺʻأن ال ʙʳن ʥلʚȃو  
→ Min 23+ 5x 22+ 3x 21+ x 13+ 4x 12+ 3x 11L = 2x   
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:ȋوʛʷال ʧʺض  
= 6 31+ x 12+ x 11x 
= 3 23+ x 22+ x 21x 

= 4 21+ x 11x 
= 2 22+ x 12x 
= 3 23+ x i3x 

  
  (8-1)الȜʵل  

ʡة Ȅʛʡقــة الʶــʺʰلʝؔ الʺعʱʺــʙة اولإʳǽاد الʢʵة الʺʲالॽة نقʨم ʴǼل هʚا الʨʺʻذج بʨس
  :الآتيعلى القاعʙة الاصʻʢاॽɺة، ونʹع الʱʻائج مॼاشʛة في الʙʳول  

ʕابʦʰ32  الx 22x 21x 13x 12x 11x ةʗالقاع  
6  0  0  0  1  1  1  1  
3  1  1  1  0  0  0  2  
4  0  0  1  0  0  1  3  
2  0  1  0  0  1  0  4  
3  1  0  0  1  0  0  5  

z – 0 – 5 – 3  – 1  – 4  – 3  – 2  فʙع الهǼتا  

 ʻ11xاॽɺة مــع الʺʴʱــʨلات غʽــʛ القاعǽʙــة ؗʺــا يلــي: ʢص ــنقʨم بʰʱــʙيل الʺʴʱــʨلات الا
، ونʳॽʱـــة لʴـــʚف الأعʺـــʙة الʱـــي 5مـــع  13xثـــ4،  ʦمـــع  12xثـــ2،  ʦمـــع  21xثـــ1  ، ʦمـــع 

  :الآتينʸʴل على الʙʳول   iالʺʨʴʱلات الاصʻʢاॽɺة  انʱقلʗ إلʽها  

  

A 6 

B 3 

C 4 

D 2 

E 3 

x11 

x12 

x13 

x22 

x23 

x21 
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ʕابʦʰ23  الx 22x ةʗالقاع  
1  1 -  1 -  11x 

3  1  1  21x 
0  0  0  3  
2  0  1 +  12x 

3  1  0  13x 

z + 23 2 -  3 -  فʙع الهǼتا  

  )x 22x =23 0 =ة: (بʨضع  الآتॽوهǽ ʨعʻʽʢا الʢʵة الʺʲالॽة  
= 1 11x    الʺعʺل ʧنقله م ʖʳǽ ما ʨوهA ة الأولىʻيʙʺإلى ال  C.  
= 2 12x   الʺعʺل ʧنقله م ʖʳǽ ما ʨوهA  ةॽانʲة الʻيʙʺإلى ال  D.  
= 3 13x   الʺعʺل ʧنقله م ʖʳǽ ما ʨوهA  ةʲالʲة الʻيʙʺإلى ال  E.  
= 3 21x   الʺعʺل ʧنقله م ʖʳǽ ما ʨوهB  ة الأولىʻيʙʺإلى ال  C  .ًاʹǽأ  

فــإن هــʚا ǽعʻــي أنــه ʳǽــʖ علʻʽــا عــʙم   x 22x =23 0 =وȃʺــا أنʻــا حʸــلʻا علــى أن 
ونقــل ؗامــل الؔʺॽــة الʺʱــʨفʛة فــي  إلــى الʺــʙيʧʽʱʻ الʲانॽــة والʲالʲــة Bنقــل أǽــة ؗʺॽــة مــʧ الʺعʺــل 

B  ة الأولىʻيʙʺإلى ال  C.  

:ȑاوʶالي تʲʺل الʴفة الʨفʸأن م ʙʳن ʥلʚȃو  

  









0,0,3

3,2,1
x ij  

  ȑاوʶوت ʧȞʺǽ ؔلفة أقل ماʱن الʨؔʱها سʙʻوعL = 23  :لأن  

23L23LZ23Z0   

  ملاحʢة: 

 ʛʢســ ʛاصــʻأن ع Ȏ3نلاحــ  ــةʳॽʱه نʚأصــفاراً، وهــ ʗʴॼأصــ ʛــʽول الأخʙــʳفــي ال
 ȋوʛـــʷقـــل لأن الʻـــائل الʶـــة فـــي مॽɻॽʰʡ(3-2-8) ـ́ــ (8-2-4)و   اً مʛتʢॼـــة مـــع Ǽعʹـــها Ǽع

  :الآتيوالʱي ʱؗ ʧȞʺǽابʱها على الȞʷل    (8-2-1)(غʛʽ مʱʶقلة خॽʢاً) Ǽالعلاقة 

(19-2-8) 
 


m

1i
ij

n

1j

m

1i

n

1j
ij xx  
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  لʚلʥ فإنʻا نقʨم ʚʴǼف ذلʥ الʛʢʶ إذا ʣهʛ في إحȐʙ مʛاحل الʴل.

  نʱॻʯة هامة: 

  ʛــʽــة غǽʙلات القاعʨــʴʱʺد الʙج أن عــʱʻʱــʶــا أن نʻʻȞʺǽ قةǼــاʶــة الʤخــلال الʺلاح ʧمــ
  ȑــاوʶǽ قةǼــاʶقــل الʻــألة الʶومــة فــي مʙالʺع(n+m–1)    ʝॽلاً ولــʨــʴʱم(n+m)    ʥلاً، وذلــʨــʴʱم

  ȑــاوʶǽ قلة -4)و    (8-2-3)معادلــة، أو لأن الʷــʛوȋ    (n+m –1)لأن عʙد الʺعــادلات الʺʶـɦـ

  . (8-2-1)العلاقة   بʨساʡة مʛتʢॼة بॼعʹها    (2-8

 ʧمـــــ ʛـــــʲأك ʧʺـــــʹʱـــــالي لا يʲʺـــــل الʴأن ال ʙـــــʳا نʚـــــȞوه(n+m–1)  ʛـــــʽـــــة غॼ ʛؗم
  ة، وأن هʚه الʵاصة تعʛʰʱ حالة مʺʜʽة لʺʶائل الʻقل الʺʷابهة للʺʶألة الʶاǼقة.ممعʙو 

  

III -   طريقة الخاصــة لحــل نمــوذج النقــل بأقــل تكلفــة والأســاليب  ال
  المتعلقة بها: 

Ȅʛʡقــة الʶــʺʰلʝؔ    ة اʡ س ــʻقــل هــي نʺــاذج خॽʢــة وȞʺȄــʧ حلهــا بʨ ال لقʙ رأيʻــا أن نʺــاذج  
ــة هـــʚه الʻʺـــاذج   ــʻʢاॽɺة أو الʺʛافقـــة أو الʺʜدوجـــة، إلا أن ॽʰʡعـ ــʛة أو الʺعʙلـــة أو الاصـ الʺॼاشـ
ـ̡ـــʛ ســــهʨلة مــــȄʛʡ ʧقــــة   ـhـــʛ أك ʱــــي تعʱاصــــة الʵال Șائــــʛʢال ʧد مــــʙعــــ ȋاॼʻʱت علــــى اســــʙســــاع
  ʙــʺʱــي تعʱاصــة وهــي الʵال Șائــʛʢه الʚهــ ʦة إلــى أهــʛه الفقــʚض فــي هــʛعʱ الʶــʺʰلʝؔ، وȂنʻــا سـ̒ـ

  على Ȅʛʡقة الʙرج والأسالʖʽ الʺʱعلقة بها. 

وتعʱʺـــʙ هـــʚه الȄʛʢقـــة علـــى خـــʨاص الʻʺـــʨذج الأصـــلي والʻʺـــʨذج الʺʛافـــȘ لـــه، وعلـــى  
علـــى أن الʷـــȋʛ الـــلازم  ، والʱـــي تـــʟʻ  الʛاǼـــع مـــʧ الفʸـــل    IV) الـــʨاردة فـــي الفقـــʛة  7الȄʛʤʻـــة ( 

ʧ مʲــالʧʽ للʻʺــʨذج    'n, . . . . u'2, u'1(u(و   'x)n, . . , x'2, x'1(والؔــافي لȞॽــʨن الʴــلان   حلـ̔ـ
  ȋʛʷققا الʴǽ أن ʨافقه هʛالأصلي وم ॽة: الآت  

(1-3-8) 0'p'ua'x
m

1i
jiijj 



 



  

  . (j: 1,2,3, . . n)حʘʽ أن 

(2-3-8) 0bxa'u i

n

1j

'
jiji 











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  . (i = 1,2,3 . . . m)حʘʽ أن 

  ȋوʛــʷــالي الأصــلي    1)-3-(8فالʲʺــل الʴــة الॼ ʛؗم ʗــي أنــه إذا ؗانــʻ0تع ≠ jx'    فــإن
  ȋʛـــʷن الʨـــȞǽ أن ʖـــʳǽ ȑأ ،ʛـــفʸال ȑـــاوʶǽ أن ʖـــʳǽ ـــانيʲال ʙـــʴالj    ـــةॼ ʛؗʺالʺقابـــل للjx    فـــي

  الʨʺʻذج الʺʛافȘ قʙ أصॼح على شȞل مʶاواة تامة ؗʺا يلي: 

(3-3-8) 0pua
m

1i
jiij 



  

ॼــات   ʛؗʺــع الॽʺأجــل ج ʧمــ ʥوذلjx    ذجʨــʺʻــالي للʲʺــل الʴومــة فــي الʙالʺع ʛــʽغ
ولإʳǽــاد حــل    (8-3-3)الأصلي، وانʢلاقاً مʧ هʚه الفʛؔة ʻʻȞʺǽا الاسʱفادة مʧ العلاقات  

  ʧ   3)-3-(8للʻʺــʨذج الʺʛافــȘ، فــإذا أخــʚنا الʷــʛوu    ȋ)m. . . . u 2u 1(قاعــȑʙ معـ̔ـ
ॼات غʛʽ الʺعʙومة  ʛؗʺالʺقابلة للjx   ȑʙا على حل قاعʻلʸلها وحʴǼ اʻʺ2  . .وقu 1(u

)m. . .u    ȋوʛــʷال Șقــʴǽ ــلʴال ʥأن ذلــ ʧمــ Șقــʴʱــا الʻʽعل ʖــʳǽ فإنــه ،Șافــʛʺذج الʨــʺʻلل
الॽʢʵــــة للʻʺــــʨذج الʺʛافــــȘ، فــــإذا ؗــــان ʴǽقــــȘ تلــــʥ الʷــــʛوȋ فــــإن ذلــــǽ ʥعʻــــي أن الʴــــل  

  ȑʙالقاعــ)n. . . . x 2x 1(x    فــإن ʥذلــ ʧــȞǽ ʦذا لــȂذج الأصــلي، وʨــʺʻــالي للʲحــل م ʨهــ
  ʘʴॼا الʻʽاً وعلॽالʲم ʝॽل ȑʙل القاعʴال ʥالــخ،  ع ذل... Șــابʶــه ؗالȃʛʳʻل ȑʙحل قاعــ ʧ

  ونʛؔر ذلʥ حʱى نʸʴل على الʴل الʺʲالي الʺʢلʨب. 

ॼــات غʽــʛ الʺعʙومــة فــي أȑ حــل قاعــȑʙ للʻʺــʨذج   ʛؗʺد الʙإلــى أن عــ ʛ   IIوهʻــا نʷـ̔ـ
  ʧمـــ ʛـــʲأك ʧʺـــʹʱأن ي ʧـــȞʺǽ لا Șـــابʶال(n+m-1)    ـــة العʺـــلॽارزمʨخ ʟʵل ـ̒ــا ســ̒ـ شـــʡʛاً، وȂن

  بهʚه الȄʛʢقة Ǽʺا يلي: 

  خʦارزمॻة الȂʙʠقة الʳاصة: 

  ة: الآتॽ وتʱألف هʚه الʨʵارزمॽة مʧ الʨʢʵات العامة 
نقʨم Ǽإʳǽاد الʨʺʻذج الأصــلي والʻʺــʨذج الʺʛافــȘ لــه ونفــʛز ʷǼــȞل خــاص الʷــʛوȋ الॽʢʵــة   - 1

 ة أكʛʲ مʧ مʛة. الآتॽ للʨʺʻذج الʺʛافȘ لأنʻا سʙʵʱʶʻمها في الʨʢʵات  

وʽʴȃــȞǽ ʘــʨن مʕلفــاً مــn. . . . . . . . .x 2x 1(x    ʧ(نقــʨم Ǽإʳǽــاد حــل قاعــȑʙ مقʰــʨل   - 2
(n+m-1)    الأول ȑʙــل القاعــʴالǼ ــلʴال ʥــʺي ذلــʶون ،ʛــʲومــة علــى الأكʙمع ʛــʽــة غॼ ʛؗم

  ʖʽها الأسالʻم ʛؗʚن ʖʽة أسالʙعǼ الأول ȑʙل القاعʴاد الʳǽا إʻʻȞʺȄو ॽة: الآت 



 301

 أسلʨب الʜاوȄة الʷʺالॽة الغॽȃʛة.  -أ 

 أسلʨب العʛʸʻ ذȑ الʱؔلفة الأقل.  -ب 

 أسلʨب فʨجال.  - ج 

  وسʻقʨم لاحقاً ʛʷǼح مʨجʜ لؔل مʧ هʚه الأسالȞʷǼ ʖʽل مʱʶقل. 
3 -   Șافــʛʺال ȑʙــل القاعــʴــاد الʳǽإǼ مʨنقــ)m. . . . u 2u 1(u    ȋوʛــʷال ʧ8مــ)-3)-3  

ॼــات غʽــʛ الʺعʙومــة مــʧ الʴــل   ʛؗʺالʺقابلــة لل)n. . . . x 2x 1(x ،    ʖــȄʛʳʱم بʨنقــ ʦثــ
ॼات ذلʥ الʴل ॽɾʺا إذا ؗانʗ تʴقȘ الʛʷوȋ الأخــȐʛ الʺفʛوضــة علــى الʻʺــʨذج   ʛؗم

ʻʲاء   ــʙون اسـɦـ ــة ب ــʥ الʷــʛوȋ مʴقق ــإذا أصــʗʴॼ تل ــا نؔــʨن قــʙ حʸــلʻا  الʺʛافــȘ، ف ʻفإن
على الʴل الʺʲــالي الʺʢلــʨب، أمــا إذا ؗانــǼ ʗعــʠ تلــʥ الʷــʛوȋ غʽــʛ مʴققــة فإنʻــا  

 ة. الآتॽ   (4)نʱʻقل إلى الʨʢʵة  

ـ̒ــه وذلــʥ بʨس ـــ - 4 ـ́ـل م ـɹــل قاعــȑʙ آخـــʛ أف Ǽ Șـابʁـ ـɹـل القاعـــȑʙ ال ـhــʙيل ال ʱم بʨقـــة  ا نقــȄʛʡ ةʡ
ــاوȄاً ل ــــ ʁـ ــة م ــʛ الʺعʙومـ ـ̔ ــات غ ॼـ ʛؗʺد الʙــ ــى عـ ــʘ يॼقـ ـ̔ ʴȃرج، وʙــ ــة الـ ــʺى Ȅʛʡقـ ʁـ   (n+m-1)ت

ॼة على الأكʛʲ، ثʦ نعʨد إلــى الʢʵــʨة   ʛؗ(3)م    ،Șافــʛʺــل الʴعلــى ال Șقــʴʱــات الॽاء عʺلʛلإجــ
 ونʛؔر ذلʥ حʱى نʸʴل على الʴل الʺʲالي الʺʢلʨب. 

ʡة اوسʻقʨم لاحقاً ʛʷǼح مʨجʜ لॽɿॽؔة تʙʰيل الʴل القاعʴǼ ȑʙل قاعــȑʙ آخــʛ بʨس ــ
Ȅʛʡقـــة الــــʙرج ʷǼـــȞل مʻفʸــــل Ǽعــــʙ أن نقـــʨم ʷǼــــʛح مــــʨجʜ لأســـالʖʽ الʴــــل القاعــــȑʙ الأول 

  الʺʨؗʚرة أعلاه.

  الغॻȁʙة لإʱǻاد الʲل القاعȏʗ الأول:  -أسلʦب الʚاوȂة الʸʵالॻة -1

  ȑدʙال العʲʺقه على الॽʰʢʱم بʨب نقʨا الأسلʚة العʺل بهॽɿॽؗ حॽضʨʱالآتيل:  

  ):3مʰال (

ة الʺʕلفــة مــʧ أرȃعــة مʛاكــʜ للإنʱــاج وثلاثــة مʛاكــʜ الآتॽ ــلʻفʱــʛض أنــه لــʙيʻا الʺʶــألة 
ــا  ــي زواǽـ ــة فـ ــة معॽʢـ ــʨفʛة والʺʢلȃʨـ ــات الʺʱـ ــل والؔʺॽـ ــʙة الʻقـ ــل واحـ ــة نقـ هلاك، وأن تؔلفـ ـɦـ للاسـ

  :الآتيوحʛʳ الʙʳول  



 302

  

  

الॻʸؒـــــات 
  الʠʸلȁʦة

4A 3A  2A  1A  
  مʙاكʚ الإنʯاج 

  مʙاكʚ الاسʯهلاك 

90  
2    3    1    2    

1B 
14x  13x 12x  11x  

70  
1    3    3    2    

2B  
24x  23x  22x  21x 

50  
1    2    3    3    

3B 
34x  33x  32x  31x  

210  
  الؔʺॽات الʺʨʱفʛة  80  60  40  30  210

ʜ الإنʱاجي  ijx ولقʙ رمʜنا بـ ʛؗʺال ʧقل مʻة ما يॽʺؔلi  هلاكي ʜ الاسـɦـ ʛؗʺإلى الj ،
 ʛــʲعلــى الأك ʧʺــʹʱاً أول يǽʙحــلاً قاعــ ʙــʳأن ن ʙــȄʛون(n+m-1) ومــةʙمع ʛــʽــة غॼ ʛؗم،  ȑأ

  ʧʺʹʱ(6 = 1 -3+4)ي .ʛʲومة على الأكʙمع ʛʽة غॼ ʛؗم  

  ʜــ ʛؗʺال ʧنقلهــا مــ ʧــȞʺǽ ــةॽʺؗ ʛــʰهــا أكʽــة ونʹــع فॽȃʛة الغॽــʺالʷــة الȄاوʜال ʧأ مــʙــʰن ʥلʚل
هلاكي    1Aالإنʱــاجي   ــʜ الاسـɦـ ʛؗʺ1إلــى الB  نʹــع ȑ11 80 =، أx    ةʛفʨــʱʺــة الॽʺؔقــل ؗامــل الʻن)

ــ1B    ʜ)، ثــʦ نلʰــي ॽʁǼــة حاجــة  1Bإلــى    1Aفــي   ʛؗʺال ʧ2مــA    نʹــع ʘــʽ12 10 =حx  ــةॽʁǼ أمــا ،
ــ́عها مʶــاوȄة للʸــفʛ، أȑ نʹــع   ʻف ʛʢــʶال ʥلات في ذلʨʴʱʺ14 0 =ال= x 13x ،    قــل إلــىʱʻن ʦثــ

  ؗʺॽــة (وهــ22x      ʨ 50 =أǽــة ؗʺॽــة) ونʹــع    1A(لأنه لʦ يʰــȘ فــي    21x 0 =الʛʢʶ الʲاني فʻʹع  
  .24x = 0وʚȃلǽ ʥأخ23x    ʚ 20 =) ؗʺا نʹع  2Aما Ǽقي في  

(لأنه لــʦ يʰــȘ أǽــة ؗʺॽــة فــي      32x 0 =و   31x 0 =ثʦ نʱʻقل إلى الʛʢʶ الʲالʘ فʻʹع  
1A   2وA  33 20 =) ونʹــعx      34 30 =ؗʺــا نʹــعx   ʙــل القاعــʴــل علــى الʸʴن ʥلʚــȃو  ȑ

  : الآتيالأول الʺʧʽʰ في الʙʳول  
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  الॻʸؒات  
4A 3A  2A  1A  

  الإنʯاج 
  الاسʯهلاك 

90  
2    3    1    2    

1B 
0  0  10  80  

70  
1    3    3    2    

2B  
0  20  50  0  

50  
1    2    3    3    

3B 
30  20  0  0  

210  
  الؔʺॽات الʺʨʱفʛة  80  60  40  30  210

  ʧʺʹʱي ȑʙحل قاع ʨ6وه  ʛʽات غॼ ʛؗقل الʺقابلة له:  مʻلغ ؗلفة الʰومة وتʙمع  

450130220320350110280   

  ȋوʛـــʷال Șقـــʴلـــه ت Șافـــʛʺـــل الʴـــات الॼ ʛؗم ʗـــاً إلا إذا ؗانـــॽالʲـــل مʴا الʚهـــ ʛــʰʱعǽ ولا
  الʺفʛوضة علॽه. 

  أسلʦب العʹʙʶ ذȏ الʯؒلفة الأقل لإʱǻاد الʲل القاعȏʗ الأول: -2

ʱʵǽلف هʚا الأسلʨب عʧ الأسلʨب الʶابǼ Șأنه ǽعʙʺʱ علــى مʰــʙأ إشــॼاع الʳʴــʛ ذات  
ــʛʢ أو   ــة الأقـــل فـــي ؗـــل سـ ــʧ الʳʴـــʛ حʶـــʖ الؔʺॽـــات الʺʢلȃʨـــة  الʱؔلفـ عʺـــʨد قʰـــل غʛʽهـــا مـ

  والʺʨʱفʛة، ثʦ نʛʱك ؗل سʛʢ أصॼح مॼʷعاً ونʱʻقل إلى الʛʢʶ الȑʚ يلॽه. 

وȂذا ॼʡقʻـــا هـــʚا الأســـلʨب علـــى الʳـــʙول الʶـــابȘ نʸʴـــل علـــى حـــل قاعـــȑʙ أول  
  ʧʺــ ــʨلات    6يʱʹـ ــʦॽ للʺʴʱـ ــي    ʀijxـ ــا فـ ــʙ) ؗʺـ ــار واحـ ــʧ اخॽʱـ ــʛ مـ ــʙ أكʲـ ــة (يʨجـ ــʛ معʙومـ غʽـ
  : الآتيالʙʳول  



 304

  

  

الॻʸؒـــــات 
  الʠʸلȁʦة

A4 A3  A2  A1  
  مʙاكʚ الإنʯاج 

  مʙاكʚ الاسʯهلاك 

90  
2    3    1    2    

B1 
0  0  60  30  

70  
1    3    3    2    

B2  
30  0  0  40  

50  
1    2    3    3    

B3 
0  40  0  10  

210  
  الؔʺॽات الʺʨʱفʛة  80  60  40  30  210

ــه   ــل الʺʛافـــȘ لـ ɹـ ــات ال ॼـ ʛؗم ʗــاً إلا إذا ؗانـــ ــلاً مʲالॽـ ــȑʙ حـ ــʚا الʴـــل القاعـ ولا ǽعʰʱـــʛ هـ
  تʴقȘ الʛʷوȋ الʺفʛوضة علॽه. 

 :ȑاوʶالأول ت ȑʙل القاعʴا الʚقل لهʻاضح أن تؔلفة الʨال ʧوم  
340   =2   ×40   +3    ×10   +1   ×30  +2    ×40    +1   ×60    +2  ×30  

 ȑʙــل القاعــʴال ʧها مــʽا علʻلʸي حʱؔلفة الʱال ʧوهي تؔلفة أقل م   Șــابʶــاتج    الʻال
 ʛʡ أن ȑــة، أॽȃʛة الغॽــʺالʷــة الȄاوʜب الʨأســل Șــʽʰʢت ʧالأول  عــ ȑʙــل القاعــʴــاد الʳǽقــة إȄ

 ʨا س ــب  ʧع مــʛــʶــالي وتʲʺــل الʴب إلــى الʛــا أقــ ʻعلʳؔلفــة الأقــل تʱال ȑذ ʛــʸʻب العʨة أســلʡ
  عʺلॽة الʨʸʴل علॽه. 

  ) لإʱǻاد الʲل القاعȏʗ الأول أو الʰʸالي:Vogalأسلʦب تقʔȂʙ (فʦجال   -3

ʧ للʱؔلفــة فــي ؗــل ســʛʢ وفــي   وȄعʙʺʱ هʚا الأسلʨب على حʶاب الفʛق بʧʽ أقل ʱʺॽʀـ̔ـ
كــل عʺــʨد، وذلـــʥ لʺعʛفــة مـــȐʙ الʶʵــارة الʱـــي تلʴــȘ بʱـــاǼع الهــʙف إذا لـــʦ نʷــॼع الʳʴـــʛة ذات  

  ة: الآتॽ الʱؔلفة الأقل، وʦʱȄ العʺل بهʚا الأسلʨب وفȘ الʨʢʵات  
ــʚه   -أ  ــع هـ ــʛʢ ونʹـ ــل سـ ــي ؗـ ــة فـ ʧ للʱؔلفـ ـ̔ـ ــل ʱʺॽʀـ ʧ أقـ ـ̔ـ ــات بـ ــاب الفʛوقـ ــʨم ʶʴǼـ نقـ

  ʧ ʧ أقــل ʱʺॽʀـ̔ـ الفʛوقات في عʺʨد إضافي مʱʶقل، ثʦ نقــʨم ʶʴǼــاب الفʛوقــات بـ̔ـ
 للʱؔلفة في ؗل عʺʨد ونʹعها في سʛʢ إضافي مʱʶقل. 
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نʱʵار أكʛʰ تلʥ الفʛوقات (فــي الʶــʛʢ والعʺــʨد معــاً) ونعʰʱــʛ الʶــʛʢ أو العʺــʨد   -ب 
الʺقابل له هʨ الʛʢʶ أو العʺʨد والʖʳǽ ȑʚ أن نʙʵʱʶمه قʰــل غʽــʛه، وعلʻʽــا أن  
ــʨفʛة   ــه، وذلـــʥ ضـــʺʧ شـــʛوȋ الؔʺॽـــات الʺʱـ ــة الأقـــل ॽɾـ ــॼع الʳʴـــʛة ذات الʱؔلفـ نʷـ

 والʺʢلȃʨة الʺقابلة لها. 

ــʨفʛة   - ج  ــات الʺʱــ ــام الؔʺॽــ ــʙل أرقــ ــॼاعه ونعــ ــʦʱ إشــ ــȑʚ يــ ــʨد الــ ــʛʢ أو العʺــ ــل الʶــ نهʺــ
 والʺʢلȃʨة ʛʢǼح الؔʺॽة الʱي وضعʻاها في الʛʳʴة ذات الʱؔلفة الأقل مʻها. 

ʧ الاعॼʱــار  نفʶــه  ) ونʛؔر العʺل الʶابȘ  أ نعʨد إلى الʨʢʵة (  -د  مــع عــʙم الأخــǼ ʚعـ̔ـ
  ʧʺـــʹʱي ȑʙــ ــل قاعـ ــة ســـاǼقاً، حʱـــى نʸʴـــل علـــى حـ ــʙة الʺهʺلـ ــʛʢ والأعʺـ الأسـ

(n+m -1)  .ʛʲومة على الأكʙمع ʛʽة غॼ ʛؗم 

ʧ أقــل   ʻا الفʛوقــات بـ̔ـ وʽʰʢʱȃــȘ ذلــʥ الأســلʨب علــى مʲالʻــا الʶــابȘ نʳــʙ أنــه إذا حʶـhـ
ʧ للʱؔلفــة فــي ؗــل ســʛʢ وعʺــʨد ووضــعʻاهʺا فــي العʺــʨد   علــى الʛʱتʽــ1   ʖوالʶــʱʺॽʀ1Δ   ʛʢـ̔ـ
نʳــʙ أن    معــاً   1والʶــ1Δ    ʛʢلʸʴلʻا على الʙʳول الʺʧʽʰ آنفاً، ومʧ دراســة عʻاصــʛ العʺــʨد  

 ) ʨهـــا هـــʽف ʛـــʸʻع ʛـــʰـــاني  2أكʲد الʨ2) الʺقابـــل للعʺـــA  ʛـــʳʴع الॼـــʷـــا أن نʻʽعل ʖـــʳǽ ʥلʚلـــ ،
  B2(A ,1(مــʧ الʳʴــʛ، فʻʹــع فــي الʳʴــʛة  ذات الʱؔلفــة الأقــل فــي ذلــʥ العʺــʨد قʰــل غʛʽهــا  

ॽʀ= 60 12x   ʜʺة  ʛؗʺة في الʛفʨʱʺة الॽʺؔ2وهي ؗامل الA .  

ʻفʙنا ؗامـــل ʡاقʱـــه،  الآتॽ ـــثـــʦ نهʺـــل العʺـــʨد الʲـــاني عʻـــʙ إجـــʛاء الʶʴـــاǼات   ة لأنʻـــا اســɦـ
ــʙد   ــى العـ ــʻʰʢا علـ ــʚلʥ شـ ــʙد    60ولـ ــʙلʻا العـ ــه وعـ ــي نهايʱـ ــॼح    90فـ ــي الʶـــʛʢ الأول لʸॽـ   30فـ

  . 1Bواحʙة مʢلȃʨة في 

ووضــع إشــارة خاصــة    2Aثــʦ نقــʨم ʶʴǼــاب الفʛوقــات مــʧ جʙيــʙ (مــع إهʺــال عʺــʨد  
  ʧʽ. الإضاف̔   2وال2Δ    ʛʢʶبʚلʥ) فʸʴʻل على الأرقام الʺʳʶلة في العʺʨد  

 ) ȑــاوʶة وتȄــاوʶʱثلاثة أرقام م ʧʺʹʱا أنها تʺȃفــي  1وॽؗ لȞــʷǼ هاʙــار أحــʱʵــا نʻفإن (
  ʘالʲد الʨʺالʺقابل للع ʦقʛال ʧȞॽ3ولA .  

لــʚلʳǽ ʥــʖ علʻʽــا أن نʷــॼع الʳʴــʛة ذات الʱؔلفــة الأقــل فــي ذلــʥ العʺــʨد وهــʚا ǽعʻــي 
ــه علʻʽــا أن نʹــع   50مــʧ نهاǽــة العʺــʨد ونعــʙل الــʛقʦ  40ونʷــʖʢ العــʙد  33x 40 =أن

  .3Bواحʙات مʢلȃʨة في   10لॼʸॽح  
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  ʧديʨوقــات (مــع إهʺــال العʺــʛــاب الفʶʴǼ مʨد ونقــʨنعــ ʦ2ثــA    3وA  ــل علــىʸʴʻف (
ا هــʨ   ـ̋ـʛ عʸʻــʛ فʽه  ـhـوȃʺــا أن أك   ، الإضــاف3   ʧʽʽوالʶــ3Δ    ʛʢالأرقــام الʺʶــʳلة فــي العʺــʨد  

 ) ʛــ ــʛʢ 2العʸʻـ ــل للʶـ ــة    ، 3B  ) الʺقابـ ــʛة ذات الʱؔلفـ ــॼاع الʳʴـ ــʨم Ǽإشـ ــأن نقـ ــا Ǽـ ــʥ يلʜمʻـ ــإن ذلـ فـ
)  3b(لأنها أقʸى ؗʺॽــة مــا زالــʗ مʢلȃʨــة مــ34x      ʧ 10 =الأقل في ذلʥ الʛʢʶ، لʚلʥ نʹع  

فــي عʺــʨد    30ونعــʙل العــʙد    3Bالʲʺǽ ȑʚل Ǽأن ʡلــ3B    ʖفي سʛʢ  10ونʖʢʷ على العʙد 
4A   اتǼاʶʴال ʙʻع ʘالʲال ʛʢʶنهʺل ال ʦث ॽات  الآتॼلʡ اʻʽب ʙا قʻ3ة لأنB  .ؗاملة  

الإضــافʧʽʽ (مــع  4والʶــ4Δ  ʛʢثʦ نعʨد ونʖʶʴ الفʛوقات ونʹعها في العʺــʨد 
 ʛʢ3إهʺــال ســB) انȄــاوʶȄان وȄــاوʶʱان مʛــʸʻا عʻيʙأنــه لــ ʙــʳʻــار 1) فʱʵن ʥلʚهʺا ) لــʙأحــ
فʳʻــʙ أنــه علʻʽــا أن نʷــॼع الʳʴــʛة ذات الʱؔلفــة الأقــل  4Aالʺقابــل لـــ (1)، ولــʷǼ ʧȞॽــȞل ॽؗفــي
أȑ نʹــع  )2B,4A(فــي الʳʴــʛة  4A، لــʚلʥ نʹــع ؗامــل الؔʺॽــة الʺॽʁॼʱــة فــي 4Aفي عʺʨد  

= 20 24x  دʙالع ʖʢʷد  20ونʨعʺــ ʧ4مــA  دʙل العــʙ70ونعــ  ʛʢ2فــي ســB  حॼــʸॽ50ل 
  .2Bواحʙة مʢلȃʨة في 

واحـــʙة لـــʚلʥ نʨزعهـــا علـــى  80لـــʙيʻا العʺـــʨد الأول والـــȑʚ يʱـــʨفॽɾ ʛـــه  ىوأخʽـــʛاً يॼق ـــ
 ʧȄʜ ʛؗʺ1الB  2وB   عʹʻة فॽʁॼʱʺاتها الॼلʡ ʖʶ11 30 =حx 21 50 =وx.  

  ʧʺʹʱي ȑʙل على حل قاعʸʴن ʥلʚȃومة هي:  6وʙمع ʛʽات غॼ ʛؗم  

= 10 34x    = 40, 33x    = 20, 24x    = 50, 21x    = 60, 12x    = 30, 11x  

:ȑاوʶت ȑʙل القاعʴا الʚافقة لهʨʺقل الʻن تؔلفة الȂو  

330  =1 ×10   +2   ×40  +1  ×20   +2  ×50   +1  ×60   +2   ×30  

  وهʨ مʰلغ أقل مʧ الʺʰلغʧʽ اللʚيʧ حʙدهʺا الأسلȃʨان الʶاǼقان.
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  ملاحʢة:

 ʧــالي مــʲʺــل الʴب إلى الʛاً أقǽʙا حلاًً◌ قاعʻʽʢعǽ جالʨب فʨأن أسل ʙʳن Șʰمʺا س
ــة  ــة، والعʸʻـــʛ ذو الʱؔلفـ ــʺالॽة الغॽȃʛـ ــʛان (الʜاوȄـــة الʷـ ــلȃʨان الآخـ ــʙدها الأسـ الʴلـــʨل الʱـــي ʴǽـ
الأقل)، ومʧ الʳــʙيǼ ʛالــʛؗʚ أن نلفــʗ انॼʱــاه القــارȏ إلــى أن أســلʨب فʨجــال غالॼــاً مــا ǽعʻʽʢــا 
 ʧج عــʛــʵǽ ة ولاʛاشــॼقه مॼــʶǽ ȑʚــل الــʴب، أو الʨلــʢʺــالي الʲʺــل الʴال ʨن هــʨــȞǽ ًاǽʙحلاً قاع
هʚه القاعʙة إلا في الʴالات الʱي يʶʱاوȐ فʽهــا عʸʻــʛان أو أكʲــʛ مــʧ العʻاصــʛ الʰؔــȐʛ فــي 

ʙــار أحــॽʱاخ ʦʱما يــʙــʻوقــات وعʛالف ʛʢد وســʨأن نعʺــ ʧــȞʺǽ ــان قــع ها ʷǼــȞل غʽــʛ مʨفــȘ، وؗ
  في مʲل هʚه الʴالة لʨ أخʚنا أحʙ الأسʛʢ في الʙورة الʲانॽة.

حــلاً مʲالॽــاً أو غʽــʛه وȂذا لʧȞǽ ʦ الʴل القاعȑʙ الȑʚ حʸــلʻا علॽــه Ǽأســلʨب فʨجــال 
  Ȅʛʡقة الʙرج الʱي سʛʷʻحها لاحقاً.  بʨساʡةفإنʻا نʱاǼع الʘʴॼ عʧ الʴل الʺʲالي  

  أسلʦب الʗرج لʗʮʯيل الʲل القاعȏʗ الʴابʲǺ Ȗل قاعȏʗ آخʙ أفʷل مʹه: -4

ʺʲــال الʻفʛʱض أنʻا حʸلʻا على حل قاعȑʙ أول بʨس ʡة أحʙ الأســالʖʽ الʶــاǼقة وؗ
ــاǼقاً  ــلʻا علॽـــه سـ ــل القاعـــȑʙ الـــȑʚ حʸـ ــاʡةنأخـــʚ الʴـ ــʺالॽة الغॽȃʛـــة  بʨسـ ــلʨب الʜاوȄـــة الʷـ أسـ

  :الآتي

   1A 3A 2A 1A  الॻʸؒات الʠʸلȁʦة 

90  
2    3    1  +  2  -  

1B 
      20    10    80  

70  
1    3    3    2    

2B 
      20  -  50    * +  

50  
1    2    3    3    

3B 
  30    20          

  الؔʺॽات الʺʨʱفʛة  80  60  40  30  210
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حʱى نʸʴل على حل قاعȑʙ جʙيʖʳǽ ʙ علʻʽــا أن نقــʨم بʻقــل أحــʙ الʺʴʱــʨلات  
ــة  ǽʙلات القاعʨــʴʱʺــة إلــى ال ǽʙالقاع ʛــ ʽغ ،    Ȑʙــغل إحــʷــا أن ن ʻʽعل ʖــʳǽ ــه ــي أن ʻعǽ اʚوهــ

الʛʳʴ الفارغة ونفʛغ إحȐʙ الʛʳʴ الʺʷغʨلة في الʙʳول الʶابȘ، ولʚلʥ علʻʽا أن نقʨم  
ــʙة  ــʛة الʙʳيـ ــار الʳʴـ ــة اخॽʱـ ــʨل ॽɿॽؗـ ــة حـ فʛغها    ، بʙراسـ ـ̒ـ ــي سـ ــʛة الʱـ ــغلها والʳʴـ ــي سʷʻـ الʱـ

في الʳʴــʛة الʙʳيــʙة وذلــʥ ضــʺʧ الʨʱازنــات الʺفʛوضــة علــى الؔʺॽــات    ijxوتʙʴيॽʀ ʙʺة  
  ijؗʺــا ʳǽــʖ علʻʽــا أن نقــʨم بʙʴʱيــॽʺؗ ʙــة الــȃʛح والــʨفʛ    ، الʺʱــʨفʛة والؔʺॽــات الʺʢلȃʨــة 

الȑʚ سʴʻققه مʧ جʛاء ذلʥ الʙʰʱيل، ولʙʴʱيʙ ؗــل هــʚه الأمــʨر نʷــȞل لؔــل حʳــʛة فارغــة  
  Ȑʛة الفارغــة أمــا رؤوســه الأخــʛــʳʴال ʥقــع رأســه الأول فــي تلــǽ ًلاً أو درجــاً مغلقــاʽʢ مʶـɦـ
ʧ تلــʥ الــʛؤوس زواǽــا قائʺــة،   فʱقع في حʛʳ مʷغʨلة وʘʽʴȃ تȞʷل الȋʨʢʵ الʨاصلة بـ̔ـ

) فــي الʳʴـــʛة الʱـــي تقــع علـــى الـــʛأس  - ونʹــع إشـــارة (+) فـــي الʳʴــʛة الفارغـــة وȂشـــارة ( 
)  - ، ثʦ إشارة (+) في الʛʳʴة الʱي تقع على الʛأس الʺʳاور الآخʛ، ثʦ إشارة ( ʺʳاور ل ا 

 ,a, b, c, d, e  في الʛʳʴة الʱي تقع على الʛأس الʺʳاور الʲالʘ... الخ، وȂن الʛســʨم  

f    وضʛــ ــال الʺفـ ــي الʺʲـ ــة فـ ــʛ الفارغـ ــॼة للʳʴـ ــلأدراج الʺʻاسـ ــة لـ ــȞال الʺʱʵلفـ ــع الأشـ تʨضـ
  ) في الʛʳʴ الʛأسॽة في ؗل شȞل. - وॽɿॽؗة وضع الإشارات (+) و( 

 1Bإلــى  3Aإلــى القاعــʙة فإنــه ʳǽــʖ علʻʽــا أن نʻقــل مــ13x  ʧفــإذا أردنــا أن نــʙخل 
قʟ مــ13a ، ʧكʺॽــة مقــʙارها  الʳʴــʛتʧʽ ؗــل مــʧ وحʱــى نʴــافȎ علــى الʨʱازنــات علʻʽــا أن نـ̒ـ

)2A1(B و)3A2(B  ــة  2A2(B( ، وأن نȄʜــــــʙ الؔʺॽــــــة الʱــــــي فــــــي الʳʴــــــʛة هانفʶـ ـــــ 13aالؔʺॽـــ
Ǽ  ارʙ13الʺقa هʶا إشارة (+) و( ،نفʻوضع ʥلʚــان -) و(+) و(-ولॽʰʱــة لॽالʱʱʺال ʛــʳʴفي ال (

  .(a)مȞان الإضافة ومȞان الʛʢح في ؗل مʻها ؗʺا هʨ مʨضح على الȞʷل  

إلــى القاعــʙة دون غʽــʛه نــʙرس  13xولʺعʛفــة ॽɾʺــا إذا ؗــان مــʧ مʸــلʻʱʴا أن نــʙخل 
فʳʻــ3A1(B  ʙ(الȃʛح والʶʵارة الʻاتʳة عʧ نقــل واحــʙة فقــȌ مــʧ الʺــادة الʺʻقʨلــة إلــى الʳʴــʛة 

 ʧʽتʛــʳʴــة فــي الॽʺؔــادة الȄʜــة لʳॽʱن ʛــʽغʱقــل تʻ3(أن تؔلفــة الA1(B و)2A2(B  ــانهاʸقʻول
  ʧʽتʛʳʴ2(في الA1(B و)3A3(B   ارʙقʺǼ13∆ :ȑاوʶوت  

 ∆1 = 2 –3 + 3  –= 3  13   (a)الȞʷل 
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لʺقʙار تغʛʽ الʱؔلفة الإجʺالॽــة للʻقــل مــʧ جــʛاء زȄــادة واحــʙة فــي   ∆13  حʘʽ رمʜنا بـ
) مقابـــل إضـــافة ؗـــل 2الإجʺالॽـــة ســـʜʱداد Ǽʺقـــʙار (وهـــʚا ǽعʻـــي أن الʱؔلفـــة  B)3A1(الʳʴـــʛة 

ʱʻج أنــه لــʝॽ مــʧ مʸــلʻʱʴا أن نــʙخل الʺʴʱــʨل   ،3A1(B(واحʙة إلــى الʳʴــʛة    13xلــʚلʥ نʶـɦـ
  إلى القاعʙة لأنه سʙȄʜʽ مʧ الʱؔلفة.

ــʚلʥ نــʙرس الفائــʙة مــʧ إدخــال  ʱغʛʽ مقابــل  14xوؗ إلــى القاعــʙة فʳʻــʙ أن الʱؔلفــة سـɦـ
  كل واحʙة نقل ؗʺا يلي:

 ∆1 = + 2 –3 + 2  –1 + 3  –= 2  14 (b)الȞʷل 

  إلى القاعʙة. 14xهʚا ǽعʻي أنه لʝॽ مʧ مʸلʻʱʴا أن نʙخل  

ــʚلʥ نʳــʙ أن إدخــال  ʕدȑ إلــى تغʽــʛ فــي الʱؔلفــة مقابــل لؔــل  21xوؗ إلــى القاعــʙة سـ̔ـ
:ȑاوʶǽ ةʙواح  

 ∆2–3 =  –2 + 1  –= 2  21  (c) الȞʷل

قل  1A2(B(وهــʚا ǽعʻــي أنــه مقابــل إضــافة ؗــل واحــʙة إلــى الʳʴــʛة  فــإن الʱؔلفــة سـɦـ
  إلى القاعʙة. 21xومʧ هʻا نʱʻʱʶج أنه مʧ مʸلʻʱʴا أن نʙخل    )–(Ǽ2ʺقʙار

وʱʺȃاǼعة دراسة مقʙار الفائʙة الʱي تعʨد علʻʽا مــʧ جــʛاء إدخــال مʱʵلــف الʺʴʱــʨلات 
  غʛʽ القاعǽʙة إلى القاعʙة فʙʳʻ أن:

  ǽعʻʽʢا أن: 24xإدخال  
 ∆1–1 =  –3 + 2  –= 1  24  (d)الȞʷل 

إلــى القاعــʙة لأن إضــافة ؗــل  24xوهــʚا ǽعʻــي أنــه مــʧ مʸــلʻʱʴا أǽʹــاً أن نــʙخل 
ــʚلʥ نʳــǼ ʙالʶʻــॼة للʺʴʱــʨل  ،)–(1تʻقʟ مʧ الʱؔلفة Ǽʺقʙار    B)4A2(واحʙة إلى الʛʳʴة   وؗ

31x :ا يليʺؗ ʛʽغʱʱؔلفة سʱأن ال  
 ∆2 = 0 –3 + 3  –2 + 1  –= 3  31  (e)الȞʷل 

قʟ  1أو عʙمها لا يʕثʛ على الʱؔلفــة  31xوهʚا ǽعʻي أن زȄادة   لأنهــا لا تȄʜــʙ ولا تـ̒ـ
  مʧ الʱؔلفة الإجʺالॽة للʻقل.

 
وهʚا يʙل على وجʨد أكʛʲ مʧ حل مʲالي واحʙ للʺʶألة الʺفʛوضــة، وخاصــة إذا صــادفʻا مʲــل هــʚه الʴالــة   1

  في آخʛ مʛحلة مʧ مʛاحل الʴل.
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  ʶǽاو32x :ȑمقʙار الʱغʛʽ في الʱؔلفة نʳॽʱة لإدخال الʺʨʴʱل    وأخʛʽاً نʙʳ أن
 ∆2 = 1 –3 + 3  –= 3  32  (f)الȞʷل 

  إلى القاعʙة. 32xوهʚا ǽعʻي أنه لʝॽ مʧ مʸلʻʱʴا أن نʙخل  

ــʝॽ مــʧ مʸــلʻʱʴا أن نــʙخل أȑ مʴʱــʨل  ʱʻج أنــه ل Ș نʶـɦـ ــى القاعــʙة  ijxمʺــا سـhـ إل
  .∆ij  .0<  عʙʻما ʨȞǽن مقʙار تغʛʽ الʱؔلفة الʺقابل له

0ijوتʸʴʻـــʛ مʸـــلʻʱʴا فـــي إدخـــال أحـــʙ الʺʴʱـــʨلات القاعǽʙـــة الʱـــي ǽقابلهـــا   
ــʙ أȑ مــʧ هــʚه ال ــǽ ȑʚقابــل أكʲــʛ الأعــʙاد  ʴʱtsxــʨلات فإنʻــا نʱʵــار الʺʴʱــʨل ʺولʙʴʱي  ijال

  1ة:الآتॽالʴǽ ȑʚقȘ العلاقة    tsالǽ ȑʚقابل   tsxأȑ نʱʵار    ،سلॽʰة

(4 – 3 – 8) 
Min [ ∆ij < 0] = ∆ts 
(ij) Є   

ʴʱــʨلات غʽــʛ القاعǽʙــة فــي ʺلʺʨʺʳعة الʳʴــʛ الفارغــة الʺقابلــة لل  حʘʽ رمʜنا بـ  
  وʶȄʺى هʚا الʺॽɻار Ǽالʺॽɻار الأول.  ،كل مʛحلة مʧ مʛاحل الʴل

  وȘʽʰʢʱȃ ذلʥ الʺॽɻار على مʲالʻا الʴالي نʙʳ أن:

212421in 2]1,2[Min],[M   

إلــى القاعــʙة ونʵــʛج مʻهــا الʺʴʱــʨل الــǽ ȑʚقــع علــى أحــʙ الــʛؤوس  21xلــʚلʥ نــʙخل 
علʻʽــا أن نʵـــʛج  21xالʶــالॼة والــȑʚ تؔــʨن حʺʨلʱـــه هــي الʨʺʴلــة الʸــغȐʛ بʻʽهـــا، فلإدخــال 

22x  22 50 =(لأنx  ʧمــ ʛ11 80 =أصــغx) ــةॽʺؔقــل الʻم بʨا نقــʚــȞة 50) وهʛــʳʴإلــى ال (
)1A2(B  ةʛـــʳʴال ʟق ـ̒ـ  2A1(B() ونȄʜـــʙ الʳʴـــʛة 30) فʸʱـــॼح (Ǽ50ʺقـــʙار 1A1(B )(ونـ

  فارغة. 2A2(B() ونʛʱك الʛʳʴة  60) فॼʸʱح (Ǽ50ʺقʙار (

وʸȃــʨرة عامــة نʹــʅॽ الʨʺʴلــة الʸــغȐʛ إلــى ؗــل رأس مʨجــʖ ونʛʢحهــا مــʧ ؗــل 
ʽʢل  ʽʢلرأس ســـالʖ للʺʶــɦـ ــلʻا علـــى الʴـــال  ،أو لأȑ درج غʽـــʛ مʶــɦـ وȃـــʚلʥ نؔـــʨن قـــʙ حʸـ

  ȑʙول    الآتيالقاعʙʳى في الʢل الʺعʴال ʨالآتيوه:  

  
  

 
  سʱʻعʛض لها لاحقاً مʧ خلال الʺʲال الʺʴلʨل. tsxهʻاك Ȅʛʡقة أخȐʛ لʙʴʱيʙ الʺʨʴʱل الʙاخل  1
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  الʙʸاك4A 3A 2A 1A  ʚ  الॻʸؒات الʠʸلȁʦة

90  
2    3    1    2    

1B 
          60    30  

70  
1  +  3  -  3    2    

2B 
  0    20        50  

50  
1    2  + ..  3    3    

3B 
-  30    20          
  الؔʺॽات الʺʨʱفʛة   80  60  40  30  

  تʶاوȑ:أصʗʴॼ  وهʨ حل قاعȑʙ أفʹل مʧ الʴل الأول لأن تؔلفة الʻقل عʙʻه  

350  =1  ×30  +2  ×20  +3  ×20  +2  ×50  +1  ×60  +2  ×30  

ʻا تغʽـــʛات الʱؔلفـــة  لʺʴʱـــʨلات غʽـــʛ لǼالʶʻـــॼة  ijولʻؔـــه لـــʝॽ مʲالॽـــاً لأنـــه لـــʨ حʶــhـ
ــة الʺقابل ـــ ــʙنا أن الأدراج الʺʱʵلفـ ــة) لʨجـ ــʛ الفارغـ ــة للʳʴـ ــʨلات الʺقابلـ ــي الʺʴʱـ ــة (وهـ  ةالقاعǽʙـ

  لʱلʥ الʺʨʴʱلات تعʻʽʢا أن:

  
3 = 0 –3 + 2  –= 3  13∆ 
3 + 2 = 0 –1 1 +  –= 2 14 ∆ 

2 + 2 = 2 –1  –= 3  22∆ 
1 –3 =  –1 + 2  –= 1  24∆ 

2 = 2 –2 + 3  –= 3  31∆ 
3=  2-2 + 3 –1 + 2  –= 3  32∆  

  

2    3    1  -  2  +  
          60    30  

1    3  +  3    2  -  
      20        50  
1    2  -  3  + ..  3    
  30    20    *      

 ∆32الʗرج الȏʘ اسʗʳʯمʹاه لʴʲاب 
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فإنــه مــ24x  ʧوهــي تقابــل الʺʴʱــʨل  ∆ 24= -1هــي   ∆ij وȃʺــا أن أصــغॽʀ ʛʺــة لـــ
ʽʢل الــʙرج الʺʻاســʖ إلــى القاعــʙة  24xمʸــلʻʱʴا نقــل  ، ولʙʴʱيــʙ الʺʴʱــʨل الʰــʙيل نʷــȞل مʶـɦـ

ذȑ الʨʺʴلــة الأقــل) (لأنــه ǽقــع فــي الــʛأس الʶــال23x  ʖفʳʻــʙ أن الʺʴʱــʨل الʰــʙيل هــ24x  ʨلـــ
.Șابʶول الʙʳفي ال ʧʽʰم ʨكʺا ه  

قʟ الʳʴــʛة  4A2(B(فــي الʳʴــʛة  24x 20 =ولإجــʛاء الʻقــل نʹــع   4A3(B(ونـ̒ـ
) ونʱــــʛك 40) لʸʱــــॼح (Ǽ20ʺقــــʙار 3A3(B )() ونȄʜــــʙ الʳʴــــʛة 10) لʸʱــــॼح (Ǽ20ʺقــــʙار (
  :الآتيفارغة، فʸʴʻل على الʴل القاعȑʙ الʲالʘ الʺعʢى Ǽالʙʳول   3A2(B(الʛʳʴة  

  الʙʸاك4A  3A 2A 1A  ʚ  الॻʸؒات الʠʸلȁʦة

90  
2    3    1    2    

1B 
          60    30  

70  
1    3    3    2    

2B 
  20            50  

50  
1    2    3    3    

3B 
  10    40          

  الؔʺॽات الʺʨʱفʛة   80  60  40  30  

:ȑاوʶه تʙʻقل عʻلأن تؔلفة ال Șابʶل الʴال ʧأفʹل م ȑʙحل قاع ʨوه  
330  =1  ×10  +2  ×40  +1  ×20  +2  ×50  +1  ×60  +2  ×30  

ــاً نقــʨم بʙراســة تغʽــʛات  ॽالʲــل حــلاً مʲʺǽ ȑʙــل القاعــʴا الʚــا إذا ؗــان هــʺॽɾ فــةʛولʺع
ــʛ القاعǽʙــة (فــي الʳʴــʛ الفارغــة)، فʳʻــʙ أنهــا أصــʗʴॼ لǼالʶʻــॼة  ijالʱؔلفــة  ʽلات غʨــʴʱʺل

ــالॼة   ــلʻʱʴا أن نʷـــغل أǽـــة حʳـــʛة ij<  0جʺॽعـــاً غʽـــʛ سـ ، وهـــʚا ǽعʻـــي أنـــه لـــʝॽ مـــʧ مʸـ
.ʛʽول الأخʙʳفارغة في ال  

ولʧؔ هʚا الأمʛ لا ǽعʛʰʱ بʛهاناً قاʡعاً على مʲالॽة الʴــل القاعــȑʙ الʶــابȘ، حʽــʘ أن  
  mu,……3, u2, u1(u(الʴــل القاعــȑʙ لا Ȟǽــʨن حــلاً مʲالॽــاً إلا إذا ؗــان الʴــل الʺʛافــȘ لــه  

 Șافʛʺذج الʨʺʻوضة على الʛالʺف ȋوʛʷال Șقʴǽ ،   ʖــȄʛʳــار أو تॼʱاخǼ مʨــا أن نقــʻʽفإنــه عل ʥلʚلــ
  ، الʴــل الʺʛافــȘ لʺعʛفــة ॽɾʺــا إذا ؗــان ʴǽقـــȘ الʷــʛوȋ الʺفʛوضــة علــى الʻʺــʨذج الʺʛافـــȘ أم لا 
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فإذا ؗان ʴǽقــȘ تلــʥ الʷــʛوȋ فــإن الʴــل القاعــȑʙ الــȑʚ حʸــلʻا علॽــه Ȟǽــʨن حــلاً مʲالॽــاً أمــا إذا  
 .ʛآخ ȑʙحل قاع ʧع ʘʴॼالǼ مʨققاً نقʴم ʧȞǽ ʦل  

قʨم الآن بʽʰʢʱــــȘ هــــʚه الȄʛʢقــــة  ــال وســـ̒ـ ــة بهــــا ؗاملــــة علــــى مʲــ والأســــالʖʽ الʺʱعلقــ
  مʱؔامل لʨʱضॽح ॽɿॽؗة رȌȃ هʚه الأسالʖʽ واسʙʵʱامها في حل مʶائل الʻقل الʺغلقة.

  :)4(  مʰال هام

ʧ هــي  ʡاقʱهــا   A3, A2, A1A ,4لʻفʱــʛض أنــه لــʙيʻا أرȃعــة مʛاكــʜ لإنʱــاج الʴʢـ̔ـ
 ȑــاوʶة تȄʛــهʷ30 ,40 ,60 ,80ال ʖــʽتʛʱهلاك هــي  ،علــى ال B1B ,2 ,وثلاثــة مʛاكــʜ اسـɦـ

3B  ȑاوʶة تȄʛهʷاتها الॼلʢʱ50 ,70 ,90وم  ʧمــ ʙاحــʨال ʧــʢوأن تؔلفة نقل ال ʖʽتʛʱعلى ال
  :الآتيمʛاكʜ الإنʱاج إلى مʛاكʜ الاسʱهلاك معॽʢة Ǽالʙʳول  

  الʙʸاك4A  3A 2A 1A  ʚ  الॻʸؒات الʠʸلȁʦة 

90  2  3  1  2  1B  

70  1  3  3  2  2B 

50  1  2  3  3  3B 

210  
  الؔʺॽات الʺʨʱفʛة  80  60  40  30  210

.ʧȞʺǽ قل أقل ماʻعل تؔلفة الʳقل تʻة للʢاد خʳǽب إʨلʢʺوال  

  الʴل:

 قʰل ؗل شيء نلاحȎ أن الʺʲال Ȟʷǽل نʺʨذج مغلȘ لأن  
 


m

1j

n

1j
ij 210ba  

  ة:الآتॽلʴل هʚا الʺʲال ȞʷǼل نʺʨذجي نقʨم Ǽالʨʢʵات  
لʺقــʙار مــا ʳǽــʖ نقلــه مــijx    ʧنʨʸغ الʨʺʻذج الȄʛاضــي لهــʚه لʺʶــألة فʳʻــʙ أنــه لــʨ رمʜنــا ب ـــ - 1

ʜ الإنʱاجي   ʛؗʺالi   هلاكيʱالاس ʜ ʛؗʺإلى الj  لȞʷال ʚأخǽ فʙع الهǼالآتي ، فإن تا :  

L = 2x11 + x12 + 3x13 + 2x14 + 2x21 + 3x22 + 3x23 + x24 + 3x31 + 3x32 

      + 2x33 + x34 → Min 
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:ȋوʛʷال ʧʺوض  
1u = 90 14+ x 13+ x 12+ x 11x 
2u  = 70 24+ x 23+ x 22+ x 21x  
3u = 50 34+ x 33x + 32+ x 31x  
1v = 80 31+ x 21+ x 11x 
2v  = 60 32+ x 22+ x12 x 
3v = 40 33+ x23 + x 13x 
4v = 30 34+ x 24+ x 14x 

xij ≥ 0  ; (i: 1,2,3   j: 1,2,3) 
نʹع معاملات هʚا الʨʺʻذج فــي جــʙول مʻاســʖ مʶــʙʵʱمȄʛʡ ʧʽقــة القاعــʙة الاصــʻʢاॽɺة   - 2

  ة: الآتॽ   فʸʴʻل على الʙʳول الʺʧʽʰ على الʸفʴة 
ــʨɹلات   ʱʺا الʻوضــع ʙ4ولقــ, v3, v2, v1, v3, u2, u1u    امها فــيʙʵ ــʙrول لاسـɦـ ــʁار ال ǽ علــى

  ʧʽعʨن ʧاها مʻوجعل Șافʛʺذج الʨʺ   مʻها.   ل لʶهʨلة العʺل والʱفȘȄʛ بv   ؗ ʧʽو   uإʳǽاد ال̒
3 -  :ȑاوʶǽ أنه ʙʳʻف Șافʛʺذج الʨʺʻاد الʳǽإǼ مʨنق  

Max → 430v + 3+ 40v 2+ 60v 1+ 80v 3+ 50u 2+ 70u 1z = 90u  
ʛʵجها مــʧ  علॽــه أما الʛʷوȋ الʺفʛوضــة  فʳʻــʙ أنــه مقابــل ؗــل  الʶــʺʰلʝؔ  جــʙول  فʶʻـɦـ

  يʨجʙ شȋʛ خʢي ؗʺا يلي:  ijxمʨʴʱل  
    الʙʵوȉ  في تاǺع الهʗف  الʦʲʯʸلات 

11x 2 ≤ 1+ v 1u 1  
12x 1 ≤ 2+ v 1u 2  
13x  3 ≤ 3+ v 1u 3  
14x 2 ≤ 4+ v 1u 4  
21x 2 ≤ 1+ v 2u 5  
22x 3 ≤ 2+ v 2u 6  
23x 3 ≤ 3+ v 2u 7  
24x 1 ≤ 4+ v 2u 8  
31x 3 ≤ 1+ v 3u 9  
32x 3 ≤ 2+ v 3u 10  
33x 2 ≤ 3+ v3u 11  
34x 1 ≤4 + v 3u 12  

  ʘــʽن  إ وحiu   وjv   ةॽʰــالʶم الʙعــǼ ةʙــʽمق ʛــʽلات غʨــʴʱم ʨلأنهــا تقابــل معــادلات فــي    هــ
وȂن جـــــʙول الʶـــــʺʰلʝؔ للʻʺـــــʨذج الأصـــــلي مـــــع مʛافقـــــه وحʶـــــȄʛʡ ʖقـــــة    . الʻʺـــــʨذج الأصـــــلي 

  الآتي:الʺʨʴʱلات الاصʻʢاॽɺة ǽأخʚ الȞʷل  
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الʦʲʯʸلات 
الʙʸافقة

  

1
u 

2
u 

3
u

  

1
v 

2
v 

3
v 

4
v   

  ʛ
الʗʱول الأساسي لȂʙʠقة الʮʸʴلؒ

صʠʹاॻɸة 
الا

  

الʦʲʯʸلات
  

القاعʗة
  

1
ε  

2
ε  

3
ε  

4
ε  

5
ε  

6
ε  

7
ε  

ف
ʙع الهǼتا

  

11
x 1
  0
  0
  1
  0
  0
  0
  2
  

12
x  1
  0
  0
  0
  1
  0
  0
  1
  

13
x 1
  0
  0
  0
  0
  1
  0
  3
  

14
x 1
  0
  0
  0
  0
  0
  1
  2
  

21
x  0
  1
  0
  1
  0
  0
  0
  2
  

22
x  0
  1
  0
  0
  1
  0
  0
  3
  

23
x  0
  1
  0
  0
  0
  1
  0
  3
  

24
x  0
  0
  0
  0
  0
  0
  1
  1
  

31
x 0
  0
  1
  1
  0
  0
  0
  3
  

32
x 0
  0
  1
  0
  1
  0
  0
  3
  

33
x 0
  0
  1
  0
  0
  1
  0
  2
  

34
x 0
  0
  1
  0
  0
  0
  1
  1
  

ʕابʦʰال
  

90
  70
  50
  80
  60
  40
  30
  z -0
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4 -   ʝؔلʰʺــ ــة الʶـ ــʙʵʱام Ȅʛʡقـ ــʧ اسـ ــʙلاً مـ ــʨم  بـ ــǼ  Ș نقـ ــألة وفـ ــʚه لʺʶـ ــȑʙ أول لهـ ــل قاعـ ــاد حـ إʳǽـ
ــʚلʥ نʹــع الʺعॽʢــات والʺʴʱــʨلات فــي جــʙول    ، أســلʨب الʜاوȄــة الʷــʺالॽة الغॽȃʛــة  نʤــامي  ل

  (حʘʽ وضعʻا تؔلفة الʻقل في زواǽا جانॽʰة).  الآتي ك 
  الॻʸؒات  
 4A  3A 2A 1A  الʠʸلȁʦة

ʚاكʙاج   مʯالإن  
  مʙاكʚ الاسʯهلاك 

90  
2    3    1    2    

1B  
14x 13x 12x 11x  

70  
1    3    3    2    

2B 
24x 23x 22x  21x  

50  
1    2    3    3    

3B 
34x 33x 32x 31x 

210  
  الؔʺॽات الʺʨʱفʛة  80  60  40  30  210

ــʙʵʱام أســـلʨب الʜاوȄـــة الʷـــʺالॽة  الغॽȃʛـــة نʸʴـــل علـــى الʴـــل القاعـــȑʙ الأول    - وȃاسـ
  : الآتي الʺʧʽʰ في الʙʳول  

  الʙʸافȖ الʲل
ju 

  الॻʸؒات 
   4A  3A 2A 1A  الʠʸلȁʦة 

0  90  
2    3    1  +  2  -  

1B  
    10  80  

2  70  
1    3    3  -  2  +  

2B 
  20  50  *  

1  50  
1    2    3    3    

3B 
30  20      

 
210  

210  30  40  60  80  
الؔʺॽات  
  الʺʨʱفʛة

   0  1  1  2  iv 
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ʛʵاج الʷــʛوȋ    1لاخॼʱار ॽɾʺــا إذا ؗــان هــʚا الʴــل القاعــʲʺǽ ȑʙــل حــلاً مʲالॽــاً نقــʨم  Ǽاسـɦـ
ــة للʺʴʱـــʨلات القاعǽʙـــة   ــة للʻʺـــʨذج الʺʛافـــȘ والʺقابلـ ــʛوijx  ȋالॽʢʵـ   7و     6و    2و   1، وهـــي الʷـ

الʺقابلــة لهــا غʽــʛ معʙومــة) فʸʴʻــل    ijxونʹعها على شــȞل مʶــاوȄات تامــة (لأن   12و  11و 
  ة: الآتॽ على جʺلة الʺعادلات  

(B)  

= 2 1+ v 1u → 11x 
= 1 2+ v 1u → 12x 
= 3 2+ v 2u → 22x 

2 = 3+ v 2u → 23x 
= 1 3+ v 3u → 34x 
= 1 4+ v 3u → 34x 

 Șافــʛʺذج الʨــʺʻلل ȑʙل علــى حــل قاعــʨــʸʴه الʺعــادلات للʚم هــʙʵʱــʶــا أن  ، و نʺǼ ʧلؔــ
فــإن لʳʺلــة الʺعــادلات الʶــاǼقة لا    ، مʴʱــʨلات) أكʲــʛ مــʧ عــʙد الʺعــادلات   7عــʙد الʺʴʱــʨلات ( 

  1u 0 =نهاǽــة مــʧ الʴلــʨل الʺقʨʰلــة لــʚلʥ نʱʵــار أحــʙها وأســهلها وهــʨ الʴــل الــȞǽ ȑʚــʨن ॽɾــه  
  ȑʙل القاعʴلة الʨهʶǼ اʻʽʢه الʺعادلات تعʚأن ه ʙʳʻالآتي ف :  

u1 = 0 , u2 = 2 , u3 = 1 , v1 = 2 , v2 = 1 , v3 = 1 , v4 = 0 
ولقʙ وضعʻا ʦॽʀ ذلʥ الʴــل علــى جــانʰي الʳــʙول الʶــابȘ حʱــى نʶــهل اســʙʵʱامها فــي  

  عʺلॽة تʴقȘ الʛʷوȋ الʺفʛوضة. 
 Șافــʛʺذج الʨــʺʻوضــة علــى الʛالʺف ȋوʛــʷال Șقــʴǽ ــلʴال ʥا إذا ؗان ذلʺॽɾ ارॼʱولاخ

ــʨارد فــي الʺعــادلات  ــات الʴʱقــȘ علــى الʷــʛوȋ الʺॽʁॼʱــة (غʽــʛ ال ॽعʺل ȑʛــʳفــي أن نȞǽ(B) 
ــة الʱـــي  ــʛ الفارغـ ــة للʳʴـ ــات الʺقابلـ ــʥ الʺعـــادلات) وهـــي الʺʛʱاجʴـ ــȘ تلـ ــʥ الʴـــل ʴǽقـ لأن ذلـ

ــفʴة  ــى الʸـ ʧ علـ ـ̔ـ ــʨ مʰـ ــا هـ ــابي ؗʺـ ــȞل حʶـ ــى شـ ــʨʴʻلها إلـ ــل الآتॽ ـــسـ ــʙ أن الʴـ ــʚلʥ نʳـ ة، وȃـ
 Șافʛʺال ȑʙ(0,2,1,2,1,1,0)القاع  ʛʷال Șقʴǽ لا لا) Șافــʛʺذج الʨــʺʻوضة على الʛالʺف ȋو
  ʧʽʡʛʷال Șقʴǽc وd(،   ًاॽالʲل حلاً مʲʺǽ الأول لا ȑʙل القاعʴج أن الʱʻʱʶا نʚȞوه.  

 
  ولʻʻؔا سॼʱʻع Ȅʛʡقة أخȐʛ لأجل الفائʙة. ∆ʧȞʺǽij إجʛاء ذلʥ الاخॼʱار ȄʛʢǼقة تغʛʽات الʱؔلفة  1
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  ملاحʢة: 
ʧ أعـــلاه ʶǽـــاعʙنا علـــى إجـــʛاء  إن ʱؗاǼـــة الʺʛʱاجʴـــات علـــى الʷـــȞل الʶʴـــابي الʺʰــ̔ـ
عʺلॽــات الʴʱقــȘ علــى الʳــʙول مॼاشــʛة Ǽالʶʻــॼة للʳʴــʛ الفارغــة فقــȌ (لأن الʳʴــʛ الʺʷــغʨلة 

ونʢــʛح مــॽʀ ʧʺــة الʱؔلفــة فʽهــا  1A3(B(تʴقȘ الʛʷوȋ حʱʺاً)، فʻأخʚ ؗــل حʳــʛة فارغــة مʲــل 
  ʧʽʰ ʛؗʺع الʨʺʳ1(م+ v 2(u :ل علىʸʴʻف  

3 – (2+1) ≥ 0  
  مʴقȘ تʺاماً. 

ــʚلʥ نʳــǼ ʙالʶʻــॼة للʳʴــʛة  وهــي   2–  (2+2)≤ 0حʽــȞǽ ʘــʨن لــʙيʻا  1A2(B(وؗ
 Șقــʴــي لا تʱال ʛــʳʴة علــى الʜــʽʺونʹــع إشــارة م Șقــʴʱــات الॽع عʺلǼــاʱا نʚــȞققــة، وهʴم ʛــʽغ

.ʙيʙʳال ȑʙل القاعʴلإدخالها في ال Șافʛʺذج الʨʺʻوضة على الʛالʺف ȋوʛʷال  
vu(c(للʺقـــاديij    ʛلـــʚلʥ نʛمـــʜ ب ــــ jiijij     ʘـــʽن  إ ح(ij)    ـــي إلـــىʺʱʻت

    ــعॽʺج ʗالفارغــة، فــإذا ؗانــ ʛــʳʴعــة الʨʺʳ0مij     اʻصــلʨــا ت ʻــي أنʻعǽ ʥفــإن ذلــ
ــالي الʺʢلـــʨب  ــʙ    ، إلـــى الʴـــل الʺʲـ ــان أحـ ــا إذا ؗـ 0ijأمـ     ةʨـــʢʵقـــل إلـــى الʱʻــا ن   5فإنʻـ

 ॽة: الآت  
5 -   ʥوذلـــ ʛآخـــ ȑʙحـــل قاعـــ ʧعـــ ʘـــʴॼالǼ مʨة نقـــʡــا ــʙ الʺʴʱـــʨلات    بʨسـ ʧ أحـ ــʙيل بــ̔ـ إجـــʛاء تʰـ

  القاعǽʙة في الʴل القاعȑʙ الأول وأحʙ الʺʨʴʱلات غʛʽ القاعǽʙة. 
أخــʚ أكʲــʛ الأعــʙاد ســالॽʰة فــي عʺــʨد نولʙʴʱيʙ الʺʨʴʱل الʳǽ ȑʚــʖ إدخالــه إلــى القاعــʙة  

  الʱʻائج الأخʛʽ وفȘ مॽɻار ʶǽʺى Ǽالʺॽɻار الʲاني وهʨ الʺعʛف Ǽالعلاقة:

(6 – 4 – 8) tsij
j,i

]0[Min   

  فʙʳʻ أن: 
 212421 2)1,2(Min),(Min  .  

ــʨل   ــل الʺʴʱــ ــǽ ʨقابــ ــال    21xوهــ ــʖ إدخــ ــʚلʳǽ ʥــ ــʛة    21xلــ ــغال الʳʴــ ــʙة وȂشــ ــى القاعــ إلــ
)1A2(B  .هǼاʶح ʖʳǽ ʧʽد معʙعǼ  
ـʁـاب العــʙد الــʳǽ ȑʚــʖ إدخالــه إلــى الʳʴــʛة   - 6 ʴ1(لA2(B    علــى ʧ ʽʢل الʺʰــ̔ ɦــʶʺل الȞــʷن

ورؤوســه الʲلاثــة الأخــ1A2(B    Ȑʛ(الʳــʙول الʶــابȘ، والــȑʚ رأســه الأول ǽقــع فــي الʳʴــʛة  
نʹــع الإشــارات الʺʨجॼــة والʶــالॼة    ʦ تقع في حʛʳ مʷغʨلة Ǽأعʙاد الʴل القاعȑʙ الʶابȘ ث ــ
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 ) ʙلــة العــʨʺة والأقــل حॼــالʶة الʛــʳʴال ʧقــل مــʻن ʦؤوس، ثــʛالــ ʥة  50علــى تلــʛــʳʴإلــى ال (
ــة   ــ1A2(B   ) ʧ(الفارغـ ــه مـ ــى  80ونʛʢحـ ــॽفه إلـ ــȑʙ    10) ونʹـ ــل القاعـ ــى الʴـ ــل علـ فʸʴʻـ
  : الآتي الʲاني  

  4A 3A 2A 1A   

90  
2    3    1    2    

1B  
    60  30  

70  
1    3    3    2    

2B 
  20    50  

50  
1    1    3    3    

3B 
30  20      

  30  40  60  80    
ʙʵم أســلȃʨاً  ولاخॼʱــار ॽɾʺــا إذا ؗــان هــʚا الʴــل القاعــʲʺǽ ȑʙــل حــلاً مʲالॽــاً أم لا نʶـɦـ
ــاني) الʺقابلــة للʳʴــʛ الفارغــة  ʲــار الॽɻʺال  ʧلاً مــʙــار الأول (بــॽɻʺال ʦॽــʀ ʙيــʙʴʱم بʨقــʻف ʛآخــ

ʶʺأن ال ʙʳʻف Ȍة لها تفقॼاسʻʺلات أو الأدراج الʽʢʱ:ا أنʻʽʢع  
2 = 0 –3 + 2  –= 3  13∆ 

2 = 0 –1 + 2 + 3 + 2  –= 2 14 ∆ 
2 = 2 –2  +1  –= 3  22∆ 

1 –3 =  –1 + 2  –= 1  24∆ 
2 = 2 –2 + 3  –= 3  31∆ 

= 3    2 – 2 + 3 –1 + 2  –= 3   32∆  
 

ــلʻʱʴا أن نʷـــغل الʳʴـــʛة  ــʙ أنـــه مـــʧ مʸـ ــʚا نʳـ ʽʢل ذا  4A2(B(وهȞـ ـɦـ فʷʻـــȞل الʺʶـ
ــى  ــالॼة إلـ ــʛؤوس الʶـ ــي الـ ــع فـ ــي تقـ ــʨلات الʱـ ــغʛ الʴʺـ ــل أصـ ــارة ونʻقـ ــة Ǽالإشـ ــʛؤوس الʺʻʱاوȃـ الـ

  :الآتيل القاعʴ  ȑʙفارغة فʸʴʻل على ال 4A2(B(الʛʳʴة  
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iu  ةȁʦلʠʸ4  الA  3A 2A 1A   

0  90  
2    3    1    2    

1B  
    60  30  

0  70  
1    3    3    2    

2B 
20      50  

0  50  
1    2    3    3    

3B 
10  40      

  الʺʨʱفʛة  80  60  40  30    
    1  2  1  2  iv 

  ȋوʛــــʷد إلـــى الʨـــاً نعـــॽالʲـــل حــــلاً مʲʺǽ ȑʙـــل القاعـــʴا الʚـــا إذا ؗـــان هــــʺॽɾ ـــارॼʱولاخ
الʺفʛوضــة علــى الʻʺــʨذج الʺʛافــȘ والʺقابلــة للʺʴʱــʨلات القاعǽʙــة الʴالॽــة ونʹــعها علــى شــȞل  

  : الآتॽةمʶاوȄات تامة فʸʴʻل على جʺلة الʺعادلات  
x11 → u1 + v1 = 2 
x12 → u1 + v2 = 1 
x22 → u2 + v1 = 2 
x23 → u2 + v4 = 1 
x34 → u3 + v3 = 2 
x34 → u3 + v4 = 1 

 Șافــʛم ȑʙل علــى حــل قاعــʨــʸʴه الʺعــادلات للʚم هــʙʵʱــʶنʹــع    ، ون ʥلʚ1 0 =ولــu  
  Șافʛʺال ȑʙل القاعʴل على الʸʴʻالآتي ف :  

= 1 4= 2, v 3= 1, v 2= 2, v 1= 0, v 3= 0, u 2= 0, u 1u  

  Șقــʴǽ أنــه ʙــʳʻف Șافــʛʺذج الʨــʺʻــة للॽʁॼʱʺال ȋوʛــʷــل فــي الʴا الʚهــ ʦॽــʀ ʠȄʨعــʱم بʨنقــ
  الʛʷوȋ الʺقابلة للʛʳʴ الفارغة حʘʽ نʙʳ أن: 
  1 > 0  (0+2) > 0 –3  →< 3  3+ v 1u 
  1 > 0  ) > 01(0+ – 2 → 2<  4+ v 1u 
  2 > 0  ) > 01(0+ – 3 → 3<  2+ v 2u 
  1 > 0  ) > 02(0+ – 3 → 3<  3+ v 2u 
  1 > 0  ) > 02(0+ – 3 → 3<  1+ v 3u 
  2 > 0  ) > 01(0+ – 3 → 3<  2+ v 3u 
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  ʨــاً وهـــ ــاً مʴققـــة وهـــʚا ǽعʻـــي أن الʴـــل القاعـــȑʙ الأخʽـــʲʺǽ ʛـــل حـــلاً مʲالॽـ وهـــي جʺॽعـ
  ʛاصʻالع ʧلف مʕم ॽة: الآت  

= 10 34x    = 40, 33x    = 20, 24x    = 50, 21x    = 60, 12x    = 30, 11x  

 :ȑاوʶقل الʺقابلة له تʻوأن تؔلفة ال  
330   =1    ×10    +2   ×40   +1   ×20  +2    ×50    +1   ×60    +2  ×30   =L  

  Șافـــʛʺـــل الʴالʺقابلـــة لل Șــ ــॽʀ ʖʺـــة تـــاǼع الهـــʙف الʺʛافـ ــʙ مـــʧ الʶʴـــاǼات نʶʴـ وللʱأكـ
  ʛʽأن   (0,0,0,2,1,2,1)الأخ ʙʳʻها ف :  

330   =1    ×30    +2   ×40   +1   ×60  +2    ×80    =z  

  ʻʡ (A1ــاً مــʧ  30بʻقــل (   : وȂن الʴــل الʺʲــالي الʶــابǽ Șعʻــي أنــه ʳǽــʖ علʻʽــا أن نقــʨم 
) ʻʡــاً مــʧ  20و(   ، B2إلــى    A1) ʻʡــاً مــʧ  50و(   ، B1إلــى    A2) ʻʡــاً مــʧ  60و(   ، B1إلــى  
A4   إلىB2 ،   )40و  ʧاً مʻʡ (A3   إلىB3 ،   )10و ʧان مʻʡأ (A4   إلىB3 .  

  ملاحʢة: 

مــʧ العॼʁــات الʱــي Ȟʺǽــʧ أن تعʱــʛض عʺلॽــة الʴــل بهــʚه الȄʛʢقــة هــʨ حʸــʨلʻا علــى  
  ʧأقــل مــ ʧʺــʹʱي ȑʙحــل قاعــ(n + m – 1)    مʨونقــ (ــلالʴحالــة ان) ومــةʙمع ʛــʽــة غॼ ʛؗم

Ǽــالʵʱلʟ مــʧ هــʚه الʴالــة Ǽإضــافة صــفʛ إلــى إحــȐʙ الʳʴــʛ الʺʻاســॼة وʽʴȃــʘ تقــع علــى رأس  
ॼات الʴل القاعȑʙ الʺفʛوض.  ʛؗم Ȑʙارها إحॼʱرج واعʙرؤوس ال ʧم ʖجʨم  

كʺــا Ȟʺǽــʧ أن نʸــادف عʻــʙ الاخॼʱــار الأخʽــʛ حــʨل مʲلȄʨــة الʴــل القاعǽʙــة أن تؔــʨن  
أحــʙ الʷــʛوȋ الʺॽʁॼʱــة الʺفʛوضــة علــى الʻʺــʨذج الʺʛافــȘ مʴققــة تʺامــاً، وȂن هــʚه الʴالــة تــʙلʻا  
  ʛــالي آخــʲــل علــى حــل مʸʴــا أن نʻʻȞʺȄوحــة وʛʢʺــألة الʶʺالي للʲحل م ʧم ʛʲد أكʨعلى وج

 .ȋʛʷال ʥلʚل الʺقابل لʨʴʱʺيل للʙʰاء تʛإجǼ  
  

VI -   نقل المواد بأقصر فترة زمنية:   نموذج  
مـــʧ    الؔʺॽـــة ʱʵǽلــف هـــʚا الʻʺـــʨذج عـــʧ الʻʺـــاذج الʶـــاǼقة Ǽأنـــه يهـــʙف إلـــى نقـــل ؗامـــل  

هلاك Ǽأقʸــʛ فʱــʛة زمॽʻــة مʺʻȞــة، ونʸــادف مʲــل   مʛاكــʜ الإنʱــاج أو الʨʱزȄــع إلــى مʛاكــʜ الاسـɦـ
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وضــع خʢــȌ نقـــل الʺــʨاد ســȄʛعة العʢــʖ (كالʴلʽــʖ والأدوȄــة والأغǽʚـــة...    عʻــʙ هــʚه الʺʶــائل  
  ʥلʚــ وضــع خʢــȌ لʱــأمʧʽ الــʚخائʛ القʱالॽــة فــي حالــة الʴــʛب حʽــȞǽ ʘــʨن الهــʙف    عʻــʙ الــخ)، وؗ

هـــʨ الʻقـــل Ǽأســـʛع مـــا Ȟʺǽـــʧ وȃأقـــل ؗلفـــة مʺʻȞـــة، ونʸـــॽغ الʺʶـــألة ونʺʨذجهـــا الȄʛاضـــي علـــى  
  : الآتي الȞʷل  

ـɹـــʙدة    mلʻفʱــــʛض أنــــه لــــʙيʻا   ـyـــʙيʛ مــــادة مــــا وأن ʡاقــــات تلــــʥ الʺʛاكــــʜ م ʱاً لʜـؗـــ ʛم
  ة: الآتǼ ॽالؔʺॽات  
 a1 ,     a2 ,      a3 ,………….. am (واحʙة) 

ــʙيʻا   ــه ل ــʥ  الʺــادة    nوأن هلاكॽاً وأن مʢʱلॼاتهــا مʴــʙدة مــʧ تل ــʜاً اسـɦـ ʛؗدة  مʙــʴم
  ة: الآتǼ ॽالؔʺॽات  

 b1 ,     b2 ,      b3 ,………… bm (واحʙة) 

  1وȂنʻا نفʛʱض أن: 

)8-6-1 (   
 


m

1i

n

1j
ji ba  

  ʜــ ʛؗʺال ʧة مــʛفʨـــʱʺــة الॽʺؔقــل الʻـــة اللازمــة لʻفة الأزمʨــفʸض أن مʛــʱكʺــا نفi    إلـــى
 ʜ ʛؗʺالj   ȑاوʶمة وتʨمعل]ij[t .  

  ʜــ ʛؗʺال ʧنقلــه مــ ʖــʳǽ ار مــاʙنــا لʺقــʜذا رمȂوi    ʜــ ʛؗʺإلــى الj    زʨمʛــالǼijx    ʙــʳــا نʻفإن
  ȋوʛʷال Șقʴأن ت ʖʳǽ لاتʨʴʱʺه الʚأن ه ॽة: الآت  

(2-6-8) )m.........3,2,1:i(ax i

n

1j
ij 



 

(3-6-8) 
)n........3,2,1:j(bx i

m

1i
ij 



 

(4-6-8) xij ≥ 0        (i: 1,2,3. . . m), (j: 1,2,3. . . .n) 

  ʟلʵ أما تــاǼع الهــʙف فــلا ʻʻȞʺǽــا اسʵʱلاصــه علــى شــȞل تــاǼع رȄاضــي ولʻʻؔــا سʶʻـɦـ
  ة: الآتॽ أهʦ صفاته وخʨاصه مʧ الʺʻاقʷة  

مʴʱــʨلاً قاعــǽʙاً (غʽــn + m     ʛ)– (1لا تʱʹــʺʧ غʽــij[x    ʛ[خʢــة للʻقــل  نعلʦ أن أǽة  
نʛمـــʜ لهـــا    ijtيʨجـــʙ جʺلـــة مـــʧ الأعـــʙاد الأزمʻـــة    ij[x[معـــʙوم)، وأنـــه مقابـــل أǽـــة خʢـــة مقʨʰلـــة  
 

ʜاً وهʺॽاً ؗʺا فعلʻا في  1 ʛؗذج مʨʺʻإلى ال ʅॽʹا نʻققة فإنʴالعلاقة م ʥتل ʧؔت ʦالإذا ل.Șابʶذج الʨʺʻ  
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ــل الʺــــʙة     x]ij[tب ـــــ ــʚ عʻاصــــʛ الʢʵــــة    تʺʲــ ــة الʺقابلــــة لʻʱفʽــ     ij[x[وȃʺــــا أن الʢʵــــة    ، x]ij[الʜمॽʻــ
وȃــʚلʥ نʳــʙ أن مــʙة تʻفʽــʚ الʢʵــة والʱــي نʛمــʜ    ، لا تعʛʰʱ مʻفʚة إلا إذا ؗانʗ قʙ نفʚت عʻاصʛها 

  وʚȃلʥ نʙʳ أن:  x]ij[tتʶاوȑ أكʛʰ عʛʸʻ في الʳʺلة    xt لها ب ـ
x]ij[t i,j= Max  xt   

هــي الʢʵــة    xt*وȃʺــا أنــه لــʙيʻا عــʙد ʽʰؗــʛ مــʧ الʢʵــȌ القاعǽʙــة فــإن الʢʵــة الʺʲالॽــة  
  ʨؔن فʽها الʺʙة الʜمॽʻة أقل ما ʧȞʺǽ، أʨȞǽ ȑن لʙيʻا: الʱي ت 

(5-6-8) tx* = Min tx = Min Max [tij]x 

  x]ij[tونقــʨم ʴǼــل مʲــل هـــʚه الʻʺــاذج بــʙون تــاǼع هـــʙف ولʻʻؔــا نʹــع جʺلــة الأعـــʙاد  
الʺقابلة لأȑ حل قاعȑʙ في عʺʨد خاص على ʶǽار الʙʳول، ونعʺــل علــى الانʱقــال مــʧ حــل  

  ʛإلـــى آخـــ ȑʙة قاعـــʡســـاʨعـــل    بʳن ʘـــʽʴǼ ʝؔلʰʺـــʶقـــة الȄʛʡxt    لـــةʺʳفـــي ال ʛاصـــʻالع ʛـــʰأك)
x]ij[t  ȑدʙــال العــʲʺعلــى ال ʥذلــ Șʰʢʻوس ʧȞʺǽ ما ʛإلــى    ، الآتــي ) أصغ ʛ ولؔــʧ قʰــل ذلــʥ نʷـ̔ـ

  . Ǽijdالʺʶافات   ijtأنه ʻʻȞʺǽا اسʙʵʱام نفʝ الʨʺʻذج لأقȘȄʛʡ ʛʸ وذلǼ ʥاسʙʰʱال الأزمʻة 

  : ) 5(   مʰال 

هلاكॽة وȂن الؔʺॽـــات والأزمʻـــة اللازمـــة    3مʛاكـــʜ إنʱاجॽـــة و   4لـــʧȞॽ لـــʙيʻا   مʛاكـــʜ اســɦـ
  : الآتي لʻقلها معॽʢة في الʙʳول  

  الॻʸؒات
  الʠʸلȁʦة

4  3 2 1 
 ʚاكʙʸةالॻاجʯالإن  

 ʚاكʙʸة الॻهلاكʯالاس  

18  12    7    3    1    
1  

14x  13x 12x 11x 

10  8    10    8    2    
2 

24x 23x 22x 21x 

12 
5    4    1    6    

3 
34x 33x 32x 31x 

40  
  الʺʨʱفʛة الؔʺॽات   11  9  13  7  40

  ȋʛʷأن ال Ȏا نلاحʻلأن:   (8-6-1)وه Șقʴم  

 
 


3

1i

4

1j
ji 40ba
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  هي:   ijxوȂن الʛʷوȋ الʱي ʖʳǽ أن تʴققها مʨʴʱلات الʢʵة  
= 18 14+ x 13+ x 12+ x 11x 
= 10 24+ x 23+ x 22+ x 21x 
= 12 34+ x33 + x 32+ x 31x 

= 11 31+ x 21+ x 11x 
= 9 32+ x 22+ x 12x 
= 13 33+ x 23+ x 13x 
= 7 34+ x 24+ x 14x 
(i: 1,2,3   ,   j: 1,2,34)              0 ≥ ijx  

ــاد ــʙة  ولإʳǽـ ــة القاعـ ʙʵم Ȅʛʡقـ ـɦـ ــʚه الʺعـــادلات نʶـ ــالॼة لهـ ــʛ الʶـ ــة غʽـ ــʨل القاعǽʙـ الʴلـ
ثــʦ نقــʨم بʰʱــʙيل هــʚه الʺʴʱــʨلات ʴʱʺǼــʨلات  iεالاصــʻʢاॽɺة فʻــʙخل علــى ؗــل مʻهــا مʴʱــʨلاً 

ــʻʢاॽɺة  ــʨلات الاصـ ــʚتها الʺʴʱـ ــي أخـ ــʙة الʱـ ــʚف الأعʺـ ــة ونʴـ ــʛ قاعǽʙـ ــى  iεغʽـ ــل علـ فʸʴʻـ
  :(Ǽعʙ سʗ عʺلॽات تʙʰيل)  الآتيالʙʳول  

ʕابʦʰال  
5 1 6  8 10 8 ijt 

  القاعʗة
الأزمʹة 

ijt 34x 32x 31x 24x 23x 22x 

9  0  1  0  0  0  1  12x 3  
1  1 -  1 -  1 -  0  1  0  13x 7  
12  1  1  1  0  0  0  33x 4  
1  0  0  1  1 -  1 -  1 -  11x 1  
10  0  0  0  1  1  1  21x 2  
7  1  0  0  1  0  0  14x 12  

فــي ســʛʢ وعʺــʨد فــʨق وعلــى ʶǽــار    ijxولقــʙ وضــعʻا الأزمʻــة الʺقابلــة لؔــل مʴʱــʨل  
  ه1X  :ʨالʙʳول وȃʺا أن الʙʳول ǽعʻʽʢا حلاً قاعǽʙاً مʨجॼاً أول 

= 0 34= x 32= x 31= x 24= x 23= x 22x 
= 7 14x    = 10, 21x    = 1, 11x    = 12, 33x    = 1, 13x    = 9, 12x  

  ʦॽʀ نȂوijt  :ȑاوʶت Șابʶال ȑʙل القاعʴومة في الʙالʺع ʛʽغ ʛاصʻالʺقابلة للع  
= 12 14t    = 2, 21t    = 1,11 t    = 4, 33t    = 7, 13t    = 3, 12t  

وȃــʚلʥ نʳــʙ أن الفʱــʛة الʜمॽʻــة الʱــي Ȟʺǽــʧ فʽهــا تʻفʽــʚ ذلــʥ الʴــل القاعــȑʙ الʶــابȘ هــي  
1] xijMax [t  :ȑاوʶوهي ت  
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12] = 12  2,  1,  4,  7,  [3,  = Maxx1t  

ʧمʜة للॼʶʻالǼ ȑʙل القاعʴا الʚه ʧʽʶʴʱ1ول  ȑʙل القاعــʨــʴʱʺقــل الʻــا أن نʻʽ14علx 
ــ12x1t  ʙ=الʺقابـــل لأكʰـــॽʀ ʛʺـــة زمॽʻـــة  ʙʰاله Ǽأحـ إلـــى الʺʴʱـــʨلات غʽـــʛ القاعǽʙـــة وذلـــǼ ʥاســɦـ

 ʧʽلʨʴʱʺ24الx  34أوx،  لʨʴʱʺار الʱʵ34ونx  ةॽʻمʜته الʛʱ534=لأن فt  ʧمــ ʛ24  =أصــغt

  :الآتيوȃإجʛاء ذلʥ الʙʰʱيل نʸʴل على الʙʳول    8

ʕابʦʰال  
5 1 6 8 10 8 

الأزمʹة   القاعʗة
ijt 14x 32x 31x 24x  23x 22x 

9  0  1  0  0  0  1  12x 3  
8  1  1 -  1 -  1  1  0  13x 7  
5  1 -  1  1  1 -  0  0  33x 4  
1  0  0  1  1 -  1 -  1 -  11x 1  
10  0  0  0  1  1  1  21x 2  
7  1  0  0  1  0  0  14x 12  

ــاً   ــǽʙاً مʨجॼـ ــلاً قاعـ ــا حـ ــǽ ʨعʻʽʢـ ــة    2Xهـ ــʙة زمॽʻـ ــʖ مـ ــاǼقة  يʢʱلـ ــʙة الʶـ ــʧ الʺـ ــʛ مـ أقʸـ
 ȑاوʶوت :  

5] = 7  2,  1,  4,  7,  [3,   = Max x2t  

ʧ الʴـــل نلاحـــȎ أن عـــʙداً مـــʧ الʺʴʱـــʨلات غʽـــʛ القاعǽʙـــة تقابلهـــا   وقʰـــل مʱاǼعـــة تʶʴــ̔ـ
  ʧمــ ʛــʰــة أكॽʻات زمʛــʱ7 =ف x2t    ول (وهــيʙــʳال ʧلات مــʨــʴʱʺال ʥة تلــʙف أعʺــʚــʴــا نʻفإن ʥلʚلــ

ʚل23x  ʥو  22xأعʺʙة  ʸʱــॽɿة نʸʴــل  ال   ونʳॽʱة لهــʚه   32xو   31x) وॼȄقى لʙيʻا العʺʨدان 42xوؗ
  : الآتيعلى الʙʳول  

لــǽ ʦعــʙ يʱʹــʺx2t    ʧ 7 =الʺقابــل لأكʰــʛ فʱــʛة زمॽʻــة    13xوȃʺــا أن ســʛʢ الʺʴʱــʨل  
  ʗابـــʲال ʛــʽـــاً (غॼجʨاً مʛــʸʻ8ع ʖجـــʨم ʛــʸʻـــار عॽʱـــا اخʻʻȞʺǽ لا ʥلʚاً   ) لــʛـــʸʻن عʨـــȞॽــه لʻم  

ــʛ القاعǽʙـــة  ــʨلات غʽـ ــʙ الʺʴʱـ ــʨل Ǽأحـ ــʥ الʺʴʱـ ــʙيل ذلـ ــاز لʰʱـ ــي    ، للارتؔـ ــة الʱـ ــʛ الʢʵـ ــʚا نعʰʱـ ولهـ

 
لها أكijt    ʛʰقʰل أن نقʨم Ǽعʺلॽات الʻقل أو الʙʰʱيل نقʨم ʚʴǼف جʺॽع الأعʺʙة الʱي تʨؔن الفʛʱة الʜمॽʻة    1

  ʧمx1t   ا نقلها إلىʻʱʴلʸم ʧم ʝॽل ʥلʚل لʴال ʧʽʶʴفي ت ʦاهʶǽ أن ʧȞʺǽ ة لاʙʺالأع ʥل تلʨʴʱلأن م
  القاعʙة. 
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الʢʵــة الʺʲالॽــة الʺʢلȃʨــة والʱــي Ȟʺǽــʧ تʻفʽــʚها فــي أقʸــʛ فʱــʛة زمॽʻــة مʺʻȞــة  هــي تʨصلʻا إلʽهــا 
  ȑاوʶ7 =ت x2t .  

ʕابʦʰة    الʗالأزمʹة  القاع  
32x 31x 

9  1  0  12x 3  
8  1 -  1 -  13x 7  
5  1  1  33x 4  
1  0  1  11x 1  
10  0  0  21x 2  
7  0  0  34x 5  

ومـــʧ الʨاضـــح أن هـــʚه الʢʵـــة الʺʲالॽـــة لʶॽـــʗ وحʽـــʙة وʻʻȞʺȄـــا الʸʴـــʨل علـــى خʢـــة  
  ȑʙــ ــʨل القاعـ ــʙيل الʺʴʱـ ــا بʰʱـ ــة إذا قʺʻـ ــة وثالʲـ ــة ثانॽـ ــة    33xمʲالॽـ ــʛ القاعǽʙـ ــʨلات غʽـ ــʙ الʺʴʱـ Ǽأحـ

ʧ مʲــالʧʽʱʽ له  ، ؗʺــا ʻʻȞʺǽــا الʸʴــʨل علــى  x3t 7 =ا نفــʝ الفʱــʛة الʜمॽʻــة   ـ̋ـفʸʴʻل على خʱʢـ̔ـ
  12xوعلى خʢة مʲالॽــة خامʶــة إذا قʺʻــا بʰʱــʙيل  ،  31xبـ    11xخʢة مʲالॽة راǼعة إذا قʺʻا بʙʰʱيل  

  . x4= t x5t 7 =وسʨȞॽن لهʺا نفʝ الفʛʱة الʜمॽʻة    32xبـ 

 :ʥمʚال ʔʴائل الʹقل حʴل مʲقة خاصة لȂʙʟ  

سʻقʨم ʛʷǼح وتȘʽʰʢ هʚه الȄʛʢقة على الʺʲال الʶابȘ الــȑʚ ؗانــʗ معॽʢاتــه ؗʺــا فــي  
  : الآتيالʙʳول  

   4A  3A 2A 1A  الʠʸلȁʦة 

18  12  7  3  1  1B  

10  8  10  8  2  2B 

12  5  4  1  6  3B 

40  7  13  9  11    

  في حʛʳ الʙʳول فʙʳʻ أن:  ijtنقʨم أولاً Ǽالʘʴॼ عʧ أصغॽʀ ʛʺة لـ  - 1
= 1 23t =  11) = tijMin (t  
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  ʧʽتʛʳʴدتان في الʨجʨ(3,2)و   (1,1)وهʺا م .  

  . (3,2)و   (1,1)لʺʨʺʳعة حʛʳ الʙʳول Ǽاسʻʲʱاء الʛʳʴتʧʽ الʶاǼق1   ʧʽʱثʦ نʛمʜ ب ـ

2 -   ʧʽتʛـــʳʴنʹــع فــي ال ʥلʚلــ Șفʙـــألة تــʶأنهــا م ـʁـألة وؗ   (3,2)و   (1,1)نقــʨم ʴǼــل هــʚه الʺ
  أكʛʰ تʙفȘ مʺʧȞ فʸʴʻل على: 

9x11x )1(
32

)1(
11   

ʙول   (*)في الʛʳʴ الأخȐʛ أصفار أو إشارة   ونʹع  rل على الʸʴʻالآتيف :  

ia 4  3  2  1    

18  * *  *  11  1  

10  *  *  *  *  2  

12  *  *  9  *  3  

40  
40  7  13  9  11  jb  

 :ȑاوʶǽ لةʨقʻʺة الॽʺؔا إجʺالي الʻيʙا أنه لʺȃو  
= 11 + 9 = 20 ijx  

)j,i(1لــʚلʥ فــإن الʴــل الʜمʻــي الʶــابȘ   (40)وهي ؗʺॽة أقــل مــʧ الؔʺॽــة الʺʢلȃʨــة    
 ʧلف مʕʺه والʻا مʻلقʢان ȑʚ32 1 =ال= t 11t .   .وحةʛʢʺألة الʶʺالي للʲم ʛʽحل غ ʨوه  

3 -   ʛʳة في حʻالأزم ʛأصغ ʧع ʘʴॼالǼ مʨ1نق   :أن ʙʳʻف  
2t)t( 21ijMin

1




  

  ʜــ ʛؗʺــة فــي الॽʺؗ ȑأ ʛفʨم تــʙعــǼ مʙʢــʸــا نʻأن ʙــʳــات نॽʺؔــع الȄزʨاولــة إعــادة تʴʺȃ1وA  
  . 2Bلʻقلها إلى  

  وهʚا ما ʳǽعلʻا لا نʱʶفʙʽ مʧ هʚه الʨʢʵة. 

لʺʨʺʳعة الʛʳʴة الʺॽʁॼʱة ونقʨم مʧ جʙيǼ ʙالʴॼــʘ عــʧ أصــغʛ الأزمʻــة   2لʛʻمʜ الآن ل ـ - 4
  فʙʳʻ أن:   2في 
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3t)t( 12ijMin

2


  

لأن ؗامــــل الؔʺॽــــة    (1,2)وهــــʚا مــــا لا ʶǽــــʺح لʻــــا بʨضــــع أॽʺؗ ȑــــة جʙيــــʙة فــــي الʳʴــــʛة  
 ) ʜ ʛؗʺة في الʛفʨʱʺ2ال ) ʜ ʛؗʺلل ʗʸʸ3) خ .(  

ونقــʨم مــ3    ʧ... الــخ) Ǽــالʛمʜ  (1,2)نعــʨد ونʛمــʜ لʺʨʺʳعــة الʳʴــʛ الʺॽʁॼʱــة (Ǽاســʻʲʱاء   - 5

  ʛʳة في حʻة الأزمʺॽʀ ʛأصغ ʧع ʘʴॼالǼ ʙيʙ3ج   :أن ʙʳʻف  
4t)t( 33ijMin

3




  

وعʻــʙها ʳǽــʖ أن نــȄʜح    ، 33x 12 =ونʹــع فʽهــا    (3,3)ولــʚلʥ فإنʻــا نقــʨم Ǽاشــॼاع الʳʴــʛة  
إلــى حʳــʛة ذات زمــʧ يلʽهــا مॼاشــʛة    32t 1 =ذات الــʜمʧ    (3,2)) مــʧ الʳʴــʛة  9الؔʺॽــة ( 

وȃــإجʛاء    ، 21x 9 =لــʚلʥ نʹــع    ، (2,1)وتقع فــي نفــʝ العʺــʨد فʳʻــʙ أن تلــʥ الʳʴــʛة هــي  
  ʟقʻة تʢॽʶǼ ازنʨة تॽ11عʺلx    حॼʸʱ21 2 =ونʹع    9لx    ــعȄزʨʱــل علــى الʸʴن ʥلʚــȃو

  : الآتي 
= 12 33x   = 2, 21x   = 9, 12x  = 9, 11x  

وعلــى    tijMin (t = (34 = 5  وȃإجʛاء عʺلॽات مʷــابهة فــي العʺلॽــة القادمــة نʸʴــل علــى  - 6
  : أن 

= 12 33x   = 2, 21x   = 9, 12x   = 9, 11x  

  : وعلى أن  t) ijMin (t =31 6 = وفي الʺʛة الʶاǼعة نʸʴل أǽʹاً على  - 7
= 12 33x   = 2, 21x   = 9, 12x   = 9, 11x  

  : t )ijMin (t =13 7= وفي الʺʛة الʲامʻة نʙʳ أن  - 8
= 7 34x   = 5, 33x   = 10, 21x   = 8, 13x   = 9, 12x   = 1, 11x  

  والॽʁॼة أصفار. 

وهــʨ نفــxt    ʝ 7 =وهــي    (1,3)وهʚȞا نʙʳ أن أكʰــʛ زمــʧ هــʨ الــʜمʧ الʺقابــل للʳʴــʛة  
  الʜمʧ الȑʚ حʸلʻا في الʴل الʶابȘ لهʚه الʺʶألة. 

  ȑــاو   40ومــــʧ الʳــــʙيǼ ʛالإشــــارة هʻــــا هــــʨ أن مʳʺــــʨع الʺــــʨاد الʺʻقʨلــــة ʳǽــــʖ أن ʶǽــ
  (الؔʺॽة الʺʨʱفʛة) وأن هʚا الȋʛʷ أصॼح مʴققاً لأن: 

= 40 34+ x 33+ x 22+ x 13+ x 13+ x 11x  
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  تمرينات ومسائل 
 

 ة: الآتॽ أوجʙ الʴلʨل الʺʲالॽة لʺʶائل الʻقل  

1 -   

 4A 3A 2A 1A  الʠʸلȁʦة
  إنʯاج

  اسʯهلاك
46  7  2  3  4  1B 
34  4  6  1  1  2B 
40  4  9  5  3  3B 

120  
  الʺʨʱفʛة   40  50  30  45  165

2 -   

 4A 3A 2A 1A  الʠʸلȁʦة
  إنʯاج

  اسʯهلاك
8  3  4  2  1  1B 
10  5  4  3  1  2B 

  الʺʨʱفʛة   3  5  8  2  
3 -   

 3A 2A 1A  الʠʸلȁʦة
  إنʯاج

  اسʯهلاك
35  1  2  2  1B 
40  5  3  3  2B 

  الʺʨʱفʛة   25  30  20  
4 -   

 3A 2A 1A  الʠʸلȁʦة
  إنʯاج

  اسʯهلاك
75  6  3  7  1B 
40  2  8  4  2B 

  الʺʨʱفʛة   20  45  30  
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5 -   ʧʽانʜفـــي خـــ ʙجـــʨيA   وB    ȑـــاوʶد تʨقـــʨال ʧـــة مـــॽʺؗ50, 40    ʙـــȄʛون ʖـــʽتʛʱـــاً علـــى الʻʡ
هلاكॽة   حاجʱهــا    C, D, EتʢʵــȌॽ عʺلॽــة نقلهــا Ǽأقــل تؔلفــة مʺʻȞــة إلــى ثلاثــة مʛاكــʜ اسـɦـ

الʻقــل معॽʢــة  فأوجʙ الʢʵــة الʺʲالॽــة للʻقــل إذا علʺــʗ أن تؔلفــة    40 ,20 ,30على الʨʱالي  
  : الآتي في الʙʳول  

1B  1A   
2  3  C 
5  2  D 
6  1  E 

6 -   ʧفــأيʛʺإلــى ال ʗوصــلB   وA    لاث ʨردات ونȄʛــʙ نقلهــا إلــى الʺــʙن  الـ̡ـ   ॽʺؗEــة مــʧ الʺʶـɦـ
ʨردة فــي  ʘʽʴǼ تʨؔن تؔلفــة الʻقــل أقــل مــا ȞʺǽــC   ،ʧو  Dو  علʺــاً Ǽــأن ؗʺॽــات الʺــʨاد الʺʶـɦـ

  : الآتي كل مʧ الʺʛفأ وʡلॼات الʺʙن الʲلاث وتؔلفة الʻقل إلʽها مʙʴدة في الʙʳول  
   B A  الॻʸؒة الʠʸلȁʦة

20  1  2  C 
20  2  3  D 
20  3  2  E 

  الؔʺॽة الʺʨʱفʛة   30  30  60

 ,B1, B2إلى أرȃــع مــʙن    A1, A2, A3يʛاد شॽʺؗ ʧʴة مʧ الʻفȌ مʧ ثلاث مʢʴات   - 7

B3, B4    قــلʻــة وتؔلفــة الʻيʙــة فــي ؗــل مȃʨلʢʺــة والʢʴدة فــي ؗــل مʨجــʨʺــات الॽʺؔن الȂو
  : الآتي في ؗل اتʳاه معॽʢة في الʙʳول  

 Ȋات الʹفॻʸك
  الʦʯʸفʙة

B4 B3 B2  B1 
  الʗʸن

  الʠʲʸات
120  9  15  4  7  A1 
80  3  7  2  11  A2 
100  8  2  5  4  A3 

  كʺॽات الʻفȌ الʺʢلȃʨة  85  65  90  60  
 ȑʚــألة الــʶʺه الʚاضي لهــȄʛذج الʨʺʻاغة الॽʸǼ ʦق   ʙأوجــ ʦــة ثــʻȞʺــا نقلــه أقــل تؔلفــة مʻʽʢعǽ

  الʴل الʺʲالي ǼالȄʛʢقة الʱي تʛاها مʻاسॼة. 
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ʗʻ والʲانॽــة    6000دخلʗ الʺʻʽــاء ثــلاث ســفʧ: الأولــى تʴʺــل   - 8 ʡــʧ حʙيــʡ4000    ʙــʧ اسـ̋ـ
  رخام، ʧȞʺǽ تفȄʛغ هʚه الʨʰاخȄʛʢǼ ʛقʧʽʱ هʺا:  3000والʲالʲة  

  تفȄʛغ مॼاشʛ إلى القʢار.  -أ 
  تفȄʛغ إلى الʺʨʱʶدعات.  -ب 
) ʡــʡ5000  ʧــʧ فقــȌ وفــȘ الȄʛʢقــة الأولــى أمــا الॼــاقي (   8000وȞʺȄــʧ تفȄʛــغ   - ج 

  فʻʽقل إلى الʺʨʱʶدعات. 
  ȑــاوʶة تʛاشــॼــار مʢإلــى الق ʙاحــʨال ʧــʢــغ الȄʛتؔلفــة تف ʗعلــى    2و   5و   4إذا ؗانــ

انــʗ تؔلفــة نقــل الʢــʧ ا  ʨدع تʶــاوȑ  الʛʱتʽــʖ وؗ علــى    3و   6و   7لʨاحــʙ إلــى الʺʶـɦـ
 .ʖʽتʛʱال  

  ما الʢʵة الʺʲالॽة لʱفȄʛغ مȄʨʱʴات الʶفʧ الʲلاث Ǽأقل تؔلفة مʺʻȞة؟. 

  الʱي تʴقȘ الʛʷو6x,5x, 4x, 3x, 2x, 1X (x  :ȋ(أوجʙ الأعʙاد   - 9
1 –=   54x – 4+ 2x 3+ x 2x – 1x 

= 4 52x – 4+ x 3x – 22x  
> 0 j= 4 ,   x 6+ 4x 5+ x 43x – 2+ x 12x  

  ʧمʜعل الʳي تʱوالxt :العلاقة Șقʴǽ الʺقابل لها  
tx = Min Max (ti)x  

  علʺاً Ǽأن مʨʺʳعة الأزمʻة الʺقابلة هي:
= 6) 6= 12, t 2= 15, t 4= 5, t 3= 8, t 2= 3, t 1(t  
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  الفصل التاسع
  مبادئ نظرية الألعاب الاستراتيجية 

  

I- :تمهيد  
ومʱعــʙدة,  صʛاع دائʦ, وȂن الʨʸر الʱي ʤǽهــʛ فʽهــا ذلــʥ الʸــʛاع مʱʵلفــةإن الॽʴاة  

إلــى معلʨمــات ؗاॽɾــة وأســʝ واضــʴة, وذلــʥ وȂن اتʵاذ أȑ قʛار في خʹʦ ذلʱʴǽ ʥاج دائʺــاً 
  وʙʵȄم الهʙف الȑʚ نʶعى إلॽه.حʱى ʨȞǽن قʛاراً مقʨʰلاً  

ــل حـــالات   ــȄʛȞة...الخ) نقابـ ــة والعʶـ ــادǽة والʙʵمॽـ ــة (الاقʸʱـ ــاة العʺلॽـ ــي الॽʴـ وفـ
يʸʱارع فʽها ʛʡفــان (أو أكʲــʛ) ولهʺــا هــʙفان مʱʵلفــان, وȂن ؗــل ʡــʛف يʸʱــʛف ʷǼــȞل  

  ʥلʚلــ ,ʛف الآخــʛــʢفات الʛــʸʱة  واع ومʹــاد لॽɺــارʸʱالــة الʴه الʚعلــى هــ Șلــʢن  ʦاســ
علــى ؗــل ʡــʛف مــʛʡ ʧفʽهــا اســʦ  اســʦ (لॼɻــة), ونʢلــȘ  (لॼɻة اسʛʱاتॽʳॽة), أو Ǽاخʸʱار  

ʛاتॽʳॽة), وعلــى نʳॽʱــة ؗـــل   ɦة أو اســʨــʢخ) ʦهʺا اســـʙف لأحــʛــʸوعلــى ؗــل ت ,(ʖلاعــ)
  خʨʢة اسʦ (الȃʛح الʺʙفʨع) وذلǼ ʥاعॼʱاره مقʙاراً جȄʛʰاً مʨجॼاً أو سالॼاً أو معʙوماً. 

وسʢʻلȘ على الألعاب الʱي يʱقابل فʽها ʛʡفان (لاॼɺان) فقȌ اســʦ (الألعــاب  
  الʜوجॽة), وعلى الألعاب الʱي يʱقابل فʽها أكʛʲ مʛʡ ʧفʧʽ اسʦ (الألعاب الʺʱعʙدة). 

اللॼɻة الʺʱعʙدة إلى لॼɻة زوجॽــة وذلــʥ بॽʺʳʱــع وهʻا نʛʽʷ إلى أنه ʻʻȞʺǽا أن نʨʴل 
إلــى Ǽعــʠ الʱعــارʅȄ الʺʱعلقــة Ǽالʺفــاʦॽʂ أʛʡافها في مʨʺʳعʧʽʱ مʱقابلʧʽʱ, وقʰل أن نʱعʛض 

  الألعاب نʨرد الʺʲال الʶʴي الʱالي.الأساسॽة لȄʛʤʻة  

  

  مʰال:
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  ʧʽفلʡ ض أنʛʱفʻلA  وB   ــى فــيʸʴال ʧداً مــʙهʺــا عــʻــع ؗــل مʹǽ اتفقــا علــى أن
خʺــB  ʝيــʙفع لـــ  Aفــإن يʙه بʙون علʦ الآخــʛ, وعلــى أنــه إذا ؗــان ؗــل مــʧ العــʙديʧ زوجॽــاً 

ــʚلʥ إذا ؗـــان ؗــل مـــʧ العــʙديʧ فʛدǽـــاً فــإن   Bيـــʙفع أǽʹــاً لــــ  Aحʸــॽات مــʧ حʸـــॽاته, وؗ
هــʨ الــB  ȑʚحʸاتʧʽ فقȌ مʧ حॽʸاته, أما إذا ؗان أحʙ العʙديʧ فʛدǽاً والآخʛ زوجॽــاً فــإن 

  ثلاث حॽʸات مʧ حॽʸاته.  Aسʙʽفع لـ 

ة هʚه اللॼɻة نقʨم بʨضعها في جʙول ؗالʱالي  ʛؗراسة حʙول   ʛʤوجهة ن ʧم)A ( :  
  العʗد   فʛدȑ  زوجي 

3  2-  ȑدʛف  
  زوجي   3  -5

فــي داخــل الʳــʙول,  Aولقʙ وضعʻا الأرقام الʱــي تعʰــʛ عــʧ رȃــح أو خʶــارة الʢــʛف 
  تعاكʶها Ǽالإشارة.  Bالʛʢف  وهʚا ǽعʻي أن أرقام  

 ʖف اللاعــʛــʸʱʽس ʅــॽؗ :ʨال الآن هــʕــʶوالA  ʧــȞʺǽ مــا ʛــʰــه أكʴȃعــل رʳǽ ــىʱح
حʱــى ǽʹــʺʧ أكʰــʛ مʨʱســA  Ȍمــʛة ؟ وॼɻȃــارة أخــॽؗ Ȑʛــʅ سʸʱʽــʛف  nعʻــʙ تؔــʛار اللॼɻــة 

سʸʱʽــʛف هــʨ الآخــB  ʛللȃʛح في ؗل خʨʢة مʧ خʨʢات اللॼɻة؟ وذلǼ ʥفــʛض أن الʢــʛف 
  أقل ما ʧȞʺǽ (أو رʴȃه أكʛʰ ما ʧȞʺǽ).بʚؗاء وسʻʽاور لʳॽعل خʶارته  

 ʧدفعــة مـــ ʛـــʰأولاً أن أك ȎنلاحــA  إلـــىB  دان  5هــيʙن العـــʨـــȞǽ ماʙــʻات عʙواحـــ
سʴॽاول أن يʱʰعʙ عʧ وضع عʙد زوجي مʧ الʸʴــى فــي يǽʙــه, ؗʺــا  Aزوجʧʽʽ, لʚلʥ فإن 

ʽــʜ علــى وضــع الأعــʙاد الʜوجॽــة لʴॽقــȘ لʻفʶــه  Bأنه ʖʳǽ أن يʨʱقع أن  ʛؗʱــاول الʴǽ فʨســ
  ʛــعʷǽ ماʙــʻوع ,ʧــȞʺح مȃر ʛʰأكB    أنA  ȑــة فإنــه (أॽوجʜاد الʙالأعــ ʧعــ ʙعــʱʰيB مʨقॽســ (

 ȑـــاوʶǽ ًــا  Aوهـــʚا مـــا يـــʕدȑ إلـــى خʶـــارة  )2بʨضـــع أعـــʙاد فʛدǽـــة (لأن ذلـــʴǽ ʥقـــȘ لـــه رʴȃـ
  ȞʷǼل مʛؔʱر.

ʵلʟ مــʧ ذلــʥ الʨضــع ǽعــʨد  إلــى وضــع عــʙد زوجــي حʱــى ǽفــʨت الفʛصــة  Aوللـɦـ
بʨضــع أعــʙاد زوجॽــة أǽʹــاً حʱــى ʴǽقــȘ رʴȃــاً قــʙره  B) حʸــॽات ॽɾقابلــه 3وȄــȃʛح ( Bعلــى 

ــʙ ....إلـــخ.)5( ــȃʛʽح أحـ ــة حʽـــʘ سـ ــى الʻهاǽـ ــى شـــȞل ؗـــʛ و فـــʛ حʱـ ــة علـ ــʚا تـــʙور اللॼɻـ , وهȞـ
  الʛʢفʧʽ عʙداً معʻʽاً مʧ حʸى الʛʢف الآخʛ أو يʱعادلان.
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ʽʴǼــB  ʘو Aمــا أو اســʛʱاتॽʳॽة مʴــʙدة لؔــل مــʧ  ةʨجــȄʛʡ ʙق ــتوالʶــʕال الآن: ألا 
  ʧʺʹǽA   حȃر ʛʰأك  ʧʺʹȄو (ارةʶأو أقل خ)B  .؟(حȃر ʛʰأو أك) ارةʶأقل خ  

  

II- :تعاريف المفاهيم المختلفة لنظرية الألعاب  

  الاسʙʯاتॻʱॻة:

هــي جʺلــة القʨاعــʙ الʱــي ǽعʱʺــʙها اللاعــʖ فــي ؗــل مʛحلــة مــʧ مʛاحــل اللعــʖ, وهــي 
ʖة اللعॽعʺل ʛʽر سʨʢʱوفقاً ل ʛʽغʱــة   تॽة العʺلʨــʢʵــار الॽʱأو اخ ʙيــʙʴفــي ت ʖاللاع ʙاعʶوت

ʧʽʱʽʳॽاتʛʱهʺــا اســʻأن لؔــل م ʙــʳن ʧʽقǼــاʶال ʧ فقــȌ هʺــا:  فــي ؗــل مʛحلــة, ففــي لॼɻــة الʢفلــ̔
.ȑدʛزوجي أو ف  

وȄعʰʱــʛ مفهــʨم الاســʛʱاتॽʳॽة مفهʨمــاً أساســॽاً فــي نȄʛʤــة الألعــاب ومــع أن تʻʰــي أو 
ــاً لʢʱـــʨر ســـʛʽ عʺلॽـــة اللعـــʖ, إلا أنـــه  ــاً أن اعʱʺـــاد اســـʛʱاتॽʳॽة مـــا يـــʦʱ وفقـ ʻʻȞʺǽـــا ولـــʨ نȄʛʤـ

Ș (كــأن نقــʨل: أنــه لــʨ ؗــان  نفʛʱض أن اللاعʖ سॽعʙʺʱ الاسʛʱاتॽʳॽة الʺفʛوضــة ʷǼــȞل مʶـhـ
كــʚا فʶــأفعل ؗــʚا وʻȃــاء علــى هــʚا الافʱــʛاض ʻʻȞʺǽــا أن نʢʵــȌ اللॼɻــة قʰــل أن نلعʰهــا, وأن 

.ʦلʶال ʗب في وقʛʴض الʨʵن  

ʹʸالألعاب الʯ:ةॻه   

  وهي الألعاب الʱي ʨȞǽن فʽها عʙد الاسʛʱاتॽʳॽات الʺʺʻȞة مʱʻهॽاً أو مʙʴوداً.

  الألعاب غʙʻ الʯʹʸهॻة: 

ــعȃʨة  ــʛاً لʸـ ــه ونʤـ ــʛ مʱʻـ ــا غʽـ ــʛʱاتॽʳॽات فʽهـ ــʙد الاسـ ــʨن عـ ــي Ȟǽـ ــاب الʱـ ــي الألعـ وهـ
  معالʳة الألعاب غʛʽ الʺʱʻهॽة فإنʻا سʻقʛʸʱ في ʻʲʴǼا على الألعاب الʺʱʻهॽة.

:ȏʙفʶع الʦʸʱʸالألعاب ذات ال  

وهــي الألعــاب الʱــي Ȟǽــʨن فʽهــا مقــʙار مــا ʶȞǽــॼه أحــʙ الʢــʛفʧʽ نʳॽʱــة ؗــل خʢــʨة 
.ʛف الآخʛʢه الʛʶʵǽ ار ماʙاً إلى مقȄاوʶم  
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فʙʽ مــʧ هــʚه اللॼɻــة, أȑ أن اللॼɻــة تؔــʨن  وذلــǼ ʥفــʛض عــʙم وجــʨد ʡــʛف ثالــʶǽ ʘـɦـ
نʳॽʱــة أǽــة خʢــʨة مــA  ʧاللاعــʖ ذات ʛʡفʧʽ مʱعارضʧʽ تʺاماً, فإذا ؗــان مقــʙار مــا ʶȞǽــॼه 

ʨاتها هʨʢخ a  هʛʶʵǽ ان ما   , فعʙʻها ʨȞǽن لʙيʻا:bهB   ʨ, وؗ

)9-2-1(  a + b = 0  
a = - b 

ʱʻاج مقــʙار  AوهʚȞا نʙʳ أنه إذا علʺʻا مقʙار ما ॼʶȞǽه الʛʢف  ʻʻȞʺǽا مॼاشʛة اسـɦـ
  حʘʽ نʙʳ أن: Bما ʛʶʵǽه  

b = - a  

لʚلʥ فإنʻا عʙʻ دراسة وتʴلʽــل مʲــل هــʚه الألعــاب سʻقʸʱــʛ علــى حʶــاب مــا ʶȞǽــॼه 
ʧʽفʛʢال ʙأح    ʧȞॽول)A  (ون أن نʙȃو.ʛف الآخʛʢال ʛائʶأو خ ʖاسȞراسة مʙم بʨق  

  الاسʙʯاتॻʱॻة الʰʸالॻة:

تلʥ الاسʛʱاتॽʳॽة الʱي تʴقȘ للاعʖ أكʰــʛ رȃــح مʺȞــʧ (أو تʹــʺʧ أقــل خʶــارة هي  
  مʺʻȞة) وذلʥ عʙʻ تʛؔار اللॼɻة عʙد ʛʽʰؗ مʧ الʺʛات.

ǽ  ʧأخــʚوعʙʻ اخॽʱار هʚه الاسʛʱاتॽʳॽة مʧ قʰل أحــʙ الʢــʛفʧʽ فــلا بــʙ لــه مــʧ أن  Ǽعـ̔ـ
 ʛــه ع ــʨȞॽن هʙفـ ــʚؗاء وسـ ــʨعي وȃـ ــʛف بـ ــʛف سʸʱʽـ ــار أن الʢـ ــʧ الاعॼʱـ ــʛف الأول مـ ــة الʢـ قلـ

ــʨن  ــʙ لا تؔـ ــة لʺʕشـــʛ مـــا قـ ــʛʱاتॽʳॽة الʺʲالॽـ ــه, وهʻـــا نʷـــʛʽ إلـــى أن الاسـ ــȘ أهʙافـ مʲالॽـــة تʴقʽـ
.ʛآخ ʛشʕʺة لॼʶʻالǼ  

  الاسʙʯاتॻʱॻة الʸʹفʙدة:

  ʖدهـــا اللاعـــʛفʺȃارهـــا وʱʵǽ أن ʧـــȞʺǽ ــيɦـ ـ̒ــة للॼɻـــة وال Ȟʺʺات الॽʳॽاتʛʱالاســـ Ȑʙهـــي إحـــ
  الأعʙاد الفʛدǽة فقȌ أو الʜوجॽة فقȌ.   اسʛʱاتॽʳॽة  Aأثʻاء اللعʖ, ؗأن ʱʵǽار الʛʢف  

ॺة: ʙؕʸة الॻʱॻاتʙʯالاس  

ʕلفـــة مـــʧ عـــʙد مـــʧ الاســـʛʱاتॽʳॽات الʺʻفـــʛدة الʺʺʻȞـــة للॼɻـــة, وهـــي الاســـʛʱاتॽʳॽة الʺ
ॽة  تللʱؔــʛاراوʦʱȄ اسʙʵʱام ؗل مʻها في اللعʖ وفــȘ جــʙول   مقابــل لʱلــʥ أو الاحʱʺــالات الʶʻـhـ

  الʺʻفʛدة.الاسʛʱاتॽʳॽات  
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 Ȑʛــــارة أخــــॼɻȃــــع ف ــــوॽʺج ʧلفــــة مــــʕʺة الॽʳॽاتʛʱــــة هــــي الاســــॼ ʛؗʺة الॽʳॽاتʛʱإن الاســــ
مʛفقــة بʨʱزȄــع احʱʺــالي مقابــل لʱلــʥ الاســʛʱاتॽʳॽات, ʛاتॽʳॽات الʺʺʻȞــة الʺʻفــʛدة للॼɻــة، الاسـɦـ

ʙʵام ؗــل مــʧ تلــʥ الاســʛʱاتॽʳॽات بʶʻــʖ تʶــاوॽʀ ȑʺــة  ذلــʥ الاحʱʺــال فــي وعʻــʙها Ȟǽــʨن اسـɦـ
الʨʱزȄــع الʺقابلــة لهــا, فــإذا ؗانــʗ الॽʁʺــة الاحʱʺالॽــة الʺقابلــة لإحــȐʙ أو Ǽعــʠ الاســʛʱاتॽʳॽات 
ʙʵام تلــʥ الاســʛʱاتॽʳॽة أو الاســʛʱاتॽʳॽات  الʺʻفــʛدة مʶــاوȄة للʸــفʛ فــإن ذلــǽ ʥعʻــي عــʙم اسـɦـ

.ʖة اللعॽفي عʺل  

  لǽʙه الاسʛʱاتॽʳॽات الʺʻفʛدة الʱالॽة: Aوʱȃعʛʽʰ رȄاضي لʻفʛʱض أن الʛʢف  

6A   ,5A   ,4A   ,3A   ,2A   ,1A 

  والʱي ǽقابلها قانʨن الʨʱزȄع الاحʱʺالي الʱالي:
)9-2-2 (  6,   0,   P4,   P3,   0,   P1P 

  علʺاً Ǽأن هʚه الاحʱʺالات غʛʽ سالॼة وأن مʨʺʳعها ʶǽاوȑ الʨاحʙ أȑ أن:
)9-2-3 (  = 16 + P5 + P4 + P3 + P2 + P 1P 

ʙʵام  قʨم Ǽاسـɦـ بʶʻــॼة  4A, و3Pبʶʻــॼة  3A, و1Pبʶʻــॼة  1Aفــإن هــʚا ǽعʻــي أنʻــا سـ̒ـ
3P  2أمــاA 5وA لأنه فــلا ʖمها فــي اللعــʙʵ غʽــʛ مــǼ ʧʽʱʴȃʛالʶʻــॼة لʻــا, وʻʻȞʺȄــا أن  ا ـ̋ـنʶـɦـ

ॼة للʛʢف   ʛؗʺة الॽʳॽاتʛʱالاس ʧيء عʷال ʝل نفʨنقB.  

  مʶفʦفة الʗʸفʦعات للॺɹة (مʶفʦفة اللॺɹة):

, Bو Aوʛʡفاهــا هʺــا  n.mلʻفʱــʛض أنʻــا أمــام لॼɻــة زوجॽــة مʱʻهॽــة ومــʧ الʺʛتॼــة 
  لǽʙه الاسʛʱاتॽʳॽات الʺʺʻȞة الʱالॽة: Aولʻفʛʱض أن  

A1, A2, A3, ………, Am  

  لǽʙه الاسʛʱاتॽʳॽات الʺʺʻȞة الʱالॽة:   BوȂن 

nB ……….., ,3B ,2B ,1B  

ــار الʢــʛف   ʱʵǽ ماʙــ ʻفعA    ةॽʳॽاتʛ ــار الʢــʛف    iAالاسـɦـ ʱʵȄوB    ةॽʳॽاتʛ الاسـɦـ
jB    ة لـॼʶʻالǼ ةॽɻضʨه الʚة في هॼɻة اللʳॽʱفإن نA    لــه بـــ ʜمــʛداً نʙʴداً مʙن عʨؔʱس

ija    ـــارةʶʵح والȃʛم الـــʨمفهـــ ʧــاً مـــ ــالॼاً) ونʴـــʙد إشـــارته انʢلاقـ ــاً أو سـ (قـــȞǽ ʙـــʨن مʨجॼـ
  ʖة للاعॼʶʻالǼA  ,(هʛــʤوجهــة ن ʧألة مʶʺرس الʙن ȑʚال) ,  ادʙالأعــ ʥا تلــʻذا وضــعȂو
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ija    ʧات ؗل مॽʳॽاتʛʱالʺقابلة لاسA   وB    ــʺىʶǽ ــل علــى مــاʸʴن ʖاســʻول مʙفــي جــ
  : كالآتيوالʱي نʹعها ʙʳǼول    ʸʺǼAفʨفة الʺʙفʨعات للॼɻة Ǽانॼʶة للʛʢف  

ijji aMin  
nB  ....  3B 2B 1B 

B 
A  

)A (  

1  1na  ....  13A 12a 11a 1A 

2  2na  ....  23A 22a 21a 2A 

3  3na  ....  33a 32a 31a 3A 

 ....   ....   ....   ....   ....   ....   ....  

m  mna  ....  m3a 2ma m1a mA 

  n   ....  3  2  1  ijij axMa  
)B (  

  ):Max.Minأكʙʮ الʶغار الʥʸʰ الأدنى للॺɹة حʔʴ (مʗʮأ 

  :الآتॽةولهʺا الاسʛʱاتॽʳॽات  ,  Bو Aإذا ؗانʗ لʙيʻا لॼɻة مʱʻهॽة ʛʡفاها 

mA ….., ,3A ,2A ,1A: A 

nB …,... ,3B ,2B ,1B: B 

 ʗذا ؗانـــȂو ija  عاتʨفʙــ ــفʨفة الʺـ ــي مʸـ ـــ هـ ــॼة لـ ــة Ǽالʶʻـ ــʙما  Aللॼɻـ ــʧ), فعʻـ (نʴـ
ʽʴǼــȞǽ ʘــʨن رʻʴȃــا  ॽʳاتهمــʧ اســʛʱاتفــإن العــʙو ســʱʵॽار اســʛʱاتॽʳॽة  iAنʱʵــار الاســʛʱاتॽʳॽة 

ــʧ, أȑ أن Aرȃـــح ( ــا Ȟʺǽـ ــل مـ ــB  ʛʢ) أقـ ــغʛ عʸʻـــʛ فـــي الʶـ ــॽقʨم Ǽالʴॼـــʘ عـــʧ أصـ  iAسـ
وعʻــʙها  ǼiــالʛمiA  ʜقابلة له, ولʛʻمʜ لأصغʛ عʛʸʻ في الʶــʛʢ وȄأخʚ الاسʛʱاتॽʳॽة الʺ

  ʨȞǽن:
)9-2-4 (  ijji aMin  

Ǽاخॽʱـــار تلـــʥ الاســـʛʱاتॽʳॽة الʱـــي  Aومقابـــل ذلـــʥ فʺـــʧ الॽʰʢعـــي أن ǽقـــʨم الʢـــʛف 
Ȟǽــʨن العــʙد الʸــغʛʽ فʽهــا أكʰــʛ تلــʥ الأعــʙاد الʸــغار فــي الاســʛʱاتॽʳॽات الأخــȐʛ, أȑ أنــه 

  حʖʳǽ :ʘʽ أن يʻʰʱى الاسʛʱاتॽʳॽة الʱي تقابل العʙد  
)9-2-5 (  )aMin(MaxMax ijji

i
i

  
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, وهʨ في الॽʁʴقــة ʲʺǽــل Bأصغʛ رȃح ʶǽʺح Ǽه الʛʢف   Aوʚȃلʧʺʹǽ ʥ الʛʢف  
ॽح, ولؔــʧ ذلــʥ الـــȃʛح  B, إذا ؗـــان A الʴــʙ الأدنــى للــȃʛح الــǽ ȑʚʹــʺʻه ɹل صــȞــʷǼ ʖيلعــ

  ʧم ʛʰح أكॼʸǽ أن ʧȞʺǽ   ʖإذا لعB  دʙــʺي العــʶن ʥلʚة, لʯʡة خاॼɻة لǽأ  ــىʢالʺع
عʻـــــʙما يʻʰʱـــــى الاســـــʛʱاتॽʳॽة  Ǽ (Aـــــالʧʺʲ الأدنـــــى للॼɻـــــة الـــــǽ ȑʚʹـــــʺʻه Ǽ9-2-5العلاقـــــة (

  .الʺقابلة للعʙد  

  ):Min.Maxالʥʸʰ الأقʶى للॺɹة حʔʴ (مʗʮأ أصغʙ الॺؒار 

عʻــʙما يʰــʙأ اللॼɻــة حʽــʘ نʳــʙ أن  Bلʻقʦ الآن بʙراسة ما ʧȞʺǽ أن ǽفǼ ʛؔه الʛʢف 
B  فʛــʢأن ال ʧمــ Șلʢʻ ســॽقʨم ǼالʴॼــB  ʘرȃــح مʺȞــʧ, لــʚلʥ فــإن يʴॼــʘ عــʧ أكʰــA  ʛسـ̔ـ

 ȑʚف الــʙاد هــي الهــʙالأعــ ʥاته (لأن تلــॽʳاتʛʱة اسʙʺأع ʧد مʨʺاد في ؗل عʙالأع ʛʰأك ʧع
ـــ Aيʴॼــʘ عʻــه الʢــʛف  أǽʹــاً) وʱʵȄــار  A, ولأن مʸــفʨفة الʺــʙفʨعات مʨضــʨعة Ǽالʶʻــॼة ل

الॼؔــار فــي الاســʛʱاتॽʳات الاســʛʱاتॽʳॽة الʱــي Ȟǽــʨن العــʙد الʽʰؔــʛ فʽهــا أصــغʛ تلــʥ الأعــʙاد 
  حj :ʘʽسॽقʨم ʶʴǼاب الأعʙاد    BالأخȐʛ, أȑ أن 

)9-2-6 (  ij
i

j aMax  

 ǽ ʦد  ثʙة الʺقابلة للعॽʳॽاتʛʱار الاسʱʵ    ادʙالأع ʛأصغ ȑاوʶǽ ȑʚالj   :نʨȞॽɾ  

)9-2-7 (  )aMax(MinMin ij
ijjj

  

ــʚلʴǽ ʥــʙد الʢــʛف  ȃو  B    فʛــʢــه لل ʻــازل ع ʻʱــح ي ȃر ʛــʰأكA  ــة ــي الॽʁʴق , وهــʨ ف
الʺعʢــى    , لــʚلʥ فإنʻــا نʶــʺي العــʙد  Aلـــ    ʲʺǽBل الʙʴ الأعلى للȃʛح الــʶǽ ȑʚــʺح Ǽــه  

ʛاتॽʳॽة    ǼBالʧʺʲ الأقʸى للॼɻــة, الــǽ ȑʚʹــʺʻه    ) Ǽ9 -2 -7العلاقة (  عʻــʙما يʻʰʱــى الاسـɦـ
عʺــʨد      ا فــي ̋ مــʧ الʳــʙول مॼاشــʛة ووضــعه   iو   i  , وʦʱȄ حʶــاب الʺقابلة للعʙد  

فʽهʺــا حʶــʖ الʺʰــʙأي    ʧو   وʦʱȄ تʙʴيʙ    وسʛʢ إلى جانʖ مʸفʨفة مʙفʨعات اللॼɻة 
 .ʧȄرʨؗʚʺال  

  ملاحʢة:

ʺʧ الأدنــى  ،Ȟʺǽــʧ الʛʰهــان علــى أن  غʛ أو ص ــللॼɻــة أ أȑ علــى أن الـ̡ـ
  ȑاوʶǽ .ى لهاʸالأق ʧʺʲال  
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  الألعاب الʯʴʸقʙة (ذات الʹقʠة الʙʴجॻة):

 ʧʺ ـ̡ـ ــع الـ ــى مـ ʺʧ الأدنـ ـ̡ـ ــا الـ ــاوȐ فʽهـ ــي يʶʱـ ــاب الʱـ ــي الألعـ قʛة هـ ـɦـ ــاب الʺʶـ إن الألعـ
ʸها:الأقʽن فʨȞǽ يʱالألعاب ال ȑى, أ  

)9-2-8 (  0  

 ʛــʸʻن العʨــȞǽ ه الألعــابʚل هʲ0وفي م عاتʨفʙفة الʺــʨــفʸفــي م  ʛــʸʻالع ʨهــ

  الأصغʛ في سʛʢه والأكʛʰ في عʺʨده.

ʧʽفʛــــــــʢال ʧـــــل مــــــــ ــʙة لؔـــ ــʛʱاتॽʳॽة واحــــــ ــل اســــــ ـــ ــʚا العʸʻــــــــǽ ʛقابـــ ــʺॽان  وȂن هــــــ تʶــــــ

ʳاتʛʱـــاد اســـʺʱــل اع ــʛفǽ ʧʽفʹـ ــʧ الʢـ ــʙ أن ؗـــل مـ ــʚا نʳـ قʛتʧʽ, وهȞـ ـɦـ ــʛʱاتʧʽʱʽʳॽ الʺʶـ ʱʽه Ǽالاسـ

 ȑــه, ولأن أ ــॼة لـــ ــة Ǽالʶʻـــ ــʛʱاتॽʳة مʲالॽـــ ــʛ إســـ ــا تعʰʱـــ قʛة لأنهـــ ـɦـ ــʧ الʺʶـــ ــʙهʺا عـــ ــʛاف لأحـــ انʴـــ

Ȑʛ نفʶــه مʹــʛʢاً للعــʨدة  ʕدȑ إلــى خʶــارة تلʴــǼ Șــه, وسـ̔ـ قʛة والʺʲالॽــة سـ̔ـ اســʛʱاتʱʽʳه الʺʶـɦـ

  .إلى الاسʛʱاتॽʳة الʺʱʶقʛة (إذا ؗانʗ وحʙʽة)

 ʛــ ــʙما  0إن العʸʻـ ــة (عʻـ ــه Ǽالʻقʢـ ʽهاً لـ ـhـ ــʛجॽة تʷـ ــة الʶـ ــʺى Ǽالʻقʢـ ) ʶǽـ

Ȅʜــــة علــــى ســــʛج الʸʴــــان, وتعʰʱــــʛ الʻقʢــــة الʶــــʛجॽة  ʛؗʺانالʱʽʳاتʛʱــ قʛتان ( والإســ ـɦـ أو الʺʶــ

قʛة إذا ؗــان لــʙيʻا أكʲــʛ مــʧ نقʢــة ســʛجॽة) الʺقابلʱــان لهــا لؔــلا  الʢــʛفʧʽ الاســʛʱاتॽʳات الʺʶـɦـ

  هʺا الʴل الʺʲالي لʺʲل تلʥ الألعاب.

  ثʥʸ اللॺɹة:

فــي ؗــل مــʛة مــʧ جــʛاء تؔــʛار اللॼɻــة عــʙد ʽʰؗــA  ʛالʢــʛف وهــʨ مʨʱســȌ مــا يʴȃʛــه 

  :الآتيفإنʻا نʙʳ بʶॼاʡة أنه ʖʳǽ أن ʴǽقȘ الv   ȋʛʷمʧ الʺʛات, وȂذا رمʜنا لʚلʥ الʧʺʲ بـ  

)9-2-9 (   v  

0vأما في الألعاب الʺʱʶقʛة ʨȞॽɾن:   :نʨȞǽ ȑأ  

)9-2-10(  0v   



 345

قȌ الʶـــʛجॽة فـــي الألعــــاب  0حʽـــʘ أن  هـــʨ عʸʻـــʛ الʺʸــــفʨفة الـــʲʺǽ ȑʚـــل الـــ̒ـ

  Ǽالʧʺʲ الʺʱʶقʛ للॼɻة مʱʶقʛة.  vالʺʱʶقʛة وعʙʻها نʶʺي  

 ʗذا ؗانــȂوv = 0 ـؔـ  وتؔــʨن اللॼɻــة غʽــʛ عادلــة إذا  ،ةـادل ـــॼɻة عـʨن ل ـــفــإن اللॼɻــة ت

0vكان ثʺʻها  .  

  مʰال:

  لʻفʛʱض أنه لʙيʻا اللॼɻة ذات مʸفʨفة الʺʙفʨعات الʱالॽة:

2  

iji aMin  4B 3B 2B  1B 
B 

A 

3-  3  2-  3-  1  1A  

0  1  4  5  0  2A  

2  3  2  3  2  3A  

  3  4  5  2  Bj = Max aij 

  =2  

ــʙاد   ــاب الأعـــ ــا ʶʴǼـــ ــإذا قʺʻـــ ijiفـــ aMin  ادʙــ ijjوالأعـــ aMax  ــا فإنʻـــ
ʺʧ الأدنــى  نʸʴــل علــى العʺــʨد الأخʽــʛ والʶــʛʢ الأخʽــʛ علــى الʛʱتʽــʖ, وȃــʚلʥ نʳــʙ أن الـ̡ـ

:ȑاوʶǽ ةॼɻه اللʚله  
2)(Max i   

:ȑاوʶǽ ى لهاʸالأق ʧʺʲوأن ال  
2)(Min j   

قʛة  2وȃـــʚلʥ نʳـــʙ أن: وهـــʚا ǽعʻـــي أن اللॼɻـــة الʺفʛوضـــة هـــي لॼɻـــة مʶــɦـ
 1B والاســʛʱاتॽʳॽة Aللʢــʛف  3A, ولها حل مʱʶقʛ مʕلــف مــʧ الاســʛʱاتॽʳॽة v = 2وثʺʻها 
  .Bللʛʢف  
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:ʙال آخʰم  

  لʧؔʱ لʙيʻا اللॼɻة ذات مʸفʨفة الʺʙفʨعات الʱالॽة:

4Max i   

iji aMin  4B 3B  2B  1B 
B  

A 

2  4  8  2  3  1A 

4  6  5  4  5  2A 

3  5  3  6  4  3A 

  6  8  6  5  jijaMax   

      5Min j   

 ʦॽــʀ دراســة ʧومــijو  :أن ʙــʳ4ن  5و اʚــȞــة , وهॼɻه اللʚأن هــ ʙــʳن
 Ȍسʨʱʺها الʻʺة وأن ثʛقʱʶم ʛʽة غॼɻهي لv  ʧ 5v4( 5و 4يʛʱاوح بـ̔ـ  فʛــʢوأن ال ,(

A  ــىʻʰــح إذا تȃأدنــى ر ʧʺــʹॽسA ةॽʳॽاتʛʱ2 الاســA وأن ,B  ــحȃعل رʳॽســA ʱــاوز لا يʳ
  .1Bهʨ تʻʰى الاسʛʱاتॽʳॽة    , إذا5

ʺA  ʧوهȞـــʚا نʳـــʙ أن مقـــʙار الـــȃʛح الـــȞʺǽ ȑʚـــʧ أن ʴǽققـــه  وهـــʨ مقـــʙار  vهـــʨ الــ̡ـ
  مʳهʨل وسʻعʺل على حʶاǼه لاحقاً.

  :الʴل الʺʲالي للॼɻة
قʛة لإʳǽاد   الʴل الʺʲالي لأǽة لॼɻة علʻʽا قʰل ؗل شيء أن نʺʜʽ بʧʽ الألعــاب الʺʶـɦـ

  والألعاب غʛʽ الʺʱʶقʛة.

  :الʴل الʺʲالي للألعاب الʺʱʶقʛة 

, وȄــʦʱ الʸʴــʨل علॽــه AمʺȞــǼ ʧالʶʻــॼة للʢــʛف وهʨ الʴل الǽ ȑʚعʻʽʢا أكʛʰ رȃــح  
ــى  ʺʧ الأقʸــ ـ̡ـ ــى والــ ʺʧ الأدنــ ـ̡ـ ــاب الــ ــلال, حʶــ ــʧ خــ ــʢة, أو مــ ــʛʱاتॽʳات بʨاســ ــʙ الاســ وتʙʴيــ

  الʺʱʶقʛة لؔل ʛʡف والʺقابلة للʧʺʲ الʺʱʶقʛ ؗʺا فعلʻا أعلاه.
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  :الʴل الʺʲالي للألعاب غʛʽ الʺʱʶقʛة 

وʦʱȄ الʨʸʴل على هʚا الʴل بʙلالــة مʱʵلــف الاســʛʱاتॽʳات الʺʺʻȞــة حʽــʘ أن حــل 
 ʧداً مـــʙعـــ ʧʺـــʹʱـــة يॼɻـــي ؗـــل اللʻʰت ʦʱـــȄهـــا, وʽفʛʡ ʧف مـــʛـــʡ دة لؔـــلʛفـــʻʺات الॽʳاتʛʱالاســـ

  اسʛʱاتॽʳة مʻها وفȘ تʨزȄع احʱʺالي معʧʽ أو وفȘ نʖʳǽ ʖʶ حʶابها.

ʖ اللʳــʨء إل ــ ॼــة هــʨ تʴقʽــȘ أكʰــʛ  الاســʛʱاتॽʳاتʡة اس ــإʳǽــاد الʴــل بʨ  ىإن سـhـ ʛؗʺال
ــʛف  ــʙ أن الʢـ لاً نʳـ ـ̡ـ ــʧ, فʺـ ــح مʺȞـ ʙʵام  Aرȃـ ـɦـ ــة لاسـ ــȄʛʡ ʧقـ ــʘ عـ ــابȘ يʴॼـ ــال الʶـ ــي الʺʲـ فـ

ــاً عــــʙة اســــʛʱاتॽʳات  أكʰــــʛ مــــʧ الــــȃʛح  vمــــʧ خــــلال ســــʛʽ عʺلॽــــة اللعــــʖ حʱــــى ʴǽقــــȘ رʴȃــ
  الȑʚ سʴॽققه إذا تʻʰى اسʛʱاتॽʳة الʧʺʲ الأدنى.  الʺʹʺʨن  

ــʚلʥ نʳــʙ أن  مــʧ الʨصــʨل إلــى غايʱــه وʷȄــʛع ǼالʴॼــǽA  ʘعʺــل جاهــʙاً لʺʻــع  Bوؗ
ولʳعلــه أقــل  أقل مʧ الʙʴ الأقʸى  AعȄʛʡ ʧقة لاسʙʵʱام عʙة اسʛʱاتॽʳات لʳعل رȃح 

.ʧȞʺǽ ما  

 ʖــʳǽ ــيʱات الʛد الʺــʙة أو عــॼــʶʻال ʧعــ ʘʴॼ وȂن هʚا يʨحي لʻــا Ǽــأن ؗــل مʻهʺــا سـ̔ـ
أن ʙʵʱʶǽم ؗل مʻها اسʛʱاتॽʳاته حʱــى ʴǽقــȘ غايʱــه, وهــʚا مــا ǽعʻــي أن ؗــل مʻهʺــا ʳǽــʖ أن 
يʴॼــʘ عــʧ قــانʨن الʨʱزȄــع الاحʱʺــالي الــʳǽ ȑʚــʖ أن ʰʢǽــȘ وفقــه ؗــل مــʧ اســʛʱاتॽʳاته حʱــى 

  ʴǽقȘ غايʱه.

ॼـــة Ȟʺǽـــʧ صـــॽاغʱه  ʛؗʺات الॽʳاتʛʱة الاســـʢاســـʨـــل بʴال ʧاضـــي عـــȄʛال ʛـــʽʰعʱن الȂو
  على الȞʷل الʱالي:

  ʖʳǽ أن يʘʴॼ عʧ الʨʱزȄع الاحʱʺالي: Aإن  
)9-2-11 (  mp …,...…3p ,2p ,1p :Ap 

 :mA ……, ,3A ,2A ,1A A  والʺقابل لاسʛʱاتॽʳاته

.ʧȞʺǽ ما ʛʰه أكʴȃعل رʳǽ ȑʚوال 

  ʚؗلʖʳǽ ʥ أن يʘʴॼ عʧ الʨʱزȄع الاحʱʺالي: B  وȂن
)9-2-12 (  nq ,……..,3q ,2q ,1q :BQ 

  n, ……., B3, B2, B1: BB  والʺقابل لاسʛʱاتॽʳاته 
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  ʥلوذلॽ  حȃعل رʳA   ــاليʱالȃو) ʧــȞʺǽ ما ʛعــل أصغʳǽ مــع ,(ʧــȞʺǽ مــا ʛــʰــه أكʴȃر
  تʴقȘ العلاقات الʱالॽة: jqوالاحʱʺالات   ipالعلʦ أن ؗلاً مʧ الاحʱʺالات  

)9-2-13 (  



m

1i
ii 1p,1p0  

  وأن:

)9-2-14 (  



n

1j
jj 1q,1q0  

 ʘــʴॼــة الॽــة إلــى عʺلॼɻــالي للʲʺــل الʴال ʧعــ ʘــʴॼــألة الʶــا مʻلʨح ʙن قــʨنؔــ ʥلʚــȃو
أن ǽعʺــل  A) الــʳǽ ȑʚــʖ علــى الʢــʛف p1,p2,…..,pmعــʧ قــانʨن الʨʱزȄــع الاحʱʺــالي (

ʧȞʺح مȃر ʛʰأك Șقʴǽ ىʱه حॼʶا   حʚله ʜمʛʻوس  ʜمʛالǼ نʨالقانAP.  

  . BQكʺا نʛمʜ لقانʨن الʨʱزȄع الاحʱʺالي الʺʛافȘ بـ 

  ʧاب ؗل مʶح ʙعȃوAP  وAQ   دةʛفــʻʺاته الॽʳاتʛʱى اســʻʰʱʽســ ʧʽفʛــʢال ʧفإن ؗل م
 ʙيــʙʴت ʦʱــȄــه, وǼ ــاصʵــع الȄزʨʱن الʨوفقــاً لقــان ʖات اللعــʨــʢخ ʧة مʨʢةفي ؗل خॽʳاتʛʱالإســ 

ــانʨن  ــعة لقـ ــʨائॽة خاضـ ــॼه عʷـ ــʨائॽة أو شـ ــام عʷـ ــʙ أرقـ ــʢة تʨلʽـ ــʨة بʨاسـ ــل خʢـ ــي ؗـ ــʛدة فـ الʺʻفـ
  الʨʱزȄع الʺʨؗʚر.

ʛاتॽʳات   ـɦـ ــة علـــى الاسـ ʛاتॽʳات الفعالـ ــʦ الاســɦـ ــʢʻلȘ اسـ ــي  وسـ ــʙʵʱمة وهـ   الʱـــي لا الʺʶـ
 ʦال الʺقابل لهʺʱة الاحʺॽʀ نʨؔت   .ʛفʸة للȄاوʶم  

ــاوȄة   ــالي مʶـ ــع الاحʱʺـ ــʦॽ الʨʱزȄـ ــȐʙ (أو Ǽعـــʠ) ʀـ ــه إذا ؗانـــʗ إحـ ــى أنـ ʛ إلـ ـ̔ـ ــا نʷـ وهʻـ
ʛاتॽʳة للʸــفʛ, فهــʚا ǽعʻــي أن   ʛاتॽʳات الفعالــة ولا  ̋ ال   الإسـɦـ قابلــة لهــا لا تــʙخل فــي عــʙاد الاسـɦـ

ʛاتॽʳة   ॼـــة الʺʲالॽـــة علـــى الإســɦـ ʛؗʺة الॽʳاتʛ نʶـــʙʵʱمها فـــي عʺلॽـــة اللعـــʖ, وســـʢʻلȘ اســـʦ الإســɦـ
ʛمʜ لـــʚلǼ ʥالʻʲائॽـــة (  A,PAالʱـــي تقابـــل الʨʱزȄـــع الاحʱʺـــالي الʺʲـــالي وســ̒ـ

  ةॽʳاتʛ ) وهـــي الإســɦـ
ॼة الʱي تعʻʽʢا أكʛʰ رȃح لـ   ʛؗʺالA  ــهॽــل علʸʴن ȑʚح الــȃʛع الــʨضــʨم ʞاقʻوأن ن ʙا لا بʻوه ,

ॼة.  ʛؗة مॽʳاتʛʱة إسǽأ Șʽʰʢاء تʛج ʧم  

ॼــة وعʻــʙما ǽقابلهــا    Aإن مʨʱسȌ الȃʛح الʴǽ ȑʚققه  ʛؗة مॽʳاتʛ   Bعʻــʙ تʽʰʢــȘ أǽــة إسـɦـ

  jBعʺــʨد  ال الʨاقعــة فــي    ija  لأعــʙاد ʶǽاوȑ الʨʱقع الȄʛاضــي ل  jBبȘʽʰʢʱ إسʛʱاتॽʳة وحʙʽة مʻفʛدة 
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ʛمAP    ʜوالʵاضــعة لقــانʨن الʨʱزȄــع   ــة والــȑʚ سـ̒ـ ــ  لــه  أȑ أن مʨʱســȌ الــȃʛح فــي هــʚه الʴال     iaبـ
 ȑاوʶǽ :  

)9-2-15 (  njanp + …….. + 3ja3p + 2ja2p + 1ja1p = ja 

  ʘʽن إحja   ةॽʳاتʛʱي الʺقابل للإسʡʛʷح الȃʛال ʧارة عॼɺ ʨهjB .Ȍفق  

ॼــة وفــȘ قــانʨن الʨʱزȄــع الاحʱʺــالي    Bولʻفʛʱض الآن أن     ʛؗʺه الʱʽʳاتʛʱإســ Șʰʢǽ حॼأص
BQ  فʛــــʢــــه الॽـــل علyـ ʴॽس ȑʚح الــــȃʛأن الــــ ʙـــrـ ـ̒ـــʙها ن ـʁـــاوȄاً إلــــى الʨʱقــــع    A, وع ـyـــॼح م ॽس

  ʛاضي للʺقاديȄʛالja    عȄزʨʱاضعة للʵالBQ  حȃʛل ʜمʛʻوسA  :الةʴه الʚفي ه  
)9-2-16 (  nanq + …….. + 3a3q + 2a2q + 1a1q = a 

 ʘــʽن إحa  ققــهʴǽ ȑʚح الــȃʛالــ Ȍســʨʱم ʨهــA  ʧʽفʛــʢال ʧؗــل مــ Șــʰʡ إذاA وB 
ــȃʛح  ʧ لؔــل مʻهʺــا, وأن هــʚا ال ــانʨن تʨزȄــع احʱʺــالي معـ̔ـ ॼــة حʶــʖ ق ʛؗة مॽʳاتʛʱإســa  لا ʙقــ

ॼـــة يالــʶǽv  ȑʚــاوȑ ثʺــʧ اللॼɻــة  ʛؗʺه الʱʽʳاتʛʱــة لإســॼɻفــي اللʛʡ ʧؗــل مـــ Șــʽʰʢت ʧج عــ ʻــɦـ
ABالʺʲالॽة أȑ لـ   pوQ  ,لأنه Șʰʢǽ ʧʽʰاللاع ʧــة  إذا ؗان ؗل مॽالʲʺــة الॼ ʛؗʺه لʱʽʳاتʛʱإســ

  فإنه ʨȞǽن لʙيʻا:
)9-2-17 (  a = v 

  نȂʙʢات مʯʳلفة:

    : )1(  نȂʙʢة

ॼة. ʛؗʺات الॽʳاتʛʱة الاسʢاسʨعلى الأقل ب ʙالي واحʲة حل مॽهʱʻة مॼɻلؔل ل  

  : )2(  نȂʙʢة

 ʧʺة ثॽهʱʻة مॼɻلؔل لv :ــةॽالʱة الʴاجʛʱʺال Șقʴǽ  v  ʘــʽحهʺــا  و
  .الॽʁʴقي  هʨ ثʺʧ اللॼɻة  vالʧʺʲ الأدنى والأقʸى للॼɻة على الʛʱتʖʽ و

  ):3(  نȂʙʢة

ॼة الʺʲالॽة فإن مقــʙار مــا يʴȃʛــه يॼقــى ثابʱــاً  ʛؗʺه الʱʽʳاتʛʱإسǼ ʧʽفʛʢال ʙم أحʜʱإذا ال
ʺʧ اللॼɻــة  وذلــʥ إذا ؗــان تʸــʛف اللاعــʖ الآخــʛ لا ʵǽــʛج عــʧ اســʛʱاتॽʳاته  vومʶــاوȄاً لــ̡
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ســــــॽقʨم بهــــــا الʢــــــʛف الآخــــــʛ بʽʰʢʱــــــȘ 7الفعالــــــة (أǼ ȑغــــــʠ الʤʻــــــʛ عــــــʧ الॽɿॽؔــــــة الʱــــــي 
ॼة). ʛؗʺه الʱʽʳاتʛʱدة والفعالة في إسʛفʻʺات الॽʳاتʛʱالاس  

  

III-  النموذج الرياضي للعبة من المرتبةn×m:  
لقʙ رأيʻا أنه إذا ؗانʗ اللॼɻة مʱʶقʛة (أȑ لهــا نقʢــة ســʛجॽة) فــإن الʴــل الʺʲــالي لهــا 

 ijaوهʨ الإسʛʱاتॽʳة الʺقابلة لʱلʥ الʻقʢة الʛʶجॽة, وȂن ثʺʧ تلʥ اللॼɻــة عʻــʙها ʶǽــاوॽʀ ȑʺــة 
  الʺقابلة لʱلʥ الʻقʢة الʛʶجॽة نفʶها.

لʘʴॼ عʧ حل مʲــالي للॼɻــة مــا ʶǽــʙʱعي الʴॼــʘ عــʧ قــانʨن أما ʨʸǼرة عامة فإن ا
ʚلʥ عAP  ʧالʨʱزȄع الاحʱʺالي   ॼــة BQوؗ ʛؗʺات الॽʳاتʛʱة الاســʢاســʨل بʴانا الॽʢعǽ ʧيʚالل ,

ــʙوره إʳǽــاد الʻʺــʨذج  ʙʵام ؗــل مʻهــا فــي عʺلॽــة اللعــʖ, وهــʚا ʶǽــʙʱعي ب وʴȄــʙدان نʶــॼة اسـɦـ
  الȄʛاضي للॼɻة, وهʨ ما سʴʻاول إʳǽاده ؗʺا يلي:

  له الاسʛʱاتॽʳات: Aهʺا ʛʡفي اللॼɻة وأن    Bو Aلʻفʛʱض أن  

m, …...., A3, A2, A1A: A   

  والʱي ॼʢǽقها وفȘ قانʨن الʨʱزȄع الاحʱʺالي (وهʨ ما زال مʳهʨلاً) الʱالي:

m, ……., p3, p2, p1: pAP 

  حʘʽ أن:  





m

1i
ii 1p,1p0  

  له الاسʛʱاتॽʳات الʱالॽة:   B وأن

 n, …….., B3, B2, B1B: B    

  والʱي ॼʢǽقها وفȘ قانʨن الʨʱزȄع الاحʱʺالي الʱالي:

 n, ………, q3, q2, q1: qBQ   

  حʘʽ أن:

 



n

1j
jj 1q,1q0  
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وȂن اللॼɻة لها مʸفʨفة الʺــʙفʨعات الʱالॽــة  ija وجهــة ʧــألة مــʶʺأولاً ال ʞــاقʻʻول ,
ॼة وفــȘ قــانʨن الʨʱزȄــع  إسʛʱاتʱʽʳهبA  Șʽʰʢʱأنه إذا قام حʘʽ نلاحA    Ȏنʛʤ الʛʢف   ʛؗʺال

AP   ققهʴǽ ȑʚح الȃʛال Ȍسʨʱفإن مA  ــىʻʰʱما يʙʻعB ةॽʳاتʛʱدة  الإســʛفــʻʺالjB  إلــى ȑــاوʶǽ
  .))15-2-9انʛʤ العلاقة ((
)9-3-1 (  aj = p1 a1j + p2 a2j + p3 a3j + ……….. + pm amj  

ج ʴǽvــاول دائʺــاً أن ʳǽعــل رʴȃــه لا ǽقــل عــʧ ثʺــʧ اللॼɻــة  Aوȃʺــا أن  ــȑʚ يʻـɦـ , ال
 ʧʽفʛــʢــي الʻʰت ʧعــʧʽʱʽʳاتʛʱفــإن  لإســ ʥلʚلــ ,ʧʽʱʽــالʲم ʧʽʱʰ ʛؗمــ ʘــʴॼفــي ال ʛــʸʴʻــه تʱʺمه

 ʧهعــʱʽʳاتʛʱــة ( إســॽالʲʺــة الॼ ʛؗʺالAp فʛــʢــه الॽɾ قــعǽ ــأʢؗــل خ ʧفادة مــ , أB ȑ), والاسـɦـ
p,.......,p,p,p(p(علॽه أن يʘʴॼ عــʧ الأعــʙاد   n321A

   هــاʽن فʨــȞǽ ــيʱالja  ʧقــل عــǽ لا
v  اتʴاجʛʱʺال Șقʴي تʱال ȑة, أॽالآت:  

)9-3-2 (  

vap.......apapap

.................................................................

vap........apapap

vap........apapap

vap........apapap

mnmn33n22n11

3mm333232131

2mm323222121

1mm313212111







  

 ʦॽــʁǼ دʨؗــل عʺــ ʛاصــʻاء عʙجــ ʧمــ ȋʛل ؗــل شــʽȞʷت ʦاه إلى أنه تॼʱالان ʖʳǽ اʻوه
  , وʚȃلʥ تʨؔن مʸفʨفة الأمʲال هي مʻقʨل مʸفʨفة الʺʙفʨعات.APالʨʱزȄع الاحʱʺالي  

) ȋوʛــʷــالي2-3-9إضــافة إلــى الʺʱــع الاحȄزʨʱال ʦॽــʀ فــإن ( Ap   Șقــʴأن ت ʖــʳǽ
  تʧʽʽ:الʧʽʡʛʷ الاحʱʺالʧʽʽ الآ

)9-3-3a (  1 = mp +……..+ 3p + 2p + 1p 

)9-3-3b (  0p i   ʘʽح(i:1,2,3,……..,m)    

1pأما شȋʛ أن ʨȞǽن  i  ) ȋʛʷفي ال ʧʺʹʱم ʨ3-3-9فهa( فʙع الهــǼأما تــا ,
:ʨا فهʻه  

)9-3-4 (  MaxvZ   

يॼقــى  ʛʱvاتॽʳة الʺʲالॽة لؔلا الʛʢفʧʽ غʛʽ معلʨمة فإن ثʺــʧ اللॼɻــة وما دامʗ الاس
ــʨلاً ( ــة (مʳهـ ــى Ǽالعلاقـ ــه ǽعʢـ ــʙوماً 17-2-9لأنـ ــاً أو معـ ــالॼاً أو مʨجॼـ ــʨن سـ ــȞǽ ʙـ ــʨ قـ )), وهـ
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ــة) (Ȟǽـــʨن م ــة عادلـ ــʨن اللॼɻـ ــʙما تؔـ ــʙوماً عʻـ ــʛورات عـ ــي ولʹـ ــȞل رȄاضـ ــألة ʷǼـ ــة الʺʶـ معالʳـ
مʨجॼــاً Ȟǽفــي أن نʹــʅॽ إلــى  v), وهʻا نʛʽʷ إلى أنــه لʳعــل ثʺــʧ اللॼɻــة v >0نفʛʱض أن (

الـ عʻاصʛ مʸفʨفة الʺʙفʨعات   ija  ــلʲم ʛʽʰ ʽʴǼــʘ تʸــॼح جʺॽــع  Mأȑ عʙد مʨجʖ وؗ
غʛʽ سالॼة, وفي هــʚه الʴالــة يــʜداد ثʺــʧ اللॼɻــة Ǽʺقــʙار العــʙد الʺʹــاف   اتمʸفʨفة الʺʙفʨع

M   اً لـȄاوʶح مॼʸȄوv    ʘʽن:إح  
)9-3-4a (  Mvv   

ــفʨفة  ــʙما Ȟǽــــʨن Ǽعــــʠ عʻاصــــʛ مʸــ ــا عʻــ ــʙ مʻهــ ــة ضــــʛورȄة ولا بــ ــʚه العʺلॽــ إن هــ
الʺʙفʨعات سالॼاً وذلــʥ حʱــى لا يʱʹــʺʧ الʻʺــʨذج الȄʛاضــي مʴʱــʨلات ســالॼة أو غʽــʛ مقʽــʙة, 
ʺʧ الॽʁʴقــي لهــا  وȃعــʙ أن نقــʨم ʴǼــل اللॼɻــة والʸʴــʨل علــى حلهــا الʺʲــالي نعــʨد ونʶʴــʖ الـ̡ـ

  مʧ العلاقة:
)9-3-4b (  Mvv   

 ʖجــʨد مʙعــ ȑــأǼ عاتʨفʙفة الʺــʨــفʸم ʛاصــʻب عʛورة ضــʛالʹــ ʙــʻع ʧــȞʺǽ كʺــا
  لʳعلها أعʙاد صʴॽʴة لأجل سهʨلة الʱعامل معها.

ا أو جعلʻــا ثʺــʧ اللॼɻــة   vنعــʨد الآن إلــى إʳǽــاد الʻʺــʨذج الȄʛاضــي حʽــʘ افʛʱضـ̒ـ
0vمʨجॼــاً ( ) ــاتʴاجʛʱʺال ʧفــي ؗــل مــʛʡ ʦॽــʶقʱم بʨ0) علــى (2-3-9), ونقــv  (
  :الآتॽةللʺقاديix   ʛونʛمʜ بـ  

)9-3-5 (  )m,,.........3,2,1:i(,
v

p
x i

i 
  

  ȋوʛʷل على الʸʴʻةفॽالآت:  

)9-3-6 (  

1xa.......xaxaxa

..................................................................

1xa..........xaxaxa

1xa.........xaxaxa

mmn3n32n21n1

m2m332222112

m1m331221111






  

) ȋʛʷال ʧأن:3-3-9وم ʙʳن (  
)9-3-7 (  v/1x..........xxx m321

 

) ȋʛʷال ʧ4-3-9وم  (  ʙʳ0                :أننx1   
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  vأكʛʰ ما ʧȞʺǽ, أȑ نʙȄʛ أن ʨȞǽن    ) Aوȃʺا أنʻا نʙȄʛ أن نʳعل رʻʴȃا (رȃح  

  أكʛʰ ما ʧȞʺǽ, إذن ʖʳǽ أن نʳعل الʺقʙار 
v

1


أصغʛ مــا Ȟʺǽــʧ. أʳǽ ȑــʖ أن نʳعــل    

  : الʺقʙار 
)9-3-8 (  Minx.........xxxL m321   

.ʧȞʺǽ ما ʛأصغ  

  :الآتيالȞʷل    mxnوʚȃلǽ ʥأخʚ الʨʺʻذج الȄʛاضي للॼɻة مʧ الʺʛتॼة  

ʢǽ)x,......,x,x,x(xلʖ إʳǽاد الأعʙاد   m321
   :عǼاʱة للʺॽʀ ʛا أصغʻʽʢي تعʱال  

)9-3-9 (  Minx........xxxL m321   

  ȋوʛʷال ʧʺةضॽالآت :  

)9-3-10 (  

)m,,.........3,2,1:i(,0x

1xa.......xaxaxa

..................................................................

1xa.........xaxaxa

1xa.........xaxaxa

i

mmn3n32n21n1

m2m332222112

m1m331221111







 

  ʨذج وهـــʨـ̋ــ ـ́ــʺʧ    ن ʱـــي يʢخm    ـــةॽلاً وعلʨــɹـ ʱمn   ًــا ـ̋ــʨذج    . شـــʡʛاً خॽʢـ ʻا الʚــل هـــɹـ ȃو
  ʧȞॽـ̡ــالي ولـــ ـɹـل الʺ ـyـل علـــى ال ʴن)x,,.........x,x(x m21

  مʨنقـــ ʦـــة  , ثــॼɻالل ʧـ̋ــ ـʁـاب ث ʴǼ
v   أو)v    إضافةǼ ʦنق ʦإذا لM :العلاقة ʧم (  

)9-3-11 (  
m321 x.........xxx

1
v


  

  : الآتॽةثʦ نقʨم ʶʴǼاب عʻاصʛ الʨʱزȄع الاحʱʺالي مʧ العلاقات  
)9-3-12(  )m,.......,3,2,1:i(,vxp ii

  

ॼــة لـــ  للإســʛʱاتॽʳةفʸʴʻــل علــى الʨʱزȄــع الاحʱʺــالي الʺقابــل  ʛؗʺــة الॽالʲʺالA ال ــʚ ȑ
  :له رمʜنا

)p,........,p,p,p(p m321A
  
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ʨــالي هــʲʺــل الʴوماً لأن الʙاد معــʙه الأعــʚهــ ʠعــǼ نʨــȞǽ ــاً مــا ॼوغال  ȑʙحــل قاعــ
  وȘʰʢʻȄ على نقʢة رأسॽة.

ــʚا مـــا ؗـــان Ǽالʶʻـــॼة إلـــى  فإنʻـــا نʸʴـــل علـــى  B, أمـــا Ǽالʶʻـــॼة إلـــى الʢـــʛف Aهـ
ॼــــة الʺʲالॽــــة Ǽــــأن نقــــʨم Ǽإʳǽــــاد الʻʺــــʨذج  إســــʛʱاتʱʽʳهالʻʺــــʨذج الȄʛاضــــي الــــǽ ȑʚعʻʽʢــــا  ʛؗʺال

  :الآتيوهʨ هʻا ǽأخʚ الȞʷل    AالʺʛافȘ لʨʺʻذج الʛʢف  

n321( إʳǽاد الأعʙاد   u,.......,u,u,u  :عǼاʱة للʺॽʀ ʛʰا أكʻʽʢي تعʱال (  
)9-3-13(  Maxu...........uuuz n321   

  ȋوʛʷال ʧʺةضॽالآت :  

)9-3-14 (  

)n,,.........3,2,1:j(,0u

1ua.......uauaua

..................................................................

1ua.........uauaua

1ua..........uauaua

j

nmn33m22m11m

nn2323222121

nn1313212111







  

ـ̋ــʨذج خʢـــي   ـ́ــʺʧ  وهـــʨ ن ʱيn    ًلاʨــɹـ ʱـــه  مॽوعلm    اءʛـــإجǼ مʨلـــه نقـــʴـــاً ولॽʢاً خʡʛشـــ
ــالي   ـ̡ ــل الʺ ɹـ ــى ال ــل علـ yـ ʴʻــة ف ــات اللازمـ u.......,,.........u,u,u(u(الʛʱتॼʽـ m321

    ȑʚــ والـ
  مʧ خلاله نʙʳ أن: 

)9-3-15 (  
n321 u........uuu

1
v


  

  مʧ العلاقات:   BQوȃعʙها نʖʶʴ عʻاصʛ الʨʱزȄع  
)9-3-16 (   n..,.........3,2,1:jvuq jj

  

q,.......,q,q,q(Q(الʺʲالॽة:    الإسʛʱاتॽʳة فʸʴʻل على  n321B
 .  

Ǽعــʙ تȄʨʴلهــا إلــى نʺــʨذج مــʧ نʺــاذج    , mxnوأخʛʽاً نʛʽʷ إلى أنه لأǽة لॼɻة مʧ الʺʛتॼــة  
  حل مʲالي وذلʥ لأن الʴل الʺʲالي ʨȞǽن غʛʽ مʨجʨد في إحȐʙ الʴالʧʽʱ:   الʛʰمʳة الॽʢʵة 

 إذا ؗانʗ الʛʷوȋ مʱعارضة وعʙʻها لا يʨجʙ أȑ حل مقʨʰل. -1
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2-  ʟــاقʻــاه تʳاتǼ حــةʨʱل مفʨلــʴقــة الʢʻم ʗع إذا ؗانــǼــا ʱالL  عǼــاʱال ʙايــʜأو ت)z هاʙــʻوع (
 غʛʽ مʙʴود مʧ الأسفل.  ʨȞǽLن الʱاǼع  

  ولʛʰʻهʧ أن ؗلاً مʧ هاتʧʽ الʴالǼ ʧʽʱعʙʽتان عʧ الʻʺاذج الॽʢʵة للألعاب.

نلاحــȎ أنــه Ǽعــʙ أن نʳعــل جʺॽــع عʻاصــʛ مʸــفʨفة الʺــʙفʨعات مʨجॼــة (أو علـــى 
 ʧȞॽــ ــا عــʧ أصــغʛ عʸʻــʛ مــʧ عʻاصــʛ الʺʸــفʨفة ول ʻʲʴǼ ــا إذا ʻة) فإنॼســال ʛــʽالأقــل غ 

  ʘʽ0ح :وأن  
ijji

aMinMin  

,0x......xxx       ووضعʻا:
1

x m4321 


  

) ȋوʛــʷال Șقــʴǽ ل لأنــهʨــʰا علــى حــل مقʻــلʸح ʙن قــʨــا نؔــʻ10-3-9فإن ʥلʚــȃو (
  مʧ عʙم تعارض الʛʷوȋ.نʨؔن قʙ تأكʙنا  

ʱلات وللʨــʴʱʺأن ال Ȏــة نلاحــॽانʲالــة الʴد الʨم وجʙع ʧم ʙأكm,…...,x2,x1x  ʛــʽغ
لا Ȟʺǽــʧ أن  L) مʨجॼة, وهــʚا ǽعʻــي أن 9-3-9سالॼة وأن مʲالها في ॼɺارة الʱاǼع (العلاقة 

  ʨȞǽن سالॼاً أȑ أن الʸفʙʴǽ ʛه مʧ الأسفل.

مʨجʨد دائʺــاً, وتعʰʱــʛ هــʚه الإشــارة n × mأȑ أن الʴل الʺʲالي للألعاب مʧ الʺʛتॼة
  ) الʱي وردت ساǼقاً.1بʛهاناً ؗاॽɾاً على الȄʛʤʻة (

  ملاحʢة:

ʻʻȞʺǽــا فــي ʽʲؗــʛ مــʧ الʴــالات تɿʵــʠॽ مʛتॼــة اللॼɻــة وذلــʴǼ ʥــʚف الاســʛʱاتॽʳات 
ـــ  iAغʽــʛ الʺʴȃʛــة أو الʺȞــʛرة, وتؔــʨن الاســʛʱاتॽʳॽة  إذا ؗانــʗ عʻاصــʛها  Aغʽــʛ مʴȃʛــة ل

,Ȑʛة أخॽʳॽاتʛʱها في اسʱمقابل ʧم ʛن  أصغʨؔةوتॽʳاتʛʱالإســ jB  ةॼــʶʻالǼ ــةʴȃʛم ʛــʽلـــ غB 
  أخʛ  .Ȑʛها أكʛʰ مʧ مقابلاتها في إسʛʱاتॽʳةإذا ؗانʗ عʻاص

 ʧن مــʨتؔــ ʙــ ــة أدنــى وق ॼتʛم ʧــة مــॼɻصــل إلــى لʨʱه نʚف هــʚــʴــات الॽــة لعʺلʳॽʱون
  ) وهي لॼɻة ʧȞʺǽ حلها بॽانॽاً ؗʺا سȐʛʻ لاحقاً.m×2) أو (n×2الʺʛتॼة (
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  مʰال:

ولʛʢفهــا  A2,A1A,3ثلاث اسʛʱاتॽʳات:  Aلʛʢفها  أوجʙ الʴل الʺʲالي للॼɻة الʱي  
B    :اتॽʳاتʛʱ3ثلاث اس,B2,B1B   عاتʨفʙʺفة الʨفʸةولها مॽالآت:  

3B  2B 1B 
B 

A 

4  3-  2  1A 

5-  4  3-  2A 

6  5-  4  3A 

ــʙد  ــافة العـ ــʨم أولاً Ǽإضـ ــفʨفة  M=5نقـ ــى الʺʸـ ــل علـ ــفʨفة فʸʴʻـ ــع الʺʸـ ــى جʺॽـ إلـ
  الʱالॽة:

3B  2B 1B 
B 

A 
9  2  7  1A 

0  9  2  2A 

11  0  9  3A 

5vv(   5قــʙ ازداد Ǽʺقــʙار    vوȃــʚلȞǽ ʥــʨن ثʺــʧ اللॼɻــة     ذجʨــʺʻــاد الʳǽإǼ مʨنقــ ʦثــ (
ʺʨذج الʱالي (Ǽالॼʶʻة لـ     ): AالȄʛاضي فʸʴʻل على ال̒

MinxxxL 321   
:ȋوʛʷال ʧʺض  

)  ʖʶل الʺعادلات حʽȞʷت ʦأنه ت Ȏةلاحʙʺالأع (  

0x,x,x

1x11x9

1x9x2

1x9x2x7

321

31

21

321






  

 ʨــʺʻا الʚــالي لهـــʲʺـــل الʴــاد الʳǽف إلــى لإʙع الهـــǼل تــاʨـــʴذج نMax  ـــهॽخل علʙونـــ
ــلاث مʴʱـــʨلات إضـــاॽɾة وغʽـــʛ ســـالॼة  عȄʛʢǼ ʧʽقـــة القاعـــʙة الاصـــʻʢاॽɺة  y2,y1y,3ثـ ɦـــʶون
  ȑʙامي القاعʤʻل الȞʷل على الʸʴʻالآتيف:  
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0,0y,0x

1yx11x9

1yx9x2

1yx9x2x7

MaxMMMy0y0y0xxxLz

iij

3331

2221

11321

321321321








  

  :الآتيالʰʺʶلʝؔ الʺعʙلة  نʹع ذلʥ في جʙول  
  3y 2y 1y 3x 2x 1x   
1  0  0  1-  9  2  7  1  
1  0  1-  0  0  9  2  2  
1  1-  0  0  11  0  9  3  

Z-0 0  0  0  1-  1-  1-    

ــإجʛاء الʰʱــــʙيلات  ــع  1وȃــ ــى  3xمــــع  3و 2xمــــع  2و 1xمــ ــا نʸʴــــل علــ فإنʻــ
  :الآتيالʙʳول  

B 3y 2y 1y   

20

1        1x 

10

1        2x 

20

1        3x 

5

1
Z  

20

1
  

10

1
  

20

1
    

:ʨالي هʲʺل الʴأن ال ʙʳن ʥلʚȃو  

20

1
x,

10

1
x,

20

1
x 321   

  الǽ ȑʚعʻʽʢا أن:

5

1
z

5

1
zo   

  وʚȃلʥ نʙʳ أن:
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5

1
zL   

  ن الʧʺʲ الاصʻʢاعي للॼɻة ʶǽاوȑ:أو 

5
L

1
v   

:ȑاوʶǽ ةॼɻقي للॽʁʴال ʧʺʲوأن ال  

05vv   
  هي: Aالʺقابل لاسʛʱاتॽʳات  وأن ʦॽʀ الʨʱزȄع الاحʱʺالي  

4

1
5

20

1
p,

2

1
5

10

1
p,

4

1
5

20

1
p 321   

ॼة هA :ʨلاسʛʱاتॽʳة  ومʻه نʙʳ أن الʨʱزȄع الاحʱʺالي   ʛؗʺة الॽالʲʺال  









4

1
,

2

1
,

4

1
pA  

ــʛʱاتॽʳةأȑ أن  ـــ  الإســـ ــة لـــ ॼـــ ʛؗʺــة ال ــʛدة  Aالʺʲالॽـــ ــʛʱاتॽʳات الʺʻفـــ ــʧ الاســـ ــألف مـــ تʱـــ
 ʧلـــف عـــʱʵǽ هـــاʻؗـــل م Șـــʽʰʢت ʧلاث, ولؔـــ علـــى أكʰـــʛ رȃـــح  AالأخـــȐʛ, فʱʴـــى ʸʴǽـــل الــ̡ـ

 Șʰʢǽ ه أنॽعل ʧȞʺةمॽʳاتʛʱره  الإسʙــال قــʺʱاحǼ دة الأولىʛفʻʺ4/1ال  (اتʛــع مــȃة ؗــل أرʛمــ)
 ȘـــʰʢȄةوॽʳاتʛʱــ ــة Ǽاحʱʺـــال  الإسـ ن ؗـــل أرȃـــع مـــʛات) وʰʢȄـــȘ ا(مʛت ـــ 2/1قـــʙره الʺʻفـــʛدة الʲانॽـ

أǽʹــاً (مــʛة ؗــل أرȃــع مــʛات), وȃــʚلǽ ʥʹــʺʧ  4/1قــʙره  الʺʻفــʛدة الʲالʲــة Ǽاحʱʺــال الإســʛʱاتॽʳة
هـــB  ʨ) عʻـــʙ تؔــʛار اللॼɻـــة عــʙد ʽʰؗـــʛ مــʧ الʺـــʛات وذلــǼ ʥفـــʛض أن 0مʨʱســȌ رȃـــح قــʙره (

  الآخʛ لǽʙه اسʛʱاتॽʳॽة مʲالॽة مقابلة.

 ) ʛف yال ȑاوʶǽ هاʻʺة عادلة لأن ثॼɻة هي لॼɻه اللʚا أن هʻح لʹʱا يʻه ʧومv = 0 .(  

ـــ  الإســــʛʱاتॽʳةولإʳǽــــاد  ॼــــة الʺʲالॽــــة لــ ʛؗʺالB  Șافــــʛʺــــالي الʲʺــــل الʴــاد ال نقــــʨم Ǽإʳǽــ
ॼــة  الإســʛʱاتॽʳةفʸʴʻــل علــى الʤــل فــي تــاǼع الهــʙف علــى أســعار  اعʱʺــاداً  Aلʻʺــʨذج  ʛؗʺال

  الʺʲالॽة الʱالॽة:

)4/1,2/1,4/1(QB
  

  .v = 0أǽʹاً ثʺʧ اللॼɻة    اوʨȞȄن عʙʻه

  للقارȏ على سʽʰل الB .ʧȄʛʺʱالʺʲالॽة لـ    الإسʛʱاتॽʳةونʛʱك عʺلॽة إʳǽاد  



 359

  ʯ:(ʜȂʦʵوال  مʰال: (مʴألة الʴʯلॻح

ǽقــــʨم بʲلاثــــة  Bوأن  A2,A1A,3لǽʙــــه ثلاثـــة أنــــʨاع مــــʧ الأســـلʴة  Aلʻفʱـــʛض أن 
ـــة لʸــالح الʢـــʛف  ʛؗالʺع ʦـــʶــالات حʺʱوأن اح ,ʞȄʨـــʷʱال ʧاع مـــʨأنــA  ةʴلـــف الأســـلʱʵʺول

  ة الʱالॽة:ʸفʨفʺوالʞȄʨʷʱ معॽʢة في ال

3B 2B 1B 
B 

A 
0.4  0.2  0.8  1A 

0.6  0.5  0.4  2A 

0.3  0.7  0.1  3A 

  ʧا أن ؗل مʺȃوA  وB   ــالʺʱاح ʛʰــأكǼ ــة ʛؗالʺع ʦــʶفــي ح ʖغــʛإذني ʧــȞʺعلــى  م
  مʲالॽة تʴقȘ له ذلʥ.  كل مʻهʺا أن يʘʴॼ عʧ إسʛʱاتॽʳة

الʺʲالॽــة لؔــل مʻهʺــا نقــʨم أولاً Ǽــالʵʱلʟ مــʧ الʶؔــʨر فــي  ولإʳǽــاد تلــʥ الإســʛʱاتॽʳة
فʸʴʻـــل علـــى  )مــʛات Ǽ10ʺقـــʙار  أنهــا (ʰȞॽɾــʛ ثʺʻهـــا 10الʺʸــفʨفة Ǽʹـــʛب عʻاصــʛها بــــ 

  :الآتॽةالʺʸفʨفة  

3B 2B 1B 
B  

A  
4 2 8 1A 

6 5 4 2A 

3 7 1 3A 

  :الآتيالȞʷل   AوȄأخʚ الʨʺʻذج الȄʛاضي للʛʢف  

  ) لاحȎ أنه تʦ تʽȞʷل الʺعادلات حʖʶ الأعʺʙة(







321

321

321

321

321

x,x,x

1x3x6x4

1x7x5x2

1xx4x8

MinxxxL

  

  :الآتيوʴȃل هʚا الʨʺʻذج نʸʴل على الʙʳول  
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  2y 3x 1y الʦʰابʕ الʙʲة

32

1
    1x 

4

1     3y 

16

3
    2x 

Z+
32

7
 

8

1
 

32

1
 

32

3
  

  وهǽ ʨعʻʽʢا الʴل الʺʲالي الʱالي:
0 = 3x         3/16, = 2x        1/32, = 1x  

وهǽ ʨعʻʽʢا أن:  
32

7
Z    :وأن

32

7
ZL   :وأن 

7/32
L

1
v   

vv/457.070/3210        : وʚȃلʥ نʙʳ أن    

ــة لʸــالح  ʛؗالʺع ʦــʶــال حʺʱل احʲʺǽ ʨة وهॼɻالل ʧʺث ʨوهA  ةॽʳاتʛʱــى الإســʻʰإذا ت
  ذات الاحʱʺالات الʱالॽة:

0p,
7

6
)

7

32
)(

16

3
(p,

7

1
)

7

32
)(

32

1
(p 321   

,0(أȑ أن الإسʛʱاتॽʳة الʺʲالॽة هي: 
7

6
,

7

1
(pA

  

ــال قـــʙره  1Aالإســـʛʱاتॽʳة الʺʻفـــʛدة  Aأȑ إذا تʻʰـــى  Ǽاحʱʺـ
7

ــال  2Aوتʻʰـــى  1 Ǽاحʱʺـ

قʙره 
7

6    Șʰʢǽ ون أنʙȃ3وA   ةॼʶʻه بʴالʸة ل ʛؗالʺع ʦʶح ʧʺʹॽاتاً فإنه سʱ0.457ب.  

, ونʛʱك أمʛ الʸʴــʨل علʽهــا للقــارBQ ȏفʛʻمʜ لها بـ  Bأما الإسʛʱاتॽʳة الʺʲالॽة لـ  

 ȑاوʶمع الإشارة إلى أنها ت ,ʧȄʛʺʱل الʽʰ0,على س)
7

4
,

7

3
(QB.  
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  ):n×2الʲل الॻʮاني للॺɹة مʥ الʙʸتॺة (

  لʻفʛʱض أنه لʙيʻا اللॼɻة غʛʽ الʺʱʶقʛة الʱالॽة:
4B 3B 2B 1B  

4 5 3 2 1A 

3 4 1 2 2A 

5 1 2 4 3A 

هــي اســʛʱاتॽʳॽة غʽــʛ مʴȃʛــة Ǽالʶʻــॼة لـــ  2Aقʰل ؗل شيء نلاحــȎ أن الاســʛʱاتॽʳॽة 
A  ةॽʳॽاتʛʱالʺقابلــة لهــا فــي الاســ ʛاصــʻالع ʧمــ ȑــاوʶأو ت ʛها أصــغʛاصــʻ1لأن عA  ʥلʚلــ

  نقʨم ʚʴǼفها نهائॽاً.

هــي إســʛʱاتॽʳة غʽــ4B  ʛأو قʰلــه) أن الإســʛʱاتॽʳة   2Aكʺا نلاحȎ أنــه (Ǽعــʙ حــʚف  
ـــ  , 1Bلأن عʻاصــʛها أكʰــʛ مــʧ العʻاصــʛ الʺقابلــة لهــا فــي الإســʛʱاتॽʳة  Bمʴȃʛــة Ǽالʶʻــॼة ل

  لʚلʥ نقʨم ʚʴǼفها نهائॽاً.

  وȃالʳॽʱʻة لهʚه الॽɿʸʱات نʸʴل على اللॼɻة ذات الʺʸفʨفة الʱالॽة:
 

3B 2B 1B  
5 3 2 1A 

1 2 4 2A 

ــات ( ــʧ العلاقـ ــʛة مـ ــȘ مॼاشـ ــة نʢʻلـ ــʚه اللॼɻـ ــي لهـ ــʨذج الȄʛاضـ ــاد الʻʺـ ) 9-3-9لإʳǽـ
  ) فʙʳʻ أن:10-3-9و(
 MinxxL 21  

)1 ( 1x4x2 21  

)2 ( 1x2x3 21  

)3 ( 1xx5 21  

 0x,0x 21  

ــʛوȋ علـــى  ॽʁʺات الʷـ ـɦـ ــʦ مʶـ ــة الʴلـــʨل  2ox1xوȂذا قʺʻـــا بʛسـ ــى مʢʻقـ لʸʴـــلʻا علـ
) ʦل رقȞʷة على الʻʽʰʺلة والʨʰالآتي)  1-9الʺق:  
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) ʤل رقȜʵ1-9ال (  

c ) ʧʽʺॽʁومــʧ الʷــȞل نلاحــȎ أن الʻقʢــة  ) هــي 2) و(1الʻاتʳــة عــʧ تقــاʡع الʺʶـɦـ
  ونʸʴل على إحʙاثॽاتها مʧ الʺعادلL  :ʧʽʱالʻقʢة الʱي تعʻʽʢا أصغॽʀ ʛʺة للʱاǼع  

1 = 24x + 12x  
1 = 22x + 13x 

نʙʳ أن:    ،اʺوʴȃله
4

1
 = 1x و

8

1
 = 2x :وأن  

L = x1 + x2 = 
8

3
 

3

8

xx

1
v

21




 

:ȑاوʶالات الʺقابلة تʺʱوأن الاح  

P1 = x1.v = 
3

2

3

8

4

1
  

P2 = x2.v = 
3

1

3

8

8

1
  

  وأن ثʺʧ اللॼɻة:  p(2/3,1/3)هي   Aوʚȃلʥ نʙʳ أن الإسʛʱاتॽʳة الʺʲالॽة لـ 
v = 8/3  
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  Ȃʙʟقة بॻانॻة ثانॻة:

ــا بॽانॽـــاً Ǽالاعʱʺـــاد علـــى العلاقـــات ( ) 2-3-9كـــان Ȟʺǽـــʧ حـــل هـــʚه اللॼɻـــة وأمʲالهـ
  :الآتي) مॼاشʛة, حʘʽ نʙʳ أن نʺʨذج هʚه اللॼɻة ǽأخʚ الȞʷل  3-3-9و(

Maxvz   
:ȋوʛʷال ʧʺض  

0v,0p,0p

1pp

vpp5

vp2p3

vp4p2

21

21

21

21

21







  

 ʠȄʨــ ــة ( 2pوʱȃعـ ــʧ الʺعادلـ ــʨذج 1p-=12pمـ ــى نʺـ ــل علـ ــات نʸʴـ ــي الʺʛʱاجʴـ ) فـ
  :الآتيفقȌ وهʨ الʨʺʻذج    vو 1pبʙلالة  

Maxvz   
:ȋوʛʷال ʧʺض  

)1 ( v4p2 1  

)2 ( v2p1  

)3 ( v1p4 1  

)4 ( 1p0 1  

 0v  

نʸʴــل الʷــȞل رقــv  ʦو 1pوʛȃســʦ الʷــȞل الॽʰــاني لʺʢʻقــة الʴلــʨل الʺقʨʰلــة بʙلالــة 
  :الآتي)  9-2(

ʺʧ اللॼɻــة  ضــʺʧ مʢʻقــة الʴلــʨل الʺقʨʰلــة  vوواضــح مــʧ الʷــȞل أن أكʰــॽʀ ʛʺــة لـ̡ـ
ــة  ــي الʻقʢـ ــʙاثي cهـ ــى إحـ ــل علـ c ) ʧʽʺॽʁ, ونʸʴـ ـɦـ ــاʡع الʺʶـ ــʧ تقـ ــل 2) و(1مـ ــʧ حـ ) أو مـ

  الʺعادلʧʽʱ الʺقابلʧʽʱ لهʺا:
+ 4 = v1 2p-  

+ 2 = v1 p 
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) ʤل رقȜʵ2-9ال (  

 ʙــʳلهʺــا نʴȃأنو: 
3

2
 =1p :وأن 

3

8
=  v :ــل علــى أنʸʴن ʥلʚــȃو 

3

1 = 2p  وأن

هي:   Aالاسʛʱاتॽʳॽة الʺʲالॽة للʛʢف  
3

8
zMax)

3

1
,

3

2
(pA   

.Șابʶاب الʨʳال ʝنف ʨوه  
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  تمرينات ومسائل 
  

  أوجʙ الʴل الʺʲالي للألعاب الʱالॽة:
1-   

3B 2B 1B 
B  

A 
7 6 5- 1A 

9- 4- 3 2A 

2-   

2B 1B 
B  

A 
4- 3 1A 

6 5- 2A 

8- 7 3A 

ــل أن  -3 ــلع قʰـ ــع سـ ــȘȄʨ أرȃـ ــا لʶʱـ ــʛʱاتॽʳॽة عʺلهـ ــʙ اسـ ــة تʙʴيـ ات الʳʱارȄـ ʛؗــ ــȐʙ الʷـ ــʙ أحـ تȄʛـ
تʛʢحهـــا فـــي الأســـʨاق, ومـــʧ دراســـة أجʛتهـــا علـــى علاقـــة الأســـعار Ǽالؔʺॽـــات الʺʢلȃʨـــة 
ʧ أن الأرȃـــاح الʱــــي Ȟʺǽـــʧ تॽʁʴقهـــا مقابــــل ؗـــل وضـــॽɻة (مــــʧ ســـعʛ وʡلـــʖ) هــــي  تʰـــ̔

  كʺايلي:

300 200 100 
 ʔلʠال  

 ʙعʴال 

10 8 6 1A 

12 10 7 2A 

9 8 7 3A 

11 5 8 4A 

ة الʺʨؗʚرة. ʛؗʷفي ال ȘȄʨʶʱة الॽة لعʺلॽالʲʺقة الȄʛʢال ʙأوج 

4-  ʦــاجهʱإن Ȍســʨʱن مʨــȞǽ ʘــʽʴǼ ʧ خــلال العــام أكʰــʛ مــا مــʧ القʺــح نȄʛــʙ أن نʨجــه الفلاحـ̔ـ
ل (قʺــح  Ȟʺǽــʧ وذلــʥ بʙʴʱيــʙ نʶــॼة الأراضــي الʱــي ʳǽــʖ زراعʱهــا مــʧ ؗــل مــʧ الʺʴاصـ̔ـ
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قʺح ʻؗــȑʙ) وحʶــʖ الʤــʛوف الȄʨʳــة لــʚلʥ العــام, ولʻفʱــʛض أن -قʺح فʛنʶي  -حʨراني
 إنʱاجॽة الهʱȞار مʧ هʚه الأنʨاع وحʖʶ الʛʤوف الȄʨʳة ؗانʗ ؗʺا يلي:

 جʗʻة مʦʯسʠة سʭʻة 
  الʙʢوف 

 نʦع القʸح 

 حʨراني 100 90 50

 فʛنʶي 150 130 50

60 120 200  ȑʙʻك 

 ʛــ ــʛʱاتॽʳॽات غʽـ ــʚف الاسـ ــة (لا ʳǽـــʨز حـ ــʙ الॽʰʢعـ ــة ضـ ــʚه اللॼɻـ ــالي لهـ ــʙ الʴـــل الʺʲـ أوجـ
 ʧاء عــʻغ الʺʴȃʛة للॽʰʢعة,لأن الॽʰʢعة لا تلعʖ هʚه اللॼɻــة ʷǼــȞل واع ولا ʻȞʺǽهــا الاسـɦـ

 أȑ مʧ اسʛʱاتॽʳاتها).

 أوجǼ ʙالȄʛʢقة الॽʰانॽة الʴل الʺʲالي للألعاب الʱالॽة: -5

    -أ
4B 3B 2B 1B  

7 3- 3 1 1A 

6- 4 5 2 2A 

   -ب 
4B 3B 2B 1B  

4- 7- 5 1 1A 

3- 9 6 2 2A 

    - ج
4B 3B 2B 1B  

5 6 2 0 1A 

10 7 5 6 2A 

10 4- 3 7 3A 
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  التاسع الفصل 

  مبادئ التخطيط الشبكي 
 

I- مقدمة وتعاريف:  
 يʻʱاول تȌॽʢʵ العʺلॽــات الʺعقــʙة   ،إن الȌॽʢʵʱ الȞॼʷي هʨ نʤام للȌॽʢʵʱ والإدارة 

وȂدارة تʻفʚʽها Ǽأقʛʸ زمʧ وأقل ؗلفة, وهǽ ʨعʻʽʢا إمȞانॽة لاكʷʱاف نقاȋ الاخʻʱــاق ولإجــʛاء 
ــʙة  ʴॽات اللازمــة, وȄعʱʺــʙ هــʚا الʤʻــام علــى تʜʳئــة الʺʷــʛوع أو أǽــة عʺلॽــة معق ــى الʸʱـɹـ إل

عʺلॽات ʢॽʶǼة ثʦ وضعها على شȞل شȞॼة تعʝȞ تʛتʖʽ تلʥ العʺلॽات وتʨضــح العلاقــات 
وهــــي تʱــــألف مــــʧ عʸʻــــNetworks(  ʧȄʛالʷــــȞॼة ʷǼــــȞॼة الأعʺــــال (بʻʽهــــا, وتʶــــʺى هــــʚه 

  أساسʧʽ هʺا: الأنʢʷة والʨʴادث.

  الʹʵاȉ (العʸلॻة):

ȑأ ʨاء  وهــʛعʺــل إجــ ʚــʽفʻʱلʻمــا, وال ȑلفــة, أȞǼ ًونــاʛومق ʧمʜاً بــȃʨ ʷــاȞǽ ȋــʨن مʸـɹـ
 ȋـــاʷـ̔ــأن لؔـــل ن  ــة لʻʱف ــانॽة ومادǽـ ــʖ مـــʨارد إنʶـ ــʨائॽة) وʢʱȄلـ ــʙدة (أو عʷـ ــʙة زمॽʻـــة مʴـ ʚه, مـ

 ʨة بȞॼــʷعلى ال ȋاʷؗل ن ʦسʛȄــة (اس ــوॽʻمʜة الʙه الʺــʨتعلــ ʦة ســهʡt(  ــهʳʱȄه, وʚــʽفʻʱاللازمــة ل
  بʙايʱه إلى حادث نهايʱه.مʧ حادث  

  الʲادث:

نʷاȋ مــا أو نهايʱــه, ولا يʛافــȘ الʴــادث أȑ زمــʧ أو  وهʨ واقعة تʛʽʷ إلى بʙاǽة  
الʴادث فــي الʷــȞॼة علــى شــȞل دائــʛة تʱʹــʺʧ    ونʛسʦ لʤʴة زمॽʻة معʻʽة،    وȄقابل تؔلفة,  
  , والʴادث قʨȞǽ ʙن نʳॽʱة لʻهاǽة عʙد مʧ الأنʢʷة أو بʙاǽة لعʙد آخʛ مʻها. ) jرقʺه ( 

ʠʵقة واللاحقة: ةالأنǺاʴال  
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الأنʢʷة الʶاǼقة له, أما الأنʷــʢة الʱــي Ǽj (Ǽالʴادث (وتʶʺى الأنʢʷة الʱي تʱʻهي  
  ʧأ مʙʰادث  تʴال)j  (الأǼ ىʺʶʱفʷةنʢ   لاقــهʢلي حــادثي انʽلʙبــ ȋــاʷʻلل ʜمʛʻاللاحقــة لــه, وســ

  :الآتي)....الخ, وʻʻȞʺȄا تʺʽʲل ذلʥ على الȞʷل  j,kو (  )i,j:(واسʱقʛاره ؗʺا يلي
  

  
  )Jأنʢʷة ساǼقة لـ (    )Jلاحقة بـ ( أنʢʷة

) ʤل رقȜ1-10ش (  

) ȋــاʷʻفالi,j) لȞــʷة 1-10) علــى الʢــʷالأن ʧمــ ʛــʰʱعǽ ــهʺȞفــي ح ȋــاʷــل ن ) وؗ
  ).j) وʱʻȄهي في (i) وهʨ يʙʰأ مj) ʧالʶاǼقة للʴادث (

) ȋاʷʻأما الj,k) ادثʴالǼ ًاً لاحقاʡاʷن ʛʰʱعǽ هʺȞفي ح ȋاʷل ن ) وهــʨ يʰــʙأ j) وؗ
) ʧمj) هي فيʱʻȄو (k.(  

ــا  ـــاjkt ) ʧʽʡو ijtأمــــ ـــا مــــــʙتا تʻفʽــــــʚ الʷʻـــ ـــى الʛʱتʽــــــj,k,ʖ) و(i,jفهʺـــ هʺــــــا و  ) علـــ
ــاً أن نʹــع رقــʦ الʴــادث ضــʺʧ مʨضــʨعʱان علــى الʶــهʦ مــʧ الأعلــى. ؗʺــا  سʸʻــʢلح لاحق

 بʨســاʡةالــʙائʛة الʱــي تʺʲــل الʴــادث وفــي القʶــʦ الأعلــى مʻهــا Ǽعــʙ تقʶــॽʺها إلــى أرȃعــة أجــʜاء 
  .Xإشارة مʲل  

  الأسॻɿॺة: قاعʗة 

ها وتʱʹــʺʧ  وهي القاعʙة الʱي   شــʛوȋ الأســॽʁॼة  يʦʱ تʦॽʤʻ وتʻفʚʽ الʨʴادث حʶـhـ
  : الآتॽة

 ʧـــȞʺǽ ت لاʜـــʳأن ʙــ ــه مॼاشـــʛة قـ ــاǼقة لـ ــʦ تؔـــʧ الأنʷـــʢة الʶـ ــا لـ ــادث مـ تʴقʽـــȘ أȑ حـ
تʺامــاً, وȂن تʴقʽــȘ أȑ حــادث ʶǽــʺح Ǽالانʱقــال إلــى تʻفʽــʚ الأنʷــʢة اللاحقــة Ǽــه مॼاشــʛة, ولا 

  .ʧȞʺǽ الʙʰء في تʻفʚʽ أȑ نʷاȋ مالʧȞǽ ʦ حادث بʙايʱه قʙ تʴقȘ تʺاماً 

  الʹʵاȉ الʦهʸي:
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  ʨه ʧافقــه زمــʛضــي لا يʛف ȋــاʷو  ،ولا تؔلفــةن ʠعــǼ ʧمــ ʟلʵ ʙʵمه أحॽانــاً للـɦـ نʶـɦـ
  ʶǼهʦ مʱقʢع.  الʴالات الʷاذة, ونʛسʺه على الȞॼʷة

  الʲادث الʦهʸي:

  هʨ حادث فʛضي نʙʵʱʶمه للʵʱلʟ مǼ ʧعʠ الʴالات الʵاصة.

  الȜॺʵة:

 بʨســاʡةالʺʷʱاʥǼ والʺʱʱــالي لʺʨʺʳعــة الأنʷــʢة الʺʱفʸــلة ॽɾʺــا بʻʽهــا وهي الʽʲʺʱل  
 ʙــ ــا القʨاعـ ــȞॼات ʳǽـــʖ أن نʛاعـــي فʽهـ ــʽȞل الʷـ ــʙ تʷـ ــॽʁॼة, وعʻـ حـــʨادث تʱفـــȘ مـــع شـــʛوȋ الأسـ

  :الآتॽةالأساسॽة  

ونʛمــʜ لهــʚا الʴــادث Ǽــالʛمʜ  ،ولا ʶǽــॼقه أȑ نʷــاȋ ،حــادث بʙاǽــة وحʽــʙ أن ʨȞǽن للʷــȞॼة -1
0p ) ʦقʛه الॽʢ0ونع.( 

), وȂذا 0pألا تʱʹــʺʧ الʷـــȞॼة أȑ حــادث لـــʝॽ لــه أنʷـــʢة ســاǼقة (غʽـــʛ حــادث الʙʰاǽـــة  -2
ʻا حــʨادث بــʙون أنʷــʢة ســاǼقة  لهــا, فإنʻــا نقــʨم Ǽإدخــال أنʷــʢة وهʺॽــة صــʙف واعʛʱضـɦـ

, ونʛمــʜ لهــʚه الأنʷــʢة الʨهʺॽــة Ǽأســهʦ أȑ حادث آخــʛ مʻاســǼʖتʸل حادث الʙʰاǽة أو  
 مʱقʢعة ولا نʹع لها زمʻاً ولا ؗلفة.

ــȞॼة -3 ــʨن للʷـ ــȘ  أن Ȟǽـ ــʙف, ولا يلʴـ ــʺى الهـ ــʙ وʶȄـ ــة وحʽـ ــادث نهاǽـ ــان, حـ ــاȋ ؗـ ــه أȑ نʷـ Ǽـ
 ʜمʛالǼ ʛʽادث الأخʴا الʚله ʜمʛونnp. 

, )nP(غʽــʛ حــادث الʻهاǽــة لا تʱʹــʺʧ الʷــȞॼة أǽــة حــʨادث لــʝॽ لهــا أنʷــʢة لاحقــة بهــا أ -4
ــة  ــȞॼة أنʷـــʢة وهʺॽـ ــا نـــʙخل علـــى الʷـ ــة فإنʻـ ʻا حـــʨادث بـــʙون أنʷـــʢة لاحقـ ـɦـ وȂذا اعʛʱضـ

.ʖاسʻم ʛحادث آخ ȑأǼ أو ʛʽادث الأخʴالǼ ادثʨʴال ʥصل تلʨل 

5 -   ʥǼــاʷادث وتʨــʴــالي الʱن تʨــȞǽ ةأنʙاً مــع قاعــʺ   الأســॽʁॼة   الأنʷــʢة فــي الʷــȞॼة مʶʻـrـ
أن يʴʱقȘ الʴادث ما لــʦ تʳʻــʜ الأنʷــʢة  والʱي تʟʻ على ما يلي: لا ʧȞʺǽ    ، الʶاǼقة 

  Șقــʴت ʙــه قــʱايʙحــادث ب ʧــȞǽ ʦما ل ȋاʷن ȑأ ʚʽفʻء في تʙʰال ʧȞʺǽ قة له, ؗʺا لاǼاʶال
 تʺاماً. 
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 ألا تʧʺʹʱ الȞॼʷة أȑ دوار ناجʦ عʧ اتʳاهات الأسهʦ فʽها. -6

  خʦʠات تʻȜʵل الȜॺʵة:

نقــʨم Ǽإعــʙاد قائʺــة Ǽــالʨʴادث والأنʷــʢة فــي جــʙول خــاص ʽʴǼــʘ يــʦʱ تʨضــॽح الأنʷــʢة  -1
  الʶاǼقة واللاحقة لؔل حادث.

ــال نأخــʚ الأنʷــʢة الʱــي يʱــألف مʻهــا مʷــʛوع بʻــاء مʻــʜل  ʲʺ والʺعʛوضــة فــي صــغʛʽ وؗ
  الʙʳول الʱالي (مʲال فʛضي):

, وابʱــʙاء مــnp ʧحــادث الʻهاǽــة حʱــى  0pنقʨم بʛســʦ الʷــȞॼة انʢلاقــاً مــʧ حــادث الʙʰاǽــة  -2
ʧ ؗــل نʷــاȋ والأنʷــʢة الʶــاǼقة  الʶॽــار إلــى الॽʺــʧʽ وʽʴȃــʘ نʛاعــي جʺॽــع العلاقــات بــ̔

 .الآتॽةالʺʨجʨد في الʸفʴة    واللاحقة له والʨاردة في الʙʳول
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 جʗول الأنʠʵة لʮʹاء مʹʚل صغʙʻ جʙول

 الؒلفة 
مʗة 
 ʘʻفʹʯال 

الأنʠʵة 
 اللاحقة 

الأنʠʵة 
 الʴاǺقة

حادث  
 اسʯقʙاره

حادث  
 انʠلاقه

ȉاʵʹال ʤاس 

01C 01t )1,2 ( - 1 0p 
الʨʸʴل على  

 الʛخʸة 

12C 12t )2,4)(2,3 ( )0,1 ( 2 1 الأساس ʛحف 

23C 23t - )1,2 ( 3 2  ȑارʳʺال ʙيʙʺت 

24C 24t )4,5 ( )1,2 ( 4 2  ȑارʳʺال ʦॽɺʙت 

45C 45t )5,6 ( )2,4 ( 5 4  ةʙʺإقامة الأع 

56C 56t )6,7 ( )4,5 ( 6 5 رانʙʳال ʙʽʽʷت 

45C 45t 
)7,10  (

)7,9) (7,8 ( 
)4,5 ( 7 5 

 ʖإقامة قال
 ʧȞʶال 

67C 67t 
)7,10  (

)7,9) (7,8 ( 
 سʖȞ الʢʶح 6 7 ) 5,6(

68C 78t - )6,7 ( 8 7 
تʺʙيʙ شȞॼة  

 الؔهȃʛاء 

69C 79t )10-9 ( )5,6 ( 9 7 
تʺʙيʙ شȞॼة  

 الʺॽاه

610C 710t )11-10 ( )7,9 ( 10 7 
  ʚافʨʻال ʖʽ ʛؗت

 والأبʨاب

910C 910t )11-10 ( )7,9 ( 10 9  ةॽردم الأرض 

10,11C 10,11t )12-11 ( )7,10)(0,10 ( 11 10 رانʙʳال ʝॽʰتل 

11,12C 11,12t )13-12 ( )10,11 ( 12 11  الأرض Ȍॽلʰت 

12,13C 12,13t - )11,12 ( 13 12 لʜʻʺدهان ال 
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ʺʲال على ذلʥ نقــʨم بʛســʦ شــȞॼة الأنʷــʢة للʺʲــال الʶــابȘ فʸʴʻــل علــى الʷــȞل  وؗ
)10-2.(  

  
  

  
 

  
  

) ʤل رقȜ2-10ش(: Ȗابʴال الʰʸة للʠʵة الأنȜॺش  

  ʧاء مــʙــʱالي ابʨــʱة على الʢʷالأن ʦسʛا بʻʺق ʘʽ0حp   ــى حــادثʱــة (   حǽهاʻ13ال  (
) وذلʥ حʱى لا تʧʺʹʱ الʷــȞॼة حــʨادث  8,10) و( 3,5ولقʙ أضفʻا نʷاʧʽʡ وهʺʧʽʽ هʺا ( 

  لا لʨاحȘ لها. 

ʙʵم رمــʨز أخــȐʛ لʛســʦ الʷــȞॼات حʽــʻʻȞʺǽ ʘــا  وأخʽــʛاً نʷــʛʽ إلــى أنــه ʻʻȞʺǽــا أن نʶـɦـ
ʙʵمها للʙلالــة علــى  ʽʢلات، أمــا الأســهʦ فʶʻـɦـ أن نʺʲــل الأنʷــʢة بــʙوائʛ أو مȃʛعــات أو مʶـɦـ

  العلاقات بʧʽ تلʥ الأنʢʷة، ولʻʻؔا لʧ نʙʵʱʶم هʚه الʛمʨز الأخʛʽة في ʻʲʴǼا هʚا.

  الʴʸار: 

وتʱʻهــي  0pهــʨ أǽــة مʨʺʳعــة مــʧ الأنʷــʢة الʺʱʱالॽــة والʱــي تʰــʙأ مــʧ حــادث الʙʰاǽــة 
ــة  ــʙ حـــادث الʻهاǽـ ــʧ حـــادث npعʻـ ــا مـ ــهʦ يʻقلʻـ ــاه الأسـ ــǼ Șاتʳـ ــʨ أȄʛʡ ȑـ , أȑ أن الʺʶـــار هـ

  الʙʰاǽة إلى حادث الʻهاǽة.

  معالʱة Ǻعʞ الʲالات الʳاصة:

  عʙʻ رسʦ الȞॼʷة قʙ نʸادف حالات غʛʽ عادǽة مʻها:

ــة الʱــي Ȟǽــʨن فʽهــا أنʷــʢة (  ـɹـادث الانʢــلاق (   kالʴال Ǽ كʛ ) وʴȃــادث  iنʷــاʡاً) تʷـɦـ
قʛار(    نʸــلها ) حادثــاً وهʺॽــاً ثــk-1  ʦ), فلʽʽʺʱــʜ هــʚه الأنʷــʢة عــǼ ʧعʹــها نقــʨم Ǽإدخــال ( jالاسـɦـ
  ): k = 3) (عʙʻما  3- 10) نʷاʡاً وهʺॽاً ؗʺا في الȞʷل رقk-1 ) ʦ(   بʨساʡة )  Ǽjالʴادث ( 

2 0P 1 4 5 

3 

9 10 

7 

6 

11 12 

8 

13  
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) ʤل رقȜ3-10ش (  

ــة  ــيالʴالـ ــادث ( الʱـ ــا للʴـ ــʨن فʽهـ ــʙد )Ȟǽiـ ــʧ  عـ ــʧ مـ ــʙد مـ ــه وعـ ــاǼقة لـ ــʢة الʶـ الأنʷـ
 ʠعــǼ إلا ʚــʽفʻت ȋʛ  الأنʷــʢةالأنʷــʢة اللاحقــة Ǽــه, وȞȄــʨن Ǽعــʠ الأنʷــʢة اللاحقــة لا ʷǽـɦـ

ه, فعʙʻما ʻʻȞʺǽا فʸل هــʚه الأنʷــʢة إلــى زمــʛتʧʽ وذلــǼ ʥإدخــال نʷــاȋ وهʺــي ؗʺــا ل  الʶاǼقة
) ʦل رقȞʷ4-10على ال.(  

  
  
  

  
) ʤل رقȜ4-10ش (  

:ȉاʵة لؒل نॻʹمʚة الʗʸال ʗيʗʲت  

لؔـــل نʷـــاȋ إمـــا أن تؔـــʨن مʴـــʙدة تʺامـــاً, وعʻـــʙها نعʰʱـــʛ أن مـــʙة إن الʺـــʙة الʜمॽʻـــة 
) ȋاʷʻالi.j :هي (ij= d ijt  ʘʽن  إحijd .ةॽائʨʷع ʛʽة غॽʺؗ هي  

ــʙة الʜمॽʻـــة  ــʚ الʨʱقـــع الȄʛاضـــي لــــ  ijtوأمـــا عʻـــʙما تؔـــʨن الʺـ  ijtعʷـــʨائॽة فإنʻـــا نأخـ

حʶــاب هــʚا الʨʱقــع ʱʴǽــاج إلــى معʛفــة ولؔــijt ، ʧكأفʹــل تقــʙيʛ لʱلــʥ الʺــʙة ونʛمــʜ لــه بـــ 

ـــ  ــانʨن الʨʱزȄــع الاحʱʺــالي ل والــȑʚ يʱʹــʺʧ ثʨابــʗ عʙدǽــة تʱʵلــف مــʧ نʷــاȋ لآخــʛ,وȂن  ijtق
ʙʵمة فــي الʢʵʱــȌॽ الʷــȞॼي هــʨ تʨزȄــع بʱʽــا   x(q.p(أكʛʲ قــʨانʧʽ الʨʱزȄــع الاحʱʺــالي الʺʶـɦـ

, نقـــــʨم ijt), لـــــʚلʥ فلإʳǽـــــاد تقـــــʙيʛ لʺʨʱســـــȌ الʺـــــʙة الʜمॽʻـــــة a,bالʺعـــــʛف علـــــى الʺʳـــــال (
ــى  ــʨل الʴـــʙ الأدنـ ــى  Ǽijaاسʱقʸـــاء حـ غʛقه أȑ نʷـــاijb  ȋوالʴـــʙ الأعلـ ـɦـ ــȞʺǽ ȑʚـــʧ أن ʶǽـ الـ

i j i 

1i 

2i 

j 

1k 

2k 

3k 

4k 

i 

4j 

3j 

2j 

1j 1k 

2k 

3k 

4k 

1i 

i 

1j 

2j 

3j 

4j 
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)i,j ارʙى الʺقʺʶǽ ʘʽح ,(ija  ارʙفائل, والʺقــʱʺال ʛيʙقʱالǼijb  ةʙالʺــ ʥلــʱل ʦــائʷʱʺال ʛيʙقــʱالǼ  
ijt  ابʶا حʻʻȞʺǽ الةʴه الʚوفي ه ,ijt   العلاقة ʧةمॽالآت:  

)10-1 (  
5

b2a3 ijij ijt  

ــا) الــॽɾ ȑʚــه ( ʱʽــع (بȄزʨʱال الʨــʻه العلاقــة مــا هــي إلا مʚوهــq=4 وp=3 هاʙــʻوع (
  ʧايॼن تʨȞǽt  :ًاȄاوʶم  

)10-2 (  
12

)ab( 2
ijij2

t


  

ــى  ــافة إلـ ــǼ ʦالإضـ ــا نعلـ ــا إذا ʻؗـ ــالاً  ijbو  ijaأمـ ــʨال)  ijmالॽʁʺـــة الأكʲـــʛ احʱʺـ (الʺʻـ
  ʖʶʴا نʻفإنijt :العلاقة ʧم  

)10-3 (  
6

bm4a ijijij 
ijt  

ــه  ـــ ــॽɾ ȑʚـــ ــا) الــــــ ــع (بʱʽــــــ ـــ ــي للʨʱزȄـــ ــع الȄʛاضــــــ ــي إلا الʨʱقــــــ ـــ ــا هـــ ـــ ــة مـــ ـــ ــʚه العلاقـــ وهــــــ
)23q,23p ) ن العلاقةȂ(3-10) و ȋــاʷʻة الʙاً لʺــʛيʙــا تقــʻʽʢتع (i,j ȑذ (

:ʨوه ʧȞʺم ʧايॼت ʛأصغ  

)10-4 (  
36

)ab( 2
ijij2

t


  

) ʛيʙــ ــʧ الʱقــ ــي (3-10ولؔــ ــا ʱȞǽفــ ــام بʻʽʺــ ــة أرقــ ــʙ ثلاثــ ــاج إلــــى تʙʴيــ ) ʱʴǽ (10-1ــ
ــا عـــȄʛʡ ʧـــi,j Șلؔـــل نʷـــاijm ) ȋو ijbو ija, وȄـــʦʱ تʙʴيـــʙ الʺقـــاديb ʛو aبـــʛقʺʧʽ هʺـــا  ) إمـ

ــة أو  ــʜ الʴॼــــʨث العلʺॽــ ــة لــــȐʙ مʛاكــ ــاʡةالʺعلʨمــــات الʺʛʱاكʺــ ــʛاء  بʨســ ــاء لــــȐʙ الʰʵــ اسʱقʸــ
  العاملʧʽ عʧ تقʙيʛاتهʦ لؔل مʧ هʚه الؔʺॽات.

ــة  ــة إن الʺʢʢʵــات الʷــॽȞॼة تقʶــʦ حʶــॽʰʡ ʖعــة الʺــʙة للأنʷــʢة الʙاخل فــي الॽʁʴق
  فʽها إلى نʨعʧʽ أساسʧʽʽ هʺا:

 ijtالʺʢʢʵات الॽȞॼʷة ذات الʺʙة الʜمॽʻة الʺʴــʙدة وهــي الʱــي تؔــʨن فʽهــا الʺــʙة الʜمॽʻــة  -أ
) ȋــاʷلؔــل نi,j ــيʱــة أو ال ʱʺتʕʺة الʢــʷالــة علــى الأنʴه الʚهــ Șــʰʢʻدة تʺامــاً, وتʙــʴم (

 تǼ ʜʽʺʱقʛʸ مʙتها.
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وهــي الʱــي تؔــʨن فʽهــا الʺــʙة الʜمॽʻــة  ،الʺʢʢʵات الॽȞॼʷة ذات الʺــʙد الʜمॽʻــة العʷــʨائॽة -ب
ijt ) ȋاʷلؔل ن,ji.ةॽائʨʷع ( 

ــا هʻــا لــʧ نʻʱــاول   ʻنȂة, وǽــادʸʱع الاقȄــارʷʺال ʦــʤــى مع ــȘ هــʚه الʴالــة عل ʰʢʻوت
  ʧ ل ونʱؔفــي Ǽـــأن نʶʴــʖ الʺــʙة الʜمॽʻــة لأنʷـــʱʢها مــʧ إحــȐʙ العلاقʱــ̔ـ ها Ǽالʱفʸــ̔ ɦدراســ

) الʶاǼقʧʽʱ, ونعʛʰʱ الʺʙة الʜمॽʻة للأنʢʷة وؗأنها مʙة مʙʴدة ؗʺــا  3- 10) أو ( 1- 10( 
  في الʴالة الأولى. 

  تʤॻɾʙ حʦادث الȜॺʵة:

يــʦʱ إعــادة تــʦॽʀʛ حــʨادث الʷــȞॼة Ǽعــʙ الانʱهــاء مــʧ عʺلॽــة رســʺها Ǽإعʢــاء الʴــʨادث 
أرقاماً مʜʱايʙة مʧ الʶॽار إلى الʧʽʺॽ, أȑ أنʻا سʘʴॼʻ عــʧ تــʦॽʀʛ للʴــʨادث ʽʴǼــȞǽ ʘــʨن ॽɾــه 
 ʦــهʶــاه الʳن اتʨــȞǽ ʘــʽʴǼ ȑــه, أʱحــادث نهاي ʦرقــ ʧمــ ʛأصــغ ȋــاʷلاق ؗــل نʢحادث ان ʦرق

.ʛʰإلى الأك ʛالأصغ ʦقʛال ʧم  

) حادثــاً ونȄʛــʙ إعــادة تــʦॽʀʛ حʨادثهــا ʽʴǼــn+1 ʘلʚلʥ نفʛʱض انه لʙيʻا شــȞॼة فʽهــا (
  ).i,jلؔل نʷاʨȞǽi<j ) ȋن  

ــʦॽʀʛ الʴــʨادث  ــʦʱ إعــادة ت Ȅةوʡســاʨة  بȞॼــʷــا أن الʺȃة, وȞॼــʷه الʚف هــʨــاد صــفʳǽإ
  تʙʰأ ʴǼادث واحʙ, إذن نقʨم Ǽʺا يلي:

1- ) ʦقʛة  0نʹع الǽاʙʰادث الʴ0) لp. 

(وȄــʦʱ الʴــʚف ʷǼــȞل تʸــʨرȑ) فʸʴʻــل علــى   0pنʚʴف الأســهʦ الʸــادرة عــʧ الʴــادث   -2
عــʙد مــʧ الʴـــʨادث لا يــʙخل فʽهـــا أȑ ســهʦ, نʶـــʺي مʨʺʳعــة هـــʚه الʴــʨادث ʨʺʳʺǼعـــة 

 ʜمʛــال ــʙها  1kولʻفʱــʛض أن عــʙدها  1uحــʨادث الʸــف الأول ونʛمــʜ لهــا بـ ʻحادثــاً, وع
ــــــام:  ــا الأرقــــــــــــــــ ـــ ــة Ǽإعʢائهــــــــــــــــ ـــ ـــ ـــــــــʚه الʺʨʺʳعـــــــــــــ ــــ ـــ ـــ ــʨادث هـــ ــʦॽʀʛ حـــــــــــــــــــ ــʨم بʱـــــــــــــــــــ نقـــــــــــــــــــ

12,3,4,………………,k1, 

Ǽعــʙ الانʱهــاء مــʧ تــʦॽʀʛ حــʨادث الʸــف الأول نʱʻقــل إلــى تــʦॽʀʛ حــʨادث الʸــف الʲــاني,  -3
 ȑرʨʸف تʚʴǼ مʨقʻــل علــى جʺلــة لفʸʴʻــف الأول, فʸادث الʨحــ ʧادرة عʸال ʦلأسه



 376

مʧ الʨʴادث الʱي لا يʙخل فʽها أȑ سهʦ, نʶʺي هʚه الʺʨʺʳعــة مــʧ الʴــʨادث ʴǼــʨادث 
 ʜمʛالǼ له ʜمʛاني ونʲف الʸ2الu. 

 ʨدها هـــــʙض أن عـــــʛـــــʱفʻ2ولk  ائهـــــاʢإعǼ ادثʨـــــʴه الʚهـــــ ʦॽʀʛـــــʱم بʨها نقـــــʙـــــʻحادثـــــاً وع
ʙʵم لʴــʨادث  1kوذلʥ لأن  k1+2, ………,k1+1, k1k+2الأرقام: هʨ آخʛ رقــʦ أسـɦـ

  الʸف الأول.

ــاني  -4 ــʨادث الʸـــف الʲـ ــʧ حـ ــادرة عـ ــهʦ الʸـ ــʚف الأسـ ــʨادث الʸـــف الʲالـــʘ نʴـ ولʱـــʦॽʀʛ حـ
 ʘالـــʲـــف الʸادث الʨـــل علـــى حـــʸʴʻ3فu  ʨدها هـــʙض أن عـــʛـــʱـــي نفʱ3والk هاʙـــʻوع ,

 نقʨم بʦॽʀʛʱ حʨادث هʚه الʺʨʺʳعة Ǽإعʢائها الأرقام:

3+ k2 + k 1+ 3,…….., k2 + k1 + 2,   k2 + k1 ) + 1,    k2+k1(k    

  ʦقʛال ʚأخǽ ȑʚة الǽهاʻل إلى حادث الʸى نʱع العʺل حǼاʱا نʚȞوهn.  

 ȑادث أʨحـــ ʧــادرة عـــʸال ʦــع الأســـهॽʺف جʚـــʴما نʙــʻهـــان علــى أنـــه عʛʰال ʧــȞʺȄو
ʱʻج L+1uفإنــه يʨجــʙ حــادث واحــʙ علــى الأقــل فــي الʸــف الʱــالي  Luصــف مʲــل  , ومʻــه نʶـɦـ

ʺʛار عʺلॽــة الʱــL ʦॽʀʛهي غʛʽ خالॽــة مهʺــا تؔــL+1u   ʧأن الʺʨʺʳعة   , وهــʚا مــا ǽʹــʺʧ اسـɦـ
 ةʡاس ـــʦ بʨ حʱــى الʻهاǽـــة, أمـــا عʻــʙما تؔـــʨن الʷـــȞॼة ʽʰؗــʛة ومعقـــʙة فـــإن تॽʀʛʺهــا Ȟʺǽـــʧ أن يــɦـ

  بʛامج خاصة ونʛؗʚ مʻها خʨارزمॽة (فʨرد).

نʱʻقــل الآن إلــى جــʨهʛ الʺʨضــʨع وهــʨ دراســة هــʚه الʷــȞॼات وتʴلʽلهــا, وȄــʦʱ تʴلʽــل 
  ʖانʨج ʧراسة ومʙف الʙه ʖʶة حॽȞॼʷات الʢʢʵʺة  الʙأهʺها:ع  

1- .ʧمʜة للॼʶʻالǼ يȞॼʷال Ȍʢʵʺل الʽلʴت 

 تʴلʽل الȞॼʷة Ǽالॼʶʻة للʱؔلفة. -2

 تʴلʽل الȞॼʷات Ǽالॼʶʻة للʺʨاد الأولॽة (مادǽة أو ȄʛʷǼة). -3

 تʴلʽل الȞॼʷة Ǽالॼʶʻة للʙʱفȘ الأعʤʺي. -4

  وسʻعالج الفقʛتʧʽ الأولى والʲانॽة ؗʺا يلي:
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II- :تحليل المخططات الشبكية بالنسبة للزمن  
ــʙ زمــʧ وقــʨع ؗــل حــادث ( ʻʱاول فــي هــʚه الفقــʛة مʶــألة تʙʴي ) وخاصــة حــادث jسـ̒ـ

  , حǽ ʘʽعʛʰʱ زمʧ وقʨع ذلʥ الʴادث هʨ زمʧ إنʳاز الʺʛʷوع.npالʻهاǽة  

) يʛتȌॼ بــʜمʧ وقــʨع الʴــʨادث الʶــاǼقة لــه مــj ʧوعʙʻها نʙʳ أن زمʧ وقʨع الʴادث (
ʴــʨادث الʷــȞॼة لمʱʵلف الʸفʨف وȃʺــʙة الأنʷــʢة الʶــاǼقة لــه مॼاشــʛة, ولإجــʛاء تʴلʽــل زمʻــي 

  ʦॽʂالʺفا ʅȄʛعʱم بʨةنقॽالآت:  

 ): jأʙȜǺ زمʥ لʦقʦع الʲادث ( -1

وهــʨ اللʤʴــة الʱــي لا Ȟʺǽــʧ للʴــادث أن يʴʱقــȘ قʰلهــا, وȄــʦʱ حʶــاب هــʚا الــʜمʧ انʢلاقــاً  
 . 0T 0 =ه0p    ʨ, لʚلʥ فإنʻا نعʛʰʱ أن زمʧ وقʨع حادث الʙʰاǽة  0pمʧ حادث الʙʰاǽة  

  ): ijt(الأرقام الʱي فʨق الأسهʦ أو على ʶǽارها هي   الآتॽةولʻأخʚ الȞॼʷة الʢॽʶॼة  

  
) ʤل رقȜ5-10ش (  

) أن يʴʱقــȘ قʰــل أن 2واعʱʺاداً على خــʨاص الʷــȞॼات نʳــʙ أنــه لا Ȟʺǽــʧ للʴــادث (
  ) معاً.1,2) و (0,2يʦʱ إنʳاز الʷʻاʧʽʡ الʶاǼقʧʽ له وهʺا (

) ȋــاʷʻــاز الʳة إنʙأن مــ Ȏ4) هــي 0,2ونلاحــ  ȑدʕا لا يــʚهــ ʧــة, ولؔــॽʻات زمʙواحــ
) أǽʹــاً, ومــʧ جهــة أخــȐʛ نʳــʙ أن 1,2) الʺʷــʛوǼ ȋإنʳــاز الʷʻــاȋ (2إلــى تʴقــȘ الʴــادث (

) ȋاʷʻادث (1,2الʴال Șقʴʱي ʦأ ما لʙʰأن ي ʧȞʺǽ إلا إذا 1) لا Șقــʴʱأن ي ʧــȞʺǽ لا ȑʚوالــ (
) ȋــاʷʻــاز الʳإن ʦــ واحــʙات زمॽʻــة,  3) لا Ȟʺǽــʧ أن يʴʱقــȘ قʰــل 1), أȑ أن الʴــادث (0,1ت
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واحــʙات زمॽʻــة,  5) والــȑʚ مʙتــه ʳǽ (2ــʖ أن يــʦʱ إنʳــاز الʷʻــاȋ (2وحʱــى يʴʱقــȘ الʴــادث (
) ʧʽʡــاʷʻــاز الʳإن ʦʱــى يــʱ0,1وح) ʦــا 1,2) ثــ ʻمʜــا  8=  3+5) يلʻه ʧــة, ومــॽʻات زمʙواحــ

ʱʻج أن الʴـــادث ( ـɦـ واحـــʙات زمॽʻـــة، وذلـــʥ لأن  8) لا Ȟʺǽـــʧ أن يʴʱقـــȘ قʰـــل انقʹـــاء 2نʶـ
  ).Ǽ2أʛȞǼ زمʧ لʴʱقȘʽ الʴادث ( 8الʺʙة الʲانॽة أكʛʰ مʧ الأولى, لʚلʥ نʶʺي العʙد  

) ʦـــادث رقـــʴأن ال ʙـــʳا نʚـــȞ3وه ȋـــاʷʻـــاز الʳإن ʦʱـــل أن يـــʰق Șقـــʴʱأن ي ʧـــȞʺǽ لا (
 5=3+2) واللــʚيʧ يʢʱلॼــان مــʙة 0,1) و(1,3, وȄــʦʱ إنʳــاز الʷʻــاʧʽʡ (4) والȑʚ مʙته 0,3(

ــادث ( ــȘ الʴـ ــʧ لʴʱقʽـ ــأʛȞǼ زمـ ــʺى Ǽـ ــا ʶǽـ ــي مـ ــة, وهـ ــʙات زمॽʻـ ــʧ 3واحـ ــʛ زمـ ــاب أȞǼـ ), ولʶʴـ
) نʳــــʙ أنــــه مــــʛتǼ ȌॼــــأʛȞǼ زمــــʧ لʴʱقʽــــȘ الʴــــʨادث الʱــــي تʶــــॼقه وȃʺــــʙد 4لʴʱقʽــــȘ الʴــــادث (

) ȋــاʷʻال ȘــȄʛʡ ʧــه,فعॽɾ اخلــةʙة الʢــʷ3,4الأن) Șقــʴأن ت ʙــʳــاج إلــى 4) نʱʴǽ (3+5  =8 
) ȋــا ــȘ الʷʻــ ــȄʛʡ ʧــ ــا عــ ــʙات, أمــ ــادث (1,4واحــ ــإن الʴــ ــى 4) فــ ــاج إلا إلــ  7=3+4) لا ʱʴǽــ

) ȘȄʛʡ ʧاج عʱʴǽ هʻؔة, ولॽʻات زمʙة.  10=   2+8) إلى  2,4واحॽʻات زمʙواح  

ــʙ أن حـــادث الʻهاǽـــة ( ــʚه 4وهȞـــʚا نʳـ ــاء أʡـــʨل هـ ) لا Ȟʺǽـــʧ أن يʴʱقـــȘ قʰـــل انقʹـ
 ʨــة وهــʻــادث ( 10الأزمʴال Șــʽقʴʱل ʧزمــ ʛــȞǼــاً أʹǽأ ʨــة, وهــ ॽʻات زمʙ4واحــ ʧزمــ ʛــȞǼوأ (

  لإنʳاز الʺʛʷوع ȞǼامله.

) نفʱــʛض أن الʴــادث jولاسॼʻʱاȋ قــانʨن عــام لʶʴــاب أȞǼــʛ زمــʧ لʴʱقʽــȘ الʴــادث (
)j ة بـʛاشॼق مʨʰʶم (k  :اً هيʡاʷن  

,j)k,j), …….,(i3,j), (i3,j), (i2,j), (i1(i  
  هk)…..(i3) (i2) (i1i( :ʨ(وȂن أʛȞǼ زمʧ لʨقʨع الʨʴادث  

K,……,T3,T2,T1T  
  على الʛʱتʖʽ, وأن الʺʙة الʜمॽʻة للأنʢʷة الʶاǼقة على الʛʱتʖʽ هي:

kj,……,t3j,t2j,t1jt  
ʛمʜ لــه Ǽــالʛمj  ʜوعʙʻها نʙʳ أن أȞǼــʛ زمــʧ لʴʱقʽــȘ الʴــادث (    jT) والــȑʚ سـ̒ـ

 :ȑاوʶǽ  

)10-5 (  )tT(T iji

k

1i
j Max 



  

 ʛالʺقادي ʛʰأك ȑاوʶǽ إذن ʨوهij+tiT  Ș الʺأخʨذة مــʧ الأســهʦ والʴــʨادث الʱــي تʶـhـ
  ) مॼاشʛة.jالʴادث (
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ولʶʱــهʽل الʶʴــاǼات نقــʨم بʱقʶــʦॽ الــʙائʛة الʱــي تʺʲــل الʴــادث إلــى أرȃعــة أقʶــام ؗʺــا 
  )).6-10يلي (انʛʤ الȞʷل (

  
) ʤل رقȜ6-10ش (  

) ونʹــع فـــي القʶــʦ الأʶǽـــʛ أȞǼــʛ زمـــj ʧونʹــع فــي القʶـــʦ الأعلــى رقـــʦ الʴــادث (
  .jTلʴʱقȘʽ الʴادث  

ــه لʺــا ʶǽــʺى Ǽأقʸــى زمــʧ لʴʱقʽــȘ الʴــادث ( ʛؗʱʻف ʧــʺǽالأ ʦــʶأمــا القj ʦــʶن القȂو ,(
  ).jالأسفل سʸʸʵʻه لʺا ʶǽʺى Ǽالاحॽʱاʡي الؔلي الʜمʻي للʴادث (

مــʧ الʴــادث  iTوʦʱȄ إجʛاء الʶʴاǼات على الȞॼʷة مॼاشʛة وذلǼ ʥــأن نقــʨم Ǽإضــافة 
)i  ةॽʻمʜة الʙʺإلى ال (ijt ل علــىʸʴʻائج فʱʻه الʚه ʛʰأك ʚنأخ ʦث ,jT ــانȞʺلها فــي الʳــʶون ,

  الʺʷار إلॽه.

ʺʲـــال علــــى ذلـــʥ قʺʻــــا ʶʴǼــــاب  ) وهــــي 5-10للʷـــȞॼة الʱــــي علـــى الʷــــȞل ( jTوؗ
) لا Ȟʺǽــʧ أن يʴʱقــȘ قʰــل اللʤʴــة jالʺʳʶلة فــي الȃʛــع الأʶǽــʛ, لقــʙ أشــʛنا إلــى أن الʴــادث (

jT ــةʤʴه اللʚــل هــʰققــه قʴت Șــʽقة لــه تعǼــاʶة الʢــʷادث والأنʨʴلأن ال ʥوذل ,jT اʚهــ ʧولؔــ ,
ــʥ الʤʴــة تʺامــاً, بــل Ȟʺǽــʧ أن يʱأجــل تʴققــه إلــى لʤʴــة تلــي  ʴʱقȘ فــي تل ــه ســ̔ لا ǽعʻــي أن

, وأخʛʽاً نʛʽʷ إلى أنه يʦʱ حʶاب أʛȞǼ زمʧ لʴʱقʽــȘ حــʨادث الʷــȞॼة انʢلاقــاً مــjT ʧاللʤʴة  
  ).np) حʱى حادث الʻهاǽة (0pحادث الʙʰاǽة (

 ʧزم ʛȞǼن أʨȞȄوnT ) ةǽهاʻحادث ال Șʽقʴʱلnp وعʛــʷʺــاز الʳلإن ʧزمــ ʛــȞǼأ ʨهــ (
  ȞǼامله.
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  ): iأقʶى زمʥ لʲʯقȖʻ الʲادث ( -2

) عʻهــــا, لʶʴــــاب هــــʚه iالʱــــي لا ʳǽــــʨز أن يʱــــأخʛ تʴقــــȘ الʴــــادث (وهــــʨ اللʤʴــــة 
, حʽــʘ نʢʻلــȘ مــʧ حــادث الʻهاǽــة jTاللʤʴــات نʶــǼ ʛʽاتʳــاه معــاكʝ لʺــا فعلʻــاه فــي حʶــاب 

nP ــىʱــة ( حǽاʙʰ0حــادث الp ــةʤʴن اللʨأن تؔــ ʖــʳǽ اتǼــاʶʴاء الʛإجــ ʧمــ ʧȞʺ ), وحʱــى نـɦـ
الʱي لا نʙȄʛ للʺʛʷوع أن يʱأخʛ عʻها معلʨمة, ولهʚا وحʱى لا نʛʱك الʺʳال مفʨʱحــاً للʱهــاون 

هــʨ نفʶــه أقʸــى زمــnT  ʧفــي تʻفʽــʚ الʺʷــارȄع نعʰʱــʛ أن أȞǼــʛ زمــʧ لʴʱقʽــȘ حــادث الʻهاǽــة 
 Ǽ (nTـــالʛمnp ʜلإنʳــاز الʺʷــʛوع Ȟؗــل, وȂذا رمʜنــا لأقʸــى زمــʧ لʴʱقʽــȘ حــادث الʻهاǽــة (

 :الآتॽةوقʺʻا وفقاً لʺا سȘʰ بʨضع الʺʶاواة  

)10-6 (  nn TT   

ʤة الʱي لا نnT    ʙȄʛفإن   ɹن هي اللʨؔها.   أن تʻع ʛأخʱوع أن يʛʷʺال ʚʽفʻʱح لʺʶن  

ــ́ع   ــʁابȘ ن Șʽʰʢʱ على مʲالʻا ال 10TTوؗ yy  ،   Șــʽقʴʱل ʧــى زمــʸــاب أقʶʴول
ــاǼقة للʴـــادث ( ــʨادث الʶـ ــȎ أن Ǽعـــʠ الʴـ ــȐʛ نلاحـ ــʨادث الأخـ ــʧ أن تʱـــأخʛ أو nPالʴـ ) Ȟʺǽـ

لهــا, ولؔــʧ أقʸــى زمــTi  ʧʺــʙد تʻفʽــʚها إلــى لʤʴــة مʱــأخʛة عــʧ اللʤʴــة الʺȞॼــʛة ǽتʕجــل أو 
  ) هʨ اللʤʴة الʱالॽة:nP) الȘʰʶǽ ȑʚ مॼاشʛة الʴادث (n-1لʱأخʛʽ الʴادث (

 inn1n tTT   
Ș حــادث الʻهاǽــة  فــي الʺʲــال مॼاشــʛة  nPولʶʴــاب أقʸــى زمــʧ للʴــʨادث الʱــي تʶـhـ

  Șابʶادثان (الʴأن:3)، (2وهʺا ال ʙʳن (  

7310T

8210T

3

2




  

ولʶʴــاب أقʸــى  ،نقــʨم بʨضــع هــʚيʧ الــʛقʺʧʽ فــي الȃʛــع الأǽʺــʧ مــʧ دائــʛة الʴــادث
Ș الʴــʨادث فــي (زمــʧ للʴــʨادث  نʳــʙ أن أقʸــى زمــʧ للʴــادث  ،)3و( )2الأخــȐʛ الʱــي تʶـhـ

  ) ؗʺا يلي:1الʨʴادث اللاحقة Ǽالʴادث (الأنʢʷة و عʱʺاداً على ا ʧȞʺǽ حʶاǼه  )  1(
  .8-5=3) حʘʽ نʙʳ أنها تʶاوȑ  2مʧ الʴادث (

  .10-4=6) حʘʽ نʙʳ أنها تʶاوȑ  4ومʧ الʴادث (
  .7-2=5) نʙʳ أنها تʶاوȑ 3ومʧ الʴادث (
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ــادث ( ــʚ الʴـ ــʧ تأجʽـــل تʻفʽـ ــȞʺǽ ʧـ ــʙ أن أقʸـــى زمـ ــʚلʥ نʳـ ــاوȑ 1وȃـ ــه ʶǽـ ) إلـــى حʻʽـ
  أصغʛ هʚه الأرقام. أȑ أن:

358T1   
) وهȞـــʚا ʻʻȞʺǽـــا حʶـــاب 1ونʹـــعها فـــي الʳـــʜء الأǽʺـــʧ للـــʙائʛة الʵاصـــة Ǽالʴـــادث (

  .Ȑʛادث الأخʨʴلل ʧى زمʸأق  
 ʧــ ــى زمـ ــاب أقʸـ ــادث (ولʶʴـ ــأخʛ أȑ حـ ــʙداً iلʱـ ــʢة  L) نفʱـــʛض أن عـ ــʧ الأنʷـ مـ

  (الأسهʦ) تʢʻلȘ مʧ ذلʥ الʷʻاȋ وهي:
)L),……, (i,j3),      (i,j2),      (i,j1(i,j  

ʙʺهي:  دوأن ال ʖʽتʛʱة على الʢʷالأن ʥلʱة لॽʻمʜال  
iL,  ……..,  ti3,  ti2,  ti1t  

  على الʛʱتʖʽ هL,……,j3,j2,j1j :ʨوأن أقʸى زمʧ لʴʱقȘʽ الʨʴادث اللاحقة  

L321 T........,,T,T,T   
ʴقȘʽ الʴادث (  ɦل ʧى زمʸأق ʖʶʴا أن نʻʻȞʺǽ ʥاء على ذلʻȃوi  العلاقة ʧة) مॽالآت :  

)10-7(  )tT(T ijj
1j

i Min 


  

)  0p) حʱــى حــادث الʙʰاǽــة ( npوʦʱȄ حʶاب هʚه الأزمʻــة انʢلاقــاً مــʧ حــادث الʻهاǽــة ( 
  ) ʶǽاوȑ أǽʹاً إلى أʛȞǼ زمʧ له, أȑ أن: 0pحʘʽ سʙʳʻ حȞʺاً أن أقʸى زمʧ للʴادث ( 

0TT 00   

ــʙة  ــʛح الʺـ ــأن نقـــʨم ʢǼـ ــȞॼة مॼاشـــʛة Ǽـ ــى الʷـ ــʦʱ علـ ــʧȞʺॽ أن تـ ــاب ɾـ ــة الʶʴـ ــا عʺلॽـ أمـ
) ثـــi ʦلأنʷــʢة اللاحقــة Ǽالʴــادث (ل) j) مــʧ أقʸــى زمـــʧ للʴــادث (i,jللʷʻــاijt  ) ȋالʜمॽʻــة 

  .iTنأخʚ أصغʛها فʸʴʻل على 

ʻا  ʺʲـــــال علـــــى ذلـــــʥ حʶــــhـ ) 5-10لʴـــــʨادث الʷـــــȞॼة الʱـــــي علـــــى الʷـــــȞل ( iTوؗ
  ووضعʻا الʱʻائج في الȃʛع الأʧʺǽ لʙوائʛ الʨʴادث.

  ) (مʱال الʯعʤȂʦ):jاحॻʯاȉ الʚمʥ عʹʗ الʲادث ( -3

Ǽʺا أن أʛȞǼ زمʧ لʴʱقȘʽ الʴادث ʱʵǽلف ʨʸǼرة عامة عʧ أقʸى زمʶǽ ʧــʺح Ǽــه 
ــȞॼة ــʦ حــــʨادث الʷــ ــي لʺعʤــ ــاȋ زمʻــ ــإن ذلــــʥ يــــʕدȑ إلــــى ʣهــــʨر احॽʱــ ــʚا  ،لʙʴوثــــه، فــ وȂن هــ

  ) ʶǽاوJ:ȑالاحॽʱاʡي الʜمʻي Ǽالॼʶʻة للʴادث (
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)10-8(  JJJ TTR  

وهॼɺ ʨارة عʧ مʳال   JJ T,T     ــاʻل ʧــȞʺǽ ــيʱة الʙʺال ʨوه ʦȄʨعʱال الʳʺǼ ىʺʶǽ
،  nT) دون أن يــʕثʛ ذلــʥ علــى مــʙة تʻفʽــʚ الʺʷــʛوع Ȟؗــل وهــي  Jأن نــʕخʛ تʻفʽــʚ الʴــادث ( 

دون أن يــʕثʛ ذلــʥ علــى الʺــʙة  يʱــأخʛ  ) أن  jوॼɻȃارة أخȐʛ هʨ الʺʙة الʱــي Ȟʺǽــʧ للʴــادث ( 
في الȃʛــع    JR. وعʙʻ إجʛاء الʶʴاǼات على الȞॼʷة نʹع ॽʀʺة  nTالʻهائॽة لʻʱفʚʽ الʺʛʷوع  

  ). Jالأسفل لʙائʛة ( 

4- ) ȉاʵʹال ʗʹع ʥمʚي الؒلي للʟاॻʯالاحI,J(:  

  وʖʶʴȄ هʚا الاحॽʱاʡي مʧ العلاقة الʱالॽة: 
)10-9(  ijiJJ,i tTTr   

  ʚــʽفʻة تʙــادة مــȄʜم لʙʵ وȂن هʚا الاحॽʱاʡي هــʨ أكʰــʛ مقــʙار زمʻــي Ȟʺǽــʧ أن ʶǽـɦـ
 ) ȋاʷʻالI,J  ʥذلــ ȑدʕون أن يــʙــȃو .(ʥلʚــʺح بــʶت ȋاʷʻال ʥعة ذلॽʰʡ ʗعاً إذا ؗانॼʡ) (

إلى زȄادة مʙة تʻفʚʽ الʺʛʷوع Ȟؗــل، أȑ بــʙون أن يــʕثʛ ذلــʥ علــى لʤʴــة تʴقــȘ الʴــادث  
  ʛʽالأخnT .  

على أنه أكʛʰ مقʙار زمʻي ʻʻȞʺǽا أن نʙʵʱʶمه لʱأخʛʽ بʙاǽــة   ijrوʧȞʺȄ الʛʤʻ إلى  
) ȋــاʷʻالI,J) ــادثʴال Șــʽقʴʱل ʧزمــ ʛــȞǼأ ʧعــ (i ʨوهــ (iT  ــةʤʴل ʧمــ ʙــȄʜون أن نʙبــ ʥوذلــ

 ʛـــʽـــادث الأخʴال ȘـــʽقʴتnT) ȋـــاʷʻـــة الǽاʙب ʛʽتـــأخ ʧولؔـــ ،I,J ــل ــʙار ʶǽـــاوȑ إلـــى ؗامـ ) Ǽʺقـ
ǽقʱʹي أن تʙʰأ الأنʢʷة اللاحقة مॼاشــʛة لــه فــي لʤʴــة أقʸــى زمــʧ للʴــادث   ijrالاحॽʱاʡي  

)J.هʻأ مʙʰي تʱال (  

) ȋـــاʷʻـــة الǽاʙـــة بʤʴـــل للʽأو تأج ʛʽتـــأخ ȑن أȂوi,J ـــةॽʻمʜتـــه الʙʺل ʙيـــʙʺت ȑأو أ (
ʕدȑ حʱʺـــاً إلـــى تـــأخʛʽ حـــادث الʻهاǽـــة  ijrيȄʜـــʙ عـــǼij   ʧʺقـــʙار  ʕدȑ إلـــى  ،nPســ̔ـ أȑ ســ̔ـ

  تأخʛʽ تʻفʚʽ الʺʛʷوع Ǽأكʺله.

على انه الفʛق بʧʽ مــʙة تʻفʽــʚ الʺʷــʛوع    ijrكʺا ʧȞʺǽ اعॼʱار الاحॽʱاʡي الؔلي  
nT   ) ȋــاʷʻال ʥذلــ ʛــʰع ʛʺǽ ارʶل مʨʡة أʙومi,j  إلــى أن ʛ لا ʵǽــijr    ʟ)، وأخʽــʛاً نʷـ̔ـ

 ) ȋاʷʻالi,j ) اقعة معʨة الʢʷه الأنǼ كʛʱʷت ʙه بل قʙوح (i,j .ما ʙار واحʶعلى م (  
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5- ) ȉاʵʹال ʗʹع ʙʲمʹي الʚي الʟاॻʯالاحi,j:(  

  : الآتॽةوʖʶʴȄ هʚا الاحॽʱاʡي مʧ العلاقة 
)10-10(  ijiJJ,i tTTr  

ʙʵمه لȄʜــادة مـــʙة  ǼــأنوȂن هــʚا الاحॽʱـــاʡي هــʨ اكʰـــʛ مقــʙار زمʻـــي ʶǽــʺح لʻـــا  نʶــɦـ
) ȋــاʷʻالi,J) ادثــةʴة اللاحقــة لʢــʷأ الأنʙــʰــة أن تॽانȞإم ʥذلــ Șــʽعǽ ون أنʙــȃو (J ʛــȞǼفــي أ (

 ʨلها وه ʧزمJT  عʨʻال ʧم ʛʴي الʻمʜي الʡاॽʱالاحǼ ىʺʶȄو ،II   ȋاʷʻال ʙʻع(i,j).  

على أنه أكʰــʛ مقــʙار زمʻــي ʶǽــʺح لʻــا Ǽــه لʱــأخʛʽ بʙاǽــة الʷʻــاijr   ȋوانه ʻʻȞʺǽا اعॼʱار 
 )i,j ) ــهʱايʙحادث ب Șقʴʱل ʧزم ʛȞǼأ ʧع (i  ʨوهــ (iT  ةʢــʷات الأنǽاʙبــ ʛــأثʱون أن تʙبــ ʥوذلــ ,

  . JT) عʧ أʛȞǼ زمʧ لها وهJ  ʨاللاحقة للʴادث ( 

ـyـادف نʨعــاً آخــʛ مــʧ الاحॽʱــاʡي الʜمʻــي الʴــʶǽ) ʛــʺى   وفــي Ǽعــʠ الʺʛاجــع قــʙ ن
  : الآتॽةوȄعʛف Ǽالعلاقة   ǼIالʨʻع  

ijiJij TTTr    

 ) ȋــاʷ ) بــʙون أن نعʽــȘ إمȞانॽــة  i,Jوهــॼɺ ʨــارة عــʧ أكʰــʛ مقــʙار ʶǽــʺح Ǽــه لȄʜــادة مــʙة ال̒
  . iT) في أقʸى زمʧ مʙʴد لإنʳازها وهi  ʨأن تʱʻهي الأنʢʷة الʶاǼقة مॼاشʛة لʴادثه ( 

  ). 10  - 10ولʻʻؔا سʨف نقʛʸʱ في تʴلʽلʻا على الʨʻع الʺعʛف Ǽالعلاقة ( 

6- ) ȉاʵʹالǺ اصʳقل أو الʯʴʸمʹي الʚي الʟاॻʯالاحi,J:(  

  :  الآتॽةوهʖʶʴǽ ʨ مʧ العلاقة  
 )10 -11(   )tTT(,0Maxr ijiJ   

 ) ȋــا ــʙة الʷʻـ ــادة مـ ــه لȄʜـ ــا Ǽـ ــʺح لʻـ ــي ʶǽـ ــʙار زمʻـ ــʛ مقـ ــʨ أكʰـ ــه  i,Jوهـ ــأخʛʽ بʙايʱـ ) أو لʱـ
,  iT) فــي أقʸــى زمــʧ مʴــʙد لهــا وهــʘʽʴǼi  ʨ تʱʻهي جʺॽع الأنʢʷة الʶاǼقة مॼاشʛة لʴادثه ( 

,  JT) فــي أȞǼــʛ زمــʧ مʴــʙد لهــا وهــJ  ʨوʽʴȃــʘ تʰــʙأ جʺॽــع الأنʷــʢة اللاحقــة مॼاشــʛة لʴادثــه ( 
ijrوهȞــʚا نʳــʙ أن اســʙʵʱام الاحॽʱــاʡي      ) ȋــاʷʻــالح الʸلi,J  يʡــاॽʱعلــى اح ʛثʕيــ ʧه لــʙوحــ (

 .Ȑʛة الأخʢʷالأن ʧم ȑأ  
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  ملاحʢة هامة: 

 ) ʧʽʱالعلاق ʧج أن: 9 -   10) و( 10 -   10مʱʻʱʶة أن نʡاʶॼا بʻʻȞʺǽ (  
 )10 -12(  JJJijij RTTrr   

ــادث   ــاʡي الʴــ ــاوȑ احॽʱــ ــʶǽ ʛــ ــي والʴــ ــاʡي الؔلــ ʧ الاحॽʱــ ـ̔ـ ــا  JRأȑ أن الفــــʛق بــ , ؗʺــ
iJiJنʱʻʱʶج أن   rr   نʨؔما تʙʻ0 =, وعJ R    فإنiJiJ rr   نʨما تؔــʙــʻي أنــه عʻعǽ اʚوه , JR

= 0    ʧʽʽʡاॽʱفإن الاحiJr   وiJr   انȄاوʶʱادث ( ل مʴاخلة في الʙة الʢʷلأنJ .(  

 ) ʧʽʱالعلاق ʧم ʙʳن Ȑʛجهة أخ ʧأن: 11- 10) و( 10  - 10وم (  

 )10 -13(  












0r;r

0tTTr;RTT
rr

ijij

iJiJiJiii

iJiJ  

ijijفــإن    0iR=وهــʚا ǽعʻــي أنــه عʻــʙما تؔــʨن     rr    ل ʢــʷــادث    ة لأنʴال ʧقــة عــʲʰʻʺال
 )i  :اً أنʹǽج أʱʻʱʶا نʺؗ ,(iJiJ rr  .  

  الʴʸار الʙʲج: -7

إن تʙʴيʙ الʺʶار الʛʴج ǽعʛʰʱ هʙفاً أساسॽاً في الʴʱلʽــل الʜمʻــي للʺʢʢʵــات الʷــॽȞॼة  
  ونʳॽʱة مʛجʨة لॽʺʳع الʶʴاǼات الʶاǼقة. 

فــإذا قʺʻــا بʙراســة أȑ مʢʵــȌ شــȞॼي لʨجــʙنا أنــه يʱــألف مــʧ عــʙد مــʧ الʺʶــارات الʱــي  
), وȂن ؗــلاً مــʧ هــʚه الʺʶــارات  np) وȃاتʳــاه الأســهʴǼ ,ʦــادث نهايʱــه ( 0pتʸــل حــادث بʙايʱــه ( 

يʱـــألف مـــʧ عـــʙد مـــʧ الأنʷـــʢة, وȂن الʺـــʙة الʜمॽʻـــة لؔـــل مʶـــار تʶـــاوȑ مʳʺـــʨع الʺـــʙد الʜمॽʻـــة  
  للأنʢʷة الʨاقعة علॽه, ولهʚا فإنه ʻʻȞʺǽا أن نعʛف الʺʶار الʛʴج Ǽʺا يلي: 

أȑ الــȑʚ مʙتــه تʶــاوȑ    ، هʨ الʺʶار ذو أʨʡل مʙة مʧ بʧʽ الʺʶارات الʺʺʻȞة للʷــȞॼة 
nT  ʥلʚــه, لــॽاقعــة علʨة الʢʷالأن ʙيʙʴت ȘȄʛʡ ʧج عʛʴار الʶʺد الʙʴالأسهل أن ن ʧم ʧؔول ,

  فإنه ǽعʛف ؗʺا يلي: 

هʨ أȑ مʶار مʕلف مــʧ أنʷــʢة حʛجــة فقــȌ, ومــʧ الʱعȄʛــʅ الأخʽــʛ   : الʴʸار الʙʲج 
يʱʹــح أنــه Ȟʺǽــʧ أن نʸــادف أكʲــʛ مــʧ مʶــار حــʛج فــي الʺʢʵــȌ الʷــȞॼي, ولʙʴʱيــʙ الʺʶــار  

  الʛʴج علʻʽا إذن أن نʙʴد الʷʻاȋ الʛʴج والȑʚ نعʛفه ؗʺا يلي: 
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: هـــʨ الʷʻـــاȋ الـــȑʚ يʻعــʙم عʻـــʙه الاحॽʱـــاʡي الؔلـــي للـــʜمʧ أȞǽ ȑـــʨن  الʹʵــاȉ الʲــʙج 
 )i,J جاً إذا ؗانʛح (= 0 iJr ) ادثʴن الʨȞǽ اʺؗ ،J هॽɾ جاً إذا ؗانʛ0 =) حJ R .  

ــة (  ــʧ العلاقـ ـؔ ــا أن:  12- 10ول ـ̒ ʽʢتع (iJiJ rr     ــا أن ـ̋ ȃو ʧــ ـؔ 0riJول     ماʙــ ـ̒ إذن ع
0rijفــإن    Ȟǽ=  0 iJrــʨن    ،    ا أنʚهــ ʧعــ ʦʳʻــȄ0 =و JR   ) العلاقــة ʧــاً, ومــʹǽ12- 10أ  (

ʻʻȞʺǽ0riJا أن نʱʻʱʶج أنه عʙʻما تʨؔن     0فإنriJ    اً أنʹǽهʺا أʻع ʦʳʻȄ0 =و iR .  

ـrــــــة   ॽʱʻــى ال ــ ــا تقـــــــʙم نʵلـــــــʟ إلـــ ــ ــــةمʺـــ ــان الʷʻـــــــاȋ ( الآتॽـــ ــ ــإن  i,J: إذا ؗـــ ــ ــاً فـــ ــ ) حʛجـــ
0rrr ijiJiJ     0 =ؗʺــا أن J= R iR .    ȋʛــʷال ʧ0 =ولؔــ J= R iR    لازم ȋʛشــ ʨهــ

  ȋاʷʻن الʨȞॽؗافٍ ل ʛʽه غʻؔول(i,j)   .ًجاʛح  

  ʧلاقــاً مــʢجــة انʛʴة الʢــʷالأن ʧعــ ʘــʴॼج نʛــʴــارات الʶʺــار أو الʶʺال ʙيــʙʴʱإذن فل
ــة (  ــادث الʙʰاǽـ ــي  0pحـ ــا الؔلـ ــي احॽʱاʡهـ ــʢة الʱـ ʧ الأنʷـ ـ̔ـ ــى    iJr) مॼʱʱعـ ــل إلـ ــى نʸـ ــʙوماً, حʱـ معـ
), ونʛʽʷ عادة إلى الأنʷــʢة الʛʴجــة ʶǼــهʦ مʹــاعف لʽʽʺʱــʜه عــʧ الأنʷــʢة  npحادث الʻهاǽة ( 

الأخــȐʛ, وȃــʚلȞǽ ʥــʨن ʡــʨل الʺʶــار الʴــʛج هــʨ مʳʺــʨع مــʙد الأنʷــʢة الʛʴجــة الʨاقعــة علॽــه  
  ȑــاوʶȄوnT  ȑـــل أʺʴʱـــي لا تʱة الʢــʷفـــة الأنʛجــة فـــي معʛʴة الʢـــʷالأن ʙيـــʙʴت ʧفاد مــ , وʶȄــɦـ

 .ʚʽفʻʱال ʙʻها عʽعل ʜʽ ʛؗʱها للʚʽفʻفي ت ʛʽتأخ  

فاد مـــʧ الاحॽʱاʡـــات الʜمॽʻـــة الʺʱʵلفـــة فـــي إعـــادة الʤʻـــʛ فـــي تʨزȄـــع الʺـــʨارد   كʺـــا ʶǽــɦـ
  ʛــʰــي تعʱــات هــي الʡاॽʱه الاحʚن هــȂها, وʚــʽفʻة تʙــار مــʸʱة لاخʢــʷووســائل العʺــل علــى الأن
لʺا تʹــاءلʗ هــʚه الʺʳــالات أصــॼح الʺʢʵــȌ صــلॼاً, وʸȄــॼح   عʧ مʛونة الʺȌʢʵ الȞॼʷي, وؗ
  Ȍــʢʵʺا الʚن فــي هــʨــȞǽ ʧها لــʙــʻجــة, وعʛه حʱʢــʷــع أنॽʺن جʨما تؔــʙــʻاً تʺامــاً عॼصل Ȍʢʵʺال

  أȑ مʳال للʶʱامح في تأخʛʽ أȑ نʷاȋ مʧ أنʢʷة الʺȌʢʵ الʺʨؗʚر. 

ʛ إلــى أنʻــا سʸʻــʢلح عʻــʙ إجــʛاء الʶʴــاǼات علــى الʷــȞॼة, ʱؗاǼــة الʱʻــائج   وأخʽــʛاً نʷـ̔ـ
  على الȞʷل الʱالي: 
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 ) ʤل رقȜ7- 10ش(  

  :fTاحʸʯال إنʱاز الʙʵʸوع قʮل مʦعʗ مʗʲد  -8

زمـــʧ تʴقـــȘ حادثـــة الأخʽـــnT    ʛلقـــʙ أشـــʛنا ســـاǼقاً إلـــى أن مـــʙة إنʳـــاز الʺʷـــʛوع هـــي  
 ʧزم ʧاراً مॼʱ0(اعp  ,جʛــʴــار الʶʺاقعــة علــى الʨة الʢــʷد الأنʙع مــʨــʺʳة هــي مʙه الʺــʚوأن ه ,(

  Șقــʴــال تʺʱــاب احʶــألة حʶة فــإن مॽائʨــʷدة أو عʙــʴن مʨأن تؔــ ʧــȞʺǽ ȋــاʷة ؗــل نʙا أن مʺȃو
, وفـــي حالـــة عʷـــʨائॽة الʺـــʙد الʜمॽʻـــة لأنʷـــʢة الʺʷـــʛوع, يʤʻـــfT  ʛالʺʷـــʛوع قʰـــل مʨعـــʙ مʴـــʙد  

  إلʽها ؗʺا يلي: 

  ʗإذا ؗانــiJt   ) ȋــاʷʻــة للॽʻمʜة الʙالʺــi,J  ʧان مــॼــʶʴǽ هــاʻايॼقعهــا وتʨة فــإن تॽائʨــʷع (
 ) ʧ ـ̔ـ ــʛوع  4- 10) و( 3- 10العلاقʱــ ــاز الʺʷــ ــʙة إنʳــ ــي لʺــ ــع الȄʛاضــ ــʖ, وȂن الʨʱقــ ــى الʛʱتʽــ ) علــ

  ʶǽاوȑ مʨʺʳع الʨʱقعات الȄʛاضॽة لʺʙد الأنʢʷة الʨاقعة على الʺʶار الʛʴج أȑ أن: 
 )10 -14(  

niJ Ttt    

 :ȑاوʶǽ ʨة فهʙʺه الʚه ʧايॼʱة لॼʶʻالǼ ʥلʚ   وؗ

 2
t

2
t ij

   

وȂذا ؗــان عــʙد تلــʥ الأنʷــʢة ؗاॽɾــاً فــإن احʱʺــال تʴقــȘ الʺʷــʛوع قʰــل الʺʨعــʙ الʺʴــʙد  
fT  ȑارॽɻʺعي الॽʰʢع الȄزʨʱالات للʺʱع الاحǼول تاʙج ʧه مǼاʶح ʧȞʺǽ ,   :أن ʙʳن ʘʽح  

 )10 -15(  
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  فʙʳʻ أن:  fT) قʰل مʨعʙ مʙʴد  JوʻʻȞʺȄا أǽʹاً حʶاب احʱʺال تʴقȘ أȑ حادث ( 

 )10 -16(   
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) وأن الʺʳʺـــʨع مـــأخʨذ علـــى أنʷـــʢة أʡـــʨل  Jهـــʨ أȞǼـــʛ زمـــʧ لʴʱقـــJT   ) Șحʽـــʘ أن  
  . ʴǼ (0pادث الʙʰاǽة  ʸǽ ȘȄʛʡJل ( 

  : ) 1(   مʰال 
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  : الآتيلʧȞॽ لʙيʻا الʺȌʢʵ الȞॼʷي  

  
 ) ʤل رقȜ8- 10ش(  

  حʘʽ تʛʽʷ الأعʙاد الʱي فʨق الأسهʦ إلى مʙة الʷʻاȋ, والʺʢلʨب: 
 إعادة تʦॽʀʛ حʨادث هʚه الȞॼʷة.  - 1

rوrووrوTRوTحʶاب   - 2  . 

 تʙʴيʙ الʺʶار الʛʴج.  - 3

  : الʴل 
) نʰــʙأ مــʧ حــادث الʙʰاǽــة  i,Jلؔــل نʷــاi < J   ) ȋلإجــʛاء عʺلॽــة إعــادة الʱــʽʴǼ ʦॽʀʛــȞǽ ʘــʨن   - 1

 ) ʦقʛه الॽʢعʻادثــان ( 0فʴــا الʻل ʛهــʤॽɾ ــهʻقــة عʲʰʻʺال ʦــع الأســهॽʺف جʚــʴن ʦ6) و( 1), ثــ  (
  ʧʽʺقʛهʺــا الــʽʢنع ʥلʚلــ ,Șابʨون ســʙــع  ]) 6(   ل ـــ  2) و 1لـــ( 1[   2و 1بــॽʺف جʚــʴǼ مʨنقــ ʦثــ ,

 ) ʧقة عــʲʰʻʺال ʦقــل إلــى ( 1الأسهʱʻن ʥلʚلــ ,Șابʨون ســʙحــادث بــ ȑأ ʙــʳن ʦف  6) فلــʚــʴون (
ــادث (  ــا الʴـ ــʛ لʻـ ــه ʤॽɾهـ ــة عʻـ ــهʦ الʺʲʰʻقـ ــع الأسـ ــʛقʦ ( 5جʺॽـ ــه الـ ــʚلʥ نعॽʢـ ــʙها  3) لـ ), وȃعـ

 ) ʧــادرة عــʸال ʦف الأســهʚــʴادثــان ( 5نʴــا الʻل ʛهــʤॽɾ (7 )4) و  ʧʽʺॽʀʛــʱهʺــا الʽʢعʻ4) ف  
ــ(   4[  5و  ــ(   5) و 4لـ ) ســʤॽهʛ لʻــا الʴــادث  7, وعʻــʙما نʴــʚف الأســهʦ الʺʲʰʻقــة عــʧ ( ]) 7لـ
 )2 ) ʦقʛــه الــॽʢعʻ( 6) ف ʦقʛالــ ʚأخــǽ ȑʚالــ ʛــʽــادث الأخʴقــى الॼȄة  7) وȞॼــʷال ʚتأخــ ʥلʚــȃو (

 ). 9- 10الʺʛقʺة حʖʶ تʛتʖʽ الأنʢʷة فʽها, الȞʷل ( 

نقʨم ʶʴǼاب الʺʕشʛات الʜمॽʻة ونʳʶلها على الȞॼʷة مॼاشــʛة حʽــʘ نʳــʙ أنــه عʻــʙما نʹــع   - 2
= 0 0T    ʦॽʀʛــʱهــا فــي الʰʽتʛت ʖــʶح ʖــʶʴǽ لفــةʱʵʺادث الʨــʴال Șــʽقʴʱل ʧزمــ ʛــȞǼفــإن أ

 :ȑاوʶة وهي تǽاʙʰحادث ال ʧلاقاً مʢوان ʙيʙʳال  
) = Max (0+2) = 201+T0= Max (T1 T 
) = Max (0+1) = 102+T0= Max (T2 T 
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) = Max (0+5; 2+2,1+2) = 523+t2; T13+t1,T03+T0= Max (T3 T 
) = Max (5+6,1+7)=1124+t2,T34+t3= Max (T4 T 
) = Max (2+6; 5+2)= 8 35+t3,T15+t1= Max (T 5T 
) = Max (2+5,8+2) = 1056+t5,T16+t1= Max (T 6T 

) = Max (11+4; 8+5,10+4) = 1567+t6,T57+t5,T47+t4= Max (T 7T 
3 -  

  
 ) ʤل رقȜ9- 10ش(  

- 10ثــʦ نقــʨم بʶʱــʽʳل هــʚه الأزمʻــة فــي الȃʛــع الأʶǽــʛ لــʙوائʛ الʴــʨادث علــى الʷــȞل ( 
واحــʙة زمॽʻــة, ولʶʴــاب    15) الʶــابȘ, أȑ أن أȞǼــʛ مــʙة زمॽʻــة لإنʳــاز الʺʷــʛوع Ǽأكʺلــه هــي  9

15TTأقʸــى زمــʧ لʴʱقʽــȘ الʴــʨادث نʹـــع   77   ًلاقـــاʢــة انʻه الأزمʚــاب هــʶʴǼ أʙــʰون ,
  . 0pمʧ حادث الʻهاǽة حʱى نʸل إلى  

0)55;13;22(Min)tT,tT,tT(MinT

2)511;68;25(Min)tT,tT,tT(MinT

3)711,25(Min)tT,tT(MinT

5)28,611(Min)tT,tT(MinT

11)415(Min)tT(MinT

8)715(Min)tT(MinT

11)415(Min)tT(MinT

0330220110

1661551331

2442332

3553443

4774

5775

6776











 

  وȂن هʚه الأزمʻة هي الʺʳʶلة في الȃʛع الأʧʺǽ لʙوائʛ الʨʴادث. 
  أما Ǽالॼʶʻة لاحॽʱاʡي الʨʴادث حʰʶها مʧ العلاقة: 
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 )i:1,2,……..,7(  iii TTR   

  ونʳʶلها على الȞॼʷة مॼاشʛة وهي الأرقام الʱي في الȃʛع الأسفل. 

  ʧمʜــ ــي للـــ ــاʡي الؔلـــ ــاب الاحॽʱـــ ــى    ijrولʶʴـــ ــʙ علـــ ــʢة نعʱʺـــ ــة  لʺʱʵلـــــف الأنʷـــ   العلاقـــ
  ) فʙʳʻ أن: 9- 10( 

0628tTTr

1225tTTr

0505tTTr

2103tTTr

0202tTTr

151515

131313

030303

020202

010101







  

141015tTTr

07815tTTr

12811tTTr

041115tTTr

1258tTTr

06511tTTr

37111tTTr

2215tTTr

45211tTTr

676767

575757

565656

474747

353535

343434

242424

232323

161616












  

  وهي الأرقام الʺʳʶلة في أسفل الʛʶؔ ضʺʧ القʨسʧʽ وفʨق أسهʦ الȞॼʷة. 

  ʧʽȄʛالآخـــ ʧʽʽʡـــاॽʱة للاحॼـــʶʻالǼ أمـــاiJiJ rوr     ماʙـــʻوم عʙهʺـــا معـــʻأن ؗـــل م Ȏلاح فــ̒ـ
0riJولهʚا Ȟǽفي أن نʰʶʴهʺا للʴالات الʱي تʨؔن فʽها  ijr 0 =تʨؔن    :وهي  
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141015tTTr

02810tTTr

1258tTTr

37111tTTr

2215tTTr

35210tTTr

1225tTTr

0101tTTr

676767

565656

353535

242424

232323

161616

131313

020202










  

  وهي الأرقام الʺʳʶلة في أعلى الʛʶؔ ضʺʧ القʨسʧʽ وفʨق أسهʦ الȞॼʷة. 

iJrأما    :ȑاوʶأنها ت ʙʳʻف  
   
   
   
   
   
    1)258(,0Max)tTT(,0Maxr

1)7311(,0Max)tTT(,0Maxr

0)235(,0Max)tTT(,0Maxr

3)5210(,0Max)tTT(,0Maxr

1)225(,0Max)tTT(,0Maxr

0)101(,0Max)tTT(,0Maxr

353535

242424

232323

161616

131313

020202








  

   
    0)41115(,0Max)tTT(,0Maxr

0)2810(,0Max)TTT(,0Maxr

676767

565656




  

  وهي الأرقام الʺʳʶلة على ʧʽʺǽ الʛʶؔ ضʺʧ القʨسʧʽ فʨق أسهʦ الȞॼʷة. 
4 -   ʧ لʙʴʱيــʙ الʺʶــار الʴــʛج نقــʨم بʙʴʱيــʙ الأنʷــʢة الʛʴجــة انʢلاقــاً مــʧ حــادث الʙʰاǽــة مॼʱʱعـ̔ـ

 فʙʳʻ أن الأنʢʷة الʛʴجة هي:  ijr 0 =الأنʢʷة الʱي ʨȞǽن فʽها 

 )5,7 ) ,(4,7 ) ,(3,4 ) ,(1,5) ,(0,3) ,(0,1(  

وهي تȞʷل مʶارʧȄ حʛجʧʽ هʺــا الʺʷــار إلʽهʺــا Ǽأســهʦ مʹــاعفة, أمــا ॽʁǼــة الأنʷــʢة  
  فهي غʛʽ حʛجة لأن احॽʱاʡها الؔلي غʛʽ معʙوم. 

  

III -   :تحليل المخطط الشبكي من حيث التكلفة  
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  مʗرج الأنʠʵة:  - 1

ʻا   ـhـ ــʨن قـــــʙ حʶــ ــʙ أن نؔــ ijrثـــــijr    ʦو    ijrو    JRو    JTو    ǼJTعــ    ة  لʢـــــʷادث وأنʨــ ʴــ
  ʧمʜالــ ʨره الأفقــي هــʨــʴــاني، مॽرج بʙل مــȞة علــى شــȞॼــʷه الʚة هــʢــʷض أنʛعــǼ مʨة، نقــȞॼــʷال

) ʷǼــȌȄʛ يʰــʙأ مــʧ الʻقʢــة الʱــي  i,Jونʺʲــل ؗــل نʷــاOT   ) ȋ  0 =الــȑʚ مʰــʙؤه فــي الʻقʢــة  
، أȑ نʺʲــل ؗــل  Ij+ t i= T jtوʱʻȄهــي فــي الʻقʢــة الʱــي فاصــلʱها      i= T itفاصــلʱها الʜمॽʻــة  

  ȋــاʷʻال ʥة ذلــʙمــ ȑــاوʶǽ لــهʨʡ ȌȄʛــʷǼ ȋــاʷنiJt   ــة مقابʢنق ʧأ مــʙــʰȄو  Șــʽقʴʱل ʧزمــ ʛــȞǼلــة لأ
فـــي    ʽʴǼiـــʘ نʹــع    jو    Ǽ (iالــʙلʽلi.j  ʧʽ)، ونʛفــʛʡ Șفـــي ؗــل شـــȌȄʛ مʺʲــل لʷʻـــاi ) ȋ(   حادثــه 

ʰʽهــا فــʨق Ǽعʹــها مــj    ʧبʙايʱــه و  ʛؗʱم بʨة نقــʡʛه الأشــʚهــ Șʽــʶʻــا تʻى ل فــي نهاǽــه. وحʱــى يʶʱـ̒ـ
ــادث ( iالأســـفل إلـــى الأعلـــى وذلـــʥ حʶـــʖ تʜايـــʙ رقـــʦ الʴـــادث (  )،  j) ثـــʦ حʶـــʖ تʜايـــʙ رقـــʦ الʴـ

ونʳॽʱة لهʚا الاسʱعʛاض نʸʴــل علــى مــا ʶǽــʺى Ǽʺــʙرج الأنʷــʢة الــॽɾ ȑʚــه يʨʱضــع لʻــا ʡــʨل  
فاد مــʧ هــʚا الʺــʙرج فــي دراســة   مʙة ؗل نʷاȋ ومȞانه الॽʰʢعي في عʺلॽة تʻفʽــʚ الʺʷــʛوع، وʶȄـɦـ
ــʨق   ــʙ (فـ ــآن واحـ ــʚها Ǽـ ــȑʛʳॽ تʻفʽـ ــي سـ ــʢة الʱـ ــʚ الأنʷـ ــة لʻʱفʽـ ــة اللازمـ ــȄʛة أو الʺادǽـ ــʨارد الʷॼـ الʺـ

وȃالʱالي إعــادة تʨزȄــع تلــʥ الأنʷــʢة ʽʴǼــʘ لا تʢʱلــʖ مــʨارد أكʲــʛ مــʧ الʺــʨارد   ، Ǽعʹها Ǽعʹاً) 
ʱؔفي Ǽاســʙʵʱام الʺــʙرج لʨʱضــॽح فؔــʛة   الʺʱاحة، ومع أنʻا لʧ نʛʢʱق هʻا لʺʲل هʚه الʺʶائل وسـ̒ـ

ʺʲــال عل ـــ  ، الʻʺــʨذج الȄʛاضــي الـــȑʚ سʱʶʻعʛضــه لاحقـــاً  الʺــʙرجات نʛســـʦ مــʙرج الأنʷـــʢة    ى وؗ
  : الآتيللʺʲال الʶابȘ فʸʴʻل على الȞʷل  

  
  ) 10- 10( الȜʵل  
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ومــʧ هــʚا الʷــȞل يʱʹــح لʻــا أن هʻــاك إمȞانॽــة لʜحʜحــة أمــاكǼ ʧعــʠ الأنʷــʢة ؗʺــا أن هʻــاك  
إمȞانॽــة لʙʺʱيــʙها Ǽʺقــاديʛ معʻʽــة (Ǽʺقــاديʛ الأشــʡʛة الʺʻقʢــة) بــʙون أن يــʕثʛ ذلــʥ علــى الʺــʙة  

ـ̡ـل هــʚه الʜحʜحــة أو الʙʺʱيــʶǽ ʙــاعʙانʻا فــي إʳǽــاد    nTالʜمॽʻــة لإنʳــاز الʺʷــʛوع Ȟؗــل   . وȂن م
  ʧمــ ʠفــʵأو ت ʧــȞʺǽ وع أقــل مــاʛــʷʺعــل تؔلفــة الʳــي تʱة الʢــʷــع الأنॽʺʳة الʺلائʺــة لॽɻضــʨال

  اسʙʵʱامه للʺʨارد الȄʛʷॼة أو الʺادǽة... الخ. 

وسॽɾ ʘʴॼʻʺا يلي عʧ الʨʱضع الأمʲل للأنʷــʢة والــǽ ȑʚعʻʽʢــا أصــغʛ تؔلفــة مʺʻȞــة للʺʷــʛوع  
  : الآتॽة وذلʥ في الʴالات  

  . nTأصغʛ تؔلفة عʙʻما تʨؔن مʙة الʺʛʷوع مʙʴدة Ǽالʺʙة الʛʴجة   -أ
  . nTأكʛʰ مT  ʧأصغʛ تؔلفة عʙʻما تʨؔن مʙة الʺʛʷوع مʙʴدة ʙʺǼة   -ب 
وتؔــʨن مــʙد الأنʷــʢة    Tأصــغʛ تؔلفــة عʻــʙما تؔــʨن مــʙة الʺʷــʛوع مʴــʙدة بـــ   - ج

  عʨʷائॽة. 
 . Cأقʛʸ مʙة للʺʛʷوع عʙʻما تʨؔن الʱؔلفة مʙʴدة بـ  -د 

ــʗة   - 2 ــʦن مــ ــʗما تؒــ ــة عʹــ ــغʙ ؕلفــ ــي لأصــ ــʦذج الȂʙاضــ الʹʸــ
  : nTالʙʵʸوع مʗʲدة Ǻالʗʸة الʙʲجة للʙʵʸوع 

 ) ȋــاʷــة لؔــل نॽʻمʜة الʙض أن الʺــʛــʱفʻلi,J  :ȑــاوʶدة تʺامــاً وتʙــʴم (iJ= d iJt  
iJiJ(أو   tt  ( ،   ) ــادثʴال Șــʽقʴʱل ʧزمــ ʛــȞǼــاب أʶʴǼ اʻʺق ʥاءً على ذلʻȃوi  ʨوهــ (iT  

وأن    nTوتʨصلʻا إلى أن مʙة الʺʷــʛوع تʶــاوjT    ȑ) وهj  ʨوأʛȞǼ زمʧ لʴʱقȘʽ الʴادث ( 
  الأنʢʷة الʛʴجة أصʗʴॼ معلʨمة .....الخ. 

 ) ȋــاʷʻض أن تؔلفــة الʛــʱكʺــا نفi,J  دةʙــʴʺتــه الʙــل مʣ فــي (iJd    هــيiJC    هʚهــ ʧولؔــ
قʟ إذا مــʙدنا مــʙة تʻفʽــʚه أȑ أن     iJCالʱؔلفة تʜداد إذا أردنا الإســʛاع فــي تʻفʽــʚ ذلــʥ الʷʻــاȋ وتـ̒ـ

  ، وʧȞʺȄ الʱعʛʽʰ عʧ علاقʱهʺا ǼإحȐʙ العلاقiJt :ʧʽʱتʻʱاسʖ عʶȞا مع  

 )10 -17(  
iJ

iJ
iJ t

a
c   

 )10 -18(   0,0tc iJiJiJiJiJiJ   
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ولؔــʧ العلاقــة الأولــى لا تʸــلح لʺʶــائل الʛʰمʳــة الॽʢʵــة (لأنهــا مॽʻʴʻــة) لــʚلʥ فإنʻــا  
  ). 18- 10العلاقة الʲانॽة (  وفijt  Șمʛتʢॼة مع    iJcنعʛʰʱ أن  

ــا   ــه ʻʻȞʺǽـ ــي مـــا، إذن فإنـ ــȃʨʴة Ǽاحॽʱـــاʡي زمʻـ ــة مʸـ ــʛ الʛʴجـ ــʢة غʽـ ــا أن الأنʷـ ـ̋ ȃو
  ʛثʕون أن يــʙجــة بــʛʴال ʛــʽة غʢــʷالأن ʦــʤــة لʺعॽʻمʜة الʙالʺــ ʙيــʙʺʱي لʡــاॽʱا الاحʚام هــʙʵʱاســ

للʺʷــʛوع، وهــʚا مــا ǽقلــل مــʧ تؔلفــة تلــʥ الأنʷــʢة وȄقلــʟ مــnT    ʧذلــʥ علــى الʺــʙة الʛʴجــة  
  تؔلفة الʺʛʷوع Ȟؗل. 

  : الآتي وهʚȞا ʻʻȞʺǽا أن نॽʸغ الʺʶألة على الȞʷل  

ʢǽلـــʖ اســـʙʵʱام احॽʱـــاʡي الـــʜمʧ الʺʶʴـــʨب ضـــʺʧ الʷـــʛوȋ الʶـــاǼقة وضـــʺʧ الʺـــʙة  
للʸʴـــʨل علـــى مʢʵـــȌ مʲــالي لأنʷـــʢة الʺʷـــʛوع وʽʴȃـــʘ تؔـــʨن تؔلفـــة    nTالʛʴجــة للʺʷـــʛوع  

 .ʧȞʺǽ وع أقل ماʛʷʺال  

إن مʲــل هــʚا الʺʢʵــȌ الʺʲــالي ǽعʻــي أن نʳعــل معʤــʦ الأنʷــʢة حʛجــة، أȑ أنــه إذا  
  ȋـــاʷʻـــة الǽاʙـــة بʤʴـ̒ــا ل ʱʰثiT ،    ـــهʱـــة نهايʤʴفـــإن لJT    ʖـــʳȄلاً وʨهـــʳلاً مʨـــʴʱارهـــا مॼʱاع ʧـــȞʺǽ

وهʚا مــا Ȟʺǽــʧ تॽʰʢقــه علــى    ، ثابʱة   ॼnTقاء على  ال مع   ijtتʙʴيʙه ʘʽʴǼ يʕدȑ إلى تʺʙيʙ الʺʙة 
 .(ʧʽجʛح ʧʽحادث ʧʽي تقع بʱاء الʻʲʱاسǼ) جةʛʴال ʛʽة غʢʷع الأنॽʺج  

 ) ȋاʷʻة الʙأن م ʧم Șلʢʻونi,J :ȑاوʶت (  
 )10 -19(  tiJ = TJ - Ti 

لॽʺʳــع حــʨادث أȑ مʶــار    iT، وأن أȞǼــʛ زمــconst nT  ʧ =وأن    OT 0 =ومــʧ أن  
ʧ علــى مʶــار حــʛج)   حʛج يॼقى هʨ الآخʛ ثابʱاً وأن مʙة أȑ نʷــاȋ حــʛج (أو ؗــان ʛʡفــاه واقعـ̔ـ

  هي الأخȐʛ سॼʱقى ثابʱة. 
  ولهʚا نقʦʶ حʨادث وأنʢʷة الȞॼʷة إلى مʨʺʳعʧʽʱ هʺا: 

  :  Kالʦʸʱʸعة  

KPOوهي مʨʺʳعــة الʴــʨادث الʨاقعــة علــى مʶــار حــʛج. ومــʧ الʨاضــح هʻــا أن     
 ʥلʚ KPnوؗ  .  

  : Rالʦʸʱʸعة  

وهــي مʨʺʳعــة الأنʷــʢة الʱــي Ȟǽــʨن أحــʛʡ ʙفʽهــا علــى الأقــل غʽــʛ واقــع علــى مʶــار  
  هي:  Rحʛج: أȑ أن 
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   KJأوKi:J,iR   

  : الآتي وهʚȞا ʻʻȞʺǽا صॽاغة الʨʺʻذج الȄʛاضي لهʚه الʺʶألة على الȞʷل  

  : الآتي ʢǽلʖ إʳǽاد الʴل الǽ ȑʚعʻʽʢا أصغॽʀ ʛʺة لʱاǼع الهʙف  

 )10 -20(  
 

  
 

MinTTCL
RJ,i

iJiJiJ
RJ,i

iJ  


 

  ȋوʛʷال ʧʺة ضॽالآت :  
 )10 -21(    RJ,i:dTT iJiJ   

 )10 -22(  KJ:constTT JJ   

 )10 -23(  TO = 0 
Tn = const 

  والʛʷوȋ الفʛدǽة: 
 )10 -24(  0TJ   

  (ʝؔلʰʺــʶال ʖــʶح) لــهʴǼ مʨما نقــʙــʻة، وعॽʢʵة الʳمʛʰنʺاذج ال ʧم ȑذج عادʨʺن ʨوه
ـɦـي تعʻʽʢــا  n………T 2T 1T-1نʸʴــل علــى ʀــʦॽ للʺʴʱــʨلات الʺʳهʨلــة (  الʁــʦॽ الʙʳيــʙة  ) ال

 ʛȞǼج  لأʛار حʶواقع على م ʛʽلؔل حادث غ ʧو زم .ʧȞʺǽ وع أقل ماʛʷʺن تؔلفة الʨؔت ʘʽʴȃ  

  ʧــȞʺǽ ــيʱــات الʢʢʵʺال ʧ وهــʚا مــا ǽعʻʽʢــا الʺʢʵــȌ الʺʲــالي ذا الʱؔلفــة الــʙنॽا مــʧ بـ̔ـ
  . nTتʻفʚʽها ضʺʧ الʺʙة الʺʙʴدة Ǽالʺʙة الʛʴجة  

صــغʙ تؒلفــة عʹــʗما تʲــʗد مʗتــه ʸǺــʗة  الʹʦʸذج الȂʙاضي لأ  - 3
T   ʖʻح)T   ʥم ʙʮأكnT :(  

لʻفʱــʛض أن الʺــʙة الʛʴجــة للʺʷــʛوع قــʙ حʶــʗʰ ضــʺʧ الʷــʛوȋ الʱــي تعʰʱــʛ أن مــʙة  
 ) ȋــاʷن ȑأi,J  ارʙالʺقــǼ دةʙــʴم (Ijd    ȑــاوʶت ʗانــ ونȄʛــʙ الآن أن نʳــʙ الʺʢʵــȌ الʺʲــالي    nTوؗ

  . Tذا الʱؔلفة الʙنॽا والȑʚ يʦʱ تʻفʚʽه ضʺʧ مʙة زمॽʻة 

  وما هʚه الʺʶألة إلا تعʺʦॽ للʺʶألة الʶاǼقة. ولʻؔها تʱʵلف عʻها Ǽʺا يلي: 
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ʳǽــʨز لʻـــا أن نʸʱــʛف Ǽالʺـــʙة الʜمॽʻــة لॽʺʳـــع الأنʷــʢة Ǽʺـــا فʽهــا الأنʷـــʢة الʛʴجـــة،  
ــاوȄة للʺـــــʙة الʺʴـــــʙدة مʶـــــॼقاً وهـــــي   ــʷǼ ʧـــــȋʛ أن تॼقـــــى مـــــʙة الʺʷـــــʛوع مʶــ ، وȂذا رمʜنـــــا  Tولؔــ

  : الآتي فإن تاǼع الهʙف ǽأخʚ الȞʷل   Uلʺʨʺʳعة أنʢʷة الȞॼʷة بـ 

 )10 -25(    
 

MinTTL
uJ,i

iJiJiJ  


 

ـyــʛ علـــى   ʱتق ʙتعـــ ʦأنهـــا لـــ ʘـ̔ــ ــا ؗانـــʗ علॽـــه، ح ـ̋ ـyــॼح أعقـــʙ م ʱـــة فॽʢʵال ȋوʛـ̫ــ أمـــا ال
  Ǽعʠ الأنʢʷة وأصʗʴॼ تʷʺل جʺॽع الأنʢʷة في الȞॼʷة Ǽʺا فʽها الأنʢʷة الʛʴجة نفʶها. 

  : الآتي وهʚȞا نʙʳ أن الʛʷوȋ الॽʢʵة تأخʚ الȞʷل  
 )10 -26(    UJ,i:dTT iJiJ   

 )10 -27(  TO = 0 
Tn = T 

 )10 -28(  
0TJ   

وعʻــʙما نʴلــه ȄʛʢǼقــة    ، وهــʨ أǽʹــاً ǽعʰʱــʛ نʺʨذجــاً عادǽــاً مــʧ نʺــاذج الʛʰمʳــة الॽʢʵــة 
  ʧــȞʺǽ ــيʱــات الʢʢʵʺال ʧ الʶــʺʰلʝؔ نʸʴــل علــى الʺʢʵــȌ الʺʲــالي ذȑ الʱؔلفــة الــʙنॽا مــʧ بـ̔ـ

 ̋   . ʙTدة  ɹ وضعها وتʻفʚʽها خلال مʙة لا تʳʱاوز الʺʙة ال

  : ) 2(   مʰال 
  ʧــه ؗــل مــॽɾ اʻ وحــʙدنا    nTو    JTلʻأخــʚ معॽʢــات الʺʲــال الʶــابȘ والــʻؗ ȑʚــا قــʙ حʶـhـ

، لʻفʱــʛض الآن Ǽأنʻــا نȄʛــʙ أن نʳــT nT  ʙ =7 15 =الأنʷــʢة الʛʴجــة .....الــخ، ووجــʙنا أن  
ــالي لهـــʚا الʺʲـــال ʽʴǼـــʘ يـــʦʱ تʻفʽـــʚه فـــي مـــʙة     ، وȃأقـــل تؔلفـــة مʺʻȞـــة   T = 25الʺʢʵـــȌ الʺʲـ

  : الآتॽة ولʻفʛʱض أن تؔلفة ؗل نʷاॽɾ ȋه مʛتʢॼة مع مʙته وفȘ العلاقات  
C15 = -t15 + 80 C01 = -10 t01 + 200 
C35 = -5t35 + 120 C02 = -3t02 + 40 
C16 = -2t16 + 60 C03 = -5t03 + 150 
C56 = -5t56 + 50 C13 = -2t13 + 70 

C47 = -9t47 + 180 C23 = -6t23 + 170 
C57 = -5t57 + 140 C34 = -2t34 + 90 

C67 = -9t67 + 200 C24 = -4t24 + 140 
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  : الʴل 

 Tلأن مــʙة الʺʷــʛوع الʺقʛʱحــه    - ج   - أن هــʚا الʺʲــال يʰʢʻــȘ علــى الʴالــة   مــʧ الʨاضــح 

وعʻــʙ حʶــاب تؔلفʱــه وفقــاً للʺــʙد الʜمॽʻــة الʺʴــʙدة علــى    ، nT 15 =أكʛʰ مʧ مʙتــه الʛʴجــة    25 =
  الʺʶألة ؗʺا يلي: ॽʸغ  ، ون 1467تʶاوȑ  نʙʳ أنها الȞॼʷة وللʺعادلات الʶاǼقة  

) الʱــي تعʻʽʢــا أصــغʛ تؔلفــة  ʢǽ6, T5, T4, T3, T2, T1Tلʖ إʳǽاد ʦॽʀ الʺʨʴʱلات ( 
  : الآتي أو ॽʀʺة لʱاǼع الهʙف  

 
 




UJ,i

iJiJiJ MintL  

، فإنــه لʨقʺʻــا بʱعــʠȄʨ هــʚه  OT = 25 , T 0 =وأن    iT – J= T iJtولؔــǼ ʧʺــا أن  
  الʦॽʁ في تاǼع الهʙف والʛʷوȋ لʨجʙنا أن الʺʶألة تॼʸح ؗʺا يلي: 

  ʢǽلʖ إʳǽاد الʴل الǽ ȑʚعʻʽʢا أصغॽʀ ʛʺة للʱاǼع: 

L = -5T1+ 7T2 – 6T3+ 3T4+ 4T5+ 2T6+ 115 → Min 

  ȋوʛʷال ʧʺالآتي ض :  
T5 – T1 ≥ 6 T1 ≥  2 
T5 – T3 ≥  2 T2 ≥  1 
T6 – T1 ≥  5 T3 ≥  5 

T6 – T5 ≥  2 T3 – T1 ≥  2 
25 – T4 ≥  4 T3 – T2 ≥  2 
25 – T5 ≥  7 T4 – T3 ≥  6 
25 – T6 ≥  4 T4 – T2 ≥  7 

  ȋوʛʷ0وال ≥ JT 

وʻʻȞʺȄا تʠॽɿʵ عــʙد الʷــʛوȋ الॽʢʵــة Ǽــالʵʱلʟ مــʧ الʺʛʱاجʴــات الʱــي تʴــȑʨ علــى  
  : الآتॽة مʨʴʱل واحʙ (الʲلاثة الأولى والʲلاثة الأخʛʽة) وذلǼ ʥإجʛاء الȄʨʴʱلات  

t3 = T3 – 5 t2 = T2 – 1 t1 = T1 – 2 
t6 = 21 -  T6 t5 = 18 -  T5 t4 = 21 -  T4 

0tومــʧ الʺلاحــȎ مــʧ هــʚه الفʛضــॽات أن:  i      فــي ʦॽــʁه الʚهــ ʠȄʨعــʱــا بʻʺذا قȂو
  : الآتي تاǼع الهʙف وفي الʛʷوȋ الʶاǼقة فإنʻا نʸʴل على الʨʺʻذج الʺȞافئ  

L = -5t1 +7t2 - 6t3 - 3t4 - 4t5 - 2t6 + 1259 
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  ضʺʧ الʛʷوȋ الʱالॽة: 
- t5 – t1 + 10 ≥  0 t3 – t1 + 1 ≥  0 
- t5 – t3 + 11 ≥  0 t3 – t2 + 2 ≥ 0 
- t6 – t1 + 14 ≥  0 - t4 – t3 + 10 ≥  0 
- t6 + t5 + 1 ≥  0 - t4 – t2 + 13 ≥  0 

  ȋوʛʷ0والt J   

لــʚلȄʛʡ ،    ʥقــة الʶــʺʰلʝؔ   بʨســاʡة ولإʳǽــاد الʴــل الʺʲــالي لهــʚا الʻʺــʨذج الʢʵــي نʴلــه  
ثــʦ نقــʨم Ǽإدخــال ثʺانॽــة مʴʱــʨلات إضــاॽɾة علــى الʺʛʱاجʴــات   ≥ نʨʴل الʺʛʱاجʴات إلــى الʷــȞل 

نʴــʨل تــاǼع الهــʙف إلــى اكʰــॽʀ ʛʺــة ॽɾأخــʚ الʻʺــʨذج الʷــȞل  و   ،   y 2y 1y ……8الʙʳيــʙة وهــي  
  : الآتي 

Z + 1259 = 5t1 - 7t2 + 6t3 + 3t4 +  4t5 + 2t6 →Max 

  : ضʺʧ الʛʷوȋ الʱالॽة 
t1 + t5 + y5 = 10 t1 – t3 + y1 = 1 

t3 + t5 + y6 = 11 t2 – t3 + y2 = 2 
t1 + t6 + y7 = 14 t3 + t4 + y3 = 10 
- t5 + t6 + y8 = 1 t2 + t4 + y4 = 13 

  ȋوʛʷ0والt J   

  نʹع هʚه الʺعادلات في جʙول الʰʺʶلʝؔ الʺعʙل الʱالي: 

ʕابʦʰال t6 t5 t4 t3 t2 t1 
 الʦʲʯʸلات

 الʸعادلات
1 0 0 0 -1 0 1 y1 
2 0 0 0 -1 1 0 y2 

10 0 0 1 1 0 0 y3 

13 0 0 1 0 1 0 y4 

10 0 1 0 0 0 1 y5 

11 0 1 0 1 0 0 y6 

14 1 0 0 0 0 1 y7 

1 1 -1 0 0 0 0 y8 

Z+ 1259 2 4 3 6 -7 5 فʙع الهǼتا 
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ـــ ( ــʨ الــ ــʛ هــ ــʛʢ الأخʽــ ــي الʶــ ــʖ فــ ــʛ مʨجــ ــʛ عʸʻــ ــة أن أكʰــ ــل 6وȃʺلاحʤــ   ) الʺقابــ
مــʧ جــʛاء تقʶــʦॽ عʻاصــʛ عʺــʨد  هــʨ عʺــʨد الارتؔــاز وʶʴȃــاب  3tإذن Ȟǽــʨن عʺــʨد  3tلـــ 

نʳــʙ أن عʸʻــʛ الارتؔــاز ســʨȞॽن  ،الʨʲابــʗ علــى عʻاصــʛ عʺــʨد الارتؔــاز واخॽʱــار أصــغʛها
) ʛــʸʻالع ʨيل 1هــʙــʰʱم بʨنقــ ʥلʚلــ .ʘالــʲد الʨوالعʺــ ʘالــʲال ʛʢــʶ3) فــي الt  3بـــy  ــلʸʴʻف
  :الآتي على الʙʳول  

ʕابʦʰال t6 t5 t4 y3 t2 t1 
 الʦʲʯʸلات

 الʸعادلات
11 0 0 1 1 0 1 y1 
12 0 0 1 1 1 0 y2 

10 0 0 1 1 0 0 t3 

13 0 0 1 0 1 0 y4 

10 0 1 0 0 0 1 y5 

1 0 1 -1 -1 0 0 y6 

14 1 0 0 0 0 1 y7 

1 1 -1 0 0 0 0 y8 

Z+ 1199 2 4 -3 -6 -7 5 فʙع الهǼتا 

إذن    1t) الʺقابــل لـــ  5وȃʺلاحʤة أن اكʛʰ عʛʸʻ مʨجʖ في الʛʢʶ الأخʽــʛ هــʨ الـــ ( 
هــʨ عʺــʨد الارتؔــاز، ومــʧ جــʛاء تقʶــʦॽ عʻاصــʛ عʺــʨد الʨʲابــʗ علــى عʻاصــȞǽ1t    ʛــʨن عʺــʨد  

 ) ʛــʸʻالع ʨالارتؔــاز هــ ʛــʸʻأن ع ʙــʳها نʛــار أصــغॽʱد الأول واخʨʺ1الع  ʛʢــʶاقــع فــي الʨال (
  : الآتي الʵامʝ نقʨم Ǽإجʛاء الʶʴاǼات فʸʴʻل على الʙʳول  

ʕابʦʰال t6 t5 t4 y3 t2 y5 
 الʦʲʯʸلات

 الʸعادلات
1 0 -1 1 1 0 -1 y1 
12 0 0 1 1 1 0 y2 

10 0 0 1 1 0 0 t3 

13 0 0 1 0 1 0 y4 

10 0 1 0 0 0 1 t1 

1 0 1 -1 -1 0 0 y6 

14 1 -1 0 0 0 -1 y7 

1 1 -1 0 0 0 0 y8 

Z+ 1149 2 -1 -3 -6 -7 -5 فʙع الهǼتا 
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) ʛــʸʻالع ʨهــ ʛــʽالأخ ʛʢــʶقــي فــي الǼ ȑʚالــ ʖجــʨʺال ʛــʸʻــة أن العʤلاحʺȃ2و (
 6tتʰــʙيل ) فــي الʶــʛʢ الʲــامʧ وȃــإجʛاء 1نʳــʙ أن عʸʻــʛ الارتؔــاز هــʨ (  ومʻه  ،6tالʺقابل لـ  

  نʸʴل على الʙʳول الʱالي:  الʶʴاǼاتوȃع8y   ʙمع 

ʕابʦʰال y8 t5 t4 y3 t2 y5 
 الʦʲʯʸلات

 الʸعادلات
1 0 -1 1 1 0 0 y1 
12 0 0 1 1 1 0 y2 

10 0 0 1 1 0 0 t3 

13 0 0 1 0 1 0 y4 

10 0 1 0 0 0 1 t1 

1 0 1 -1 -1 0 0 y6 

13 -1 0 0 0 0 0 Y7 

1 1 -1 0 0 0 0 t6 

Z+ 1147 -2 +1 -3 -6 -7 -5 فʙع الهǼتا 

وȃعــʙ تʙʴيــʙ عʸʻــ5t،  ʛ) الʺقابــل لـــ 1عʸʻــʛ مʨجــʖ هــʣ) ʨهــʛ  نــه  أنلاحȎ    وهʻا
  :الآتي الʙʳيʻ  ʙاصʛ الʙʳول  عالارتؔاز الʺʷار إلॽه نقʨم ʶʴǼاب  

ʕابʦʰال y8 y6 t4 y3 t2 y5 

 الʦʲʯʸلات
 الʸعادلات

2 0 1 0 0 0 0 y1 

12 0 0 1 1 1 0 y2 

10 0 0 1 1 0 0 t3 

13 0 0 1 0 1 0 y4 

9 0 -1 1 1 0 1 t1 

1 0 1 -1 -1 0 0 t5 

13 -1 0 0 0 0 0 y7 

2 1 1 -1 -1 0 0 t6 

Z+ 1146 -2 -1 -2 -5 -7 -5 فʙع الهǼتا 

 وʚȃلʨȞǽ ʥن قʙ تʨصلʻا إلى الʴل الʺʲالي الʺʢلʨب ونʸʴل علॽه بʨضع:

t2 = t4 = y3 = y5 = y6 = y8 = 0 

:ȑاوʶت Ȑʛلات الأخʨʴʱʺا أن الʻʽʢعǽ اʚوه 

= 137= 13,  y4 = 12,  y2 = 2,   y1 = 2,   y 6= 1,   t 5= 10,   t 3= 9,   t 1t  
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:ʨالي هʲʺل الʴأن ال ʙʳها نʻوم  
= 2 6= 1,   t5 = 0,   t 4=10,   t 3=0,   t 2= 9,   t 1t  

 نʰʶʴها مZ :ʧوهǽ ʨعʻʽʢا ॽʀʺة أكʛʰ للʱاǼع  

1146L1146LZ01146Z   

ومʧ هʚا الʴل ومʧ الفʛضॽات الʶاǼقة نʳــʙ أن أȞǼــʛ زمــʧ لʴــʨادث الʷــȞॼة أصــॼح 
:ȑاوʶǽ  

= 19 6= 17,    T 5= 21,    T 4= 15,    T 3= 1,    T2 = 11,    T 1T  

، وهȞــʚا نʳــ257T ʙ=فهــي مʴــʙدة مʻــʚ الʙʰاǽــة (كʷــȋʛ للʺʶــألة) وتʶــاو7T  ȑأمــا 
أن تʺʙيــʙأ معʻʽــاً لʺــʙة الʺʷــʛوع ولʺــʙد الأنʷــʢة ॽɾــه أدȐ إلــى إنقــاص تؔلفــة الʺʷــʛوع حʱــى 

  ʗ1146بلغ   ʧلاً مʙ1467ب. 

ॽʢع رســʦ مــʙرج لأنʷــʢة الʷــȞॼة نʶʴــʖ الʺــʙد الʙʳيــʙة لأنʷــʢة الʷــȞॼة  وحʱــى نʶـɦـ
  فʙʳʻ أن:

= 20 2T-4= T 24t  
= 6 3T-4= T 34t 
= 2 3T-5= T 35t 
= 4 4T-7= T 47t 
= 2 5T-6= T 56t 
= 8 5T-7= T 57t 
= 6 6T-7= T 67t 

=110 T-1= T 01t  
=1 0T-2= T 02t 
=15 0T-3= T 03t 
=4 1T-3= T 13t  
=6 1T-5= T 15t 
= 8 1T-6= T16 t 
= 142 T-3= T 23t 

  هʨ الʺȌʢʵ الʱالي:  7T 25 =أȑ أن الʺȌʢʵ الʺʲالي لأصغʛ تؔلفة عʙʻما   

  
  ) Ȝʵ10-11ل رقʤ (ال
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 Ȍـــʢʵʺأن ال ȑــة, أ ــʗʴॼ حʛجـ ــʚه الʷـــȞॼة أصـ ــʢة هـ ــح أن جʺॽـــع أنʷـ ــʧ الʨاضـ ومـ
  الȞॼʷي أصॼح مʢʢʵاً صلॼاً.

ــʙرج  ــى الʺـ ــل علـ ــʛ فʸʴʻـ ــȌ الأخʽـ ــʚا الʺʢʵـ ــʢة هـ ــʙرج لأنʷـ ــʦ مـ قʨم الآن بʛسـ ـ̒ـ وسـ
) ʦل رقȞʷعلى ال ʧʽʰʺ12-10ال.(  

  
  ) Ȝʵ10-12ل رقʤ (ال

ــʙما  Ș عʻـ ـhـ ــا سـ ــاً عʺـ ــاً تʺامـ ــاً مʱʵلفـ ــʡ ʚاǼعـ ــألة تأخـ ــʚه الʺʶـ ــى أن هـ ــʛʽ إلـ ــʛاً نʷـ وأخʽـ
ونʱــʛك أمــʛ الʴॼــ15nT < T  ʘ =نȋʛʱʷ أن تʨؔن مʙة الʺʛʷوع أصغʛ مــʧ الʺــʙة الʛʴجــة 

فʝ الʺʲــال للقــارȏ, علʺــاً Ǽــأن مʲــل هــʚه الʴالــة قــʙ تؔــʨن  عــʧ الʴــل الʺʲــالي لهــʚه الʴالــة ولـ̒ـ
  غʛʽ قابلة للʴل.
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تمرينات 
 

 :الآتيةأوجد المسار الحرج للشبكات  - 1
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  تمرينات 
 

 :الآتॽة أوجʙ الʺʶار الʛʴج للȞॼʷات   -1
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 :الآتॽة أوجʙ الʺȌʢʵ الȞॼʷي ذا الʱؔلفة الʸغȐʛ لإنʳاز الȞॼʷة   -2

  
  

  
  
  
  

مʛتʢॼــة  iJCوȃفʛض أن تؔلفــة الأنʷــʢة   nTوذلʥ خلال مʙة تʶاوȑ الʺʙة الʛʴجة  
  مع مʙدها الʜمॽʻة وفȘ العلاقة:

5t
Ji

i
C iJiJ 




  

3-   ʙدة.أعʙʴة مʙم ʧʺض ʚʽفʻʱن الʨȞǽ قة على أنǼاʶألة الʶʺال ʝنف 

 :الآتॽة أوجʙ الʺȌʢʵ ذا الʱؔلفة الʸغȐʛ لإنʳاز الȞॼʷة   -4

  
  
  
  
 

  
  
  

وȃفــʛض أن تؔلفــة الأنʷــʢة مʛتʢॼــة مــع  T = 18وذلــʥ ضــʺʧ مــʙة زمॽʻــة مʴــʙدة 
  :الآتॽة مʙدها الʜمॽʻة Ǽالعلاقة  
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10t
Ji

1
C iJiJ 




  

 ʘــʽن إحi,J  لا الأنʷـــʢة الʛʴجــة وغʽـــʛ الʛʴجــة الʱـــي ســʙʱخل فـــي هʺــا دلʽـــل دلــ̔
  الʨʺʻذج الȄʛاضي لهʚه الʺʶألة.

 :الآتॽة أوجʙ الʺȌʢʵ ذȑ الʱؔلفة الʸغȐʛ لإنʳاز الȞॼʷة   -5

 

  
  
  
  
  
  
  

مʛتʢॼــة  iJC, وȃفــʛض أن تؔلفــة الأنʷــʢة nTوذلــʥ فــي مــʙة تʶــاوȑ الʺــʙة الʛʴجــة 
  وفȘ العلاقة:مع مʙدها الʜمॽʻة  

6t
Ji

2
C iJiJ 


  

  هʺا دلʽلا الأنʢʷة غʛʽ الʛʴجة والʱي ʧȞʺǽ تʙʴيʙ مʙدها الʜمॽʻة.   jو    iحʘʽ أن 
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ʙʻل صغʚʹاء مʹʮة لʠʵول الأنʗج 

  اسʤ الʹʵاȉ  حادث انʠلاقه  حادث اسʯقʙاره  الأنʠʵة الʴاǺقة  الأنʠʵة اللاحقة  فʘʻ مʗة الʯʹ  الؒلفة 

01C 01t )1,2 (  -  1  0p  ةʸخʛل على الʨʸʴال  

12C 12t )2,4)(2,3 (  )0,1 (  2  1  الأساس ʛحف  

23C 23t -  )1,2 (  3  2   ȑارʳʺال ʙيʙʺت  

24C 24t )4,5 (  )1,2 (  4  2   ȑارʳʺال ʦॽɺʙت  

45C 45t )5,6 (  )2,4 (  5  4   ةʙʺإقامة الأع  

56C 56t )6,7 (  )4,5 (  6  5  ʽʷرانتʙʳال ʙʽ  

45C 45t )7,10( )7,9(  )7,8 (  )4,5 (  7  5   ʧȞʶال ʖإقامة قال  

67C 67t )7,10( )7,9(  )7,8 (  )5,6 (  7  6  حʢʶال ʖȞس  

68C 78t -  )6,7 (  8  7   اءȃʛة الؔهȞॼش ʙيʙʺت  

69C 79t )10-9 (  )5,6 (  9  7   اهॽʺة الȞॼش ʙيʙʺت  

610C 710t )11-10 (  )7,9 (  10  7   ابʨوالأب ʚافʨʻال ʖʽ ʛؗت  

910C 910t )11-10 (  )7,9 (  10  9   ةॽردم الأرض  

10,11C 10,11t )12-11 (  )7,10)(0,10 (  11  10  رانʙʳال ʝॽʰتل  

11,12C 11,12t )13-12 (  )10,11 (  12  11   الأرض Ȍॽلʰت  

12,13C 12,13t -  )11,12 (  13  12  لʜʻʺدهان ال  
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  الفصل الحادي عشر 
  سياقات بواسون وماركوف

  

العʙيـــʙ مـــʧ الʶـــॽاقات العʷـــʨائॽة الʱـــي Ȟʺǽـــʧ إن تʢـــʨر الʶـــॽاقات أدȐ إلـــى ʣهـــʨر 
  ʗʴاع, ؗالآجʺعها تʨات أو الأنॽʺʶʱال ʧد مʙتي:ع  

  سॽاقات (بʨاسʨن). -1
ʨف). -2   سॽاقات (مارؗ
 سॽاقات (غاوص). -3

 ).فʛʻʽ –بʛاون  سॽاقات ( -4

  الॽʶاقات الʺʱفʛعة. -5

ـؗـل واحـــʙ مـــʧ هـــʚه   ـ̔ــʛة مـــʧ    الأنـــʨاع و ʰؗ عـــةʨʺʳـ̫ــʺل م ǽ ــي لهـــا  الɦـ ـ̫ــʨائॽة ال ـʁــॽاقات الع
 ʟائʸها   خʛʽغ ʧها عʛʽار  غʸʱاخǼ اولʴʻاقات وهي: . وسॽʶه الʚه ʠعǼ ضʛعʱʶأن ن  

  

  سياقات بواسون:
 ʨن هـــʨاســـʨاق بॽــ ʺʛار الʺʻقʢعـــة مـــʧ الʴـــʨادث العʷـــʨائॽة  تॽـــارإن سـ ɦاســـǼ اردʨـــʱي

وتʶــʳل حʨادثــه ʶʴǼــʖ تʨاردهــا، وأفʹــل مʲــال علــى ذلــʥ الʺȞالʺــات الهاتॽɿــة الــʨاردة علــى 
ــʜ الهـــاتف،  ʛؗـــة أو مॽائȃʛـــة ؗهॼʺفـــي ل ʖجـــʨʺال ʖـــʢالق ʧقـــة عـــʲʰʻʺونـــات الʛʱؔل الال أو ســ̔ـ

  .الʻاتʳة عʧ تʴلل مادة مʷعة أو تʨارد الʻاس على ʡلʖ الʙʵمات ....الخ αجʜئॽات  

ʃȂʙن: تعʦاسʦاق بॻس  
  :الآتॽة ǽعʛف سॽاق بʨاسʨن Ǽأنه أȑ سॽاق تʸʱف حʨادثه Ǽالʨʵاص  
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  الʱʯانʛ والانʢʯام:

فــإن احʱʺــال أن  0tوʙȃايʱــه  ʨʡtلــه  t ] 0, t0[ t +أȑ أنــه إذا أخــʚنا أȑ مʳــال 
  (حʽــــــk  ʘمʶــــــاوȄا لـــــــ Ȟǽــــــʨن عــــــʙد الʴــــــʨادث الʱــــــي Ȟʺǽــــــʧ أن تقــــــع ضــــــʺʧ هــــــʚا الʺʳــــــال 

= 0,1,2, . . . . k(،    الʳʺل الʨʢǼ Ȍفق Șعلʱيt    هʱايʙʰب Șعلʱ0ولا يt.  

حادثــاً فــي  kوعʙʻما Ȟǽــʨن هــʚا الʷــȋʛ مʴققــاً فإنʻــا ســʛʻمʜ إلــى احʱʺــال أن ʴǽــʙث 
  :غʛʽ سالʖ وأن kP(t)، ومʧ الʨاضح هʻا أنǼ(t)kPالʛمt   ʜالʺʳال الʨʡ ȑʚله 







0k

k 1)t(P  

ʱʻج أن  Ș نʶــɦـ ــالʧʽ لهʺـــا الʢـــʨل  kP(t)مʺـــا ســhـ ــॼة إلـــى مʳـ  Ȟǽtـــʨن مʶʱـــاوȄاً Ǽالʶʻـ
  نفʶه، ولهʚا ʶǽʺى الॽʶاق سॽاقاً مʳʱانʶاً أو مʤʱʻʺاً.

  الاسʯقلال:

  :الآتॽة إذا أخʚنا اللʤʴات الʜمॽʻة  
m. . . < t 3< t 2< t 1< t 0t  

  :الآتॽة وأخʚنا الفʛʱات غʛʽ الʺʱقاʡعة  
]m, t1-m[ . . . [t3, t2[, [t2, t1[, [t1, t0[t  

  ورمʜنا إلى عʙد الʨʴادث الʱي ʧȞʺǽ أن تقع في ؗل مʻها Ǽالʛمʨز:
m, . . . . . k3, k2, k1k  

  ʘʽ2 ,1 ,0 :  :نإح, . . . .jk.  

Ǽعʹــها Ǽعʹــاً، وهــʚا ǽعʻــي  عʧ تʨؔن مʨʴʱلات عʨʷائॽة ومʱʶقلة  jkفإن الؔʺॽات  
أن الॽʶاق الȑʚ يʸʱف بهــʚه الʵاصــة لا ʶǽــʺح Ǽــأن تــʕثʛ أو تʱــأثʛ احʱʺــالات حــʨادث فʱــʛة 

  عʙم حʙوث حʨادث فʛʱة مʳاورة لها، وʨȞȄن لʙيʻا:  ما ʙʴǼوث أو
) ………..  3) . P(k2P(k ) .1k) = P(3k ∩ 2k ∩ 1P(k 

  ،ʧʽعʡقــاʱم ʛــʽغ ʧʽــالʳم ȑاق فــي أॽــʶال ʦॽــʀ قلال إن هʚه الʵاصة تʙؗʕ اسـɦـ
كʺا أن الʵاصة الأولى تʙؗʕ ثॼات قانʨن الʨʱزȄع الاحʱʺالي في الʺʳــالات الʺʶʱــاوȄة  

  الʨʢل. 
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  الاعॻʯادǻة:

 tهʨ احʱʺال أن ʙʴǽث أكʛʲ مــʧ حــادثʧʽ فــي مʳــال ʨʡلــه  t((إذا افʛʱضʻا أن 
  أȑ أن:

)11-1 ( ...)t(p)t(p)t( 32   

وȃʺا أن  





k

k 1tp  :نʨȞॽɾ  

)11-1 ( )t(p)t(p1)t( 10   
  فإن:

)11-2 ( 
0t

0
t

)t(





  

ʸǽـــॼح صـــغʛʽاً مـــt(  ʧ(صـــغʛʽاً ʷǼـــȞل لا نهـــائي فـــإن  tعʻـــʙما ʸǽـــॼح  أȑ أنـــه
مʛتॼـــة أعلـــى، وهـــʚا ǽعʻـــي أن احʱʺـــال أʴǽ ȑـــʙث حادثـــان أو أكʲـــʛ فـــي مʳـــال صـــغʛʽ جـــʙاً 

.ʛفʸال ȑاوʶǽ  

  الʯʹاسʔ الاحʸʯالي:

يʻʱاســt  ʖوهــʨ أن Ȟǽــʨن احʱʺــال وجــʨد حــادث واحــʙ فــي مʳــال صــغʛʽ جــʙاً ʨʡلــه 
  وॼɻȃارة أخʨȞǽ Ȑʛن: tتقॼȄʛاً مع 

)11-3 ( 0:
t

)t(P

0t

1 


  

  اسʙʳʯاج قانʦن الʦʯزȂع لॻʴاقات بʦاسʦن:

الʱــي Ȟʺǽــʛk    ʧهʧ علــى أن عــʙد الʴــʨادث  h انʢلاقــاً مــʧ الʵــʨاص الأرȃــع الʶــاǼقة س ــ̒
  ʵǽʹع لʨʱزȄع بʨاسʨن الʺعʛوف، أȑ سʛʰʻهʧ على أن:  tأن تʤهʛ في أȑ مʳال ʨʡله  

)11-4 ( 
t

!

k

k e.
k

)t(
)t(p 
  
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لـــʚلʥ نعʢـــي الʺʳـــال  ،[t,0]نʶʴـــʖ أولاً احʱʺـــال ألا ǽقـــع أȑ حـــادث فـــي الʺʳـــال 
احʱʺــال عــʙم وقــʨع حــادث فــي أt) (t + 0P  ȑولʖʶʴʻ الاحʱʺــال  ،t الʶابȘ تʜايʙاً قʙره 

  . [t +  t ,0]الʺʳال  

مʕلــف مــʧ الʺʳــالʧʽ غʽــʛ الʺʱقــاʡعʧʽ    [t +  t ,0]مــʧ الʨاضــح أن الʺʳــال  
[0, t[    و[t, t +  t] ،    حــادث فــي ȑقــع أǽ ــال ألاʺʱــة فــإن احॽانʲاصــة الʵال ʖــʶʴȃو

[0, t +  t]    :ȑاوʶǽ  
)11-5 ( t)  ( 0(t) P 0t) = P (t +  0P 

  نʙʳ أن:  )1-11(مʧ العلاقة  
)11-6 (  t)  (  - t) ( 1P -t) = 1 (  0P 

ــة ــة والعلاقـ ــة الʛاǼعـ ــى الʵاصـ ــاداً علـ ــة  )3-11( اعʱʺـ ــا ʱؗاǼـ ــه ʻʻȞʺǽـ ــʙ أنـ  (1P(نʳـ
  :الآتيعلى الȞʷل  

)11-7 ( t  ) 1+  t) = ( (  1P  

  :الآتيعلى الȞʷل    t((نʙʳ أنه ʻʻȞʺǽا أن نʖʱؔ    )2-11(ومʧ العلاقة  
)11-8 ( t   2t) =  (    

وȃــالʱعʠȄʨ فــي العلاقــة  ،t   0يʱʻهॽــان إلــى الʸــفʛ عʻــʙما  2و 1حʘʽ أن 
  نʸʴل على:  )11-6(
)11-9 ( t   2 -t  ) 1+  ( -t) = 1 (  0P 

  :الآتيتأخʚ الȞʷل    )5—11(ومʻه نʙʳ أن العلاقة  
)11-10 ( t]   2 -t  ) 1+  ( -(t) [1 0t) = P (t +  0P 

  نʙʳ أن:  t أو تʜايʙه الʺقابل للʜʱاي0P   ʙولʶʴاب تفاضل  

)11-11 ( )t(P.])[(
t

)t(P)tt(P
021

00 



 

  ة:الآتॽتʱʻهي إلى الʺعادلة الʱفاضلॽة    )11-11(فإن العلاقة     t 0وعʙʻما  
)11-12 ( )t(P)t(P 00   
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  ولʴلها نقʨم Ǽʺا يلي:

)11-13 ( 

t
0

0

0

0

0

e)t(P

t)t(Pn1

])t(Pn1[

)t(P

)t(P









  

  ، [t +  t ,0]فــي الʺʳــال  حادثــاً    kولʺʱاǼعــة الʛʰهــان ســʘʴॼʻ عــʧ احʱʺــال أن ǽقــع  
  [t, t +  t]حادثــاً فــي الʺʳــال    k-lو    ]t ,0]حادثــاً فــي الʺʳــال    lوهʚا Ȟǽــافئ القــʨل أن ǽقــع  

ʨر الاحʱʺــال الؔلــي  وȃ ،  [t +  t ,0 ]  حادثاً فــي الʺʳــال   ʨȞǽ ʘʽʴǼkن مʨʺʳعها   ʶʴــʖ دسـɦـ
  ʶǽاوȑ:  [t +  t ,0]في الʺʳال    اً حادث   kفإن وقʨع  

)11-14 ( t) + R  (1P .(t) 1-kt) + P ( 0(t) P kt) = P (t +  kP 

  ʶǽاوR  :ȑحʘʽ أن 
)11-15 ( t)  (  k(t). P 0P(t) + . . .  3P .(t)  3-kt) + P ( 2(t) P 2-kR = P 

  ة:الآتॽتʴقȘ الʺʛʱاجʴة    Rومʧ الʨاضح أن  
)11-16 ( t) ( t) ≤  ( kt) + . . . P ( 3t) + P ( 2≤ P 0 < R 

  الʶǽ ȑʚاوȑ:  )9-11(هʨ الʱاǼع الʺعʛف Ǽالعلاقة    ( t) حʘʽ أن 

t  2≤ R  ≤0   t  2t) =  (   

2t ة:الآتॽتʴقȘ العلاقة  Rأȑ أن 

R
0 


  أنو ʘــʽ0 ح2 ماʙــʻ0 عt 

 ʧʽــ ــاداً علــــى العلاقʱــ ــʙ أن العلاقــــة  )9-11) و (7-11(واعʱʺــ ــȞل  )14-11(نʳــ ــʚ الʷــ تأخــ
  :الآتي

t] + R ) 1+  (t) [( 1-kt] + P ) 2+  1+  (-(t) [1 kt) = P (t +  kP  

  ومʻها نʙʳ أن:

 )11 -17 (  
t

R
)t(P)()t(P)(

t

)t(P)tt(P
1k1k21

kk







 
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ــإن العلاقـــة     t  0وعʻـــʙما تʱʻهـــي   تʱʻهـــي إلـــى الʺعادلـــة    ) 17- 11( فـ
  ة: الآتॽ الʱفاضلॽة  

)11-18 ( )t(P)t(P)t(P 1kkk  

ــأن شــــʛوʡها  ــة تʽʺʱــــǼ ʜــ ــلॽة الॽʢʵــ ــادلات الʱفاضــ وهــــي جʺلــــة لا نهائॽــــة مــــʧ الʺعــ
، 0P 1 = (0)فــإن  k = 0، أمــا عʻــʙما k > 0وذلــʥ عʻــʙما  0kP = (0)الابʙʱائॽــة هــي 

الـــU (t,x)  ȑʚنعʱʺـــʙ علـــى الʱـــاǼع الʺʨلـــʙ للاحʱʺـــالات  )18-11ولإʳǽـــاد الʴـــل العـــام لــــ (
  ʖʱȞǽ على شȞل سلʶلة لا نهائॽة ؗʺا يلي:

)11-19 ( 





0k

k
k x)t(P)x,t(U 

  وȃاشʱقاقها نʙʳ أن:

)11-20 ( 
k

0k
k x)t(P

t

u 








 

  تعʻʽʢا:  )18-11(فإن العلاقة  k > 0وȃʺا أنه عʙʻما  
     tPtPtP 1kkk   

  :أن  تعʻʽʢا  )13-11(فإن العلاقة  k = 0أما مʧ أجل  

0P (t) = -  e- t = -  P0 (t) 

  ؗʺا يلي:  )ʻʻȞʺǽ)11-20ا ʱؗاǼة العلاقة   ذلʥواعʱʺاداً على  

u)1x(xuu
t

u

x)t(Pxx)t(P

x)]t(P)t(P[)t(P
t

u

1k

1k
1k

0k

k
k

1k

k
1kk0






























  

  ومʻها نʙʳ أن:

)11-21 ( )1x(
t

u

u

1





 

  نʸʴل على:  [t,0]وفي الʺʳال   tوȞʺȃاملة الʛʢفǼ ʧʽالॼʶʻة إلى  



 413

)11-22 ( 1n u(x,t) – 1n u(x,0) =  (x-1) t   

فإنʻــا نʳــʙ مــʧ العلاقــة  k > 0عʻــʙما  kP 0 = (0)و  0P 1 = (0)وȃʺلاحʤــة أن 
  أن:  )11-19(

)11-23 (   00,xun1x)0(P)0,x(u k

0k
k 





 

  1n u(x,t) =  (x-1) t  :الآتيتأخʚ الȞʷل    )21-11(ولهʚا فإن العلاقة 

   x t e.t  -e=  1) t-x( = eu ( x,t)              ومʻها نʙʳ أن:

  ʖʶʴǼ سلʶلة (تايلʨر) نʙʳ أن:  ه ʨʷʻʺǼر  t x eوȃاسʙʰʱال  
k

0k

k
t x

!k

)t(
e)t,x(u 





 
  

)11-24 (  k
k

0k

t x
!k

)t(
e)t,x(u








 

  نʱʻʱʶج أن:  )19-11(مع   )24-11(وȃʺقارنة  

)11-25 ( t
k

k e
!k

)t(
)t(P 
 

 xوهʨ قانʨن تʨزȄع بʨاسʨن الʺعʛوف وʚȃلʨȞǽ ʥن قʙ تʦ الʛʰهان على أن الॽʶاق 

(t)  قــعǽ ــال أنʺʱــأن احǼ ʜʽʺʱقة يǼاʶاص الʨʵالǼ فʸʱي ȑʚالk  ــالʳʺحادثــاً فــي ال[0, t] 
  قانʨن تʨزȄع بʨاسʨن الʶابȘ.  بʨساʡةǽعʢى 

 xفإن   [t ,0]إلى عʙد الʨʴادث الʱي ʧȞʺǽ أن تقع في الʺʳال    x(t) وȂذا رمʜنا بـ

(t)  أخǽ  ʙايʜة مع تʙايʜʱة ومʴॽʴاً صʺॽʀ ʚt،  :نȂو  

)11-26 (   t
K

e
!k

)t(
k)t(xP 
 

  تʦاǺع الʤॻɿ الʚʻʸʸة لॻʴاقات بʦاسʦن:

ن تـــاǼعي فʳʻـــʙ أهــʚا الʶـــॽاق نʶʴـــʖ تʨاǼـــع ॽʀʺــه الʺʺʽـــʜة،  لʺʱاǼعــة دراســـة خـــʨاص
  الʨʱقع الȄʛاضي والॼʱايʶǽ ʧاوȄان ؗʺا هʨ معʛوف:

)11-27 ( t)t(x  
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)11-28 (  t)t(DX   

 :ʧʽــالʳʺلل ʧʽالʺقــابل (ʧʽʴʢــʶلل) ʧ  [o,t1]ولإʳǽــاد تــاǼع العــʜم الارتॼــاʡي للʺقʢعـ̔ـ
  ) نلاحȎ أن:t1t>,2(حʘʽ إن:    .[o,t1]و

22x t)t(   
1

t)t( 1x   
   
     
         21211e1

21211221

221121x

tttttttxtxE

tt)t(xEt)t(xEt)t(x)t(xE

t)t(xt)t(xE)t,t(cov

2





  

  أȑ أن:
)11-29(    21

2
2121X tt)t(x).t(xE)t,t(cov   

ــع  ولʶʴــــاب الʨʱقــ )t(x).t(x(E قل2x(t  ʧʽ(و  t)1x(نلاحــــȎ أن  21 ـɦـ غʽــــʛ مʶــ
  :وذلʥ لأنهʺا ǽقابلان مʳالʧʽ مʙʱاخلʧʽ. ولʻʻؔا نلاحȎ أن

)]1x(t –) 2) + [ x(t1) = x (t2x (t  

قلان لأنهʺــا ǽقــابلان  1x (t –) 2[x (t[(و t) 1x(وأن  مقʢعــان (ســʴʢان) مʶـɦـ
  ، وʚȃلʥ نʙʳ أن:t1]t ,2[و  t ,0]1[مʳالʧʽ غʛʽ مʱقاʡعʧʽ هʺا 

 

    1211
2

1211
2

1211
2

21

ttttxE

)]t(x)t(x[E)]t(x[E)]t(x[E

)]t(x)t(x[)t(x)t(xE  )] x(t)[x(t E







  

  ه لʙيʻا علاقة تȌȃʛ الॼʱايʧ مع العʜوم هي:وȃʺا أن
2
1

2
11

2
x1x1

2
2 tt)t(µ  )(t D  )](t[x E   

  وʚȃلʥ نʙʳ أن:

)11-30 ( 
121

2
21

121
2
1

2
121

ttt)] x(t)[x(t E

)tt(ttt )] x(t)[x(t E




 

  نʙʳ أن:  )29-11(وȃالʱعʠȄʨ في 

)11-31 ( 2t1t 2 - 1t  + 2t1t 2) = 2, t1(t xcov  
1t ) = 2, t1(t xcov 

  ʘʽ2ح< t 1t .ًقاǼا ساʻضʛʱا افʺؗ  
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  الʶǽ ȑʚاوxD  :ȑ(t)  الॼʱايʧ  فإنʻا نʸʴل على  t 2= t 1t =وعʙʻما  
Dx(t) = Vx(t,t) =  t  

  ȑارॽɻʺال ȋاॼع الارتǼن تاʨȞǽ ʥلʚȃموȄاوʶاً لـ:  

21

1

2x1x

21x
21

tt

t

)t(D)t(D

)t,t(V
)t,t(R




  

)11-32 ( 
2

1
21 t

t
 ) t,(t R  

  ʘʽ2أن ح< t 1t .ًقاǼا ساʻضʛʱكʺا اف  

  :)1(  مʰال

ــʜ الهــاتف هــʨ ســॽاق عʷــʨائي  ʛؗد على مʛي تʱة الॽɿالʺات الهاتȞʺد الʙإن عx(t) 
، وȃــافʛʱاض أن مʨʱســȌ عــʙد الʺȞالʺــات خــلال الॽʀʙقــة (كʨاحــʙة tتــاǼع لʢــʨل الفʱــʛة الʜمॽʻــة 

  ȑاوʶǽ (ʧالʺة  20زمȞا ال ،مʚب دراسة هʨلʢʺة؟ والʜʽʺʺه الʺॽʀ عǼاʨاد تʳǽȂاق وॽʶ  

  الʴل:
  ʦل رقــȞʷعلى ال ʧʽʰاق مॽʶا الʚارات هʶم ʙسʺه أحʛي ȑʚاني الॽʰل الȞʷإن ال

(1-11) .  

  
  (11-1)الȜʵل  
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هـــt  ʨوȂن قـــانʨن الʨʱزȄـــع الـــʵǽ ȑʚʹـــع لـــه أحـــʙ مقـــاʡع هـــʚا الʶـــॽاق فـــي اللʤʴـــة 
ــʜ الهــاتف ( t = 20 t)قــانʨن بʨاســʨن بʨســȌॽ قــʙره  ʛؗلقــى مʱــال أن يʺʱأن اح ȑأ ،k 

  ʶǽاوȑ: [t ,0]مȞالʺة خلال الفʛʱة  
t20

k

k e
!k

)t20(
)t(P   

  ʧʽʱالعلاق ʧأن:  )28-11(و  )27-11(وم ʙʳن  
(t) = 20 t xµ  
= 20 t xD  

ʧ مʱقــابلʧʽ لل  ʧ مقʢعـ̔ـ ـ̔ـ ʤʴ  ʧ ولʶʴــاب تــاǼع العــʜم الارتॼــاʡي ب ـ̔ـ ʱ= 10 1t    
  أن:   ) 31- 11( نʙʳ مʧ العلاقة    2t 15 =و 

10 = 200 .= 20  1t (10,15) =  xcov  
:ȑاوʶǽ ȑارॽɻʺال ȋاॼع الارتǼن تاȂو  

8165,0
15

10

t

t
)15,10(R

2

1
x   

  

  وف):كسياقات (مار

  مقʗمة عامة:

ʨف)   قʰلي لا يــʛتȌॼ تʜʽʺʱ الॽʶاقات الʱــي تʶــʺى ʶǼــॽاقات (مــارؗ ها الʺʶـɦـ ʨؗــأن ســلǼ
ʨفي لا يʛتǼ Ȍॼالʦॽʁ الʱي ؗان الʶــॽاق قــʙ أو الآنॽة إلا ʱʺॽʁǼها الʴالॽة ، أȑ أن الॽʶاق الʺارؗ

قʰلي لهــʚه الʶــॽاقات لا يــʛتǼ Ȍॼالʺاضــي  أخــʚها فــي الʺاضــي، وهــʚا ǽعʻــي أن الʶــلʨك الʺʶـɦـ
  إلا عʛʰ الʴاضȞʷǼ ʛل مʶʱلʶل.

ʺʛة أو مʻقʢعــــة ولʻʻؔــــا هʻــــا ʨف قــــʙ تؔــــʨن مʶـــɦـ سʻقʸʱــــʛ علــــى  إن ســــॽاقات مــــارؗ
فʛʱض أن مʨʴʱلهــا  ॽʀʺــة مʻقʢعــة ومʸʱــاعʙة  ǽ(m + 1)أخــt  ʚالʶــॽاقات الʺʻقʢعــة، وسـ̒ـ

  ومʶʱاوȄة الأǼعاد عǼ ʧعʹها Ǽعʹاً هي:
)11-33 ( m, . . . . , tk. . . . , t, 3, t2, t1t, 0t: t  
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يʱʻقــل أو يʴʱــʨل مــʧ وضــॽɻة إلــى أخــȐʛ عʻــʙ حلــʨل ؗــل لʤʴــة  x(t)الʶــॽاق  وȂن
فإنــه Ȟʺǽــʧ أن يʱʻقــل مʻهــا إلــى  jx، فإذا ؗان الʶــॽاق فــي الʨضــॽɻة  11)-(35مʧ اللʤʴات  

نفʶــها ʴؗالــة خاصــة  jx(Ǽʺا فʽها الʨضॽɻة  11)-(36أǽة وضॽɻة مʧ الʨضॽɻات الʺʺʻȞة 
  للانʱقال في الʺʨضع نفʶه).

قلات بॽانॽـــاً ؗʺـــا فـــي الʷـــȞل  حʽـــʘ تʺʲـــل الأســـهʦ  (11-2)وȞʺȄـــʧ تʺʽʲـــل هـــʚه الʱــ̒ـ
  مʧ ؗل وضॽɻة إلى الʨضॽɻات الأخx(t)  .ȐʛإمȞانॽة انʱقال  

  
  (11-2)الȜʵل  

ʨف ــارؗ ــة) ʶǼلاســـل مـ ــॽاقات (الʺʻقʢعـ ــʚه الʶـ ــال  ،وتʶـــʺى هـ ــح أن انʱقـ ــʧ الʨاضـ ومـ
مـــʧ وضـــॽɻة إلـــى أخـــȐʛ يـــʦʱ وفـــȘ تʨزȄـــع احʱʺـــالي ʴǽـــʙد أفʹـــلॽة انʱقالـــه مـــx(t)  ʧالʶـــॽاق 

  الʨضॽɻة الȑʚ هʨ فʽها إلى ؗل الʨضॽɻات الأخȐʛ (Ǽʺا فʽها Ǽقائه في الʨضॽɻة نفʶها).
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Ǽعــʙ أن ؗــان  jxالʨضــॽɻة  ktفي اللʤʴــة  x(t)لʛʻمʜ إلى احʱʺال أن ǽأخʚ الॽʶاق 
Ǽkــالʛمʜ أو اخʸʱــاراً  Ǽ ،)k, t1-k(tijPــالʛمix ʜمʨʱضــعاً فــي الʨضــॽɻة  kt-1فــي اللʤʴــة 

ijP 
(k: 0, 1, 2, . . . , m)    وأن(i,j: 0, 2, 3, . . . n).  

kإن الاحʱʺــــال 
ijP  ةॽɻضــــʨال ʧــال مــــ  jxإلــــى الʨضــــॽɻة  ʶǽixــــʺى احʱʺــــال الانʱقــ

بʛمـــʨز  2)-(11ولقـــʙ أشـــʛنا إلـــى هـــʚه الاحʱʺـــالات علـــى الʷـــȞل  ،t)k, t1-k(خـــلال الفʱـــʛة 
  ووضعʻاها مʛافقة لأسهʦ الانʱقالات الʺʺʻȞة. ijPمʛʸʱʵة مʧ الȞʷل  

kمʧ خلال هʚه الʺقʙمة يʱʹح أن الاحʱʺال  
ijP :ȑاوʶǽ  

)11-34 ( )i/xj)] = P (xi)= x1-k) / (x(tj) = xk= P[(x(tk
ijP  

kأن الاحʱʺــال وȃʺــا 
ijP  ــهॽــا ؗــان علʺǼ ʛــأثʱلا يx (t)  ةॽɻضــʨــل الʰقix  إذن فــإن

وهʚȞا نʙʳ أنه ʻʻȞʺǽا ʱؗاǼة الاحʱʺــال الʶــابȘ  ،إضافة الʨضॽɻات الʶاǼقة لا يʕثʛ في ʱʺॽʀه
  :الآتيعلى الȞʷل  

)11-35 (  















k

1j
1j1kjkok

i1i10j

012i1iijij
k

ij

]x)t(x/x)t(x[P]x)t(x[P

)xx...xx/x(P

]xx....xxx/x[P]x/x[PP

  

)11-36 (  )x/x(P....).x/x(P)x/x(P)x/x(P)x(PP 1jj2312010
k

ij   

ا أن  فـــــإن احʱʺـــــالات انʱقالـــــه إلـــــى أǽـــــة  ixؗـــــان فـــــي الʨضـــــॽɻة  x(t)وȂذا افʛʱضـــــ̒
أخʚ الʁــj  ʦॽ(حʽــjx  ʘوضــॽɻة  تʷــȞل تʨزȄعــاً  ktفــي اللʤʴــة   (j= 0, 1, 2, . . n)سـɦـ

kاحʱʺالॽاً سʛʻمʜ إلॽه Ǽالʛمʜ الʵاص  
)xj(iP   ʘʽن:إح  

)11-37 (  k
in

k
2i

k
1i

k
0ij

k
i p....,p,p,p:)x(P  

وفي   ixوʶȄʺى هʚا الʨʱزȄع (ʷǼعاع احʱʺالات الʨضॽɻات الʺʱʵلفة مʧ الʨضॽɻة  
ʨف) وʖʱȞȄ على الȞʷل:  ktاللʤʴة    لʶلاسل مارؗ

)11-38 (   k
in

k
2i

k
1i

k
0ij

k
i p....,p,p,p)x(P   

 ʧؔا أنه مهʺا تʻاضح هʨال ʧ0وم ≤ j ≤n   فإن :  

)11-39 ( 1p,0p
n

0j

k
ij

k
ij  


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ــʚا ǽعʻـــي أن الʶـــॽاق  ــʛة  x (t)وȂن هـ ʱʻقل حʱʺـــاً خـــلال الفʱـ ـ̔ـ مـــk, t1-k(t  ʧ(سـ
  .jxإلى أحȐʙ الʨضॽɻات الʺʺʻȞة  ixالʨضॽɻة  

ʦف) الʱʯʸانʴة:    سلاسل (مارؕ

ʅȄʛف   :تعʨ ॽɾʨة مʳʱانʶة Ǽالॼʶʻة إلــى  x(t)نقʨل عʧ سॽاق مارؗ أنه سلʶلة مارؗ
kالʜمʧ إذا ؗانʗ احʱʺالات الانʱقال  

ijp    ةॽʻمʜات الʤʴاللǼ ʛأثʱلا تkt.  

  وفي هʚه الʴالة ʨȞǽن لʙيʻا: 
)11-40 ( ij

k
ij pp   

  ʘــʽن  إ حijp    قــالʱــال انʺʱاح ʨهــx(t)    ةॽɻضــʨال ʧمــix    ةॽɻضــʨإلــى الjx    فــي
  . tأǽة لʤʴة  

ــا أن ــال علـــى  ijp وȃʺـ ــالات الانʱقـ ــʖ احʱʺـ ــا أن نʱؔـ ــȌ إذن ʻʻȞʺǽـ ــʙلʽلʧʽ فقـ ــȘ بـ يʱعلـ
  :الآتيشȞل مʸفʨفة مȃʛعة تʶʺى (مʸفʨفة الانʱقال الاحʱʺالॽة) ونʰʱؔها على الȞʷل  

)11-41 ( 

























nn1n1n0n

n1121110

n0020100

ji

p...ppp

..............

............

p....ppp

p....ppp

p  

شــعاع احʱʺــالات الʨضــॽɻات وهʻــا نلاحــȎ أن عʻاصــʛ ؗــل ســʛʢ فʽهــا مــا هــʨ الإ
  نʙʳ أن:    )42-11(الʺʱʵلفة مʧ الʨضॽɻة الʺقابلة لʚلʥ الʛʢʶ، واعʱʺاداً على العلاقة  

1P0P
n

02j
ijij  



  

ʶǽــاوȑ الʨاحــʙ، ولؔــʧ هــʚا  ij[p[أȑ أن مʨʺʳع عʻاصــʛ ؗــل ســʛʢ فــي الʺʸــفʨفة 
ʱʻج أن مʳʺــʨع عʻاصــʛ ؗــل عʺــʨد  الؔــلام لا يʰʢʻــȘ علــى الأعʺــʙة إذ أنــه لا ʻʻȞʺǽــا أن نʶـɦـ

.ʧʽار معʙاو لʺقʶم  

مʨجॼــــة فإنʻـــا نʶــــʺي الʶلʶـــلة Ǽالʶلʶــــلة    ij[p[إذا ؗانـــʗ  عʻاصــــʛ الʺʸـــفʨفة  
  الʷʱاॽȞǼة. 
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ʱʶǽفاد  مــʧ مʸــفʨفة الانʱقــال الاحʱʺالॽــة فــي حʶــاب أشــعة احʱʺــالات الʨضــॽɻات 
k
ijp  فة فيʛة    )41-11(الʺعȄʛʤʻخلال ال ʧم ʥوذلॽة.الآت  

  نȂʙʢة:

ــلة  ــي اللʤʴـــة إن شـــعاع احʱʺـــالات الʨضـــॽɻات لʶلʶـ ʨف فـ ــارؗ ــʙاء  ktمـ ʶǽـــاوȑ جـ
  ʸʺǼفʨفة الانʱقال الاحʱʺالॽة، أȑ أن: kt-1شعاع احʱʺال الʨضॽɻات في اللʤʴة  

)11-42 ( ]p[)x(P)x(P ijj
1k

ij
k

i    

  الʛʰهان:

  x1x ,0ســʛʰʻهʧ علــى صــʴة هــʚه الȄʛʤʻــة عʻــʙما Ȟǽــʨن للʶــॽاق وضــعʱʽان فقــȌ هʺــا  
  ولʻفʛʱض أن مʸفʨفة الانʱقال هي: 

)11-43 ( 









1110

01oo

ij pp

pp
]p[  

  وسʛʰʻهʧ على أن
]p[)x(P)x(P ijj

1k
0j

k
0

  

ʨف) الॽʁʺــة   ʤــة    0xلʴॼʻــʘ أولاً عــʧ احʱʺــال أن تأخــʚ سلʶــلة (مــارؗ ɹفــي اللkt    ʜمʛʻوســ
  ʜمʛالǼ هॽإل)k(t 0p  ʧʽادثʴال ʙأح Șقʴإذا ت Șقʴʱأن ي ʧȞʺǽ ادثʴأن ال ʙʳʻالآت̔ ، ف :ʧʽ  

ــادث  ــة  :Aالʴـ ــي اللʤʴـ ــلة فـ ــʨن الʶلʶـ ــادث أن تؔـ ــʨ حـ ــॽɻة  kt-1وهـ ــي الʨضـ  0xفـ
  لʦ تʛʵج مʻها. k, t1-k(t(وخلال الفʛʱة  

 1xفــي الʨضــॽɻة  kt-1وهــʨ حــادث أن تؔــʨن الʶلʶــلة فــي اللʤʴــة  :(B)الʴــادث 
  .0xتʨؔن قʙ خʛجʗ مʻها إلى   k, t1-k(t(وخلال الفʛʱة  

  ʶǽاو0x :ȑوʚȃلʥ نʙʳ أن احʱʺال أن تأخʚ الʶلʶلة الॽʁʺة  

)B(P)A(P)BP(A  )(tp k0   

مــا هــʨ إلا احʱʺــال أن تॼقــي الʶلʶــلة  ،P(A)ومــʧ جهــة أخــȐʛ نʳــʙ أن الاحʱʺــال 
  وهʶǽ ʨاو0x :ȑفي الʨضॽɻة  
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0000 pp]x/x[P)A(P    

  :ʶǽاوP(B)   ȑ  وȄʛʢȃقة مʷابهة نʙʳ أن

10
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0110 pp)x/x(P)B(P    

:ȑاوʶǽ بʨلʢʺال الʺʱأن الاح ʙʳا نʚȞوه  
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ــة  ʨف) الॽʁʺــ ــارؗ ــلة (مــ ــʚ سلʶــ ــال أن تأخــ ــʙ أن احʱʺــ ــابهة نʳــ ــة مʷــ ــي  1xوȄʛʢȃقــ فــ
  وهʶǽ ʨاوk(t1p :ȑ(وسʛʻمʜ إلॽه بـ ktاللʤʴة  
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ومــʧ الʨضــॽɻة  ktالʨضــॽɻات فــي اللʤʴــة  انʱقــال  وهʚȞا نʙʳ أن شعاع احʱʺالات
0x   ʧʽʱʽضعʨا الʱ0إلى ؗلx 1وx :ȑاوʶǽ  

)11-46 (  11
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  ʶǽاوȑ:  الʺʢلʨبنʙʳ أن   )42-11(ومʧ العلاقة  
)11-47 (  11

1k
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1k
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1k
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1k
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k
0 ppppppppp)x(p    

  ʧʽʱقارنة العلاقʺȃن    ) 47- 11) و( 46- 11( وʨــȞǽ ʥلʚــȃــان وʱقǼاʢʱأنهʺــا م ʙــʳن
  قʙ تʦ الʛʰهان. 

 xوȃالȄʛʢقة نفʶها ʧȞʺǽ الʛʰهان علــى هــʚه الȄʛʤʻــة فــي الʴالــة الʱــي Ȟǽــʨن فʽهــا لـــ

(t)  .ʧʽʱʺॽʀ ʧم ʛʲأك  

  نʯائج هامة:

وȃʺــا    k  (k: 1, 2, . . . , m)صــʴॽʴة Ǽالʶʻــॼة إلــى  ʀــǼ )11 -46 (    ʦॽʺــا أن العلاقــة  
  ة: الآتॽ   الʶʱاوȄات أنها علاقة تʛؔارȄة (تʛاجॽɻة) إذن فهي تعʻʽʢا سلʶلة  



 422
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  ة:الآتॽومʻها نʸʴل على العلاقة 
)11-49 (  k

ijj
0
ij

k
0 ]p[)x(P)x(p   

x(P(أȑ أن شـــعاع احʱʺـــالات الʨضـــॽɻات   j
k

i    ـــةʤʴـــة لǽفـــي أkt      ـــعȄزʨʱن الʨــان (قـ
x(P(الاحʱʺالي لها) يʙʴʱد تʺاماً بʨساʡة الʷعاع الابʙʱائي   j

0
i   قالʱفة الانʨفʸوم]ij[P .  

مʶʱــاوȄة الأǼعــاد عــǼ ʧعʹــها Ǽعʹــاً إذن  m, . . , t2, t1, t0(t(وȃʺــا أن اللʤʴــات 
، (kt)والʱــي ʨʡلهــا  k, t0(t(هي مʸــفʨفة الانʱقــال الʱــي تقابــل الفʱــʛة  k]ij[pفإن الʺʸفʨفة 

ــفʨفة  ــʨاص الʺʸـ ــع ʵǼـ ــي تʱʺʱـ ــij[p  ʘ[وهـ ــها حʽـ ــʨعن إنفʶـ ــا  مʳʺـ ــʛʢ فʽهـ ــل سـ ــʛ ؗـ عʻاصـ
.ʙاحʨال ȑاوʶǽ  

Ȅʨʡktلة فإن الاحʱʺال  k, t0(t(إذا ؗانʗ الفʛʱة 
0iP  ʦــاً وأنــه لــॼجʨح مॼــʸǽ وأن ʙلاب

وأن نهاǽة هʚا الاحʱʺال تʸــॼح مʶــاوȄة   k ∞عʙʻما  ǽi0xعʙ يʱأثǼ ʛالʨضॽɻة الابʙʱائॽة 
  ، أȑ أن:فقjx ȌمʱعلǼ Șالʨضॽɻة    jpثابʗ  لʺقʙار  

)11-50 (  
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ppim1 j
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j0i  

ʨف) الʺʳʱانʶــة واعʱʺــاداً  ،وتʶʺى هʚه الʵاصة Ǽالʵاصة الʷʱاॽȞǼة لʶلاسل (مــارؗ
  نʙʳ أن:  )50-11(على  
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أȑ أنه إذا ؗانʗ الʶلʶلة تʷاॽȞǼة, فإن مʸفʨفة الانʱقــال  kt
jJp  ــيʱة الʛــʱخــلال الف

  تʱʻهي إلى مʸفʨفة ذات أسʛʢ مʶʱاوȄة.  kعʙʻما   ʨʡ(kt)لها  
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  :الآتيتأخʚ الȞʷل    )51-11(نʙʳ أن العلاقة   )50-11(واعʱʺاداً على  
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  أȑ أن ʨȞǽن لʙيʻا:
)11-52 (   n210J

k
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p,.......,p,p,p)x(plim 
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ʚلʨȞǽ ʥن لʙيʻا:   وؗ
)11-53 (   n210J

1k
jk

p,........,p,p,p)x(plim 


  

  ʧʽʱضع العلاقʨȃل على:49-11في العلاقة (  )53-11) و(52-11(وʸʴن (  
)11-54 (      jJn210n210 p.p,.......,p,p,pp,,.........p,p,p   

نʸʴـــل علـــى جʺلـــة مـــʧ الʺعـــادلات الॽʢʵـــة  )54-11(وȃʺقارنـــة ʛʡفـــي العلاقـــة 
تȌȃʛ بʧʽ الاحʱʺالات   n210 p,.......,p,p,p   فةʨفʸʺال ʛاصʻوع jJp :هي  
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  مʳهʨلاً هي:  (n+1)معادلة خॽʢة تȑʨʱʴ على    n + 1وهي 

np     . . .,       ,2p        ,1p      ,0p  

  وȃʺلاحʤة أن هʚه الاحʱʺالات تʛتȌॼ معاً Ǽالعلاقة:
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)11-56(  = 1 n. . . p 2+ p 1+ p 0p   

ــادلات  ــة الʺعـــ ــي أن جʺلـــ ــʚا ǽعʻـــ ــاً،  )59-11(وهـــ ــة خॽʢـــ ʙʰالمʛتʢॼـــ ـɦـ ــʙ  وȃاســـ أحـــ
 ʧ55-11(الʺعادلات م(  العلاقــةǼ)11-56(  ــل علــىʸʴن(n+1)  قلة معادلــة خॽʢــة مʶـɦـ
وذلــn. . . p 2p 1p 0p   ʥمʳهــʨلاً نʴلهــا فʸʴʻــل علــى الاحʱʺــالات  (n+1)تʱʴــȑʨ علــى 

  معلʨمة. Ǽ]ij[pفʛض أن عʻاصʛ الʺʸفʨفة  

  :)2(  مʰال

  ʖلʢار الʙمق ʙيʙʴʱل  ȑʛهʷــة  الʶافʻʱــائع مʹǼ ثــلاث ʧ0على ؗل م, x1, x2x    اʻســأل
ʧ أن   1000عʻʽة مʕلفة م0t  ʧفي لʤʴة ما  ʛون الॼʹــاعة    500شــʟʵ، فʰʱـ̔ـ هʷǽ ʦـɦـ   0xمـ̒ـ

2x  ʧالॼʹــاعة    300و   1xالॼʹــاعة    200و  ʧ أن مــʧ بـ̔ـ شــʟʵ    500، وȃعــʙ مــʛور شــهʛ تʰـ̔ـ
ʛون   تʨʴلــʨا    10و   1xشʸʵــاً تʴــʨل إلــى الॼʹــاعة    40شʸʵــاً وȂن    Ǽ450قــي    0xكــانʨا ʷǽـɦـ

ــى   2x    ʧإلـ ـ̔ـ ــʧ بـ ــانʨ   200ومـ ــاعة  ؗـ ʛون الॼʹـ ـɦـ ــي    1xن ʷǽـ ــاً وȂن    Ǽ -60قـ ــاً    80شʸʵـ شʸʵـ
2x  ʧتʨʴلــʨا إلــى الॼʹــاعة    ـyـ  300، ومــʧ بـ̔ـ ʵون    اً شʛ شــʟʵ بʻʽʺــا    Ǽ60قــي    2xؗــانʨا ʷǽـɦـ

  . 1xشʸʵاً إلى الॼʹاعة    30و   0xأشʵاص إلى الॼʹاعة    210تʨʴل  

  والʺʢلʨب:
.ʛور شهʛم ʙعǼ اتॽɻضʨالات الʺʱشعاع اح ʛاصʻع ʙيʙʴت  

.ʛʰأك ʖلʢǼ عʱʺʱائع تʹॼال ʧم ȑأ ʙيʙʴت  
  تʙʴيʙ عʻاصʛ شعاع احʱʺالات الʨضॽɻات Ǽعʙ مʛور فʛʱة Ȅʨʡلة.

  الʴل:

Ȍقه فقــॼــʶǽ ȑʚالــ ʛهʷالǼ Ȍॼتʛي ʛفي ؗل شه ʧʽؔهلʱʶʺك الʨا أن سلʺǼ،  هʚإذن فهــ
ʨف)، إن شــعاع احʱʺــالات الʨضــॽɻات  ʶʴǼــ0t  ʖالʺʱʵلفــة فــي اللʤʴــة هــي سلاســل (مــارؗ

:ȑاوʶǽ الʺʱائي للاحʸالإح ʅȄʛعʱال  
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  :الآتييʨʱزعʨن على الȞʷل   0xوȃعʙ مʛور شهʛ نلاحȎ أن زȃائʧ الʶلعة  
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  :الآتييʨʱزعʨن على الȞʷل   1xوȂن زȃائʧ الʶلعة  
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  :الآتييʨʱزعʨن على الȞʷل   2xوȂن زȃائʧ الʶلعة  
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  وهʚȞا نʙʳ أن مʸفʨفة الانʱقال هي:
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  نʙʳ أن شعاع احʱʺالات الʨضॽɻات ʶǽاوȑ:  )49-11(وʖʶʴȃ العلاقة  
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هــي الॼʹــاعة الʱــي تʱʺʱــع    0xومــʧ عʻاصــʛ هــʚا الʷــعاع نلاحــȎ أن الॼʹــاعة  
 .ʛʰأك ʖلʢǼ  

ــهʨر  ــها خـــلال شـ ــة نفʶـ ʱغǼ ʛʽالȄʛʢقـ ـ̔ـ هلʧʽؔ سـ ـɦـ ــلʨك الʺʶـ ا أن سـ ـ̒ـ ــʙة وȂذا افʛʱضـ عـ
ʙʵام العلاقــة  فʛʱض أن الʶلʶــلة مʳʱانʶــة فعʙʻئــʻʻȞʺǽ ʚــا اسـɦـ  )49-11(لاحقــة، أȑ أنʻــا سـ̒ـ

لʶʴاب شعاع احʱʺالات الʨضॽɻات Ǽعʙ عʙة شهʨر وʻʻȞʺȄا أن نʙʴد الॼʹاعة الʱــي تʱʺʱــع 
  ʢǼلʖ أكʛʰ في حʻʽها.

لʧؔ عʙʻما تʜداد الفʛʱة الʜمॽʻــة ʽʴǼــȞʺǽ ʘــʧ عــʙها Ȅʨʡلــة جــʙاً فإنʻــا نʶʴــʖ شــعاع 
إذن الʵاصــة الʷʱــاॽȞǼة  ijP 0 <وȃʺــا أن  ،)56-11(احʱʺــالات الʨضــॽɻات مــʧ العلاقــات 

  مʴققة، وʚȃلʥ نʙʳ أن:
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2,0P3,0P02,0PP
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ولʴــل هــʚه الʺعــادلات الॽʢʵــة نلاحــȎ أنهــا مʛتʢॼــة بॼعʹــها Ǽعʹــاً وفــȘ العلاقــة 
= 1 2+ P 1+ P 0P   ل على العلاقاتʸʴʻة بها فʲالʲل العلاقة الʙʰʱʶن ʥلʚلॽة:الآت  

2+ 0,7 P 1+ 0,4 P 0= 0,9 P 0P 

2+ 0,1 P 1+ 0,3 P 0= 0,08 P 1P 

0P – 1P –= 1  2P  

نʸʴــل علــى شــعاع احʱʺــالات الʨضــॽɻات Ǽعــʙ فʱــʛة Ȅʨʡلــة  توʴȃــل هــʚه الʺعــادلا
 :ʨ0.10 =2 0,06 =وه, P 1= 0.84, P 0P  :أن ȑأ  

= [0.84, 0.10, 0.06] JP    

  .0xوهʚا ʛʽʷǽ إلى زȄادة الʢلʖ على الʶلعة  
  

  سياقات غاوص (السياقات الطبيعية):
ــا  ــة والॽʴـــاة ولهـ ــʛ انʷʱـــاراً فـــي الॽʰʢعـ ــॽاقات الأكʲـ ــة هـــي الʶـ ــॽاقات الॽɻॽʰʢـ إن الʶـ

  مȞانة خاصة بʧʽ الॽʶاقات العʨʷائॽة.

:ʅــ ــॽاق  تعȄʛـ ــʧ سـ ــʨل عـ ــه  x(t)نقـ ــان مقʢعـ ــي) إذا ؗـ ــي (غاوصـ ــॽاق ॽʰʡعـ ــه سـ أنـ
)kx(t   ةʢة نقǽفي أkt :لȞʷال ʧعي مॽʰʡ عȄزʨʱع لʹʵǽ  

)11-57 (   
2

k
2
x

k

)t(

)t()t(x

2

1

xx

k e
2)t(

1
)t(x 


















  

)t(حʘʽ إن  x  و)t(2   عʢقع الʺقʨهʺا ت)t( k
2
x .هʻايॼت  

ج  ʧ للʶــॽاق  tX)2(و tX)1(مــʧ هــʚا الʱعȄʛــʅ أنــه إذا ؗــان كʺــا يʻـɦـ  X(t)مقʢعـ̔ـ
  ʧʽʱʢقʻ1في الt  2وt :ʨك هʛʱʷʺعهʺا الȄزʨفإن ت ʖʽتʛʱعلى ال  
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)11-58 (   
A

)1r(2

1

2
21

21

2

e
)r1()t()t(2

1
)t(x),t(x 




  

  وحʘʽ إن: 2x(t(و   t)1x(هʨ معامل الارتॼاȋ بr    ʧʽحʘʽ إن 

)11-59 (     2

2

22

21

2211

2

1

11

)t(

)t()t(x

)t().t(

)t()t(x)t()t(x
r

)t(

)t()t(x
A 



























  

  :هوʨʸȃرة عامة فإن الʨʱزȄع الʺʛʱʷك لأȑ جʺلة مʧ مقاʡع

)mt, …………, x( )3) ,x(t2) , x(t1x(t  

  ʗما دام ȋقــاʻة وتقابــل الॽائʨــʷلات عʨʴʱمn………t3t2t1t  عــيॽʰʡ ــعȄزʨت ʨ؛ هــ
  ة:الآتॽوȄعʢى Ǽالعلاقة  

)11-60 (  
 

      iii1
1

ij ttx)t()t(x.V
2

1

2

mm321 e

Vij)2(

1
)x......xxx(

 


  

  هي مʸفʨفة تʨاǼع العʜوم الارتॼاॽʡة الʺʱʵلفة وهي تʶاوiJv[ :ȑ[حʘʽ إن 

)11-61 (   

























2
12m1m

2323
2
121

m11312
2
1

iJ

............VV

..............................

V.......VV

V......VV

V  

  وȂن:
)11-62 (    )t(E)t(x)t(E)t(xEV jjiiiJ   

وȂن:    1

iJV     فةʨفʸʺب الʨمقل ʨه iJV.  

ة لأǽــة    ومــʧ الʨاضــح أن ؗــل واحــʙ مــʧ الʨʱزȄــع الʺʻفــʛد أو الʨʱزȄعــات  ʛؗ ة الʺʷـɦـ ʛؗ الʺʷـɦـ
وʙʴʱȃيــm….. E(t)3E(t)  2)  E(t1E(t    ʙ (جʺلــة مــʧ الʺقــاʡع يʴʱــʙد بʙʴʱيــʙ تʨاǼــع الʨʱقــع: 

  : ]iJV[عʻاصʛ مʸفʨفة العʜوم الارتॼاॽʡة  

ــॽاق الॽʰʢعـــي  ــان الʶـ ــاǼع  x(t)إذا ؗـ ــابʧʽʱ وتـ ــان ثـ ــه ʨȞǽنـ ــه وتॼايʻـ ــإنَّ تʨقعـ قʛاً فـ ـɦـ مʶـ
  فقk .Ȍعʜمه الارتॼاʡي يॼʱع  
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)11-63 (  







ijxjix

xxxx

tt,)(V)t,t(V

D)t(D,)t(
  

ʧ فــإن مʨʺʳعهʺــا أو  y(t)و x(t)إذا ؗان   وʧȞʺȄ الʛʰهان على أنه سॽاقॽʰʡ ʧʽعʽـ̔ـ
ʽــʖ خʢــي لهʺــا  ʛؗت ȑــل أʲمax(t)+by(t)  عــهʡلأن مقا ʥعــي, وذلــॽʰʡ اقॽســ ʛالآخــ ʨهــ
  تʵʹع للʨʱزȄع الॽʰʢعي.

كʺــا Ȟʺǽــʧ الʛʰهــان علــى أن العʙيــʙ مــʧ الʶــॽاقات العʷــʨائॽة تʱʻهــي إلــى الʶــॽاقات 
  لॼʸॽح ʛʽʰؗاً ȞʷǼل ؗافٍ. nعʙʻما يʜداد عʙد الʳʱارب  العʨʷائॽة الॽɻॽʰʢة  



 429

  ات رينتم
 

  ʲȞǼافــة ثابʱــة الʶــॽارات الʺʳʱهــة Ǽاتʳــاه واحــʙ علــى ȄʛʡــȘ عــام هــʨ ســॽاق ʶǼــȌॽ    تॽــار إن   - 1
  ȘȄʛʢف الʛʡ اً ما وقف علىʸʵض أن شʛʱفʻارة قادمة.  لॽقاف أول سǽوأراد إ 

  والʺʢلʨب:

غʛقه ذلــʥ الʷــʟʵ فــي Tإʳǽاد الʨʱزȄع الاحʱʺــالي للــʜمʧ   -أ الانʤʱــار  الــʶǽ ȑʚـɦـ
  ثʦ حʶاب تʨقعه وتॼايʻه.

ولــه أعʙ الʢلʖ الʶابȘ نفʶه عʙʻما Ȟǽــʨن الʶــॽاق مʸʱــفاً Ǽالʵاصــة الʷʱــاॽȞǼة   -ب 
 .الʲؔافة نفʶها  

ॽɾʨه لها الʺʸفʨفة الانʱقالॽة   -2  ة:الآتॽسلʶلة مارؗ
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  الʺʢلʨب:

  حʙد عʙد حالات هʚه الʶلʶلة؟   -أ

  ماهي احʱʺالات الانʱقال مʧ حالة إلى أخȐʛ تॼعʙ عʻها Ǽʺقʙار خʨʢتʧʽ؟   -ب 

 هل هʚه الʺʸفʨفة تʷاॽȞǼة؟   - ج

ॽɾʨة لها الʺʸفʨفة الانʱقالॽة   -3   ة:الآتॽسلʶلة مارؗ
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و 11p=إذا ؗــان و  إʳǽاد الʺعادلات الʺʺʜʽة والʦॽʁ الʺʺʜʽة للʺʸــفʨفة.  :والʺʢلʨب
3

2
p 2  

  فʛʰهʧ أنها تʷاॽȞǼة ؟ 

ʛؗ2N  ʖة سʨداء وفي الʲاني  1NلʧȞॽ لʙيʻا ʶॽؗان, في الأول   -4 ؗــʛة بॽʹــاء, نقــʨم ʶǼـɹـ
كــʛة مــʧ ؗــل ؗــʝॽ ونॼادلهʺــا ǼالʺȞــان وȂذا ؗــان عــʙد الؔــʛات الʶــʨداء فــي الؔــʝॽ الأول 

  هʨ الʙʴǽ ȑʚد حالة الʳʺلة.

  والʺʢلʨب:

ʨ  ʨما ه  -أ   ؟ ॽɾة الʱي تʙʴد تʻقلات هʚه الʳʺلةعʙد حالات الʶلʶلة الʺارؗ

  إʳǽاد احʱʺالات الانʱقال مʧ أجل خʨʢة واحʙة؟   -ب 

  ؟ الʦॽʁ الʱقارॽȃة لهʚه الاحʱʺالاتثʦ إʳǽاد    - ج
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  الفصل الثاني عشر
صفوف الانتظار في الخدمات  

  الجماهيرية 
 

I - :تعاريف ومصطلحات 
ــʛاً مـــا يʱعـــʛض الॼـــاحʨʲن والعـــاملʨن فـــي مʳـــال ʴǼـــʨث العʺلॽـــات إلـــى تʴلʽـــل  كʽʲـ

أمʲلة على ذلʥ نʛؗʚ الأنʤʺة    ة:الآتॽالعʺلॽات الʱي تقʙمها أنʤʺة الʙʵمة الʳʺاهȄʛʽة, وؗ

  خʙمات مقاسʦ الهاتف الآلॽة أو العادǽة أو الʵارجॽة. ­
  خʙمات مʛاكʜ الॽʸانة والإصلاح. ­
  أو الʢائʛات.خʙمات نʨافʚ قʢع الʚʱاكʛ في القʢارات أو الॽʶارات   ­
  خʙمات مʢʴات الʨقʨد وغʽʶل الॽʶارات. ­
  خʙمات تʦॽʤʻ اسॼʁʱال وتفȄʛغ الʢائʛات في الʺʢارات والʶفʧ في الʺʨانئ. ­
­   ʖاتȞمات مʙعلاماتخʱادق والʺعارض.  الاسʻال في الفॼʁʱوالاس  
  خʙمات صʻاديȘ الʙفع والʙʶʱيʙ في الʺʸارف. ­
  خʙمات الʺʴاسॼة في الʺʴلات الʳʱارȄة الʛʽʰؔة. ­
  خʙمات مʴلات الʴلاقة والʽʺʳʱل. ­
  خʙمات الॽɻادات الॽʰʢة الʺʱʵلفة. ­
  خʙمات مȞاتʖ الʙȄʛʰ والʛʰق. ­
  نʛʱنʗ.خʙمات شȞॼة الإ ­
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ॽʢع أن نقــʨم Ǽــإجʛاء الʺعالʳــة الȄʛاضــॽة لهــʚه العʺلॽــات الʙʵمॽــة لا   وحʱــى نʶـɦـ
ــʙمات   ــاق الʵــ ــي نʢــ ــʙخل فــ ــي تــ ــॽة الʱــ ــاʦॽʂ الأساســ عʛاض Ǽعــــʠ الʺفــ ـɦـ ــʧ اســ ــا مــ ــʙ لʻــ بــ

  الʳʺاهȄʛʽة وأهʺها: 

  :الʹʢام -1

هʨ جʺلة مʧ الʺʨȞنات الȄʛʷॼة والʺادǽة تــʛتॽɾ Ȍॼʺــا بʻʽهــا Ǽعلاقــات مʴــʙدة وتعʺــل 
على تقʦǽʙ نʨع أو أكʛʲ مʧ الʙʵمات الʳʺاهȄʛʽة, وقʨȞǽ ʙن الʤʻــام مʕلــف مــʧ وحــʙة واحــʙة 

  .أو مʛتʢॼة بॼعʹها Ǽعʹاً   مʱʶقلةأو مʧ عʙة واحʙات  

  الʦȁʚن: -2

ʨــ ــʧ  وهـ ــام, وȞʺȄـ ــʧ الʤʻـ ــة مـ ــةʡالـــʖ الʙʵمـ ــة اعॼʱارȄـ ــاً أو هʯʽـ ــʨن شʸʵـ أو  أن Ȟǽـ
  .ʡلʖ مʧ جهة ما

  تॻار الȁʚائʥ أو الʠلॺات: -3

ــام فـــي لʤʴـــات  ــالʨʱالي إلـــى الʤʻـ وهـــʨ سلʶـــلة الأشـــʵاص أو الʢلॼـــات الʱـــي تـــʛد Ǽـ
  زمॽʻة عʨʷائॽة أو مʙʴدة.

  صف الانʢʯار (الʗور): -4

  وهʨ جʺلة الأشʵاص أو الʢلॽʰات الʺǼ ʧȄʛʤʱʻالʙور لʱقʦǽʙ الʙʵمة مʧ الʤʻام.

  قʦاعʗ الʗʳمة: -5

  ʙاعʨاك قʻة  هʙمة وهي:عʙʵة الʺʤمها أنʙʵʱʶت  

ــʙم أولاً)   -أ ـɻـ ǽ ًـــل أولاyـ ǽ ʧة (مــــʙلح    قاعــــʢـــyـ ــا Ǽالʺ , وذلــــʥ مــــFIFO  ʧوʛȄمــــʜ لهــ
ــ̋ة    First In- First Out  الإنؔلȄʜʽة الॼɻارة   ʤأن ʦــʤة فــي معʙه القاعــʚم هــʙʵʱــʶوت

 الʙʵمة العامة. 

وذلــʥ مــLIFO    ʧوʛȄمʜ لها Ǽالʺʸــʢلح  أولاً)    ʸǽل أخʛʽاً ʙʵǽم  قاعʙة (مʧ   -ب 
وتʶــʙʵʱم هــʚه القاعــʙة فــي ǼعــLast In- First Out    ʠ  الإنؔلȄʜʽــة الॼɻــارة  

 الأنʤʺة الʵاصة مʲل: 
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­ ʙاحʨاب الॼالعامة ذات ال ʙاعʸʺال ʧوج إلى ومʛʵل والʨخʙال.  
  إلى ومʧ الʴافلات ذات الॼاب الʨاحʙ.الʙخʨل والʛʵوج   ­

 ʡفال والʶʻاء. الʶʺاح بʱقʦǽʙ الʙʵمة أولاً لʴالات الʨʢارȏ والأ قاعʙة    - ج

 تقʦǽʙ الʙʵمة للȃʜائȄʛʢǼ ʧقة عʨʷائॽة. قاعʙة    -د 

  أشȜال صفʦف الانʢʯار: -6

خلالهـــا وفــȘ أحـــʙ أن ǽقʨمـــʨا بʤʻʱــʦॽ العʺــل Ȟʺǽــʧ للʺʷــʛفʧʽ علـــى أنʤʺــة الʙʵمــة 
  ة:الآتॽالأشȞال  

ʜ واحʙ: وʲʺȄل بॽانॽاً ؗʺا في الȞʷل    -أ ʛؗوم ʙالآتيصف واح: 

  

ο→ο→→o →ο →   مةʗʳال ʤǻʗتق ʚ ʙؕم  o ο ο ο o ο → →  

  القادمʦن   الʹʢام   الʸغادرون 

  ) 1-12(رقʤ الȜʵل 

 :الآتيوʲʺȄل بॽانॽاً ؗʺا في الȞʷل    صف واحʙ وعʙة مʛاكʜ مʨʱازȄة:  -ب 

 

  
ʤل رقȜʵ2-12( ال ( 

وعʙة مʛاكــʜ مʨʱازȄــة: وʲʺȄــل بॽانॽــاً ؗʺــا فــي الʷــȞل  عʙة صفʨف مʨʱازȄة    - ج
 : الآتي 

ʚ خʗمة ( ʙؕ1م( 

ʚ خʗمة ( ʙؕ2م( 

ʚ خʗمة ( ʙؕ3م( 

  القادمʦن 
o ο ο ο o  غادرونʸال 

ο ο 

ο ο 

ο ο 

ο   

ο  

ο  

 الʹʢام 
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  ) 3-12(رقʤ الȜʵل 

 : الآتي : وتʺʲل بॽانॽاً ؗʺا في الȞʷل  عʙة   مʛاكʜ مʱعاॼʀة و صف واحʙ    -د 

 

  القادمʦن     الʸغادرون 

ο→ο→→o →ο →   ʚ ʙؕ3م   ʚ ʙؕ2م   ʚ ʙؕ1م  o ο ο ο o ο → →  

    الʹʢام   

  ) 4-12(رقʤ الȜʵل 

7- :ʥائȁʚك الʦسل  

وهــʨ أمــʛ هــام قــǽ ʙعــʛض  ،الʨȃʜن مع الʙور أو الʸــف الʺʨجــʨدوهॽɿॽؗ ʨة تعامل  
ف الȃʜــــائ هʦ إلــــى نʤــــام الʙʵمــــة إلــــى خʶــــائʛ فادحــــة, وهʻــــا Ȟʺǽــــʧ أن نʸـــ̒ـ ʨؗســــل ʖــــʶح ʧ

ʸالʻ  ʧʽفʽالآتʧʽ:  

ʙور  الʺʹـــــʛʢ: وهـــــʨ الȃʜـــــʨن الـــــȑʚ يʱقʰـــــل وجـــــʨد ال ـــــ  و أ الȃʜـــــʨن الʸـــــʨʰر    -أ
الʺʛاجعــــة فــــي ॽɺــــادة الʽʰʢــــʖ أو    : مʲــــل   ، وʴʱȄʺــــل انʤʱــــار تقــــʦǽʙ الʙʵمــــة 

 اسʱلام حʨالة مالॽة مʧ الʺʛʸف ....الخ. 

ȞʺȄـــʧ أن  و : وهـــʨ الـــȑʚ لا يʱقʰـــل الانʤʱـــار لʱقـــʦǽʙ الʙʵمـــة  دد الȃʜـــʨن الʺʱـــʛ   -ب 
ــام  ــʧ الʤʻــ ــا مــ ــʡ ʧلʰهــ ʻؔف عــ ـɦـ ــى    ، ʶǽــ ــل علــ ــاً دون أن ʸʴǽــ ــʨد راجعــ وȄعــ

 ʖاســʻم ʗجلهــا إلــى وقــʕأو ي ,ʛــام آخــʤل بها إلــى نʨʴʱمة أو يʙʵــل    ؛ الʲم
ل الʶـــॽارة   عʻـــʙما لا يʨجـــʙ  الʴلاقـــة عʻـــʙما لا يʨجـــʙ مȞـــان للانʤʱـــار وغʶــ̔ـ

 مȞان لʨقʨف الॽʶارة ....الخ. 

ʚ خʗمة ( ʙؕ1م( 

ʚ خʗمة ( ʙؕ2م( 

ʚ خʗمة ( ʙؕ3م( 

 الʸغادرون   القادمʦن 

ο ο 

ο ο 

ο ο 

ο ο 

ο ο 

ο ο 

 الʹʢام 
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  أنʦاع أنʸʢة الʗʳمة: -8

 Ș ʅॽ أنʤʺــة الʙʵمــة حʶــʖ اعʱʺــاداً علــى مــا سـhـ كــʜ الʙʵمــة امʛ عــʙد ʻʻȞʺǽــا تʸـ̒ـ
  ة:الآتॽفʽها إلى الأصʻاف  

ʜ واحʙ للʙʵمة وʛȄمʜ لها Ǽالʛمʜ    -أ ʛؗوم ʙف واحʸǼ مةʙة خʺʤأنM/M/1.  
  .M/M/cأنʤʺة خʙمة ʸǼف واحʙ وعʙة مʛاكʜ للʙʵمة وʛȄمʜ لها Ǽالʛمʜ    -ب
 أنʤʺة خʙمة Ǽعʙة صفʨف وعʙة مʛاكʜ للʙʵمة.  -ج

  ʧʽ: الآت̔ الʙʵمة حʖʶ تعاملها مع الȃʜائʧ إلى الʻʸفʧʽ  كʺا ʧȞʺǽ تʅॽʻʸ أنʤʺة  
ــʧ   -أ ــع عـ ــʨن أن يʛʱاجـ ــʧ للȃʜـ ــا لا Ȟʺǽـ ــائʧ: وفʽهـ ــع الȃʜـ ــʙون تʛاجـ ــة بـ ــة خʙمـ أنʤʺـ

 ʡلʖ الʙʵمة ʖʰʶǼ حاجʱه إلʽها أو ʖʰʶǼ احʱؔار الʤʻام لها.

ʖ وʛʱȄاجــع عــʧ   -ب أنʤʺة خʙمة مع تʛاجع الȃʜائʧ: وفʽها Ȟʺǽــʧ للȃʜــʨن أن يʶʻـɹـ
ــار  ــʛة الانʤʱـ ــʨل فʱـ ــʨل الـــʙور أو ʡـ ʡ ʖـ ـhـ ــة ʶǼـ ــʖ الʙʵمـ ــʨء الʙʵمـــة ʡلـ أو سـ

 وʨȞȄن ʨʡل الʙور فʽها مʙʴوداً.

  ʧȞʺǽ هــا إلــىكʺاʽإل ʧــائȃʜل الʨقــة وصــȄʛʡ ʖʶمة حʙʵة الʺʤأن ʅॽʻʸت  ʧʽف صـ̒ـ
  :أǽʹاً 

ʦʤ تـ̒ـ إلــىؗʺا هʨ الʴال في الॽɻــادة الॽʰʢــة  :أنʤʺة خʙمة ذات وصʨل مʙʴد  -أ
ʦʤ وصــʨل الʢــائʛات  ॼʁال الʺʛضــى مʶــॼقاً وفــي الʺʢــارات الʱــي تـ̒ـ مʨاعʽــʙ اسـɦـ

 وفȘ جʙاول مʙʴدة.

أنʤʺــة خʙمــة ذات وصــʨل عʷــʨائي: ؗʺــا هــʨ الʴــال فــي مʢʴــات الʨقــʨد أو   -ب
 نʨافʚ قʢع الʚʱاكʛ وغʛʽها.

وهʚȞا نلاحــȎ أن نــʨع نʤــام الʙʵمــة يــʕثʽʲؗ ʛــʛاً علــى حʳــʦ الʵــʙمات الʺقʙمــة, وȂن 
أȑ خʢأ في تʦॽʤʻ هʚه الʙʵمات يــʕدȑ إلــى خʶــائʽʰؗ ʛــʛة وȂلــى تفــاقʦ مʷــȞلة الʸــفʨف فــي 

  الʺʱʳʺع.

9- :(ʗمة واحʗخ ʚ ʙؕوم ʗف واحʶȁد (وʗʲام مʢل في نʸل العʻلʲت  
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ــʚه الفقــــʛة  ــي هــ عالج فــ ـ̒ـ ــأثǼ ʛʽعــــʠ ســ ــॽح تــ ــʙد لʨʱضــ ــام مʴــ ــي نʤــ ــل فــ ــة العʺــ ॽɿॽؗــ
ــʙمات  ــʦǽʙ الʵـ ــى تقـ ــاǼقة علـ ــʛات الʶـ ــʙروس الʺʕشـ ــام الʺـ ــʛض أن الʤʻـ ــʚلʥ نفʱـ ــة, لـ الʳʺاهȄʛʽـ

  ة:الآتʴǽॽقȘ الفʛضॽات  
ــاوȄة  خـــــلال فʱـــــʛات زمॽʻـــــةإن الȃʜـــــائʧ أو الʢلॼـــــات تʸـــــل إلـــــى الʤʻـــــام   -أ مʶʱـــ

ʧ ؗــل زȃــʨن والــȑʚ يلॽــه تʶــاوȑ مقــʙاراً ثابʱــاً أȑ  ،ومʴــʙدة   إن الفʱــʛة الʜمॽʻــة بـ̔ـ

a  ȑاوʶǽ ʧمʜة الʙفي واح ʧʽد القادمʙأن ع ȑأ ،
a

1. 

ــة اللازمــــة لʙʵمــــة أȑ زȃــــʨن   -ب ــاوȑ إن الفʱــــʛة الʜمॽʻــ ــة وتʶــ ــʙد  ،bثابʱــ أȑ أن عــ

  ȑاوʶǽ ʧمʜة الʙفي واح ʧȄالʺغادر
b

1. 

 ʙʵم أولاً).إن نʤام الʙʵمة في الʤʻام حʖʶ القاعʙة (مʸǽ ʧل أولاً ǽُ   -ج

إن ʡــʨل الʸــف هــʨ إجʺــالي عــʙد الȃʜــائʧ الʺʨʱاجــʙيʧ فــي الʤʻــام (وʶȄـــاوȑ   - د
ʧȄʛــ ــʙد الʺʤʱʻـ ــه  عـ ــʛʻمʜ لـ ــة), وسـ ــي الʙʵمـ ــʙيʧ فـ ــʙد الʺʨʱاجـ ــف + عـ ــي الʸـ فـ

 ʜمʛالǼr    لȞʷة العʺل    الآتيوالॽɿॽؗ اʻضح لʨام.يʤʻال ʥل ذلʲفي م 

 

O → O → → O  →  

 b       b  
ʚ تقʤǻʗ الʗʳمة  ʙؕم  

O → O → → O  →  

 a       a  

  القادمʦن     الʸغادرون 

  ) 5-12(رقʤ الȜʵل 

    ʧʽʱʽʻمʜالــ ʧʽتʛــʱالف ʧ وهʻــا  bو aولʴʱلʽل العʺل في هʚا الʤʻام نʙرس العلاقة بـ̔ـ
  ة:الآتॽنʺʜʽ الʴالات  

: وهـــʚا ǽعʻـــي أن ســـʛعة تقـــʦǽʙ الʙʵمـــة الʱـــي تʶـــاوa<b  ȑإذا ؗـــان    -أ 
b

مـــʧ  أقـــل    1

ـؗـــʜ الʙʵمــــة  ʛإلــــى م ʧــائ والʱــــي تʶــــاوȑ    ســــʛعة وصــــʨل الȃʜــ
a

، أȑ أن ســــʛعة  1

 ʜاكʛʺإلى ال ʧائȃʜل الʨه  وصʚاضــح إن هــʨال ʧله, ومــ ʦعة مغادرتهʛس ʧم ʛʰأك
  ȑدʕي تʱالة هي الʴــف  الʸل الȞــʷإلــى ت ʚــʻل ــ  مȂــة وǽاʙʰود  الʙــʴʺال ʛــʽه غʙايــʜى ت
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هــʚه الʴــالات إلا Ǽإحــʙاث أنʤʺــة  فــي الʻهاǽــة. ولا Ȟʺǽــʧ حــل الʺʶــائل فــي مʲــل  
 جʙيʙة للʙʵمة أو زȄادة القʙرة الʙʵʱمॽة للʤʻام الʺʨؗʚر. 

: وهــʚا ǽعʻــي ســʛعة الʨصــʨل  b = aإذا ؗانــʗ    -ب 
a

1    ʦǽʙــʵʱعة الʛســ ȑــاوʶت
b

1 ،  

 ʜجــاه ʜــ ʛؗʺن    اً فــإذا ؗــان الʨــȃز ʙجــʨمــة ولا يʙʵال ʦǽʙقــʱــف ي لʸفــي ال ʛــʤʱʻ ،    فــإن
ــʨن الأول   ــاني فـــــي  الȃʜــ ــʨن الʲــ ــة مॼاشـــــʛة, وسʸॽــــل الȃʜــ ــى الʙʵمــ سʸʴॽــــل علــ

الʱــي تʱʻهــي خʙمــة الȃʜــʨن الأول وʸʴȄــل علــى الʙʵمــة مॼاشــʛة  نفʶــها  اللʤʴــة  
  ʥلʚـــȃــاً. وʹǽأ ʛــʤʱʻم ʙقــى أحـــॼاً لا ي    ʧʺـــʹʱـــف يʸــف, أمـــا إذا ؗــان الʸفـــي ال

 عʙداً مʧ الȃʜائʧ عʙʻ بʙاǽة العʺل فإن ʨʡل ذلʥ الʸف يॼقى ثابʱاً. 

: وهʚا ǽعʻي أن سʛعة الʨصʨل a>b  كان إذا    -ج
a

1 ʱعة الʛســ ʧـأقل مɻـ  ʦǽʙ 
b

1 ,

ــان ʡـــʨل الʸـــف  ــا ؗـ ــه مهʺـ ــʕدȑ إلـــى أنـ ــʚا يـ ʱقلʟ  فـــي rوهـ ـ̔ـ ــه سـ ــام فإنـ الʤʻـ
 وʚȃلʥ لʦ يȘʰ أحʙ مʛʤʱʻاً في الʸف. r = 0أو   Ǽr = 1الʙʱرȄج حʱى يʰلغ  

  ملاحʢة:

ʨؔن مʨضــʨع هــʚا الفʸــل لأنهــا مʺــا س ــ ʱʻج إن الʴالــة الʲالʲــة هــي الʱــي سـɦـ Șʰ نʶـɦـ
  ʧʺʹʱة.تʳل والʺعالʴلة قابلة للȞʷم  

  :)1(  مʰال

ــاً واحـــʙاً  قʰل زʨȃنـ ) وȄقـــʙم لـــه الʙʵمـــة  a=4دقـــائȘ (   4 ؗـــل  نفʱـــʛض أن نʤامـــاً مـــا ʶǽــɦـ
زʨȃنــاً, فؔــʦ مــʧ    12العʺل ؗــان علــى مʙخلــه صــفاً مــʧ  ), وعʙʻما بʙأ b=1خلال دॽʀقة واحʙة ( 

  Șʴما يل ʧد ومʨجʨʺف الʸال ʧم ʟلʵʱى يʱمه حʜيل ʗقʨال .ʧائȃز ʧه مǼ  

دॽʀقــة وخــلال هــʚه  12=1×12زʨȃناً الأوائل يلʜمه  12حʱى ǽقʨم الʤʻام بʦǽʙʵʱ الـ 
  Șــابʶف الʸإلى ال ʦʹʻʽة سʛʱن ؗــل   3الفʨــȃز) ʧــائȃ4ز  (Șدقــائ ʦهʺǽʙــʵʱمــه لʜلʽ3ف  Șدقــائ

ــه  ــل بʙونــ ــة العʺــ ــʨد الʸــــف ومʱاǼعــ ــʧ وجــ ʵلʟ مــ ـɦـ ــʗ الــــلازم للــ ــʨن الʨقــ ــʚلȞǽ ʥــ ــاً. وȃــ أǽʹــ
  دॽʀقة.  15=12+3
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ورغʦ أن أنʤʺــة الʸــفʨف الʺʴــʙدة غʽــʛ مʷʱʻــʛة فــي الॽʴــاة العʺلॽــة, فإنʻــا وقʰــل أن 
عʛضنــʙخل فــي معالʳــة أنʤʺــة الʸــفʨف العʷــʨائॽة  ʙʵمة فــي  سʶʻـɦـ أهــʦ الʺʕشــʛات الʺʶـɦـ

ʧ هــʚه الʺʕشــʛات  ʵلاص العلاقــات الȄʛاضــॽة الʱــي تــȌȃʛ بـ̔ـ ॽʀــاس فعالॽــة عʺــل الʤʻــام واسـɦـ
  في الʴʱلʽل العʨʷائي اللاحȘ.لاسʙʵʱامها  

  مʓشʙات فعالॻة الʹʢام: -10

 ʦات إن أهـــʛشـــʕʺـــام الʤʻمات فـــي الʙـــʵـــة الॽـــاس فعالॽʀ مة فـــيʙʵ الʺʕشـــʛات الʺʶــɦـ
ॽة:الآت  

ʤــام خــلال واحــʙة الــʜمʧ   - أ  ونʛمــʜ لــه  ،  مʨʱســȌ عــʙد الȃʜــائʧ أو الʢلॼــات القادمــة إلــى ال̒

ومʨʱسȌ الفʛʱة الفاصلة بʧʽ زʨȃنʧʽ مʱʱال    ʧʽʽبـ  

1 .  

ونʛمــʜ  يʜʳʻها الʤʻام خلال واحʙة الــʜمʧ،  الʱي ʧȞʺǽ أنعʙد الʢلॼات    مʨʱسȌ   -ب

ʧʽʱʽ مʱʱال    ʧʽʱʽله بـ   hلʡ ازʳإن ʧʽة الفاصلة بʛʱالف Ȍسʨʱوم

1 . 

ــات الʱــي لا Ȟʺǽــʧ أن يʜʳʻهــا الʤʻــام خــلال واحــʙة الــʜمʧ   -ج ॼلʢة الॼــʶن Ȍســʨʱم
 وتʛتʙ عʻه دون الاسʱفادة مʧ أȑ خʙمة.

 مʨʱسȌ مʙة الانʤʱار في الʸف أو الʙور.  - د

ʙمــة (ʡــʨل    - ه  ɻون الʛــʤʱʻȄــف و yفــي ال ʧيʙاجــʨʱʺــات الॼلʢأو ال ʧــائȃʜد الʙعــ Ȍســʨʱم
 الʙور). 

فــي مʻʱــاول الʙʵمــة خــلال واحــʙة  القــادم احʱʺــال أن ʸǽــॼح الȃʜــʨن أو الʢلــʖ   -و
.ʧمʜال 

 .قانʨن الʨʱزȄع الاحʱʺالي لʜمʧ الانʤʱار  -ز

ــائʧ أو لʢلॼــات الʺʤʱʻ ــقــانʨن   -ح ȃʜد الʙــالي لعــʺʱــع الاحȄزʨʱال ʛ ــف أوʸفــي ال ʧȄ
 الʙور.

ȋ-   ȑʚخل الــʙالــ Ȍســʨʱــى م ــʜمʧ أو مــʧ ؗــل زȃــʨن عل ʴǽققــه الʤʻــام فــي واحــʙة ال
ʙه ح. 

ȑ-   رةʙــةالقـــ ــʙد الʢلॼـــات الʱـــي Ȟʺǽـــʧ أن  الȄʛȄʛʺʱـ ــها مʨʱســـȌ عـ الʺʢلقـــة وهـــي نفʶـ
.ʧمʜة الʙام خلال واحʤʻها الʜʳʻي 
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ــات الʺʳʻــʜة علــى   -ك ॼلʢد الʙة لعــʢســʨʱʺة الॼــʶʻة وهــي الॽ ــʙرة الȄʛȄʛʺʱــة الʶʻـhـ الق
 خلال واحʙة الʜمʧ.عʙد الʢلॼات القادمة  

ي الʤʻــام (للʤʻــام مʱعــʙد القʻــʨات) وهــʨ عــʙد مʛاكــʜ عــʙد القʻــʨات الʺعʱʺــʙة ف ــ  -ل
Ȅازʨʱʺمة الʙʵه.  ةالॽɾ 

وهــʨ مʨʱســȌ  (في الــʙور وقʽــʙ الʙʵمــة)  مʨʱسȌ عʙد الʢلॼات داخل الʤʻام    - م 
 . ʨʡل الʸف 

 مʨʱسȌ مʙة Ǽقاء الʢلॼات داخل الʤʻام (في الʙور وقʙʽ الʙʵمة).  -ن

 قانʨن الʨʱزȄع لʺʙة الॼقاء داخل الʤʻام.  -س

 .احʱʺال الॼقاء داخل الʤʻام أكʛʲ مʧ زمʧ مʙʴد  -ع

ــاً  قʨم بʙراســـة Ǽعـــʠ هـــʚه الʺʕشـــʛات مـــʧ خـــلال أنـــʨاع الأنʤʺـــة الʺʱʵلفـــة ووفقـ وســ̒ـ
  للʛʷوȋ والفʛضॽات الʺʛافقة.

ومʺــا تقــʙم يʰʱــʧʽ لʻــا أن عʺلॽــات الʵــʙمات الʳʺاهȄʛʽــة (صــفʨف الانʤʱــار) تʷــȞل 
  ذات صفات وخʸائʟ مʙʴدة.سॽاقات عʨʷائॽة  

وȂن الʺعالʳــة الȄʛاضــॽة لهــʚه الʶــॽاقات تʱʴــاج إلــى معʛفــة نʨعʱʽهــا ومعʛفــة قــانʨن 
ʱهــا, وتؔــʨن تلــʥ الʺعالʳــة مʶॼــʢة إذا ؗــان الॽʱــار الʺــار مــʧ نʤــام الʙʵمــة  ʛؗʴــالي لʺʱالاح

ॽɾʨاً  الʴالة وصف عʺل ذلــʥ الʤʻــام اً, حʻʻȞʺǽ ʘʽا في هʚه مʱʶقȞʷǽ ʛل سॽاقاً عʨʷائॽاً مارؗ
جʺلة مʧ الʺعادلات الʱفاضلॽة الʱي تعʛʰ عــʧ خʸائʸــه الأساســॽة وتʁــʝॽ فعالॽــة   بʨساʡة

الʙʵمات ॽɾه, وذلʥ مʧ خلال معالʳة الʤʻام وتॽار الȃʜائʧ الʺار ॽɾه. وحʱى Ȟǽــʨن الʶــॽاق 
ॽɾʨــاً ʳǽــʖ أن Ȟǽــʨن تॽــار الʴــʨادث الʺــار Ǽالʤʻــام والــʨʴǽ ȑʚلــه مــʧ حالــة لأخــȐʛ تॽــاراً  مارؗ

  وهي الॽʶاقات الʺعʛوضة في الفʸل الʶابȘ.(بʨاسʨنॽاً)  

  

II -    أو النمــوذج   نظام الخدمة بصف واحد ومركز واحــد  
M/M/1 : 

 :M/M/1قʦانʥʻ الʦʯزȂع الاحʸʯالॻة للʹʢام  -1
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  ة:الآتǽॽعʙʺʱ هʚا الʨʺʻذج على الفʛضॽات  
 ʙʵم أولاً).أولاً ǽُ   مʸǽ ʧلإن الʙʵمة ॽɾه تʦʱ حʖʶ قاعʙة (  -أ

ــʙاره   -ب  ــʷǼ ʦʱــȞل عʷــʨائي وȃʺعــʙل ثابــʗ مق ــائʧ إلــى الʤʻــام ي ȃʜل الʨإن وصــ 
.ʧمʜة الʙفي واح 

 في واحʙة الʜم   .ʧالʤʻام تǼ ʦʱʺعʙل ثابʗ مقʙاره  إن خʙمة الȃʜائʧ داخل    - ج

قʛار  -د  ॽɾʨــاً  إن نʤام الʸــفʨف ॽɾــه يʱʺʱــع ʸǼــفة الاسـɦـ أȑ أنــه ʸǽــॼح ســॽاقاً مارؗ
 .ʱقʛاً ʶم

 .الآخʧȄʛن مʱʶقل عʧ وصʨل الȃʜائʧ  إن وصʨل أȑ زʨȃ   - ه

 إن زمʧ خʙمة الʨȃʜن مʱʶقل عʧ زمʧ خʙمة أȑ زʨȃن آخʛ.  - و

 ʨــ ــʙة الـــʜمʧ هـ ــي واحـ ــادمʧʽ فـ ــʙد القـ ــان عـ ــه إذا ؗـ ــة تعʻـــي أنـ ــॽة الʲانॽـ , Xإن الفʛضـ
ــان  ه لقــانʨن تʨزȄــع  Xفــإن  ،Ǽʺعــʙل ثابــʗ وؗ ʨؗــع فــي ســلʹʵȄاً وॽائʨــʷلاً عʨــʴʱم ʛــʰʱعǽ

  بʨاسʨن الاحʱʺالي والǽ ȑʚعʢى Ǽالعلاقة:

)12-1 (  
x:0,1,2,…. 

0  !x

ex 
 = x) =X P( = f(x) 

:ȑاوʶǽ اضيȄʛقعه الʨن تȂو  
)12-2 (   = E(x)   

  : الॽʰاني لʨʱزȄع بʨاسʨن العام يʧʽʰ لʻا الȞʷل    الآتيالȞʷل  و 

  
) ʤل رقȜʵ6-12ال (  

  ʜمʛــالǼ ʛن والآخــʨــȃʜل الʨوصــ ʧ هــي    Tفــإن    TوȂذا رمʜنــا للفʱــʛة الʜمॽʻــة الفاصــلة بـ̔ـ
ها إلــى قــانʨن ال  ʨؗــع فــي ســلʹʵاً وتॽائʨــʷلاً عʨــʴʱم ʛــʰʱتع Ȑʛــى  الأخــʢعǽ ȑʚــع الأســي والــȄزʨʱ

  Ǽالعلاقة: 
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)12-3 (   , >0 t 0 > te)t(g   

:ȑاوʶǽ اضيȄʛقعها الʨن تȂو  
)12-4(  




1
)T(E  

  : للʨʱزȄع الأسي العام  الȞʷل الॽʰاني  يʧʽʰ لʻا  الآتيوالȞʷل  

  
) ʤل رقȜʵ7-12ال (  

ــʚلʥ نʳــʙ أنــه لــʨ ؗــان عــʙد الȃʜــائʧ الــʚيʧ تلقــʨا الʙʵمــة مــʧ الʤʻــام فــي واحــʙة  وؗ
 ʨــ ــǼ ʦʺعـــʙل ثابـــY ʗالـــʜمʧ هـ ــʙم لهـ ــة تقـ انـــʗ الʙʵمـ ــإن  ،وؗ ــʨائॽاً  Yفـ ǽعʰʱـــʛ مʴʱـــʨلاً عʷـ

ه لقانʨن تʨزȄع بʨاسʨن الاحʱʺالي والǽ ȑʚعʢى Ǽالعلاقة: ʨؗع في سلʹʵȄو  
)12-5(  y: 0,1,2,3,….. 

0  !y

e
)yY(P)y(f

y 
  

:ȑاوʶǽ اضيȄʛقعه الʨن تȂو  
)12-6(  )Y(E  

 فــإن  بʧʽ خʛوج زʨȃن وآخʛ يلॽه مʧ الʤʻــام Ǽــالʛمʜ وȂذا رمʜنا للفʛʱة الفاصلة 
ʛالآخ ʨالعلاقة:  هǼ ىʢعǽ ȑʚع الأسي الȄزʨʱن الʨه لقان ʨؗع في سلʹʵǽ ائيʨʷل عʨʴʱم  

)12-7 (  t>0   ,      µ>0 te)t(g   

:ȑاوʶǽ اضيȄʛقعه الʨن تȂو  
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)12-8 (  



1

)(E  

  الʺʱʵلفة وأهʺها:  على هʚه القʨانʻʻȞʺǽ ʧʽا حʶاب الاحʱʺالات الʹʛورȄة  واعʱʺاداً  

 مʧ العلاقة:k   ʖʶʴǽ  اً عʙد  Xاحʱʺال أن لا يʳʱاوز عʙد القادمʧʽ    -أ

)12-9 (  













 
















k

0x

k32x

!k
......

!3!2!1
1e

!x

e
)kX(p

)kx(p.......)3x(p)1x(p)0x(p)kX(p

  

  وȂذا أردنا حʶاب الاحʱʺال الʺعاكʝ فإنʻا نȘʰʢ العلاقة:
)12-10(  )kx(p1)kX(p   

ــة خاصــة نʶʴــʖ احʱʺــال أن لا يȄʜــʙ عــʙد القــا ʴال دمʧʽ عــʧ شــʟʵ واحــʙ وؗ
Ȍأن:  ،فق ʙʳن ʘʽح  

)12-11 (  )
!1

1(e)1x(p)0x(p)1X(p


   

  ʖʶه حʱʺॽʀ ʖʶʴوت.  

  أما الاحʱʺال الʺعاكʖʶʴॽɾ ʝ مʧ العلاقة:
)1x(p1)1X(p   

الفاصلة بʧʽ وصــʨل زȃــʨن وآخــʛ يلॽــه عــʧ مقــʙار   Tاحʱʺال أن لا تʙȄʜ الفʛʱة    -ب 
L  ʖʶʴȄار أن    وॼʱاعȃالعلاقة (و ʧمt  :(ʛʺʱʶل مʨʴʱم  

)12-12 (  
   

L

L

0

LLL

0
tt

e1)LT(p

e11eedte)LT(p







   

ــʙمʧʽ   - ج ــʙد الʺʵــ ــʙ عــ ــال أن لا يȄʜــ ــʙد  Yاحʱʺــ ــʙد مʴــ ــʧ عــ ــN ʖعــ ــʧ  وʶʴȄــ مــ
  العلاقة:



 443

)12-9- a (    






N

0y

y

!y

e
NYP

)NY(P.......)1Y(P)0Y(P)NY(P

  

  وȂذا أردنا حʶاب الاحʱʺال الʺعاكʝ فإنʻا نȘʰʢ العلاقة:
)12-10-a(  )NY(P1)NY(P   

ʧ خʙمــة زȃــʨن وآخــʛ يلॽــه عــʧ مــʙة قــʙرها   -د  احʱʺال أن لا تʙȄʜ الفʛʱة الفاصــلة بـ̔ـ
h    ʖʶʴȄالعلاقة:و ʧم 

)12-11-  a(  h.e1)h(P   

  وȂذا أردنا حʶاب الاحʱʺال الʺعاكʝ نȘʰʢ العلاقة:
)12-12-  a(  he)h(P1)h(P   

  أمʰلة تॻɿॻʮʠة:

  ):  2مʰال (

ــات فـــي الʽـــʨم الـــȑʚ مʙتـــه  4الإصـــلاح ʸǽـــل إلـــى ورشـــة  ــاعات عʺـــل.  ʡ8لॽʰـ سـ
  ة:الآتॽاحʖʶ الاحʱʺالات  

  ن فقȌ في الʶاعة.ااحʱʺال أن يʛد إلى الʨرشة ʡلॼ  -أ
  ن على الأكʛʲ في الʶاعة.ااحʱʺال أن يʛد إلى الʨرشة ʡلॼ  -ب 
  الʨʱقع الȄʛاضي لعʙد الʢلॽʰات في الʨʽم.  - ج
بʧʽ الʢلʖ والآخــʛ الــȑʚ يلॽــه أقــل مــʧ ســاعة احʱʺال أن تʨؔن الفʛʱة الفاصلة    -د 

  واحʙة.
 حʶاب الʨʱقع الȄʛاضي للفʛʱة الʜمॽʻة الفاصلة بʡ ʧʽلʧʽʰ مʱʱالʧʽʽ.  - ه

  الʴل:

ــʙد لقـــʙ أشـــʛنا إلـــى  ــʢॽه ʵǽʹـــع لʨʱزȄـــع بʨاســـʨن  Xالʢلॽʰـــات إن عـ  ،الـــȑʚ وسـ
  ʘʽح   ʧمʜة الــʙــات خــلال واحــॽʰلʢل الʨل وصــʙمعــ ʧارة عॼɺ ــا أن العʺــل فــي  ،هيʺȃو
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ʺʡ ʛــʨال الʽــʨم بــل ǽقʸʱــʛ علــى  ســاعات مʻــه, لــʚلʳǽ ʥــʖ اعॼʱــار واحــʙة  8الʨرشــة لا ʶǽـɦـ
  في الʶاعة تʶاو  :ȑالʜمʧ هي الʶاعة, وʚȃلʥ نʙʳ أن ॽʀʺة 

2

1

8

4
  

ʶʴǽــʖ مــʧ العلاقــة ن فقــȌ فــي الʶــاعة اأن يــʛد إلــى الʨرشــة ʡلॼ ــاحʱʺــال إن   -أ
)12-1 ȑاوʶȄو (:  

0758.0
!2

e)
2

1
(

)2X(P

2

1
2





  

ʶʴǽــʖ مــʧ فــي الʶــاعة ن علــى الأكʲــʛ ااحʱʺــال أن يــʛد إلــى الʨرشــة ʡلॼ ــإن   -ب 
  :) وʶȄاوȑ 9-12العلاقة (

9856.0

0758.03033.06065.0
!2

e
2

1

!1

e
2

1

!0

e
2

1

)2X(P)1X(P)0X(P)2X(P

2

12

2

1

2
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


































  

لʶʴــــاب الʨʱقــــع الȄʛاضــــي لعــــʙد الʢلॽʰــــات فــــي الʽــــʨم نعلــــʦ أن مʨʱســــȌ عــــʙد   - ج

في الʶــاعة ʶǽــاوȑ الʢلॽʰات  
2

1
  مʨــʽد ســاعات العʺــل فــي الʙــا أن عــʺȃو

 ʨ8ه    :ȑاوʶǽ مʨʽات في الॽʰلʢد الʙقع عʨفإن ت Ȍساعات فق  

4
2

1
88E   

ــالʧʽʽ لا   -د  ʧ مʱʱــ ʡ ʧلʰـــ̔ـ ــلة بـــ̔ـ ــال أن تؔــــʨن الفʱــــʛة الʜمॽʻــــة الفاصــ لʶʴــــاب احʱʺــ
 ):12-12واحʙة نȘʰʢ العلاقة (تʳʱاوز ساعة  

3935.0e1e1)1T(P 2

1


   

ــة الفاصــلة ولʶʴــاب احʱʺــال أن تؔــʨن الفʱــʛة  ॽʻمʜال ʛــʰأك ʧʽʽــال ʱʱم ʧ ʡ ʧلʰـ̔ـ بــ̔
  )ʧ12-10-a ساعة واحʙة فإنʻا نȘʰʢ العلاقة (م
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6065.03935.01)1T(P1)1T(P   

ʧ مʱʱــالʧʽʽ    - ه ʡ ʧلʰـ̔ـ ولʶʴاب الʨʱقع الȄʛاضي لʺʙة الفʛʱة الʜمॽʻة الفاصلة بـ̔ـ
  نʙʳ أن: 

2ساعة

2

1
11

)T(E 


  

  ):3مʰال (

  خʙمات في الॽʀʙقة والʺʢلʨب حʶاب:  5مʖʱȞ الاسʱعلامات في الهاتف  ǽقʙم  
  خʙمات تʺاماً في الॽʀʙقة. 10احʱʺال أن يʦʱ تقʦǽʙ    -أ
  خʙمات على الأقل في الॽʀʙقة. 10احʱʺال أن يʦʱ تقʦǽʙ    -ب 
ــʨن   - ج ــال أن تؔـ ــل مـــʧ    احʱʺـ ʧ أȑ خـــʙمʧʽʱ مʱʱـــالʧʽʱʽ أقـ ـ̔ـ الفʱـــʛة الفاصـــلة بـ

 دॽʀقة.   0.25

 حʶاب الʨʱقع الȄʛاضي لعʙد الʙʵمات في الʶاعة.  -د 

 حʶاب الʨʱقع الȄʛاضي لʺʙة الفʛʱة الفاصلة بʧʽ خʙمʧʽʱ مʱʱالʧʽʱ.  - ه

  الʴل:

̋   -أ ʱاب احʶʴل  ʦǽʙتق ʦʱــع    10ال أن يȄزʨن تʨم قــانʙʵʱــʶــاعة نʶمات فــي الʙخــ
وأن    5وȃــʚلʥ نʳــʙ أن:    ، بʨاســʨن ونعʰʱــʛ أن واحــʙة الــʜمʧ هــي الॽʀʙقــة 

 :ȑاوʶǽ بʨلʢʺال الʺʱالاح  

01813.0)10Y(P
3628800

26.65800

!10

e5

!x

e
)10Y(P

510x









  

  خʙمات على الأقل في الॽʀʙقة نȘʰʢ العلاقة:   10ولʶʴاب احʱʺال أن يʦʱ تقʦǽʙ    -ب 
)10(F1)10Y(P1)10Y(P 5  
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ʘــــʽح  )x(F5    ʙــــʻن عʨاســــʨــــع بȄزʨʱاكʺــــي لʛʱــــال الʺʱالاح ʨ5هــــ    نȂو
) الʺلʴـــȘ فـــي آخـــʛ الʱؔــــاب,  ʱʺॽʀ1ـــه الʺʶʴـــȃʨة معʛوضـــة فـــي الʳـــʙول ( 

 ȑاوʶ5 = (10)0.9682  وتF   :أن ʙʳه نʻوم  
0318.09682.01)10Y(P   

ــالʧʽʱʽ أقــل مــʧ    - ج ʱʱم ʧʽʱمʙخــ ʧ ولʶʴــاب احʱʺــال أن تؔــʨن الفʱــʛة الفاصــلة بـ̔ـ
  دॽʀقة نȘʰʢ العلاقة:   0.25

7135.0e1)25.0(P )25.0(5    

  أما الʨʱقع الȄʛاضي لعʙد الʙʵمات في الʶاعة ʶॽɾاوȑ:   -د 

   E = (60)(5) = 300خʙمة

:ȑاوʶǽ ʧʽʱʽالʱʱم ʧʽʱمʙخ ʧʽة الفاصلة بʛʱة الفʙʺاضي لȄʛقع الʨʱن الȂو  

ondsec12utemin20.0
5

11
)t(E 


  

 ):(ʦʟل الʶف غʙʻ مʗʲد Ǻعʗد ما M/M/1مʓشʙات فعالॻة الʹʢام  -2

ʙʵمة فــي ॽʀــاس فعالॽــة الʤʻــام  ʱقــʦǽʙ الʵــʙمات ل M/M/1إن أهــʦ الʺʕشــʛات الʺʶـɦـ
  ة:الآتॽالʳʺاهȄʛʽة الʺʕشʛات  

 ,ʧمʜة الــʙــام خــلال واحــʤʻعلــى ال ʧʽــات القــادمॼلʢأو ال ʧــائȃʜد الʙعــ Ȍســʨʱم :
ــʛة الʜمॽʻـــة  ــȌ الفʱـ Ș مʨʱسـ ـɦـ ــʧ أن نʷـ ــʨل, ومʻـــه Ȟʺǽـ ــʛعة الʨصـ ــʶǼ Ȍـ ــʚا الʺʨʱسـ ــʺى هـ  aوʶȄـ

  ʘʽح) ʛن والآخʨȃʜال ʧʽالفاصلة ب



1

a.(  

 ةʙــام خــلال واحــʤʻمــه الʙʵǽ أن ʧــȞʺǽ ȑʚــات الــॼلʢأو ال ʧــائȃʜد الʙعــ Ȍســʨʱم :
الــʜمʧ, وʶȄــʺى هــʚا الʺʨʱســʶǼ Ȍــʛعة الʙʵمــة فــي الʤʻــام أو Ǽالقــʙرة الȄʛȄʛʺʱــة للʤʻــام. ومʻــه 

  ʙاحʨن الʨȃʜمة الʙʵاللازم ل ʧمʜال Ȍسʨʱم Șʱʷأن ن ʧȞʺǽb    ʘʽح)



1

b.(  
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ʛ إلــى أنــه ʳǽــʖ أن Ȟǽــʨن   , وȂلا فــإن الʺʷــȞلة تؔــʨن  وهʻــا ʳǽــʖ أن نʷـ̔ـ
تʛȄʨʢ الʤʻام إو Ǽإحʙاث أنʤʺة جʙيʙة مʛʱافقة ؗʺــا رأيʻــا    بʨساʡة غʛʽ قابلة للʺعالʳة إلا  

  ساǼقاً. 

sW ʨمة) وهــʙʵال ʜ ʛؗف وفي مʸام (في الʤʻن داخل الʨȃʜقاء الǼ ةʙم Ȍسʨʱم :
:ȑاوʶǽ  

)12-13 (  



1

Ws  

qW:ȑاوʶǽ ʨوه :Ȍف فقʸن في الʨȃʜقاء الǼ ةʙم Ȍسʨʱم :  

)12-14 (  
)(

WW sq 













  

  ȌॼتʛȄوsW  معqW   :العلاقةǼ  




1
WW qs  

sL ʜــ ــ ʛؗــي م ــي الʸــــف وفــ ــام (فــ ــل الʤʻــ ــʙيʧ داخــ ــائʧ الʺʨʱاجــ ــʙد الȃʜــ : مʨʱســــȌ عــ
  ) وهʶǽ ʨاوȑ:الʙʵمة

)12-15 (  



 ss WL  

qL:ȑاوʶǽ ʨوه ,Ȍف فقʸفي ال ʧيʙاجʨʱʺال ʧائȃʜد الʙع Ȍسʨʱم :  

)12-16 (  
)(

WL
2

qq 


  

  ȌॼتʛȄوsL  معqL :العلاقةǼ  

)12-17 (  



 qs LL  

UF:    العلاقةǼ فʛعȄمة: وʙʵمعامل الॽة:الآت  

)12-18 (    ʙواح ʜ ʛؗʺل



UF  
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  ʙاحʨال ʧم ʛن أصغʨȞǽ أن ʖʳǽ معامل ʨ1:  لأنوه

  

  ):4مʰال (

 ʧـــائȃʜـــل الʸǽ ʦاراتهॽـــʶǼ ـــلاتʴم ʙانةإلـــى أحـــॽـــʸل  الʙعـــʺǼ3  ـــاعةʶفـــي ال
وȃفــــʛض أن ʡـــʨل الʸــــف غʽـــʛ مʴــــʙد فــــي الʶـــاعة.  4قـــʙم الʙʵمـــة لهــــǼ ʦʺعـــʙل تو 
  الʺʢلʨب:ف

ف وعلى ال   ة ॽʸان حʶاب مʨʱسȌ مʙة Ǽقاء الʨȃʜن في مʴل ال   -أ yة (في الʸʻʺ .( 

 حʶاب مʨʱسȌ مʙة Ǽقاء الʨȃʜن في الʸف فقȌ.  -ب 

ف وعلى ال ॽʸان حʶاب مʨʱسȌ عʙد الʺʨʱاجʙيʧ في مʴل ال   - ج yة ة (في الʸʻʺ .( 

ــʦ فـــي حʶـــاب مʱ  -د  ــʙد الʺʨʱاجـــʙيʧ فـــي الʸـــف مʤʱʻـــʧȄʛ دورهـ ــॽانةʨســـȌ عـ  الʸـ
 قʙم له الʙʵمة.ت حʱىʛʤʱʻȄ  لا يʛجع و وذلǼ ʥفʛض أن الʨȃʜن القادم  

  الʴل:

 ʖʶʴǽ مʧ العلاقة: sWة  ॽʸاننعلʦ أن مʨʱسȌ مʙة Ǽقاء الʨȃʜن في مʴل ال  -أ

hr1
34

11
Ws 





 

  كʺا نعلʦ أن مʨʱسȌ مʙة Ǽقاء الʨȃʜن في الʸف فقʖʶʴǽ Ȍ مʧ العلاقة:  -ب 

min45hr75.01
4

3
WWq 










  

ــي مʴـــل   - ج ــʙيʧ فـ ــʙد الʺʨʱاجـ ــȌ عـ ــʦ أن مʨʱسـ ــॽانةونعلـ (فـــي الʸـــف وعلـــى  الʸـ
 ):الʺʸʻة

3زبائن
34

3
L s 







  

 ونعلʦ أن مʨʱسȌ عʙد الʺʨʱاجʙيʧ في الʸف فقʖʶʴǽ Ȍ مʧ العلاقة:  -د 

 ً 25.275.03WLزبونا qq   
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  ):5مʰال (

 ʜــ ـ ʛؗــى م ــى إلـ ــل الʺʛضـ ــʸǽ ʘـ ــاعة وȞʺȄـ ــل سـ ــʙ ؗـ ــʙل شـــʟʵ واحـ ــعاف Ǽʺعـ الإسـ
ȃفــʛض أن ʡــʨل الʸــف الأولॽــة اللازمــة. و  الإسعافاتدॽʀقة لʱقʦǽʙ  20الʺॽɾ ʠȄʛه Ǽʺعʙل  

ــار، ف ــــ ــʙد والʺʛضــــى مʹــــʛʢون للانʤʱــ ــʚا غʽــــʛ مʴــ ــة هــ ــʛات فعالॽــ الʺʢلʨب: حʶــــاب مʕشــ
.ʜ ʛؗʺال  

  الʴل:

  مʧ معॽʢات الʺʶألة نʙʳ أن:  

1,3
20

60
  

  وʚȃلʥ نʙʳ أن:  

 ً 1667.0زبونا
3

1
5.0LL

5.0زبوناً 
13

1
L

1667.0ساعة
3

1
5.0

1
WW

5.0ساعة
2

1

13

1
W

q

sq

s


























  

  :M/M/1صفʦف الانʢʯار ॻʴؕاق عʦʵائي للʹʦʸذج  -3

  سʻعʙʺʱ في هʚه الʺعالʳة على ثلاث فʛضॽات هي:

الــȑʚ ســʛʻمʜ لــه  (t ,0)إن عــʙد القــادمʧʽ أو الʺغــادرʧȄ خــلال الفʱــʛة الʜمॽʻــة   -أ
 ʜمʛالǼN(t)  :ةॽقلالʱالاسǼ ʜʽʺʱȄاً وॽائʨʷاقاً عॽل سȞʷǽ  

  ة:الآتॽؗانʗ لʙيʻا اللʤʴات الʜمॽʻة  إذا  أȑ أنه  
k< . . . < t 3< t 2< t 1< t 0t  

:ʧʽʱالعلاقǼ ʧʽفʛالʺع ʧʽʽائʨʷالع ʧʽلʨʴʱʺفإن ال  
(19-12) 2)-)        i: 0 1 2 3 . . (kiN(t –) i+1= N(t (i+1)Z 
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)i+1N(t –) i+2= N(t (i+2)Z 

  هʺا مʨʴʱلان مʱʶقلان ولهʺا تʨزȄعان مʱʶقلان.

وȂن احʱʺــال أن يــʙخل الʤʻــام    ، زʨȃنــاً فــي الʤʻــام   nفــي الʤʻــام  نفʱــʛض أنــه يʨجــʙ    -ب 
  ʧة مــʛــʱخــلال الف Ȍفقــ ʙن واحــʨــȃزt    إلــىt+ t    ةʛــʱالف ʥل تلــʨــʡ مــع ʖاســʻʱي t  

 :ȑاوʶȄو  
(20-12) )t(0tP nn   

 ʘــ ـــاوȄاً  nحʽــــ ـــاكʝ مʶـــ ـــال الʺعـــ ــʨن الاحʱʺـــ ــʨل، وȃــــــʚلȞǽ ʥــــ معــــــʙل الʨصــــ
t(0t1P1(لـ nn .  

 ʧة مــʛــʱخــلال الف Ȍفقــ ʙن واحــʨȃام زʤʻغادر الǽ ال أنʺʱن احȂوt  إلــىt +  t 
  وʶȄاو t  :ȑيʻʱاسʖ مع ʨʡل الفʛʱة  

(21-12)  )t(0tq nn   

 ʘــ ــ ــاوȄاً  nµحʽـــ ــ ــاكʝ مʶـــ ــ ــــال الʺعـــ ــʨن الاحʱʺـــ ــ ــʚلȞǽ ʥـــ ــ ــادرة، وȃـــ ــʙل الʺغـــــ ــ معـــ
t(0t1q1(لـ n     

وتʴقــॽʺؗ t  Șــة صــغʛʽة جــʙاً Ǽالʶʻــॼة إلــى  ( t) 0حʽــʘ كʺــا نفʱــʛض أن 
  العلاقة:

(22-12) 
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  ʙʴإهʺال الǼ مʨقʻس ʥلʚ0ل ( t)  .ة القادمةॽابʶʴات الॽفي العʺل  

وȂن احʱʺــال أن يʳʱــاوز  tزʨȃنــاً فــي اللʤʴــة  nفــي الʤʻــام لʻفʱــʛض أنــه يʨجــʙ   - ج
 ʧة مــʛــʱخــلال الف ʙد واحــʙمعــاً العــ ʧȄوالʺغــادر ʧʽد القــادمʙعــt  إلــىt +  t 

  ȑاوʶǽo ( t).  

فــإن    Ǽ(t)nPــالʛمt    ʜزʨȃنــاً فــي اللʤʴــة    nلاحʱʺــال أن يʱʹــʺʧ الʤʻــام    رمʜنــاإذا  
قʛار إلــى الاحʱʺــال   هʚا الاحʱʺال يʱʻهــي عʻــʙما يʴʱــʨل الʤʻــام إلــى وضــॽɻة الاسـɦـ

nP  :أن ȑأ  
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(23-12) 
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n pPlim  

هــــʨ احʱʺــــال أن Ȟǽــــʨن عــــʙد الʺʨʱاجــــʙيʧ فــــي الʤʻــــام وهــــʨ فــــي  nPحʽــــʘ أن 
ǽأخــॽʀ ʚʺــة  nP(t)أȑ أن الاحʱʺال  ،تʺاماً زʨȃناً  n وضॽɻة الاسʱقʛار مʶاوȄاً لـ

  عʙʻما ʨȞǽن الʤʻام في وضॽɻة الاسʱقʛار. nPثابʱة  

  :)1(نȂʙʢة  

قʛار  nPإذا ؗـــان  هـــʨ احʱʺـــال أن Ȟǽـــʨن عـــʙد الʺʨʱاجـــʙيʧ وهـــʨ فـــي وضـــॽɻة الاســɦـ
احʱʺال عʙم وجــʨد أȑ زȃــʨن ॽɾــه فــإن الفʛضــॽات الʶــاǼقة تعʻʽʢــا   0Pؗان  Ȃذا  و   ،n  مʶاوȄاً لـ

  ة:الآتॽأنهʺا مʛتʢॼان Ǽالعلاقة  
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  ʶǽاو0P :ȑكʺا إن 

(25-12) 
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  الʛʰهان:

  tزʨȃنــاً فــي اللʤʴــة     nلʛʻمــʜ لاحʱʺــال أن Ȟǽــʨن عــʙد الʺʨʱاجــʙيʧ فــي الʤʻــام مʶــاوȄاً  
  ʜمʛــالǼ(t)nP   قــى  وॼȄاً ل ـــȄــاوʶمn    ــةʤʴنــاً فــي اللʨȃزt) (t +     ʜمʛــالǼt) (t + nP ،    ــىʱوح

  ة: الآتॽ ॽة  ɾ نʴلل الإمȞانॽات إلى الʨʴادث الʺʻʱا  t) (t +  nPنʖʶʴ الاحʱʺال  

ــادث الأول ــة  :1eالʴــ ــي اللʤʴــ ــʙيʧ فــ ــʙد الʺʨʱاجــ ــʨن عــ ــاوȄاً  Ȟǽtــ  زʨȃنــــاً  n)-(1مʶــ
 ȋʛــʷǼ)n  1 ةʛــʱوخــلال الف ،((t, t +  t)  ــهʻج مʛــʵǽ ولا ʙن واحــʨــȃــام زʤʻخل إلــى الʙيــ

  :الآتيأحʙ ؗʺا في الȞʷل  
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) ʤل رقȜʵ8-12ال (  

قلة حʶـــʖ الفʛضـــॽات  ـــʖ مـــʧ حـــʨادث مʶــɦـ ʛؗʺـــادث الʴا الʚهـــ Șقـــʴـــال تʺʱن احȂو
  ʙʴإهʺال ال ʙعǼ) ȑاوʶǽ قةǼاʶ0ال ( t) (:  

]t1).[t(P].t[)e(P 1n1n1n1    

 tزʨȃنــاً فــي اللʤʴــة  ʨȞǽ :(n+1)ن عــʙد الʺʨʱاجــʙيʧ فــي الʤʻــام 2eالʲاني    الʴادث
ʛʵǽج مʧ الʤʻام زʨȃن واحʙ ولا يʙخل إلॽه أحʙ، ؗʺــا فــي الʷــȞل  (t, t +  t)وخلال الفʛʱة 

  :الآتي

  
  ) 9-12رقȜʵ ) ʤلال

قلة حʶـــʖ الفʛضـــॽات  ـــʖ مـــʧ حـــʨادث مʶــɦـ ʛؗʺـــادث الʴا الʚهـــ Șقـــʴـــال تʺʱن احȂو
:ȑاوʶǽ قةǼاʶال  

]t[)t(P]t1[)e(P 1n1n1n2    

  ʘالــʲــادث الʴ3الe  ــامʤʻفــي ال ʧيʙاجــʨʱʺد الʙن عــʨــȞǽ :n    ــةʤʴنــاً فــي اللʨȃزt    وخــلال
  : الآتي لا يʙخل إلى الʤʻام أحʙ ولا ʛʵǽج مʻه أحʙ، ؗʺا في الȞʷل   (t, t +  t)الفʛʱة  

  
  ) 10- 12رقȜʵ   ) ʤل ال 

 ʖــʶح ȑــاوʶǽ ًــاʹǽقلة أ ــʖ مــʧ حــʨادث مʶـɦـ ʛؗʺــادث الʴا الʚهــ Șقــʴــال تʺʱن احȂو
  الفʛضॽات الʶاǼقة:

]t1[)t(P]t1[)e(P nnn3   
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 nمʶـــاوȄاً لــــ Ȟǽ :tــʨن عـــʙد الʺʨʱاجـــʙيʧ فــي الʤʻـــام فـــي اللʤʴــة 4eالʴــادث الʛاǼـــع 
ؗʺــا  (m  1)زʨȃنــاً  mزʨȃنــاً وʵȄــʛج مʻــه  mيʙخل إلॽــه  ،(t, t +  t)زʨȃناً وخلال الفʛʱة 

  :الآتيفي الȞʷل  

  
  ) 11-12رقȜʵ ) ʤلال

:ȑاوʶǽ قلةʱʶادث مʨح ʧم ʖ ʛؗʺادث الʴا الʚه Șقʴال تʺʱن احȂو  
m

nn
m

n4 ]t[)t(P]t[)e(P   

  (t +  t)وʚȃلʥ نʙʳ أن احʱʺال أن Ȟǽــʨن عــʙد الʺʨʱاجــʙيʧ فــي الʤʻــام فــي اللʤʴــة  
  زʨȃناً ʶǽاوȑ مʨʺʳع احʱʺالات تلʥ الʨʴادث الʺʻʱاॽɾة أȑ أن:  n مʶاوȄاً ل ـ

(26-12) 
m

n
m

nnnnn

1n1n1n1n1n1n

4321n

)t()t)(t(P)t1)(t1)(t(P

)t)(t1)(t(P)t1(t)t(P

)e(P)e(P)e(P)e(P)tt(P







  

 ʧʺــʹʱــي تʱود الʙــʴه الʺعادلة ودمج الʚإصلاح ه ʙعȃ2وt) (  أوmt) (  نهــاʨؔل
  ʙواح ʙاً في حʙة جʛʽ0صغ ( t)  ل على العلاقةʸʴنॽة:الآت  

)t(0

t))(t(P)t(Pt)t(Pt)t(P)tt(P nnnn1n1n1n1nn


 

  

Ș الاحʱʺــــال Ǽالʶʻــــॼة ل ــــ ʛʵاج مʷـــɦـ فʸʴʻــــل علــــى    tـ  ثــــʦ نقــــʨم Ǽʺعالʱʳهــــا لاســـɦـ
  ة: الآتॽ العلاقة  

o)(P).t(P).t(P
t

)t(P)tt(P
nnn1n1n1n1n

n 



  

1nوذلȋʛʷǼ ʥ أن ʨȞǽن:   .  

  Șʱʷأن م ʙʳاً نʛʽالوأخʺʱالاح  (t)p :ȑاوʶǽ  

(27-12) 
   nn

)t(
n1n

)t(
in1n

t
1nn ppp)t(p    

       ʘʽ1حn   
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 ʥة وذلــॽفاضــلʱالʺعــادلات ال ʧد لا نهــائي مــʙاج عــʛʵ ومــʧ هــʚه العلاقــة ʻʻȞʺǽــا اسـɦـ
  .    ………  , n    =    1 ,    2 ,    3 ,     4حʘʽ إن:  ،الʦॽʁ الʺʺʻȞة له  Ǽnإعʢاء 

 1e(لا يʨجــʙ أحــʙ مــʧ الʤʻــام) فــإن الʴــادث الأول  o = nأمــا إذا أردنــا أن Ȟǽــʨن 
 :ȑأ ʛــفʸاً الȄــاوʶعــه مʨــال وقʺʱن احʨــȞǽ ʥلʚــȃلاً وʽʴʱــʶح مॼــʸǽ) = 01P(e  نʨــا تؔــʺؗ

00 ،  العلاقــة ʚتأخــ ʥلʚــȃــه وॽɾ ʙد أحــʨم وجــʙــام لعــʤʻال ʧمــ ʙوج أحــʛخــ ʧــȞʺǽ لأنــه لا
  :الآتيالȞʷل    (27-12)
(28-12) )t(P)t(P)t(P 00110   

نʱʶفʙʽ مʧ شʛوȋ الȄʛʤʻة نʘʴॼ عʧ مʸــʛʽ هــʚه الʺعــادلات عʻــʙما يʴʱــʨل   وحʱى
  ) أن:4الʤʻام إلى وضॽɻة الاسʱقʛار. حʘʽ نʙʳ حʖʶ الفʛضॽة (

0n     =ʗد ثابʙع nn P)t(Plim  

قات  t(P,)t(P(وȃــʚلʥ تʸــॼح الʺʷـɦـ n0
  ــل علــى جʺلــةʸʴون ʛــفʸة للȄــاوʶم

  ة:الآتॽالʺعادلات العادǽة  
t(P(n = 0  0PPعʙ̒ما    ) 29- 12(  00110   
t(P(PP)(n =1 0Pعʙ̒ما    ) 30- 12(  11122001   
t(P(PP)(n = 2 0Pعʙ̒ما    ) 31- 12(  22233112   

ʙ̒ما   n = 3  0P)(PP)t(Pوع 33344223   

  مʧ الʺعادلة الأولى نʙʳ مॼاشʛة:
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  ʠȄʨعʱȃ1وP :ل على أنʸʴة نॽانʲفي الʺعادلة ال  
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  وʚȃلʥ نʙʳ أن:
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  ʠȄʨعʱȃ1وP , 2P :ل على أنʸʴة نʲالʲفي الʺعادلة ال  
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  ة:الآتॽوهʚȞا ʻʻȞʺǽا أن نʱاǼع الʛʰهان حʱى نʨʱصل إلى العلاقة العامة 
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  وهي العلاقة الأولى الʺʢلȃʨة في هʚه الȄʛʤʻة:

  ولاسʛʵʱاج العلاقة الʲانॽة نعʙʺʱ على أن الاحʱʺالات:

 ...........  nP  ..........  3P 2P 1P 0P 

  ʙاحʨال ȑاوʶǽ عهاʨʺʳن مȂام وʤʻفي ال ʧيʙاجʨʱʺد الʙاً لعॽالʺʱعاً احȄزʨل تȞʷت
  أȑ أن: 

+………=1 nP +………….+ 3P + 2P + 1P + 0P  

  أȑ أن:
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  ) نʙʳ أنه ʻʻȞʺǽا ʱؗاǼة العلاقة الʶاǼقة ؗʺا يلي:35-12ومʧ العلاقة (
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  ومʻها نʙʳ أن:
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  وʚȃلʥ نʙʳ أن:
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  وهʨ الʺʢلʨب.

  ʗاً إذا ؗانȃقارʱم Șابʶال ʛʶؔع في مقام الʨʺʳʺن الʨȞȄوiµ<  i   ʧؔمهʺا تi.  

  ):2نȂʙʢة (

) الʺʨؗʚرة ساǼقاً نفʛʱض أنــه إذا ؗــان الʤʻــام فــي 3) و(2) و(1إضافة للفʛضॽات (
انــʗ معــʙلات الʨصــʨل ثابʱــة وتʶــاوn = 0(  ȑأȑ ؗــان (فارغــاً   t = 0اللʤʴــة   =  nوؗ

انــʗ جʺॽــع معــʙلات ال ǽعʢــى  nP(t)فــإن الاحʱʺــال  nµ 0 =معʙومــة وتʶــاوȑ  ʺغــادرة وؗ
  ):nة (تʨزȄع بʨاسʨن لعʙد القادمʧʽ إلى الʤʻام  الآتǼॽالعلاقة  

!n

e)t(
)t(P

tn

n


  

  الʛʰهان:

  :الآتيتأخʚ الȞʷل    (12-27)ضʺʧ الفʛضॽات الʶاǼقة نʙʳ أن الʺعادلة  

n1nn P)t(P)t(P    

  :الآتيتأخʚ الȞʷل    (12-28)والʺعادلة  
(39-12) )t(P)t(P 00   

  وʴȃل هاتʧʽ الʺعادلʧʽʱ الʱفاضلʧʽʱʽ ؗʺا ورد في الفʸل الʶابȘ نʙʳ أن:

(40-12) 
!n

e)t(
)t(P

)t(n

n


  
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 ʨقعــه وهــʨت ȑʚن الــʨاســʨــع بȄزʨن تʨقــانE(n) = t،  ًلاȞن شــʨا القــانʚهــ ʚأخــȄو
 ʗاً إذا ؗانʢʶॼمt =1 :ʨوه (ʧمʜة الʙفي واح)  

(a - 40-12) 
!n

e
P

n

n


  

  وॼʸȄح تʨقعه:

E(n) = λ   

  :)3(نȂʙʢة  

 ʧʽالقــادم ʧــائ ȃʜد الʙإذا ؗــان عــn  نʨاســʨــع بȄزʨمــة خاضــعاً إلــى تʙʵال ʜــ ʛؗــى م إل
  ʗل ثابــʙعʺȃو Șابʶال   ــةॽʻمʜة الʛــʱة الفʙفــإن مــT  ــعʹʵــه تॽيل ȑʚن والــʨــȃʜال ʧ الفاصــلة بـ̔ـ
  :الآتيلقانʨن الʨʱزȄع الأسي  

(41-12) te)t(f   

والȑʚ تʨقعه الȄʛاضي  



1

)t(E .  

  الʛʰهان:

  ʧʽاصلʨد الʙا أن عʺǼn   ةʛʱخلال الف[0,t]  :ن الآتيʨاسʨع بȄزʨʱع لʹʵǽ  

!n

e)t(
)t(f

tn 
  

فإنʻا نʸʴل على احʱʺــال أن Ȟǽــʨن عــʙد الʨاصــلn = 0, 1, 2, ….  ʧʽحʘʽ إن: 
  مʧ العلاقة:  xمʶاوȄاً لـ 

P (n = x) = f (x) 

، وأن الʤʻــام ؗــان فارغــاً Tولʻفʛʱض أن الفʛʱة الفاصلة بʧʽ الʨȃʜن والȑʚ يلॽــه هــي 
ʶǽــاوt  ȑ، فإن الʜمʧ اللازم حʱى ʸǽل زʨȃن واحʙ أو أكʲــʛ قʰــل اللʤʴــة t = 0في اللʤʴة 

  ، أȑ أن:tاحʱʺال أن يʨʱاجʙ في الʤʻام زʨȃن واحʙ على الأقل قʰل اللʤʴة  









1n

tn

!n

et)(
 t) (T P  (t)G  

  وȃʺا أنه لʙيʻا:
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









1n

tn

1
!n

et)(  

:ȑاوʶǽ Șابʶع الʨʺʳʺفإن ال  

t

1n

tn

e1
!n

et)( 







  

  ʶǽاوT :ȑأȑ أن تاǼع الʨʱزȄع لʨʢل الفʛʱة  

te1)tT(P)t(G   

ــة  ــʛة الʜمॽʻـ ــالي للفʱـ ــع الاحʱʺـ ــانʨن الʨʱزȄـ ــل علـــى قـ g (t)  Șومʻـــه نʸʴـ ـɦـ ــʧ مʷـ   مـ
G (t)  :أن ʙʳʻف  

t
t

e
t

)e1(

t

)t(G
)t(g 











  

  وهʨ الʺʢلʨب.

  نʯائج هامة:

 ʠعــǼ ʖــʶʴــا أن نʻʻȞʺǽ رةʨؗʚات الʺــॽضــʛالف ʝنفــ ʧʺقة وضــǼــاʶــات الȄʛʤʻال ʧمــ
  ȋوʛʷات والॽضʛالف ʧʺات وضʛشʕʺالॽة:الآت  

، ؗʺــا نفʱــʛض =  n أن مʶʱــاوȄة أn ȑنفʱــʛض أن جʺॽــع معــʙلات الʨصــʨل 
  .µ nµ =أن  أȑ   ،(Ǽعʙ الʙʵمة) مʶʱاوȄة  ت الʺغادرة أن معʙلا

(ونʛمʜ للµ<      ʛʶؔكʺا نȋʛʱʷ أن ʨȞǽن  

  بـ   عʹʻس ȑأ




(  

  ة:الآتॽوسʻقʨم ʶʴǼاب الʺʕشʛات  

الʺقابـــل لعـــʙم وجـــʨد أحـــʙ فـــي الʤʻـــام عʻـــʙما Ȟǽـــʨن فـــي وضـــॽɻة  0Pحʶـــاب الاحʱʺـــال  -1
قʛار ــʙ أن  25)-(12فʺــــʧ العلاقــــة  ،الاســـɦـ ــاǼقة نʳــ ــॼح  0Pوضــــʺʧ الفʛضــــॽات الʶــ ʸǽــ
  مʶاوȄاً لـ:
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










































1

[1

1

]
1

1
[1

1

)(1

1
P

1n

n
0  

هـــʨ مʳʺـــʨع مʨʱالॽـــة هʙʻســـॽة حـــʙها  Șوذلـــʥ لأن الʺʳʺـــʨع فـــي مقـــام الʶؔـــʛ الʶـــاب

الأول  

   وأساسها


  :أن ʙʳن ʥلʚȃو  

(42-12) 



 11P0  

  ʥلʚ   ॼʸǽح مʶاوȄاً: nPالاحʱʺال    نʙʳ أنوؗ

(43-12) )1()(P)(P n
0

n
n 











  

(44-12) 1n)1(P n
n   

ʶǽــʺى العــʙد 



  ورʛافــة الʺــʲȞǼ مــة أوʙʵعامــل الʺǼTraffic Intensity 

  ʦأه ʧاصهومʨ10أنه    خ .  

ــان  ــا إذا ؗــ ــʙد  1أمــ ــاوز العــ ــى يʳʱــ ــʜʽداد حʱــ ــادمʧʽ ســ ــʙد الʺʨʱقــــع للقــ ــإن العــ فــ
  الʺʨʱقع للʺغادرʧȄ وʛʵȄج الʤʻام عʧ حالة الاسʱقʛار.

  وهʶǽ ʨاوSL :ȑالعʙد الʺʨʱقع للʺʨʱاجʙيʧ في الʤʻام ونʛمʜ له بـ   حʶاب -2

)12-45 (   









1n 1n

n
nS )1(nP.n)n(EL  

   





1n

5432n
S .....5432)1(n)1(L  

   .......54321)1(L 432
s  

  :الآتॽةولʶʴاب الʺʨʺʳع اللانهائي الȑʚ داخل القʨس نأخʚ الʶلʶلة الهʙʻسॽة  




1

1
......5432  

  :ʸʴʻل علىف  أخʚ مȘʱʷ الʛʢفǼ ʧʽالॼʶʻة لـ ثʦ ن
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22

432

)1(

1

)1(

)1()1(1
......54321







  

  ʸʴل على أنّ:ن  LsوʱȃعʠȄʨ ذلʥ في علاقة

)12-46 (  








1)1(

1
)1(L

2s  

ʠȄʨعʱȃو  بـ 

  :ل على أنʸʴن  

47-12) (  














1

L s  

  وهʨ الॽʁʺة الʺʨʱقعة لعʙ الʺʨʱاجʙيʧ داخل الʤʻام.

، فʳʻــʙ أنــه  qLأمــا Ǽالʶʻــॼة لʨʱقــع عــʙد الʺʨʱاجــʙيʧ فــي الʸــف فقــȌ الــȑʚ نʛمــʜ لــه ب ـــ
  : وʚȃلʥ نʙʳ أن فقȌ،  ) زʨȃناً  ʵǽ1 -  nʹع لاحʱʺالات ولʧؔ عʙد الʺʨʱاجʙيॽɾ ʧه ʨȞǽن ( 

  













1n 1i 1i

nnnq PnPP)1n()1n(EL  

(48-12)  














11
)P1(

1
Lq

2

0  

ʠȄʨعʱȃو   ـ  ب

 أن ʙʳن:    

(49-12) 
)(1

)(
Lq

2

2














  

ـــ  لʶʴـــاب -3 ــه بـ ــʛʻمʜ لـ ــام والـــȑʚ سـ ــي الʤʻـ ــاء فـ ــار والॼقـ ــʙة الانʤʱـ ــʙ أن  sWمʨʱســـȌ مـ نʳـ

ǽ هॽɾ ʧيʙاجʨʱʺد الʙع :ȑاوʶsL    ʦهʻة اللازمة لؔل مʙʺال ȌسʨʱʺǼ اȃوʛʹم

1. 

(50-12)  
)1(

11
LW ss 








  
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ـʁــاب  - 4 ʴلهـــا بــــ    ل ʜمـــʛــي يɦـ ـyــف فقـــȌ وال ـrــʙ أن    qWمʨʱســـȌ مـــʙة الانʤʱـــار والॼقـــاء فـــي ال ن
 ǽ :ȑاوʶ 

(51-12) 
)1()(

1
WW sq 










  

مʻها الʺʙة اللازمة للʨȃʜن   مʛʢوحاً  sWتʶاوqW   ȑوذلʥ لأن 

1.  

وهــي Ȅʛʡقــة الʨʱزȄــع الاحʱʺــالي  ،يــȄʛʢǼ ʦʱقــة أخــqW  Ȑʛو sWفــي الॽʁʴقــة إن حʶــاب  -5
 الȑʚ تʵʹع ؗل مʻهʺا له, وسʻعالج ذلʥ ؗʺا يلي:

, ولʻفʱــʛض أن ʳǽTــاد الʨʱزȄــع الاحʱʺــالي لʺــʙة الانʤʱــار فــي الʤʻــام نʛمــʜ لهــا بـــ لإ
, الʸــف الॼــاقʧʽ فــي (n-1)واحʙ مʻهʦ في الʤʻام  و الـ   زʨȃناً؛  nالʨȃʜن القادم سʙʳॽ أمامه  

:ȑاوʶة تʙم ʛʤʱʻالقادم أن ي ʥن على ذلʨȞǽ هاʙʻوع 

1nn4321 tt......ttttT  

  ʘـــــʽ1حt    ʗقـــــʨال ʨــ ــاقي هـــ ــة    الॼـــ   الـــــلازم لʙʵمـــــة الȃʜـــــʨن الʺʨجـــــʨد فـــــي الʙʵمـــ
    n+1t. هــي الʺــʙد اللازمـــة لʙʵمــة الȃʜــائʧ الʺʤʱʻـــʧȄʛ فــي الʸـــف, و 2t   ،3t   ،4t  ….  ntو 

  الʺʙة اللازمة لʙʵمة ذلʥ الʨȃʜن القادم. 

ا أن  ـ̒ـ ــة  W(T/n+1)وȂذا فʛضـــ ــʙة الʙʵمـــــة اللازمـــ ــع الʷـــــʡʛي لʺـــ ــانʨن الʨʱزȄـــ ــʨ قـــ   هـــ
ــ  1t وȃʺــا أن الʺــʙة الأولــى زʨȃنــاً الʺʨʱاجــʙيʧ فــي الʤʻــام قʰــل وصــʨل الȃʜــʨن الʺــʨؗʚر. n لـ

تʵʹــع   n+1,tn,….t4,t3,t2tوȂن الʺــʙد  تʵʹع احʱʺالॽاً إلى الʨʱزȄــع الأســي بʨʱقــع قــʙره 
 ʙــ ــع مʨحـ ــॽة بʨʱقـ ــات أسـ ــى تʨزȄعـ ــإ. إلـ ــع الʷـــʡʛي فـ ــW(T/n+1)  ʨن الʨʱزȄـ ــʨب هـ الʺʢلـ

  تॽة:العلاقة الآهʨ مʨʺʳع مʨʴʱلات أسॽة، وȄعʢى T  Ǽإيʛلانغ) لأن الʺʨʴʱل   (غاماتʨزȄع  

t  ) لʺʨʺʳع الʺʨʴʱلات (
n

e
!n

)t(
)1n/T(W 
  

Ǽالاحʱʺــالات  ʶǽnPــاوȑ جــʙاء الاحʱʺــالات  Tـ ʺʻفــʛد ل ــوعʻــʙها نʳــʙ أن الʨʱزȄــع ال 
  الॽʡʛʷة.
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



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0n

n
t

!n

)t(
e)1(  

tt ee)1(    
(52-12) t)1(e)1()T(W   

  ، أȑ أن:tوهॼɺ ʨارة عʧ تʨزȄع أسي وتʨقعه الȄʛاضي ʶǽاوȑ مقلʨب أمʲال  

)1(

1
)T(E


  

:ȑاوʶام تʤʻد في الʨجʨن مʨȃز ȑار أʤʱقعة لانʨʱʺة الʙʺأن ال ʙʳن ʥلʚȃو  













1

)1(

1

)1(

1
)T(EWs  

(53-12) 



1

Ws 

 Ȍــف فقــʸــار فــي الʤʱقعــة للانʨʱʺة الʙأن الʺــ ʙــʳن ʥلʚــ Ȟʺǽــʧ أن تʶʴــqW  ʖوؗ
ǼقةȄʛʢها  الʶن نفʨــȃʜمــة الʙʵة اللازمــة لʙح الʺــʛــʢǼ ʥقة أسهل وذلȄʛʢǼ جهاʛʵʱʶʻا سʻʻؔول .


1  ʧمsW  :أن ʙʳʻف  

)(

111
WW sq 











  

(54-12) 
)1()(
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
  

ــʙد  حʶــــاب -6 ــʧ عــ ــام أكʰــــʛ مــ ــي الʤʻــ ــʙيʧ فــ ــʙد الʺʨʱاجــ ــʨن عــ ــال أن Ȟǽــ ــا أن kاحʱʺــ . Ǽʺــ
 تȞʷل تʨزȄعا مʱʶقلا لعʙد الʺʨʱاجʙيʧ في الʤʻام فإنه ʨȞǽن لʙيʻا:  Pnالاحʱʺالات  
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 nعʗد الʦʯʸاجʗيʥ    الاحʸʯال 

)1(P0   n = 0 

)1(P1   n = 1 

)1(P 2
2  n = 2 

)1(P 3
3   n = 3 

-  - -  - -  -  - -  -  
)1(pP k

k   n = k 

)1(pP 1k
1k  
  n = k + 1 

)1(pP 2k
2k  

  n = k + 2 

- - -  -  - - - 

 :ȑاوʶǽ بʨلʢʺال الʺʱأن الاح ʙʳن ʥلʚȃو  
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  :أȑ أن

(55-12) 
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1k)kn(p



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
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





  

ــاب -7 ــام  حʶـ ــي الʤʻـ ــاء فـ ــʙة الॼقـ ــʨن مـ ــال أن تؔـ ــʙدة  Tاحʱʺـ ــʛة مʴـ ــʧ فʱـ ــʛ مـ ــt،  ʧأكʰـ Ȟʺǽـ
وهــʨ الʨʱزȄــع الأســي  Tحʶاب هʚا الاحʱʺال مــʧ قــانʨن الʨʱزȄــع الــȑʚ تʵʹــع لــه الʺــʙة 

  ي:الآت  (12-52)الȑʚ وجʙناه في العلاقة 
t)p1(e)1()T(W   

: ȑاوʶǽ بʨلʢʺال الʺʱأن الاح ʙʳن ʥلʚȃو  

 


 
t

t
t)1(t)1( edte)1()tT(p  

(56-12) t)1(e)tT(p   
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  ):6مʰال (
غʛق دفــع رســʦ  ،ســॽارة فــي الʶــاعة  ʱʶǽ120قʰل مــʙخل الʶــॽارات فــي الʺʢــار   وʶȄـɦـ

انــʗ  25الــʙخʨل عــʧ ؗــل ســॽارة  ثانॽــة. فــإذا ؗــان تॽــار الʨصــʨل ʵǽʹــع لʨʱزȄــع بʨاســʨن وؗ
  حʖʶ مايلي:امʙة الʙʵمة تʵʹع للʨʱزȄع الأسي ف

 لا يʨجʙ في الʤʻام أǽة سॽارة.احʱʺال أ  -أ

ʜ الʙʵمة).  -ب  ʛؗف وفي مʸام (في الʤʻة في الʙاجʨʱʺارات الॽʶد الʙقع عʨت 

 تʨقع عʙد الॽʶارات الʺʛʤʱʻة في الʸف لʙخʨل الʺʢʴة.  - ج

 نॼʶة الʨقʗ الʨȞǽ ȑʚن فʽها الʺʙʵم مʷغʨلاً.  -د 

ــʧ   - ه ــام أكʰــــʛ مــ ــي الʤʻــ ــʙة فــ ــॽارات الʺʨʱاجــ ــʙد الʶــ ــال أن Ȟǽــــʨن عــ   حʶــــاب احʱʺــ
 سॽارات.  5

 دقائȘ. 3حʶاب احʱʺال أن تʨؔن مʙة الانʤʱار في الʤʻام أكʛʲ مʧ   - و

  الʴل:

  :(في الʶاعة)  ةالآتॽقʰل الʙʰء في الإجاǼة نʖʶʴ معالʦ الʤʻام  

12

10

144

120





  144
25

6060



  120  

 إن احʱʺال عʙم وجʨد أȑ سॽارة في الʤʻام ʶǽاوȑ:  -أ

6

1

12

2

12

10
11P0   

 تʨقع عʙد الॽʶارات الʺʨʱاجʙة في الʤʻام ʶǽاوȑ:  -ب 

5سॽارات  

12

10
1

12

10

1
LS 







  

 تʨقع عʙد الॽʶارات الʺʨʱاجʙة في الʸف فقȌ:  - ج
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167,4سॽارة  
24

100
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10
1

12
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1
L

2

2

q 














  

ʶـــॼة تʱʺـــة الʨقـــʗ إن نʶـــॼة الʨقـــʗ الـــȞǽ ȑʚـــʨن فʽهـــا الʺʵـــʙم مʷـــغʨلا تʶـــاوȑ ن  -د 
ʡه عاॽɾ نʨȞǽ ȑʚأن:  لاً ال ȑأ 

12

10
)1(1p1R 0   

ســـॽارات  5احʱʺـــال أن Ȟǽـــʨن عـــʙد الʶـــॽارات الʺʨʱاجـــʙة فـــي الʤʻـــام أكʰـــʛ مـــʧ   - ه
:ȑاوʶǽ 

3349,0
12

10
)5n(p

6

15 





   

 دقائʶǽ Șاوȑ:  3احʱʺال أن تʨؔن مʙة الانʤʱار في الʤʻام أكʛʲ مʧ   - و

3012,0eee)
60

3
T(p 2.160

3

12

10
1144

60

3
)1(

 






 

  

  الة خاصة: ح

ʜ الʨاحʙ  ( عʙʻما ʨȞǽن الʸف مʙʴوداً   ʛؗʺوال ʙاحʨف الʸام الʤفي نM/M/1 .(  

 ȑاوʶǽ امʤʻه في الǼ حʨʺʶʺال ʧائȃʜد الʙالأعلى لع ʙʴض أن الʛʱفʻلM .  

 Mه عʙʻما يʳʱــاوز الʸــف العــʙد لأن وفي هʚه الʴالة لا ȋʛʱʷǽ أن ʨȞǽن 
ــʨد راجعـــاً  ــʨن ǽعـ ــإن الȃʜـ ــام، فـ ــʙخل الʤʻـ ــة  ولا يـ ــʚه الʴالـ ــي هـ ــادلات وفـ ــاملات الʺعـ ــʚ معـ تأخـ

  :الآتيالʶاǼقة الȞʷل  الʱفاضلॽة  

)12-57 (  
...,.........2,1,0:nfor

,.....2M,1M,M:nfor0

1M,......2,1,0:nfor

n

n














  

) نʸʴل  25-12وهي (  0PوʱȃعʠȄʨ ذلʥ في الʺعادلة الʱي تعʻʽʢا الاحʱʺال 
  على أن: 
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)12-58 (   














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
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



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1n
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1

1

1
P  

حʘʽ اسʙʵʱمʻا نفʝ الʺʢʸلح  



    ʧʽʱالʴال ʧʽب ʜʽʺا نʻوه ,ȋʛون شʙب

  ʧʽʱ: الآت̔ 

1 -   ʗإذا ؗان  ـ̋ـ  ʳح مॼــʸǽ ʛــʶؔفــي مقــام ال ȑʚع الــʨــʺʳʺفــإن ال ʨ  ــةॽالʨʱود مʙع حــ
  , وʚȃلʥ نʙʳ أن: Mوعʙد حʙودها    وأساسها    هʙʻسॽة حʙها الأول  

  1MM0عʙʻما:    ) 12-59( 1

1

1

1
1

1
P










  

2 -   ʗإذا ؗان    حॼʸǽ ʛʶؔع في مقام الʨʺʳʺاً  فإن الȄاوʶل ـم : 

  
 


M

1i

M

1i

M1  

  وʚȃلʥ نʙʳ أن:  

)12-60 (  
M1

1
P0 

  

ــة (و  ــʧ العلاقــــ ـــالات 44-12مــــ ــع الاحʱʺــــــال  nP) نʳــــــʙ أن الاحʱʺـــ  0PتــــــʛتȌॼ مــــ
  ʧʽʱالعلاقǼʽالآت:ʧʽʱ  

  1Mعʙʻما:    ) 12-61(

n
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n
n 1

1
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


  

  وȂن:  1فإن   عʙʻما:    ) 12-62(
M1

1
PP 0n 

  

ــة ( ــʚلʥ نʳــʙ مــʧ العلاق ــائʧ فــي الʤʻــام ) 45-12وؗ ȃʜد الʙقــع عــʨأن تsL  ــىʢعǽ
  Ǽالعلاقة: عʙʻما  
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 ʛʽع الأخʨʺʳʺاب الʶʴه ؗʺا يلي:  لॼʱؔن  
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



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M432n M.........432n  

  ة:الآتॽحʙود الʺʨʱالॽة الهʙʻسॽة  مʨʺʳع  نأخʚ  ولʶʴاب هʚا الʺʨʺʳع  
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  ثʦ نʖʶʴ مȘʱʷ الʛʢفʧʽ فʸʴʻل على:
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 فʙʳʻ أن:  ثʦ نʹʛب الʛʢفʧʽ بـ
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وʚȃلॼʸǽ ʥح الʛʢف الأʛʶǽ مʶاوȄاً للʺʨʺʳع  
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  ʛʶؔالǼ ʧʽفʛʢب الʛʹȃو
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    ل علىʸʴة نʺॽʀsL :اʻيʙن لʨȞǽ ʘʽح  
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:عندما  ) 12-63(   
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فإن:   أما عʙʻما  
M1
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  :اʻيʙن لʨȞȄو  
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  عʙʻما:    ) 12-64(
2

M
L s   

:ȑاوʶǽ فʸفي ال ʧائȃʜد الʙقع عʨأن ت ʙʳن ʥلʚ   وؗ
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   
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)12-65 (  
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
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فـــي الʤʻــام أو فــي الʸـــف, فهــʨ يʨʱقــف علـــى أمــا Ǽالʶʻــॼة لʨʱقـــع مــʙتي الانʤʱــار 
ʧ يلأنـــه عʻــʙما تؔــʨن جʺॽـــع الʷــʨاغʛ مʷـــغʨلة فــإن الʨافـــʙ أم لا، وجــʨد شــʨاغʛ فـــي الʸــف

لــʚلʸǽ ʥــॼح ضــʛورȄاً أن  .0أʸǽ ȑــॼح:  ،وʸȄــॼح معــʙل الʨصــʨل معــʙوماً يʛʱاجعʨن  
ʛʵجه مــe  ʧنعــʛف مʕشــʛاً جʙيــʙاً يʱعلــǼ Șʺعــʙل وصــʨل الȃʜــائʧ الفعلــي ونʛمــʜ لــه بـــ  ونʶـɦـ

  ) حʘʽ نʙʳ أن:17-12العلاقة (




 e
sq LL  

  ومʻها نʙʳ أن:
       00ssqse P1P1LLLL   

  وʚȃلʨȞǽ ʥن لʙيʻا:
)12-66(   0e P1  

  وأخʛʽاً نʸʴل على أن تʨقع مʙتي الانʤʱار في الʤʻام أو في الʸف تʶاوȄان:
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)12-68 (  
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
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  :)7(  مʰال

 ʧــائȃʜــار الʤʱلان ʙمقاعــ ʗوســ ʙلاقــة حــلاق واحــʴــلات الʴم ʙفــي أحــ ʙجʨض    ، يʛفــȃو
  ʙــ ــȑʚ لا ʳǽـ ــʨن الـ ــʨل الȃʜـــائʧ  أن الȃʜـ ــʙل وصـ ــʙخل الʺʴـــل, وأن معـ ــع ولا يـ ــʙاً شـــاغʛاً يʛجـ مقعـ

3   لاقةʴمة الʙقاء في خॼة الʙل مʙن معȂاعة وʶب:  15في الʨلʢʺقة والॽʀد  
احʱʺال عʙم وجʨد أȑ زʨȃن في الʺʴل (احʱʺال أن ॼʸǽح الʨȃʜن في الʙʵمة فــʨر   - 1

 دخʨله). 
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 تʨقع عʙد الȃʜائʧ في الʺʴل. -2

 تʨقع عʙد الȃʜائʧ في الʸف. -3

 معʙل الʨصʨل الفعلي. -4

 تʨقع مʙة الॼقاء في الʤʻام. -5

 تʨقع مʙة الॼقاء في الʙور. -6

 زȃائʧ. 5احʱʺال أن يʨʱاجʙ في الʺʴل   -7

 ʛاجعʧʽ.حʶاب نॼʶة الȃʜائʧ ال -8

 حʶاب نॼʶة الȃʜائʧ الʛاجعʧʽ إذا تʺʗ إضافة مقعʙ واحʙ للانʤʱار. -9

  الʴل:
  نلاحȎ أن:

 M = 6 + 1 = 7  
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15

60

hr/3







 

 

) والعلاقــــات الʱــــي تلʽهــــا عʻــــʙما  60- 12وȃــــʚلȞǽ ʥــــʨن لــــʙيʻا حʶــــʖ العلاقــــة ( 
   :أن  
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3-   
  39.1)2778.01(11.2P1LL 0sq   

4-   
    hr/89.22778.014P1 0e   

5-   

min8.43hr73.0
89.2

11.2L
W

e

s
s 


  

6-   

min86.28hr48897.0
89.2

39.1L
W

e

q

q 


  

 أشʵاص في الʺʴل:  5احʱʺال وجʨد   -7

    0659.02778.0
4

3
PP

5

0

5

5 





  

8-  ȑــاوʶʱف ʧʽاجعʛالــ ʧــائȃʜة الॼــʶأمــا ن ȑــاوʶت ȑــل أʴʺفــي ال ʛاغʨد شــʨم وجــʙــال عــʺʱاح
:ȑاوʶل وتʴʺاص في الʵع أشॼد سʨال وجʺʱاح 

    %7.3037.02778.0
4

3
PP

7

0

7

7 





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وعʻــʙها نʳــʙ أن تلــM = 7 + 1 = 8  ʥعʻــʙ إضــافة مقعــʙ واحــʙ للانʤʱــار تʸــॼح  -9
 الॼʶʻة تʶاوȑ احʱʺال وجʨد ثʺانॽة أشʵاص في الʺʴل, أȑ أن:

  %78.20278.0P
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3
PP 0
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8 
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



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  غʙʻ الʗʲʸود: M/M/1 الʹʦʸذجفي  إʱǻاد الʸॻɿة الʰʸلى لʸعʗل الʗʳمة

ــة الʺʲلـــــى للʺعـــــʙل  ــʕمʧ أفʹـــــل الʵـــــʙمات Ǽأقـــــل الʱـــــي هــــي الॽʁʺـــــة  إن الॽʁʺــ تــ
ʅॽؔالʱض    ،الʛʱها نفʽل علʨʸʴيوللʙانات  أنه لॽʰا الʻॽالآت:ʅॽؔالʱال ʧة ع  

1C– .ʜ ʛؗʺفي ال ʙاحʨن الʨȃʜمة الʙتؔلفة خ  

2C-  ارتؔلفةʤʱان  ʧمʜة الʙام خلال واحʤʻن في الʨȃʜال.  
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Ǽالʛمʜ والʙʵمة    للانʤʱار ʺة الʱؔلفة الإجʺالॽة  ॽʁ ل وȂذا رمʜنا  T   :أن ʙʳا نʻفإن  

T()= C1 µ + C2 . Ls = C1 µ + C2 



 

ʴول  Șʱʷم ʚلى نأخʲʺة الʺॽʁاب الʶT(µ)  :أن ʙʳʻف ʛفʸاً للȄاوʶونʹعه م  

 
 

0CCT
221 




 

  ومʻها نʙʳ أن:

)12-69 (  
1

2

C

C  

  ):8مʰال (

ʧʽʻʡاʨمــة الʺــʙʵاً لʜــ ʛؗض أن مʛــʱفʻــل  لʰقǽλ=100  ــاعةʶــاً فــي الʸʵش ʨفʺــا هــ
  . µمعʙل الʙʵمة الʺʲالي لـ  

  . 2C 6 =وتؔلفة انʤʱاره في الʤʻام   1C 600 =إذا علʺʗ أن تؔلفة خʙمة الʨȃʜن  

  الʴل:

  هي:  µ مʧ العلاقة الʶاǼقة نʙʳ أن الॽʁʺة الʺʲلى لـ

101100.
600

6
100.

C

C

1

2   

ʙʵم فــي  وخʱامــاً لهــʚه الفقــʛة نــʨرد جــʙولاً خاصــاً Ǽــأهʦ العلاقــات الȄʛاضــॽة الʱــي تʶـɦـ
ــʜ الʨاحــʙ أȑ الʻʺــʨذج  ʛؗʺوال ʙاحــʨــف الʸــار ذات الʤʱف الانʨات صــفʛشــʕم ʠعــǼ ــابʶح

M/M/1.  
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ʗʲف مʶن الʦȜǻ ماʗʹاً بـ دالعلاقة عM  ًاناȜم   ʚمʙن    الʦȜǻ ماʗ́ ʗ̡د ا العلاقة ع ʙ̒ م ف غ ʁل  
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ʗʲف مʶن الʦȜǻ ماʗʹاً بـ دالعلاقة عM  ًاناȜم   ʚمʙن    الʦȜǻ ماʗ́ ʗ̡د ا العلاقة ع ʙ̒ م ف غ ʁل  
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-  P(n>k)   1kknP   
-  P(T>t)    t1etTP   
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III -   ــة ــز للخدم ــدة مراك ــد وع ــة بصــف واح ــام الخدم نظ
M/M/C (والصف غير محدود) : 

  ʦسʛاً ؗʺا في الॽانॽام بʤʻا الʚل هʲʺȄالآتي و :  

  الʸغادرون 

  

  القادمʦن 

  ) 12-12رقȜʵ ) ʤلال

  وهʻا نفʛʱض أن:
1-   ȑاوʶǽ مةʙʵال ʜاكʛد مʙإن عS .ًقلاʱʶاً مʜ ʛؗم  
2-  ȑاوʶǽ ʗل ثابʙعʺǼ ʧائȃʜمة للʙʵم الʙقǽ ʜ ʛؗإن ؗل م. 

3-   ȑاوʶȄو ʗل العام ثابʨصʨل الʙإن مع. 

4-   ʛȄʛʺʱمة أو الʙʵإن معامل ال
s


   خله في الʺعادلاتʙن ʧف لʨوسॽة.الآت 

مــʧ  زʨȃنــاً فقــn Ȍاحʱʺــال أن يʨʱاجــʙ فــي الʤʻــام  ʖʶʴǽوʻȃاء على هʚه الفʛضॽات 
  العلاقة
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ـــʚلʥ نʳـــʙ أن احʱʺـــال  أن Ȟǽـــʨن عـــʙد الȃʜـــائʧ فـــي الʤʻـــام أكʰـــʛ أو ʶǽـــاوȑ عـــʙد وؗ
  ȑمة أʙʵال ʜاكʛأن  م:ȑاوʶǽ لةʨغʷام مʤʻال ʜاكʛن مʨؔال أن تʺʱاح  
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:ȑاوʶǽ ʧائȃʜال ʧم ȑأǼ امʤʻة الॽلʨغʷم مʙال عʺʱأن اح ʙʳن ʥلʚ   وؗ
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:ȑاوʶॽɾ فʸفي ال ʧȄʛʤʱʻʺقع للʨʱʺد الʙأما الع  
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:ȑاوʶǽ امʤʻال ʧم ʧȄʛʤʱʻʺقع للʨʱʺد الʙوالع  
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:ȑاوʶام تʤʻقاء في الॼقعة للʨʱʺة الʙʺوال  
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:ȑاوʶʱف فʸقاء في الॼقعة للʨʱʺة الʙʺأما ال  
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  ʶॽɾاوt :ȑأما احʱʺال أن تʨؔن مʙة الॼقاء في الʤʻام أكʛʲ مʧ مʙة مʙʴدة  
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  :)9(  مʰال

ʙجــʨض أنــه يʛــʱفʻاعــة  3 لॼʢــات للʶاء(أنʙــاء+ رغــʶॽــال+ مʻم ʧعʺلــǽ ( ة فــي ʛؗشــ
ʛيʙت  الغ ʧه ل واحʙة مـ̒ـ ॽʢع أن تॼʢــع للʙʵمات الॼʢاॽɺة, وؗ رســائل فــي الʶــاعة, فــإذا  ʶ6ـɦـ

 ȑــاو ــائلهʶǽ ʦـ ــة رسـ ــائʧ لॼʢاعـ ــʨل الȃʜـ ــʙل وصـ ــان معـ ــʨب  15كـ ــاعة. والʺʢلـ ــي الʶـ ــالة فـ رسـ
.ʖʱȞʺا الʚة العʺل في هॽات فعالʛشʕاب مʶح  

  الʴل:
  ة:الآتॽلʙيʻا الʺعلʨمات  

  عʙد مʛاكʜ الʙʵمة: 
  : معʙل الʨصʨل

S = 3  
15  

6  :الʺʛاكʜمʧ معʙل الʙʵمة في ؗل   

لــʚل0P  ʥوهʻــا نلاحــȎ أنــه لʶʴــاب مʕشــʛات فعالॽــة العʺــل يلʜمʻــا معʛفــة الاحʱʺــال 
  ة:الآتॽنقʨم ʶʴǼاǼه في الʙʰاǽة مʧ العلاقة الʺفʸلة  
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, أȑ أن احʱʺــال ʛSســائل أكʰــʛ أو ʶǽــاوȑ وʚȃلʥ نʳــʙ أن احʱʺــال أن Ȟǽــʨن عــʙد ال
  ) ما يلي:S=3أن ʧȞǽ الʢاǼعات الʲلاثة مʷغʨلات Ǽالعʺل ʶǽاوȑ عʙʻما (
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ان ʧȞʺǽ حʶاب هʚا الاحʱʺال مʧ العلاقة:   وؗ
   210 PPP13nP   

  ʨؔن رسالة واحʙة في الʤʻام أȑ احʱʺال أن ت 1Pولʚلʥ نقʨم ʶʴǼاب  
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  مʧ العلاقة: 2Pكʺا نقʨم ʶʴǼاب  
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  وʚȃلʨȞǽ ʥن لʙيʻا:
    7025.014031.011225.00449.013nP   

  نȘʰʢ العلاقة: qLولʶʴاب العʙد الʺʨʱقع للʛسائل في الʸف  
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  Șʰʢن (اعةॼʢال ʙʽار وقʤʱفي الان) امʤʻسائل في الʛقع للʨʱʺد الʙاب العʶʴول
  العلاقة: 
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  ولʶʴاب الʺʙة الʺʨʱقعة لॼقاء الʛسالة في الʤʻام (في الانʤʱار وفي الॼʢاعة):
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:ȑاوʶف تʸسالة في الʛقاء الॼقعة لʨʱʺة الʙʺوال  
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ولʶʴــاب احʱʺــال أن تؔــʨن مــʙة Ǽقــاء الʛســالة فــي الʤʻــام مʤʱʻــʛة الॼʢاعــة مــع مــʙة 
 ʧم ʛʲها أكʱاعॼʡ ازʳ20إن  :ȑاوʶقة تॽʀد  
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:(ʚاكʙة مʗف وعʦة صفʗل حالة عʦح) ة هامةʢملاح  

  ʜاكʛا مʻا جعلʻض أنʛʱفʻـ́ـال   جعلʻــا, أȑ اً لʙʵمة مʻفʸلة ومʱʶقلة عــǼ ʧعʹــها Ǽع
 .ʛالآخــ ʧقل عــ قل عــʧ الآخــʛ وʷʱȄــȞل لــه صــف مʶـɦـ قʰل زȃــائʷǼ ʧــȞل مʶـɦـ ــʶǽ ʜـɦـ ʛؗكــل م

  :الآتيالʺʨʱازȑ  وذلʥ تʺاماً ؗʺا في الȞʷل  

  الʺغادرون 

  

  القادمʨن 

) ʤل رقȜʵ13-12ال (  

ومʧ أجل الʺقارنة مــع الʺʲــال الʶــابȘ نفʱــʛض أن معــʙلات الʨصــʨل لؔــل مــʧ هــʚه 
:ȑاوʶة وتȄاوʶʱم ʜاكʛʺال  
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 155321مجموعها   

:ȑاوʶة وتȄاوʶʱمة مʙʵال ʦǽʙلات تقʙن معȂو  
6321   

ʜ نʤاماً مʱʶقلاً عʧ الآخʛ ونȘʰʢ علॽه معــادلات  ʛؗؗل م ʛʰʱا أن نعʻʻȞʺǽ ʥلʚȃو
, وعʻــʙها نʳــʙ أن الʺــʙة الʺʨʱقعــة لॼقــاء الʛســالة داخــل الʤʻــام (فــي الانʤʱــار M/M/1الʤʻــام 

  ة:الآتॽوالॼʢاعة) في ؗل مʧ الʺʛاكʜ الʶاǼقة تʖʶʴ مʧ العلاقة  

hr1
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
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 وهــا نلاحــȎ أن عʺلॽــة الانʱقــال مــʧ نʤــام ذȑ صــف واحــʙ وعــʙة مʛاكــʜ إلــى نʤــام 
ʧمـــ  ʜاكـــʛة مʙف وعـــʨة صـــفʙســـائل أو عـــʛقـــاء الǼ ةʙمـــ ʧـــام وزادت مـــʤʻـــة الॽفعال ʧمـــ ʗقللـــ

دॽʀقــة فــي الʤʻــام الأول فــازدادت إلــى  24ؗانــWs  ʗالȃʜــائʧ فــي داخــل الʤʻــام, وذلــʥ لأن 
 ȑازʨʱʺام الʤʻار  ،ساعة ؗاملة في الʙقʺǼ ازدادت ȑــة العʺــل  2.5أॽــي أن فعالʻعǽ اʚة, وهʛم

عʺا ؗانʗ علॽــه فــي الʤʻــام الأول علʺــاً Ǽــأن ʣــʛوف الʨصــʨل مʛة    2.5قʙ تʻاقǼ ʗʸʺقʙار  
.ʛʽغʱت ʦمة لʙʵوال  

وهȞــʚا نʸʻــح Ǽالعʺــل بʤʻــام الʸــف الʨاحــʙ وȃعــʙة مʛاكــʜ خʙمــة لʺعالʳــة مʶــائل 
  الʙور وتقʦǽʙ الʙʵمات الʳʺاهȄʛʽة.

  :M/M/Cصف واحʗ مʗʲد وعʗة مʙاكʚ خʗمة   حالة خاصة:

 ȑــاوʶǽ مــةʙʵال ʜاكــʛد مʙــا أن عــʻض هʛʱفʻلs   اً وأنʜــ ʛؗمM  دʙــي لعــʺʤالأع ʙــʴال

ــȞʺǽ ȑʚــʧ أن يʨʱاجــʙ فــي  ــائʧ ال ȃʜــفالʸؗــان وأن  ال ʗوقــ ȑفــي أn  لʨصــʨلات الʙمعــ
:ȑاوʶوت  
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  معʙلات الʙʵمة وتʶاوn :ȑوأن  
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 ʘــʽ1ن إح < S < M  وȂالأم ʙد راجعــاً إذا وجــʨعــǽ نʨــȃʜـ̒ـن ال Ȟ لةʨــغʷة مr  ʧومــ
  ة:الآتʻʻȞʺǽ (ॽا أن نʵʱʶلʟ العلاقات  25-12الʺعادلات الʶاǼقة والʺعادلة (

  وʶȄاو0P :ȑاحʱʺال عʙم وجʨد أحʙ في الʤʻام   -1
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  ما يلي:  nوʶȄاوȑ حnP   ʖʶزʨȃناً في الʤʻام    nاحʱʺال وجʨد   -2
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3-   Ȍف فقʸفي ال ʧيʙاجʨʱʺد الʙاضي لعȄʛقع الʨʱأن ال ʙʳن ʥلʚ  ʶǽاوqL :ȑوؗ
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:ȑاوʶǽ ʨوه 
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4-   ʙʳن ʥلʚ   أن تʨقع عʙد الʺʨʱاجʙيʧ في الʤʻام:وؗ
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  أما الʺعʙل الفعلي لقʙوم الȃʜائʖʶʴॽɾ ʧ مʧ العلاقة:
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Ȍسʨʱف ف  أما مʸام وفي الʤʻقاء في الॼة الʙان:مȄاوʶʱ  
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  :)10(  مʰال

لʻفʱــʛض أن لــʙيʻا مʴــلاً للʴلاقــة وȄعʺــل Ǽــه عــاملان للʴلاقــة وʨȄجــॽɾ ʙــه خʺʶــة  
مقاعــʙ للانʤʱــار. وأن الȃʜــʨن القــادم ǽعــʨد راجعــاً إذا ؗانــʗ الʺقاعــʙ جʺॽعــاً مʷــغʨلة. وأن  

  ȑــاوʶǽ ــلʴʺإلى ال ʧائȃʜل الʨل وصʙ3.7634مع/hr    لاقــةʴة اللازمــة لʙالʺــ Ȍســʨʱوأن م
فعالॽة العʺل في هʚا    ات والʺʢلʨب حʶاب مʕشʛ   ، دॽʀقة عʙʻ ؗل مʧ العاملʧʽ   15الʨȃʜن  
  : الʺʴل 

  الʴل:  

  الʙʴ    لʙيʻا في هʚا الʺʲال أن:
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  ʶǽاو0P :ȑوʚȃلʥ نʙʳ أن احʱʺال عʙم وجʨد أحʙ في الʤʻام  
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.ʖانʨʳع الॽʺج ʧة مʙʽات جʛشʕوهي م  

 ـyـوأخʽــʛاً نــʨرد جــʙولاً Ǽــأهʦ العلاقــات الȄʛا Ǽ مــةʙʵــام الʤمة فــي نʙʵ ف ضــॽة الʺʶـɦـ
  د.ʙʴغʛʽ ممʙʴد وصف  ʧʽ صف  ʱولؔلʱا الʴال  M/M/Cواحʙ وعʙة مʛاكʜ أȑ الʤʻام  
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  M/M/Cالعلاقات الأساسॻة للʹʦʸذج 
ʗʲʸف الʶد في حالة ال   ʚمʙود   الʗʲʸال ʙʻف غʶفي حالة ال  
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  M/M/Cالعلاقات الأساسॻة للʹʦʸذج 
ʗʲʸف الʶد في حالة ال   ʚمʙود   الʗʲʸال ʙʻف غʶفي حالة ال  
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  M/M/Cالعلاقات الأساسॻة للʹʦʸذج 
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  تمرينات 
 

قʰل أحــʙ الʺʢــارات الʢــائʛات حʶــʖ قاعــʙة  -1 ʛات فــي الʶــاعة ئʡــا 6وȃʺعــʙل  ʶǽFIFOـɦـ
 ȑــاوʶــار تʢʺال في الॼʁʱاقة الاسʡ ʗاج  8فإذا ؗانʛق إخــʛغ ʡــائʛات فــي الʶــاعة وʶȄـɦـ

  الʺʶافʧȄʛ القادمʧʽ ساعة واحʙة فالʺʢلʨب:

  تʙʴيʙ الفʛضॽات الʱي تʻاسʖ هʚه العʺلॽات.  -أ
 حʶاب احʱʺال أن ʨȞǽن الʤʻام مʷغʨلاً.  -ب 

 حʶاب احʱʺال أن لا ʨȞǽن الʤʻام مʷغʨلاً Ǽأʡ ȑائʛة.  - ج

 مʨʱسȌ زمʧ الانʤʱار للهȋʨʰ.  -د 

 مʨʱسȌ عʙد الʢائʛات الʱي تʛʤʱʻ الʶʺاح لها Ǽالهȋʨʰ.  - ه

 مʨʱسȌ عʙد الʢائʛات الʺʨجʨدة في الʤʻام.  - و

ʤام أكʛʰ مʧ خʺʝ ساعات.   - ز  احʱʺال أن تʨؔن الʺʙة الʱي تقʹʽها الʢائʛة في ال̒

إلــى الʺʷʱʶــفى Ǽʺعــʙل خʺʶــة مʛضــى فــي الʶــاعة الʨاحــʙة.  الإســعاف ʸǽــل مʛضــى -2
 فإذا ؗان معʙل الʙʵمة ॽɾه ʶǽاوȑ سॼعة مʛضى في الʶاعة الʨاحʙة فالʺʢلʨب:

ʧ الʺــʠȄʛ والʺــʠȄʛ الــȑʚ يلॽــه أكʰــʛ مــʧ   -أ حʶــاب احʱʺــال أن Ȟǽــʨن الــʜمʧ بـ̔ـ
.Șدقائ ʝʺخ  

 حʶاب احʱʺال عʙم وجʨد أȑ مʠȄʛ في الʤʻام.  -ب 

 حʶاب احʱʺال وجʨد أكʛʲ مʧ مʧʽʹȄʛ في الʤʻام.  - ج

 حʶاب احʱʺال وصʨل أكʛʲ مʧ سॼعة مʛضى إلى الʤʻام في الʶاعة.  -د 

 .qWو  SWو  qLو  SLحʶاب    - ه

 دقائȘ.  10حʶاب احʱʺال أن تʨؔن مʙة الॼقاء في الʤʻام أكʛʰ مʧ   - و

ــام   -3 ــا حʶــــʖ نʤــ ʧʽ إلʽهــ ـhـ ــلاب الʺʶʱʻــ ʽل الʢــ ـrـ ــات بʶʱــ ــȐʙ الʳامعــ ــʨم إحــ  M/M/Cتقــ
 ʜــ ʛؗوم ʙــف واحــʸȃوȄ ȑــاوʶǽ ــلابʢل الʨل وصــʙمــة. فــإذا ؗــان معــʙʵلل ʧ500  ًــاॼالʡ

ـــǽ ʧȄʜقـــʙم فـــي الʽـــʨم  ʛؗʺال ʧـــان ؗـــل مـــ Ȃذا و  ،ʡالॼـــاً فـــي الʽـــʨم  300الʙʵمـــة Ǽʺعـــʙل  ، وؗ
ʗʺة العʺل هي   علʙاً   8أن مॽمʨب: ساعات يʨلʢʺفال   
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  وضع الفʛضॽات الʺʻاسॼة لهʚا الʤʻام.  -أ
ʧȄʜ مʷغʨلǼ ʧʽالʙʵمة.  -ب  ʛؗʺن ؗلا الʨȞǽ اب أنʶح  
  احʱʺال أن لا يʨجʙ أحʙ مʧ الʤʻام.  - ج
حʶــاب مʨʱســȌ هــʚه الانʤʱــار فــي الʸــف حʶــاب مʨʱســȌ مــʙة الانʤʱــار    -د 

  في الʤʻام. 
  حʶاب مʨʱسȌ عʙد الʢلاب في الʤʻام.  - ه
  حʶاب مʨʱسȌ عʙد الʢلاب في الʸف.  - و
  حʶاب احʱʺال أن تʨؔن مʙة الانʤʱار في الʤʻام أكʛʰ مʧ.  - ز

  فالʺʢلʨب: دقائȘ وتقʙم لها الʙʵمة خلال دॽʀقʧʽʱ    5تʱʶقʰل مʢʴة للʨقʨد سॽارة ؗل   - 4

 ما مʨʱسȌ الȃʜائʧ مʧ الʤʻام.  -أ

 ما مʨʱسȌ الȃʜائʧ مʧ الʤʻام.  -ب 

 ما مʨʱسȌ مʙة الॼقاء في الʤʻام.  - ج

 ما مʨʱسȌ مʙة الانʤʱار في الʸف.  -د 

 ما احʱʺال أن لا يʨجʙ أȑ زʨȃن في الʺʢʴة.  - ه

  سॽارات.  3ما احʱʺال أن يʨʱاجʙ في الʺʢʴة أكʛʲ مʧ   - و
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  الفصل الثالث عشر 
  إدارة المخزون

  

I - وتعاريف: مقدمة  
ʽــʛاً فــي عʺلॽــات وهــي تلعــʖ دوراً ʰؗ ،تعʰʱــʛ إدارة الʺʵــʜون مــʧ أهــʦ وʣــائف الإدارة 

،ȘȄʨʶʱاج والʱة  الإنॽاجʱآت الإنʷʻʺه   وخاصة في الʚــة، لأن هــȄارʳʱــات الʶسʕʺــآوالʷʻʺتال 
 ʧــ ــا مــ ــʙ لهــ ــات لابــ ــʙاتها والʺʕسʶــ ــا ومعــ ــا Ǽأدواتهــ فȎ فʽهــ ـɦـ ʨدعات تʴــ ـɦـ ــʙيها مʶــ ــʨن لــ أن Ȟǽــ

عة  عة، وȃــالʺʨاد الʵــام اللازمــة لʷʱــغʽلها ولʸــॽانة آلاتهــا أو وȃʹــائعها الʺʸـ̒ـ وشــॼه الʺʸـ̒ـ
  مʧ الʺʨاد الغʚائॽة أو الॽʻȞʶة.....الخ.لʱأمʧʽ مʜʵون ǽغʢي حاجات الʨʶق  

  ة:الآتॽونʛؗʚ مʻها الأمʲلة  وللʧȄʜʵʱ أنʨاع مʱʵلفة وأهʙاف مʱعʙدة  
  تʧȄʜʵ قʢع الॽɽار لʹʺان اسʛʺʱارȄة الإنʱاج. -1
 تʧȄʜʵ الʺʨاد لغʛض الʴʺاǽة مʧ زȄادة الأسعار. -2

 !تʧȄʜʵ الʺʨاد للʺʹارȃة في الʨʶق  -3

 ʨʶق وخاصة في حالة الʨؔارث.تʧȄʜʵ الأدوȄة لʱأمʧʽ حاجة ال -4

 تʧȄʜʵ الأغǽʚة لʱأمʧʽ حاجة الȞʶان. -5

 تʧȄʜʵ الʙم لʱأمʻʽه في حالات الʨʢارȏ والʹʛورة. -6

ـɦـاب   ʵــʧȄʜ خارجــة عــʧ مʨضــʨع هــʚا الؔ ɦال ʦــʤون ʖ فإنʻــا سʻقʸʱــʛ علــى  وȃʺــا أن أســال̔
ـʁــاب تؔالॽفـــه   ـɻــʜون وح ـrــʦ الʺ ـrــة ॽɿॽؗـــة تʙʴيـــʙ ح ـ̔ــʛاً علـــى ؗفـــاءة ورॽʴȃـــة  معال ʲؗ ʛثʕيـــ ʥلأن ذلـــ

ـ̫ــأة   ʻʺـــة الȄارʳ ɦــة الʁـ ـhــʛ أصـــلاً    , الإنʱاجॽـــة أو الʺʕس ʱعǽ ونʜʵʺـ̒ــه أن  فـــال ȞʺȄـ̫ــأة و ʻʺل الʨأصـــ ʧمـــ
  . فادحة أو يʨقعها ʶʵǼائʛʽʰؗ  ʛة  أرȃاحاً  ǽغʛʽ مʧ الʨضع الʺالي للʺʷʻأة وʴȄقȘ لها 
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نʤام معلʨمــاتي مʢʱــʨر وفي العʛʸ الʴالي تʢʱلʖ إدارة الʺʜʵون أن ʨȞǽن لʙيها 
ʨدع فــي أȑ يʳʱاوب ʛʶǼعة في تلॽʰة الʢلॼات وʙʴȄد أتʨماتॽȞॽاً  الؔʺॽــات الʺॽʁॼʱــة فــي الʺʶـɦـ

صॽʺؗ ʗʴॼاتها أقل مــʧ الʴــʙ الأدنــى, وȄقʙم إنʚاراً أو إبلاغاً عʧ الʺʨاد الʱي ألʤʴة زمॽʻة,  
  تأمʧʽ تʜوʙȄ الʺʨʱʶدع Ǽالؔʺॽات الʺʻاسॼة لؔل مʧ هʚه الʺʨاد.وʢȄلʖ فʨراً  

  ȑʛيʙح علـــــى مـــــʛـــــʢǽ ȑʚال الأول الـــــʕـــــʶاقـــــع إن الʨدعات  وفـــــي الʨʱـــــʶʺال  :ʨهـــــ  
ما هʨ الʦʳʴ الʺʻاسʖ مʧ الʺʜʵون مʧ ؗل مــادة مــʧ الʺــʨاد الʺʜʵنــة لʱــأمʧʽ الʢلــʖ فــي  

 ʧمʜة الــʙاً  ل و   ؟واحــʙاً جــʛــʽʰؗ ونʜــʵʺال ʦــʳأنــه إذا ؗــان ح Ȏال نلاحــʕــʶا الʚــة علــى هــǼلإجا
  ʙــ ــة ʷǼـــȞل جʽـ ــادة الʺʜʵونـ ــʨفʛ الʺـ ــʺʧ تـ ــǽ ʥʹـ ــإن ذلـ ــع  فـ ــه يʨقـ ــأ ولʻؔـ ــة    ةالʺʷʻـ أو الʺʕسʶـ

  ʶʵǼائʛʽʰؗ ʛة أهʺها: 

1- ʧȄʜـــʵʱة الʛـــʱـــه خـــلال فʻفاد م (إلا إذا  إن ॽʀʺـــة الʺʵـــʜون هـــي رأس مـــال مʳʺـــʙ ولا ʶǽــɦـ
  ارتفعʗ الأسعار) وʚȃلʥ تʛʶʵ الʺʕسʶة الفائʙة الʺʴʱʶقة علॽه.

ضــها ن فʱــʛة تʶــȄʨقها تؔــʨن ʽʰؗــʛة أǽʹــاً وهــʚا مــا ǽعʛ إذا ؗانــॽʺؗ ʗــة الʺʵــʜون ʽʰؗــʛة فــإ -2
وʚȃلʥ تʙʰؔʱ الʺʕسʶة خʶائʛ فادحة مــʧ جــʛاء الأسعار    للʱلف أو العʖʢ أو لانʵفاض

.ʥذل 

فــي تــأمʧʽ فــإن ذلــʥ قــʙ يــʕدȑ إلــى اخʻʱــاق أمــا إذا ؗانــॽʺؗ ʗــة الʺʵــʜون صــغʛʽة جــʙاً  -3
أو يــʕدȑ إلـــى قʸــʨر فـــي إلــى تʨقــف الإنʱـــاج  الآتيالʺــʨاد الأولॽــة اللازمـــة للإنʱــاج وȃ ـــ

اضــʛʢاب إلــى أو إلــى ارتفــاع الأســعار  الآتيتأمʧʽ حاجة الʨʶق مʧ الʺــʨاد الغʚائॽــة وȃ ــ
 في الॽʴاة الاجʱʺاॽɺة.

وʱȃؔــʛار الʢلॼــات يʱأثʳʴǼ ʛــʦ الʢلــʖ علॽــه وʨʸȃرة عامة إن حॽʺؗ ʦʳة الʺʜʵون  
اواحــʙة الــʜمʧ. فــي  ʙʳ أن ،لʺــادة مــان امʕقʱــاً أن هــʚيʧ العــاملʧʽ ثاب ـɦـ فــإذا افʛʱضـ̒ـ  فإنʻــا سـ̒ـ

ــى أن يʰلـــغ  ــع الـــʜمʧ إلـ ʻʱاقʠ مـ ـ̔ـ ʨدع سـ ــي فـــي الʺʶــɦـ ــʦ الʺʵـــʜون الʺॼʱقـ ــاً حʳـ Ȑʨ معʻʽـ مʶــɦـ
  ʦʱي ʦث ،(ًلاʲم ʛصف)  ʧȄʜʵʱه.إعادة الॽد العʺل إلى ما ؗان علʨعȄو ʙيʙج ʧم  

ʧ ʧ  ولʨʱضـــॽح العلاقـــة بــ̔ـ ـــة حʳـــʦ الʺʵـــʜون مـــع الـــʜمʧ نقـــʙم الʛســـʺʧʽ الʺʻʽʰــ̔ـ ʛؗح
  ʧʽلȞʷعلى الʽالآت:ʧʽ  

  حʤʱ الʚʳʸون 
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ة حʤʱ الʚʳʸون عʹʗ :)1-13( رقʤ الȜʵل ʙؕاً حʙʻʮؕ نʦȜǻ ما  

  
ة حʤʱ الʚʳʸون عʹʗما ʦȜǻن صغʙʻاً  :)2-13( رقʤ الȜʵل ʙؕح  

  نʺاذج هي:  عʙة إن معالʳة وتʴلʽل مʨاضॽع إدارة الʺʜʵون أفʛزت  

  الʦȜʴنॻة للʚʳʸون:الʹʸاذج   -1
  الʨʺʻذج الʨȞʶني دون قʨʰل عʜʳ في الʺʜʵون. -أ
 .الʨʺʻذج الʨȞʶني مع قʨʰل عʜʳ في الʺʜʵون  -ب 

 الʨʺʻذج الʨȞʶني مع احॽʱاʡي الأمان. - ج

 نʺʨذج الأسعار الʺʱغʛʽة. -د 

 الʨʺʻذج الʨȞʶني لعʙة مʨاد دون عʜʳ. - ه

  :الʹʸاذج الʗيʹامॻȜॻة للʚʳʸون  -2
  .الॽʢʵة  ʅنʺʨذج الʱؔالॽ -أ
  ة.ʻʴॽʻالʺنʺʨذج الʱؔالʅॽ   -ب 

  الʹʸاذج العʦʵائॻة للʚʳʸون: -3
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  نʺʨذج الʺʙة الʨاحʙة ʜʵʺǼون ابʙʱائي. -أ
  نʺʨذج الʺʙة الʨاحʙة ʜʵʺǼون ابʙʱائي وتؔلفة ثابʱة للʢلॽʰات. -ب 
 نʺʨذج الʺʙتʧʽ. - ج

  الفʙضॻات الأساسॻة:

  يلي: إن الفʛضॽات الأساسॽة لʻʰاء هʚه الʻʺاذج تʱلǼ ʟʵʺا

وهʨ ما سʘʴॼʻ عــʧ تʙʴيــʙه    Qإن حʦʳ الʺʜʵون في بʙاǽة الʜمʶǽ ʧاوȑ مقʙاراً   - 1
  وحʶاǼه. 

ʺʛ وȃʺعــʙل ثابــʗ قــʙره  -2 خــلال واحــʙة الــʜمʧ, أȑ أنــه  إن الʢلــʖ علــى الʺʵــʜون مʶـɦـ
.ʧمʜة الʙفي واح ʦʤʱʻʺالي الʺʱع الاحȄزʨʱع للʹʵǽ 

 .Qعʙʻما يʰلغ حʦʳ الʺʜʵون الʸفʛ. يʦʱ تʜوʙȄ الʺʨʱʶدع فʨراً بʻفʝ الؔʺॽة   -3

وهــK  ʨمقــʙاراً ثابʱــاً إلى الʺʨرد تʶاوȑ في ؗــل مــʛة وȂرسالها   Qإن تؔلفة إعʙاد الʢلॽʰة   -4
 لا يʱأثʦʳʴǼ ʛ الʢلॽʰة أو زمانها. وتʶʺى الʱؔلفة الʲابʱة للʢلॽʰة.

لام  -5 لؔــل واحــʙة مʻهــا وʰȄلــغ  ʶǽCــاوQ  ȑوتʛتʽــʖ الʢلॽʰــة إن تؔلفــة شــʛاء وʸǽȂــال واسـɦـ
 وتʶʺى الʱؔلفة الʺʱغʛʽة للʢلॽʰة.  Q.Cإجʺالي هʚه الʱؔلفة عʙʻ ؗل ʡلॽʰة = 

ʨدع خــلال  hإن تؔلفــة الʵʱــʧȄʜ تʶــاوȑ مقــʙاراً ثابʱــاً  -6 عــʧ ؗــل واحــʙة مʨجــʨدة فــي الʺʶـɦـ
واحʙة الʜمʧ. وتʷʺل تؔلفة الʨʽʶلة الʺʙʺʳة وتؔلفــة الʺʶــاحة الʺʷــغʨلة وتؔلفــة الʴʺاǽــة 

 والأمʧ والʱأمʧʽ والʹʛائʖ والʛسʨم الʺʱʵلفة.

7-  ʛــʽة غʙؗــل واحــ ʧــاً عــʱاراً ثابʙمقــ ȑــاوʶǽ ونʜــʵʺال ʟنقــ ʧــاتج عــʻال ʜــʳإن تؔلفــة الع
ــل غʛامـــات الʱـــأخʛʽ أو فائـــʙة الʺʰلـــغ  ــʙة الـــʜمʧ (مʲـ ʨدع خـــلال واحـ ـɦـ ــʨدة فـــي الʺʶـ مʨجـ

 الʺʙفʨع أو خʶارة الʨȃʜن ؗفʛصة ضائعة أو فقʙان الʲقة Ǽالʺʨʱʶدع...إلخ).

  ʙيــʙʴʱم بʨــل أن نقــʸا الفʚاول فــي هــʴʻــة الوسॽʺؔQ  ،ــابهاʶــة هــي و وحॽʺؔــي الʱال
ʨدع عʻـــʙ بʙاǽـــة ؗـــل فʱـــʛة ا فـــي اʳǽـــʡ ʖلʰهـــا ووضـــعه ʽʴǼـــʘ تؔـــʨن الʱؔلفـــة الإجʺالॽـــة  لʺʶــɦـ

 ʧʽبـــ ʜʽʺ حالـــة عـــʙم  :هـــيعـــʙة حـــالات للʵʱـــʧȄʜ فـــي واحـــʙة الـــʜمʧ أصـــغʛ مـــا Ȟʺǽـــʧ. وســ̒ـ
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وحالــة اشــʛʱاȋ  ،وحالة الʶʺاح Ǽقʨʰل عʜʳ فــي الʺʵــʜون  ،الʶʺاح Ǽقʨʰل عʜʳ في الʺʜʵون 
  وجʨد احॽʱاʡي.

ــة تغʽʽــʛ الأســعار وأخــȐʛ للʻʺــʨذج الʺʱعــʙد  فʛز فقــʛة خاصــة لʴال أمــا الʻʺــاذج وسـ̒ـ
ها للॼاحʧʽʲ في الʙراسات العلॽا. ʛؗʱʻة فॽائʨʷة والعॽȞॽامʻيʙال  

  

II - :النموذج السكوني بدون عجز ولمادة واحدة  
ʜـــʳالـــة أن تؔلفـــة العʴه الʚـــا فـــي هـــʻʽʢقة تعǼـــاʶات الॽضـــʛداخلـــة فـــي  إن الف ʛـــʽغ

  وȂن الʺʕشʛات الʱي تʙخل في الʱؔلفة الإجʺالॽة هي:  الʱؔلفة الإجʺالॽة،

1-   ʗابʲة الॽʰلʢال ʦʳحQ.  

2- ʖلʢال ʦʳعلى  ح   ʧمʜة الʙون في واحʜʵʺال. 

 .k1C=الʱؔلفة الʲابʱة لأعʙاد الʢلॽʰة   -3

 .C.Q2C=الاسʱلام  و تؔلفة الʛʷاء والʨʱصʽل   -4

 تؔلفة الʧȄʜʵʱ خلال واحʙة الʜمʧ للؔʺॽة الʺॽʁॼʱة في الʺʨʱʶدع -5

6-  ȑــاوʶنــة وتʜʵʺــة الॽʺؔة نفــاذ الʙمــ

Q  ʦــʳلأن ح)ʖلــʢال  ʧمʜة الــʙفــي واحــ وهــي .(

 نفʶها مʙة الʙورة الॽʻȄʜʵʱة.

ة الʺʜʵون   ʛؗل حʽʲʺا تʻʻȞʺǽ ʥلʚȃةوʡساʨل    بȞʷالآتيال:  
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  مȎʦʯʴ الʚʳʸون عʙʮ الʚمʥ  :)3-13( رقʤ الȜʵل

ــي اللʤʴـــة ( ʨدع فـ ــي الʺʶــɦـ ــة فـ ــة الʺॽʁॼʱـ ــا للؔʺॽـ ــة tوȂذا رمʜنـ ) وخـــلال الفʱـــʛة الʜمॽʻـ

الأولــــى 






Q

,0  ʜمʛــــالǼtq،  فــــإنtq  ʧمʜلالــــة الــــʙــــى بʢةتعʡســــاʨب  ʦॽʁ معادلــــة الʺʶـــɦـ

  :الآتي
)13-1 (  tQq t   

 ʜــʳن ʧȄʜــʵʱــاب تؔلفــة الʶع حॽʢ الʺʳــال الʜمʻــي  ȏ وحʱــى نʶـɦـ






Q

ــى  0,  nإل

  :الآتيؗʺا هʨ مʧʽʰ في الȞʷل   tمʳالاً جʜئॽاً ʨʡل ؗل مʻها 

  
) ʤل رقȜʵة  :)4-13الʢʲفي الل ʥȂʚʳʯتؒلفة الit  

 ʗأنــه إذا ؗانــ ʙʳن Șابʶل الȞʷال ʧومit  ئــيʜʳــال الʳʺال ʧــة مــا مــʢهــي نقi  فــإن
 :ȑــاوʶئــي تʜʳــال الʳʺال ʥلʚون الʺقابلة لʜʵʺال ʧة مॽʁॼʱʺة الॽʺؔالii tQq   ʥلʚــȃو

:ȑاوʶئي تʜʳال الʳʺال ʥون خلال ذلʜʵʺأن تؔلفة ال ʙʳن  
)13-2 (  t)tQ(ht.q.hC iii   

وهȞــــʚا نʳــــʙ أن تؔلفــــة الʵʱــــʧȄʜ الؔلॽــــة خــــلال الفʱــــʛة 






Q

تʶــــاوȑ مʳʺــــʨع  0,

  الؔلف الʜʳئॽة وتʶاوȑ تقॼȄʛاً:

)13-3 (   
n

i
i3 t)htQ.(hC  
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ــي  ــʙما تʱʻهـ 0tوعʻـ   ــة ــالات الʜʳئॽـ ــʙد الʺʳـ ــإن عـ ــʨع Ȃو  nفـ ن الʺʳʺـ

  Șابʶال الʳʺؔامل على الʱهي إلى الʱʻي Șابʶال






Q

,0  ȑاوʶȄو:  

)13-4 (  





Q

0
in3 dt)tQ(ht)tQ.(hlimC  

  وȃإجʛاء الʱؔامل نʙʳ أن:























 




2

hQ
0)

Q

2
h

Q
hQ(t

2
hhQtC

2

2

2
Q

0

2
3  

وʚȃلʥ نʙʳ أن تؔلفة الʧȄʜʵʱ خلال الفʛʱة  






Q

,0 :ȑاوʶت  

)13-4 (  



2

hQ
C

2

3  

للʵʱـــʧȄʜ خـــلال الفʱـــʛة    TOTAL COSTوأخʽــʛاً نʳـــʙ أن الʱؔلفـــة الإجʺالॽـــة  








Q

وفــــي حالــــة عــــʙم العʳــــʜ تʶــــاوȑ مʳʺــــʨع الؔلــــف الʲابʱــــة والʺʱغʽــــʛة وؗلفــــة    0,

 :ȑاوʶوت ʧȄʜʵʱال  

3+C2+C1C = TC(Q)   

)13-5 (  



2

hQ
Q.CK)Q(TC

2

  

 ʦــʶنق ʧمʜــ علــى ʡــʨل  TC(Q)وحʱــى نʸʴــل علــى تؔلفــة الʵʱــʧȄʜ فــي واحــʙة ال

الفʛʱة  

Q    اتج بـʻلل ʜمʛونC(Q)  :أن ʙʳʻف  












Q
2

hQ
Q.CK

)Q(C

Q
)Q(TC

)Q(C

2  
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)13-6 (  
2

hQ
.C

Q

.k
)Q(C 


  

ʧ ل5-13والʷــــȞل الॽʰــــاني ( ــا الʵــــȌ الॽʰــــاني لؔــــل مــــʧ هــــʚه الʱؔــــالʅॽ مــــع ) يʰـــ̔ـ ʻــ
  :  C(Q)مʨʺʳعها 

  
) ʤل رقȜʵل  :)5-13الȜʵل العام الʯʳʸال ʃॻؒالʯةفلل  

أصــغC(Q)    ʛفــي واحــʙة الــʜمʧ    الʱي تʳعــل الʱؔلفــة   Qولʶʴاب حʦʳ الʢلॽʰة  
 ʧــȞʺǽ مــا ،    Ș ــى    C(Q)نأخــʚ مʷـɦـ   علــى ونʹــعه مʶــاوȄاً للʸــفʛ فʸʴʻــل    ǼQالʶʻــॼة إل
  ة: الآتॽ الʺعادلة  

0
2

h

Q

.k

dQ

)Q(dC
2




  

  ومʻها نʙʳ أن:

C  
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h

.k2
Q2 

  

فـــي واحــــʙة الــــʜمʧ للʵʱــــʧȄʜ أȑ أن حʳـــʦ الʢلॽʰــــة الـــʳǽ ȑʚعــــل الʱؔلفــــة الإجʺالॽـــة 
C(Q)  :العلاقةǼ ىʢعǽ ʧȞʺǽ ما ʛأصغ  

)13-7 (  
h

.k.2
Q* 

  

Ș الʲــاني  C(Q)وللʱأكʙ مʧ أن هʚه الʻقʢة تقابل نهاǽــة صــغȐʛ للʱــاǼع  نأخــʚ الʺʷـɦـ
  له فʙʳʻ أن:

)14-8 (  0
Q

2

dQ

)Q(Cd
32

2




  

Șʱʷʺا أن الʺȃة    وʢقʻفإن ال ʖجʨاني مʲالQ*  عǼــاʱلل Ȑʛــة صــغǽتقابــل نهاC(Q) 
  .Q > 0وهي نقʢة وحʙʽة لأن 

  :)1(  مʰال

 ʥعلــى ذلــ ʖلــʢل الʙجاج, وأن معــʙالــ ʠॽــع بــॽȃو ʧȄʜــʵʱم بʨقــǽ ًاʛض أن تــاجʛــʱفʻل
  ȑاوʶǽ دعهʨʱʶفي م ʠॽʰة   2000الʙاحــʨــة الॽʰلʢاد الʙع. وأن تؔلفــة إعــʨ صʙʻوقاً في الأسـhـ

  ʧلفة مʕʺالQ   ًوقاʙʻص    ȑاوʶع س ل.  20تʨ وأن تؔــالʅॽ تʵــʧȄʜ الʸــʙʻوق الʨاحــʙ لʺــʙة أسـhـ
  ȑاوʶب: 8تʨلʢʺل.س وال  

  الʳǽ ȑʚعل تؔالʅॽ الʧȄʜʵʱ أصغʛ ما Q .ʧȞʺǽ*حʶاب الʦʳʴ الʺʲالي للʢلॽʰة   -1

ة  -2 ʨع سـɦـ حʶاب مʙة الʙورة الॽʻȄʜʵʱة Ǽالʶاعات إذا علʺʗ أن عــʙد أǽــام العʺــل فــي الأسـhـ
 ساعات فقȌ.  10أǽام وأن عʙد ساعات العʺل في ؗل يʨم  

  الʴل:

  ة:الآتॽلʙيʻا الॽʰانات  

2000  K = 20 h = 8 

ʳʴأن ال ʙʳن ʥلʚȃالعلاقة:وǼ ىʢعǽ ةॽʰلʢالي للʲʺال ʦ  
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100 صʙʻوقاً 



8

2000.20.2

h

.k.2
Q*  

*100Qصʙʻوقاً    

  نȘʰʢ العلاقة: T*ولʶʴاب مʙة الʙورة الॽʻȄʜʵʱة  

310605.0ساعات  = ًعاʨʰ05.0أس
2000

100Q
T

*
* 


  

ʛ أن ʳǽــʙد الʢلॽʰــة ؗــل ثــلاث ســاعات، وأن ʢǽلــʖ أȑ أنــه ʳǽــʖ علــى ذلــʥ الʱــاج
100  .Ȍوق فقʙʻص  

:ʚʱني دون عʦȜʴذج الʦʸʹات الʙشʓم  

فإنــه ʻʻȞʺǽــا حʶــاب عــʙد  Q* الʢلॽʰــة لʳʴــʙ  ʦ أن نʸʴــل علــى الʳʴــʦ الʺʲــاليǼع ــ
ــاذ القــــʛارات  ــة، الʱــــي تلعــــʖ دوراً ʽʰؗــــʛاً فــــي عʺلॽــــات اتʵــ مــــʧ الʺʕشــــʛات الاقʸʱــــادǽة الهامــ

ʨدع  ɦــʶʺون فــي الʜــʵʺل إدارة الʨــة حــ وتʤʻــʦॽ عʺلॽــات الإمــʙاد والॽʰــع وتقــʙيॽʀ ʛʺــة الʺʱʵلف
  الʺॽʰعات وحʶاب الȃʛح الʸافي...إلخ.

  ة:الآتॽوانʢلاقاً مʧ الفʛضॽات الʶاǼقة فإنه ʻʻȞʺǽا حʶاب الʺʕشʛات  

وʖʶʴȄ مʧ العلاقة:    *Qالʦʳʴ الʺʲالي للʢلॽʰة   -1
h

.k.2
Q* 

.  

 :مʙة الʙورة الفاصلة بʧʽ الʢلॽʰة والأخǼ Ȑʛانʤʱام وتʖʶʴ مʧ العلاقة -2

)13-9 (  
h

k2Q
T

*
*





  

  عʙد الʢلॽʰات اللازمة خلال واحʙة الʜمʧ وتʖʶʴ مʧ العلاقة: -3

)13-10 (  **

*

T

1

k2

h

Q
n 





  

4 -   ʖلــʢــة إعــادة الॽʺ1كQ  ونʜــʵʺــل نفــاذ الʰق ʖلــʢها إعــادة الʙــʻع ʖــʳǽ ــيʱــة الॽʺؔوهــي ال :
  ة: الآتॽ مʧ العʺلॽة الʻʱاسॽʰة    dوتǼ ʖʶʴعʙ معʛفة الʺʙة اللازمة لاسʱلام الʢلॽʰة  
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*

*

*

*1

*
1

*

Q.
Q

d
Q.

T

d
Q

Q

Q

T

d







  

)13-11(   .dQ1  

  
 ) ʤل رقȜʵ6- 13ال (  ʔلʠة إعادة الॻʸؕ ʗيʗʲ1: تQ 

  وتʖʶʴ مʧ العلاقة: إجʺالي تʛاكʦ الʺʜʵون في الʺʨʱʶدع خلال مʙة الʙورة الॽʻȄʜʵʱة   - 5
























*T

0

2*
**

*T

0

2
***

2

T
TQ

2

t
tQdt)tQ(Y  

)13-12 (  





















2

Q

2

QQ
2*

2

2*2*

  

مʨʱســــȌ حʳــــʦ الʺʵــــʜون الʺʨجــــʨد فــــي الʺʶــــʨʱدع خــــلال واحــــʙة الــــʜمʧ مــــʧ الفʱــــʛة   - 6
]*[0,T   :ȑاوʶǽ  

)13-13 (  
2

Q

T

Y
Y

*

*

*

  

  أصغʛ تؔلفة للʧȄʜʵʱ خلال واحʙة الʜمʧ وتʖʶʴ مʧ العلاقة:  - 7

)13-14 (  
2

Q
.h.C

Q

.k
)Q(C

*

*

* 


  

  تؔلفة الʧȄʜʵʱ خلال مʙة الʙورة الॽʻȄʜʵʱة وʖʶʴȄ مʧ العلاقة:   ي إجʺال  - 8
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)13-15 (  *** T).Q(C)Q(TC   

:ȑاوʶǽ أنه ʙʳن Ȑʛجهة أخ ʧوم  

)13-16 (  
2

Qh
Q.Ck)Q(TC

2*
**


  

تؔلفــة شــʛاء    +   K  تؔلفــة إعــʙاد الʢلॽʰــة   أȑ أن إجʺالي تؔلفة الʧȄʜʵʱ للʢلॽʰة خــلال مــʙة الــʙورة = 
  تؔلفة الʧȄʜʵʱ للؔʺॽة الʺॽʁॼʱة مʧ الʢلॽʰة في الʺʨʱʶدع.   الʢلॽʰة + 

  وʖʶʴȄ مʧ العلاقة:  واحʙة الʜمʧ  إجʺالي ॽʀʺة الʺॽʰعات خلال   - 9
)13-17 (   .pV  

  هʨ سعʛ مॽʰع الʨاحʙة مʧ الॼʹاعة الʺʜʵونة.  Pحʘʽ إن 

  إجʺالي ॽʀʺة الʺॽʰعات خلال الʙورة الॽʻȄʜʵʱة وʖʶʴȄ مʧ العلاقة:  - 10

)13-18 (  *
*

* Q.p
Q

.pT..PW 


  

 مʨʱسȌ الȃʛح خلال واحʙة الʜمʧ وʖʶʴȄ مʧ العلاقة:  - 11

)13-19 (  )Q(CVB *  

  مʨʱسȌ الȃʛح خلال الʙورة الॽʻȄʜʵʱة وʖʶʴȄ مʧ العلاقة:  - 12
)13-20 (  )Q(TCWB *  

  

  :)2(  مʰال

 Șــــابʶــــال الʲʺانــــات الॽــــاءً علــــى بʻب ʧȄʜــــʵــــات تॽلفــــة لعʺلʱʵʺات الʛشــــʕʺال ʖــــʶاح
 ʦثــ ʠॽــʰلــغ االʰــة تॽʰلʢلام ال حʶــʖ صــافي الــȃʛح الʷــهȑʛ لــʚلʥ الʱــاجʛ. علʺــاً Ǽــأن مــʙة اسـɦـ

ʨدع  ن ســعʛ شــʛاء صــʙʻوق الʰــʠॽأســاعة واحــʙة و  ل.س وأن ســعʛ  70واصــلاً إلــى الʺʶـɦـ
  ل.س.  80مॽʰع الʙʻʸوق  

  الʴل:
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  ة:الآتॽلʙيʻا الॽʰانات  

2000  K = 20 C = 70 h = 8  P = 80 

  نقʨم Ǽʺا يلي:  ʺʲالالʺʕشʛات الʺʱʵلفة لʚلʥ ال  ولʶʴاب

  :لقʙ وجʙنا أن الʦʳʴ الʺʲالي -1

100صʙʻوقاً  
8

2000.20.2

h

.k.2
Q* 


 

2- :ȑاوʶورة تʙة الʙإن م  

05.0أسʨʰعاً   =  3ساعات 
2000

100Q
T

*
* 


  

  إن عʙد الʢلॽʰات اللازمة خلال ؗل أسʨʰع: -3

ʡ20لॽʰة  
100

2000

Q
n

*

* 


  

) ʦل رقــȞــʷــة 7-13والॽʰلʢد الʙــʳʱت ʘــʽن، حʜــʵʺال ʥــة العʺــل فــي ذلــ ʛؗح ʧ ) يʰـ̔ـ
  في ؗل يʨم وʽʡلة أǽام الأسʨʰع.)  3كل ثلاث ساعات (

4- :ȑاوʶʱخلال ؗل دورة ف ʖلʢة إعادة الॽʺؗ أما  

33.332000واحʙة  
60

1
.dQ   
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) ʤل رقȜʵال  :)7-13الʰʸون للʚʳʸة ال ʙؕح  

5-  ȑاوʶǽ ؗل دورة ʧʺض ʧمʜة الʙون خلال واحʜʵʺال ʦʳح Ȍسʨʱوم:  

50صʙʻوقاً  
2

100

2

Q
Y

*

  

6- :ȑاوʶت (عʨʰالأس) ʧمʜة الʙخلال واح ʧȄʜʵʱتؔلفة لل ʛأصغ  

140800400140000400
2

100
82000070

100

200020
)Q(C *






  

  :ʶǽاوȑ فقȌ إجʺالي تؔلفة الʺʜʵون خلال مʙة الʙورة الॽʻȄʜʵʱة   -7

7040)05.0(140800T).Q(C)CQ(T ***   

  وʧȞʺȄ حʶاǼه مʧ جهة أخȐʛ حʘʽ نʙʳ أن:

7040
2

)100(

2000

8
1007020

2

Qh
Q.Ck)Q(TC

22*
** 


  

8- :ȑاوʶǽ (عʨʰالأس) ʧمʜة الʙعات خلال واحॽʰʺة الʺॽʀ إجʺال  

160000200080.PV   

9- :ȑاوʶǽ ةॽʻȄʜʵʱورة الʙعات خلال الॽʰʺة الʺॽʀ إجʺالي  

8000100.80Q.PW *   
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10-  ȑاوʶȄو (عʨʰالأس) ʧمʜة الʙح خلال واحȃʛال Ȍسʨʱم:  

W/S.L19200140800160000)Q(CVB *   

11- :ȑاوʶǽ ةॽʻȄʜʵʱورة الʙح خلال الȃʛال Ȍسʨʱم  
 T/S.L96070408000)Q(TCWB *  

  وأخʛʽاً نʖʶʴ مʨʱسȌ الȃʛح للʱاجʛ في الʷهʛ حʘʽ نʙʳ أن: -12

MONTH/S.L70.82285
7

30
19200B1   

ة  -13 ʨع سـɦـ ومʧ أجل الʺقارنة نفʛʱض أن الʱاجʛ أراد أن ʳǽعل عــʙد ʡلॼاتــه فــي الأسـhـ
  فقȌ (ʡلॽʰة واحʙة فقȌ في الʨʽم) فإن حʦʳ الʢلॽʰة الʨاحʙة ॼʸǽح:

33.333  واحʙة 
6

2000
Q   

  وʚȃلʥ تʰلغ تؔلفة الʧȄʜʵʱ خلال الأسʨʰع ما يلي:

32.141453
2

33.333
8)2000(70

33.333

200020
)Q(C 


  

 ʧعي مʨʰه الأسʴȃر ʠفʵʻي ʥلʚȃإلى:  19200و  

68.1854632.14153160000B   

 ʧم ȑʛهʷه الʴȃر ʠفʵʻȄل.س.  79485.77إلى    82285.70و  

  

III - :النموذج السكوني مع العجز لمادة واحدة 
ʙʵم هـــــʚا الʻʺـــــʨذج لʵʱـــــǼ ʧȄʜع ـــــ الفʶـــــاد مʲـــــل  وأʠ الʺـــــʨاد القابلـــــة للعʢـــــʖ وʶȄــــɦـ

 ʛفʨــʱʺون الʜــʵʺال ʦــʳن حʨــȞǽ ماʙʻون عʜʵʺفي ال ʜʳث العʙʴȄإلخ, و...ʖʽلʴوال ʗʻʺالإس
فــي بʙاǽــة الــʙورة الॽʻȄʜʵʱــة أقــل مــʧ حʳــʦ الʢلــʖ علــى الʺــادة الʺʜʵونــة خــلال تلــʥ الــʙورة. 
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لـــʚلʥ فإنـــه لʺعالʳـــة هـــʚه الʴالـــة نʹـــʅॽ إلـــى الفʛضـــॽات الأساســـॽة الʶـــاǼقة فʛضـــॽة جʙيـــʙة 
  وهي:

ــاً  ــʙاراً ثابʱـ ــاوȑ مقـ ــة ʶǽـ ــل دورة تॽʻȄʜʵـ ــي ؗـ ــه فـ ــʺʨح Ǽـ ــʜ الʺʶـ ــʙار العʳـ وȂن  Sإن مقـ
لؔــل واحــʙة مــʧ الʢلــʖ غʽــʛ الʺʴقــȘ خــلال واحــʙة الــʜمʧ وهــي تʷــʺل  Pتؔلفــة العʳــʜ تʰلــغ 

.ʥذل ʛʽوغ ʧائȃʜان ثقة الʙوفق ʛʽأخʱامات الʛغ  

 ʜمʛـــالǼ ـــةॽʻȄʜʵʱورة الʙـــة الـــǽاʙفـــي ب ʛفʨـــʱʺون الʜـــʵʺال ʦـــʳʴل ʜمـــʛن ʦثــR   ʦـــʳʴول
 ʜمʛــالǼ ــة ؗــل دورةǽدع فــي نهاʨ ,  ولʺقــʙار (R < Q)حʽــQ  ʘالʢلॽʰــة الʱــي تــʛد إلــى الʺʶـɦـ

 ʜمʛــالǼ خــلال ؗــل دورة ʜــʳالعSاʻيʙن لــʨــȞǽ هاʙــʻوع  ,S = Q - R  ʦل رقــȞــʷ(13-8), وال 
ة حʦʳ الʺʜʵون في الʺʨʱʶدع خلال ؗل دورة تॽʻȄʜʵة. ʛؗضح حʨي  

  
) ʤل رقȜʵ8-13ال ʚʱون مع العʚʳʸال ʤʱة ح ʙؕح :(  

هي ؗالʶــابȘ تʺʲــل معــʙل الʢلــʖ علــى الʺــادة فــي واحــʙة الــʜمʧ فإنʻــا   Ǽλفʛض أن  
  هʻا نلاحȎ ما يلي:

 ʛفʨــʱʺون الʜــʵʺال ʦʳإن حr  :ة العلاقــةʢاســʨب ʧمʜــالǼ Ȍॼتʛمــt λ – R = tr ، نȂو

  ȑــاوʶون تʜــʵʺة نفاذ الʙم

R  ، ȑــاوʶــة تॽʻȄʜʵʱورة الʙة الــʙن مــȂو


Q  ʧمــ ʛــʰوهــي أك


R ،

[وȃــʚلʥ تʳʱــʜأ مــʙة الــʙورة الॽʻȄʜʵʱــة الأولــى 
Q

,0[


إلــى فʱــʛتʧʽ هʺــا: الفʱــʛة  






R

فʱــʛة   0,

العʺل, والفʛʱة  






Q

,
R.ʜʳة العʛʱف 
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وȂن حʶـــاب تؔـــالʅॽ الʵʱـــʧȄʜ خـــلال الفʱـــʛة الأولـــى 






R

يـــʦʱ حʶـــʖ الʻʺـــʨذج  0,

الʶـــابȘ (بـــʙون عʳـــʜ), أمـــا تؔـــالʅॽ الʵʱـــʧȄʜ خـــلال الفʱـــʛة الʲانॽـــة 






Q

,
R  ـــاج إلـــىʱʴʻف

:ȑــاو ــة ʶǽـ ــʚه الʴالـ ــي هـ ــʧȄʜ فـ ــالʅॽ الʵʱـ ــالي تؔـ ــإن إجʺـ ــة فـ ــʨرة عامـ ــʙة. وʸȃـ ــاǼات جʙيـ  حʶـ
ــʙة = ت ــالʅॽ خـــــلال دورة واحـــ ــةإجʺـــــالي الʱؔـــ ــالʅॽ الʢلॽʰـــ ــالʅॽ الʷـــــʛاء  1C ؔـــ  + 2C+ تؔـــ

  ʧȄʜʵʱال ʅॽ3تؔالC + ʜʳالع ʅॽ4  تؔالC.  

4+C3+C2+C1TC(Q)=C  

  ولʙيʻا حʖʶ الفʛضॽات الʶاǼقة أن:

,ʗار ثابʙة = مقॽʰلʢال ʅॽأن:  تؔال ȑأ  =K1C  

  ʛعʶǼ ةॽʰلʢاء الʛش ʅॽتؔالC    :ȑاوʶǽC.Q = 2C  

أما تؔــالʅॽ الʵʱــʧȄʜ فʱقʸʱــʛ علــى الفʱــʛة الأولــى  و 






R

وهــي تʶــاوȑ ؗʺــا فــي  0,

  ما يلي:  (13-4)العلاقة

(21-13) 


 


2

R
hdt)tR(hC

2
R

0
3  

وأما تؔالʅॽ العʜʳ والʱي تʛʺʱʶ خلال الفʛʱة الʲانॽة   






Q

,
R  :ȑاوʶʱف  











Q

R

2

4 2

)RQ(P
dt)tR(P)1(C  

ن الʺʶــاحة تʴــʗ لأحʱى نʳعل ʱʺॽʀه مʨجॼة ( (1-) ـولقʙ ضʻȃʛا الʱؔامل الʶابȘ ب
  .الʺʨʴر سالॼة)

:ȑاوʶǽ ةॽʻȄʜʵʱورة الʙخلال ال ʅॽؔالʱأن إجʺالي ال ʙʳن ʥلʚȃو  

(22-13) 







2

)RQ(P

2

R
hQ.CK)R,Q(TC

22
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 ʦــʶنق ʧمʜة الــʙخلال واحــ ʅॽؔالʱل على إجʺالي الʨʸʴوللTC(Q,R) ة  علــىʙمــ

الʙورة  

Q :ل على أنʸʴʻف  












Q
2

)RQ(P

2

R
hQCK

)R,Q(C

22

   

(23-13) 
Q2

)RQ(P

Q2

hR
C

Q

K
)R,Q(C

22







 

ــʚلQ ʥ*ولإʳǽاد حʦʳ الʢلॽʰــة الʺʲــالي  أصــغʛ مــا  C(Q,R)الــʚيʳǽ ʧعــلان  R* وؗ
  :الآتيخॽʢة, وذلʥ وفȘ الʨʺʻذج  ʻʻȞʺǽ ,ʧȞʺǽا أن نȘʰʢ نʺاذج الʛʰمʳة اللا

 )13-24 (  min)R.Q(CL   
  QR  : وضʺʧ القʨʽد 

 ȋوʛʷوال :  R0               ,Q0  

ــاǼع  قات الʜʳئॽـــــة للʱـــ ـɦـ ــلȃʨاً آخـــــʛ وهـــــʨ حʶـــــاب الʺʷـــ ॼʱع أســـ ـ̒ـ ــا ســـ  C(Q,R)ولʻʻؔـــ
قȃ ʧʽــʚلʥ نʳــʙ أن ووضعها مʶاوȄة للʸفʛ لʸʴʻل على نقʢة الʻهاǽة الʸــغȐʛ لــه. و  الʺʷـɦـ

  ʧʽʱ:الآتǽʽعॽʢانا الʺعادلǼQ,R    ʧʽʱالॼʶʻة لـ   C(Q,R)الʜʳئʧʽʽ لـ 

2

2

2

2

2 Q4

)RQ(P2)Q2)(RQ(P2

Q2

hR
0

Q

K

Q

)R,Q(C 








0)RQ(P
2

1
Q)RQ(P

2

hR
K

Q

1 2
2

2









  

0
Q2

)1)(RQ(P2

Q2

hR2
00

R

)R,Q(C






  

ــار علــــــى  ʧ الʶــــــاǼقʧʽʱ نʸʴــــــل علــــــى    2Qو   2Qوȃعــــــʙ الاخʸʱــــ فــــــي العلاقʱـــــ̔ـ
  ʧʽʱالآت̔ الʺعادل :ʧʽʱ  

(25-13)  0)RQ(P
2

1
Q)RQ(PR

2

h
K 22   

(26-13)  2hR-2P(Q-R)=0 
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والʳʴــʦ الʺʲــالي  Q* وʴȃــل هــاتʧʽ الʺعــادلʧʽʱ نʸʴــل علــى الʳʴــʦ الʺʲــالي للʢلॽʰــة
لʅॽ في واحʙة الʜمʧ أصغʛ مــا Ȟʺǽــʧ, الʚيʳǽ ʧعلان تاǼع إجʺالي الʱؔا  R*  لʙʰاǽة الʺʜʵون 
  والʚيʶǽ ʧاوȄان:

(27-13) 






 






 


p

hp

h

k2
Q* 

(28-13) 















 


hp

p

h

k2
R *  

  مʛتʢॼان Ǽالعلاقة:  R*و  Q*نʙʳ أن  26)-(13ومʧ الʺعادلة  

(29-13) 
** R

p

hp
Q


  

1فـــإن  h < 0 وȃʺـــا أن
p

hp


 ـــي أنʻعǽ اʚوهـــ *R  *Q  أن حلـــي ȑأ

ʧʽʱ(13-26)و  (13-25)  الʺعادل  ʨالأساسي وه ȋʛʷان على الʤافʴǽ Q  R.  

 ـ̋ـ ॽɾ راســةʙم بʨأن نقــ ʖــʳǽ ل العʺــلʺؔ ا إذا ؗــان ذلــʥ الʴــل ǽقابــل نهاǽــة وحʱــى ʶǽـɦـ
قات الʜʳئॽـــة والʱأكـــʙ مـــʧ أن  ،صـــغȐʛ أم عʤʺـــى وذلـــʶʴǼ ʥـــاب مʸـــفʨفة (ʶॽʂـــان) للʺʷــɦـ

  والʺʸفʨفة تʶاوȑ:مʸغʛاتها الأساسॽة غʛʽ سالॼة  

2

22

2

2

2

R

C

QR

C
RQ

C

Q

C













  

 ʙعــــȃــــة وʢقʻال ʙــــʻهــــا عʱʺॽʀ ʠȄʨقات وتعــــ نʳــــʙ أن  R*(Q,*(حʶــــاب هــــʚه الʺʷـــɦـ
ــالॼة، أȑ أن الʻقʢـــة الʺʸـــغʛات ا ــفʨفة غʽـــʛ سـ ــॽة لهـــʚه الʺʸـ تقابـــل نهاǽـــة  R*(Q,*(لأساسـ

  .CصغȐʛ للʱاǼع  

ــʙ أن نʸʴـــل علـــى  ــالR    ʅॽ*و   Q*  وȃعـ ــالي الʱؔـ ــاǼع إجʺـ ــة تـ ــا حʶـــاب  ॽʀʺـ ʻʻȞʺǽـ
  ʧمʜــ ــȑʚ خــلال واحــʙة ال ʧ ل ـــي   ال ـ̔ـ ʱʺॽʁال ʧʽهــات ʙــʻــه ع ــʚلR .    ʥو    ʰ  Qلــغ أصــغॽʀ ʛʺــة ل ȃو

  ʨȞǽن لʙيʻا: 
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)13-30 (  
*

2**

*

2*

*

**

Q2

)RQ(p

Q2

hR
C

Q

K
)R,Q(C





  

ــالʅॽ خـــلال الـــʙورة  ــʙتها الॽʻȄʜʵʱـــة أمـــا ॽʀʺـــة تـــاǼع إجʺـــالي الʱؔـ الʱـــي مـ



Q

T* 

 ȑاوʶॽɾ:  

)13-31 (  







2

)RQ(p

2

R
hQ.Ck)R,Q(TC

2**2*
***  

فــي الفقــʛة الʶــاǼقة. ولؔــʧ لʶʴــاب  الأخــȐʛ الʺــʨؗʚرة  الʺʕشــʛاتكʺــا ʻʻȞʺǽــا حʶــاب 
  :ةالآتॽنȘʰʢ العلاقة كʺॽة إعادة الʢلॽʰة  

)13-32 (  sd.Q1   

  ʘʽحd .ةॽʰلʢلام الʱة اللازمة لاسʙʺهي ال  

  :)3(  مʰال

    ʖلــʢل الʙأن معــ ʗفــإذا علʺــ ʗʻ ʨدعات بʵʱــʧȄʜ وॽȃــع مــادة الاسـ̋ـ ǽقــʨم أحــʙ الʺʶـɦـ
ــغ   ــه يʰلـ ــهȑʛ علॽـ ـ̫ ــʦǽʙ   300ال ــʙ تقـ ــة Ǽعـ لام الʢلॽʰـ ـɦـ ــة لاسـ ــʙة اللازمـ ــاً، وأن الʺـ ــا   ʻʡـ   ʡلـــʖ علʽهـ
ــام  ــة أǽـ ــʙة  Ȃ و   ، تʶـــاوȑ خʺʶـ ــة الʨاحـ ــʙاد الʢلॽʰـ ــة إعـ ــاوȑ  ن تؔلفـ ــʛاء    ، ل.س   200تʶـ وأن ســـعʛ شـ

 ʧʢم ال ȑاوʶǽ ًواصلا ʗʻʺالاس ʧ5000  ة    ، ل.سʙخــلال واحــ ʙاحــʨال ʧــʢال ʧȄʜʵوأن تؔلفة ت
  ȑــاو ــاوȑ    ، ل.س   10الـــʜمʧ تʶـ ــʜمʧ تʶـ ــʙة الـ ــʧ خـــلال واحـ ــل ʡـ ــʧ ؗـ ــʜ عـ ــة العʳـ   50وأن تؔلفـ

  ل.س. وȂذا علʺʗ أن نʤام الʺʨʱʶدع ʶǽʺح بʨقʨع عʜʳ مʙʴود فالʺʢلʨب: 
 .*Qوللʢلॽʰة الʙورȄة   *Rحʶاب الʦʳʴ الʺʲالي للʢلॽʰة الأولى   -1

  احॽʺؗ ʖʶة العʜʳ الʺʨʺʶح بها. -2
 حʶاب الʺʕشʛات الʺʱʵلفة للعʺل في هʚا الʺʨʱʶدع. -3

4-  ʙاحـــʨال ʧــ ــعʛ مॽʰـــع الʢـ ــʗ أن سـ ــلال ؗـــل دورة إذا علʺـ ــه خـ ــافي لـ ــȃʛح  الʸـ حʶـــاب الـ
 ل.س.  5500

  :الʴل

  ة:الآتॽلʙيʻا الॽʰانات  
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300  200k   5000C   10h   50p   5d   

  مʧ العلاقة:  Ǽ*Rʺا أن الʨʺʻذج ʶǽʺح Ǽالعʜʳ لʚلʥ نقʨم ʶʴǼاب  

)
1050

50
)(

10

2003002
()

hp

p
)(

h

k2
(R *








  

ʻʡ10010000Rاً  *   

  أما الʦʳʴ الʺʲالي للʢلॽʰة فॼʶʴʻه مʧ العلاقة:

)
50

1050
)(

10

2003002
()

p

hp
)(

h

k2
(Q* 




  

*ʻʡ12014400Qاً    

ان ʧȞʺǽ حʶاب     مʧ العلاقة:  Q*وؗ

ʻʡ120100اً 
50

1050
R

p

hP
Q ** 





  

  وهʚȞا نʙʳ أن ؗʺॽة العʜʳ الʺʨʺʶح Ǽه:

ʻʡ20100120RQSاً  ***   

وʚȃلʥ نʙʳ أن مʙة الʙورة الॽʻȄʜʵʱة وهي









*Q
,0- :ȑاوʶت  

12304.0يʨماً    ًاʛ4.0شه
300

120Q
T

*
* 


  

أما مʙة نفاذ الʺʜʵون فهي 









*R
  تʶاوǼ ȑالʶʴاب: 0,

1030أǽام
3

1
  ًاʛشه

3

1

300

100R
t

*
* 


  

  أما عʙد الʢلॽʰات اللازمة لʴʱقȘʽ الʢلʖ خلال شهʖʶʴॽɾ ʛ مʧ العلاقة:
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ʡ5.2لॽʰة 
120

300

Q
n

*

* 


  

:ȑاوʶʱة فॽʰلʢة إعادة الॽʺؗ وأما  

.ʻʡ3020300اً 
30

5
S.dQ *   

  وȂن مʨʱسȌ حʦʳ الʺʜʵون ʶǽاوȑ هʻا:

ʻʡ50اً 
2

100

2

R
Y

*

  

ة ذلʥ الʺʜʵون خلال شه9ʛ-13والȞʷل الॽʰاني ( ʛؗا حʻل ʧʽʰي (:  

  
) ʤل رقȜʵ9-13ال (  

ʧمʜة الʙخلال واح ʧȄʜʵʱتؔلفة لل ʛأما أصغ :ȑاوʶʱف (ʛهʷال)  

333.83667.4161500000500
1202

)100120(50

1202

)100(
105000300

120

200300
)R,Q(C

22
**











  

 /ʛشهS.L1501000)R,Q(C **   

) ʖʶورة وحʙخلال ال ʧȄʜʵʱتؔلفة لل ʛ31-13أما أصغ:ȑاوʶʱف (  

33.33667.166600000200
3002

)100120(50

3002

)100(
.10120.5000200)R,Q(TC

22
**








 
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S.L600400)R,Q(TCدورة/  **   

  إجʺالي ॽʀʺة الʺॽʰعات خلال الʙورة الॽʻȄʜʵʱة الʨاحʙة ʶǽاوȑ:  وȂن

S.L6600005500120Vدورة/    

  :ʶǽاوȑ   خلال الʙورة الʧȄʜʵʱرʴȃه   وȂن

S.L59600600400660000TCVBدورة/    

:ȑاوʶॽɾ ȑʛهʷه الʴȃأما ر  

 /ʛشهS.L149000596005.2B.nB *
1   

  

IV- :النموذج السكوني مع الاحتياطي لمادة واحدة  
ʙʵم هــʚا الʻʺــʨذج لʵʱــʧȄʜ الʺــʨاد  ȋʛ وجــʨد احॽʱــاوʶȄـɦـ لʴــالات  ʡي أمــانالʱــي تʷـɦـ

  الʨʢارȏ والإسعاف: ؗالأدوȄة والأغǽʚة والʨقʨد...الخ.

 ʜــʳال العʙʰ وتʱʵلــف معالʳــة هــʚا الʻʺــʨذج عــʧ الʻʺــʨذج الʶــابȘ (مــع العʳــʜ) Ǽاسـɦـ
ʡاॽʱالاحǼة وهي:  يʙيʙيلة جʙة بॽضʛضع فʨȃو  

 ʧمʜار الــــʙوعلــــى مــــ ʧȄʜــــʵي الأمــــان فــــي ؗــــل دورة تʡــــاॽʱار احʙأن إن مقــــ ʖــــʳǽ
عــʧ ؗــل واحــʙة مʻــه خــلال  hوȂن تؔلفة تʧȄʜʵ ذلــʥ الاحॽʱــاʡي تʰلــغ  ،ʶǽAاوȑ مقʙاراً ثابʱاً 

.ʧمʜة الʙواح  

ʶǽA.hC4ــاوȑ:  الاحॽʱــاʡيتؔلفة تʧȄʜʵ ذلʥ   نلاحȎ أن إجʺاليوهʻا   ،  ʨوهــ
ــʙاراً  ــاً وȄʹـــ ـــــ ʷǽــــــــȞل مقــــــ ـــ ــʧȄʜثابʱـــ ــة للʵʱــــــ ـــ ــة الإجʺالॽـــ ـــ ــى الʱؔلفـــ ــȞل ر . وȂن اف إلــــــ ــʦ الʷــــــ   قــــــ

ة الʺʜʵون في هʚه الʴالة  يʧʽʰ  الآتي  )13-10( ʛؗا حʻل.  

:ȑاوʶǽ ة الأولىॽʰلʢالي للʲʺال ʦʳʴج أن الʱʻʱʶا أن نʻʻȞʺǽ لȞʷال ʧوم  

)13-33 (  A
h

k..2
AQQ *** 


  
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) ʤل رقȜʵي  :)10-13الʟاॻʯون مع احʚʳʸة ال ʙؕحA  

ــة الʺʵــʜون تʶــʛʽ ؗالعــادة حʱــى حʱــى  ʛؗة الأولى فإن حॽʰلʢال ʝॽتأس ʦʱأن ي ʙعȃو
 Ȑʨ . وȃــʚلʥ نʳــʙ أن ॽʀʺــة Q*ثــʦ تعــʨد لʳʱʱــʙد ʢǼلॽʰــة جʙيــʙة حʳʺهــا الʺʲــالي  Aتʰلــغ الʺʶـɦـ

  ȑاوʶي تʡاॽʱة للاحʸʸʵʺة الॽʺؔالC.A   ــةॽؔلفــة الإجʺالʱوأن ال Ȍة فقــʙة واحــʛʺل ʖʶʴوت
  ل ؗل دورة مʧ الʙورات الʺʱʱالॽة فʶʱاوȑ:للʺʜʵون خلا

)13-34 (  *

2*
** T.A.h

2

hQ
Q.Ck)Q(TC 


  

ʧمʜة الʙون خلال واحʜʵʺة للॽؔلفة الإجʺالʱأما ال :ȑاوʶʱة فॽالʱʱʺورات الʙال ʧم  

)13-35 (  A.hQ
2

h
.C

Q

.k
)Q(C *

*

* 


  

  أما ؗʺॽة إعادة الʢلʖ فʖʶʴʱ مʧ العلاقة:
)13-36 (  A.dQ1   

ॽʁǼ ؗالعادة.أما ʖʶʴʱف Ȑʛات الأخʛشʕʺة ال  

  :)4(  مʰال

  ة:الآتǽॽقʨم مʨʱʶدع أحʙ الʺॽɿʷʱʶات بʧȄʜʵʱ الʙم وفȘ الʛʷوȋ والॽʰانات  

 ʧي الأمــان عــʡــاॽʱار احʙقل مقــǽ ألا ȋʛʱʷǽ5  ʖلــʢل الʙــأن معــǼ ًام علʺــاʛغــ ʨلــʽؗ
ــفىالʷـــهȑʛ علـــى الـــʙم فـــي  ʽؗلـــʨ غـــʛام شـــهȄʛاً. وان تؔلفـــة تʵـــʶǽ 20  ʧȄʜـــاوȑ  ذلـــʥ الʺʷʱʶـ

 ȑــــاو ــــاوȑ  6الʽؔلــــــʨ غـــــــʛام الʨاحـــــــʙ تʶـــ ــــة تʶـــ ــــادة الʢلॽʰـــ ـــهʛ وأن تؔلفـــــــة إعـــ   ل.س فـــــــي الʷـــ



 513

ــʨغʛام الʨاحــʙ مــʧ ل.س  15 ــʙم وأن ســعʛ شــʛاء الʽؔل ، وȂن الʺــʙة ل.س ʶǽ800ــاوȑ  بʻــʥ ال
  .أǽام   3اللازمة لاسʱلام الʢلॽʰة  

  والʺʢلʨب:
  حʶاب الʦʳʴ الأمʲل للʢلॽʰة الأولى وللʢلॽʰات الʺʱʱالॽة. -1
2- .ʖلʢة إعادة الॽʺؗ ʙيʙʴت  
  وعʙد الʙورات في الʷهʛ.حʶاب مʙة الʙورة الॽʻȄʜʵʱة   -3
  حʶاب إجʺالي تؔلفة الʧȄʜʵʱ خلال الʙورة الॽʻȄʜʵʱة. -4
 إجʺالي تؔلفة الʧȄʜʵʱ خلال واحʙة الʜمʧ الʷهʛ.  حʶاب -5

  حʶاب الʱؔلفة الاسʲʱʺارȄة للʧȄʜʵʱ خلال عام. -6

  الʴل:

  :لʙيʻا

5A   20  6h   15k   3d   800C   

  ʦʳʴأن ال ʙʳن ʥلʚȃة الأولى:وॽʰلʢل للʲالأم  

Kg155105
6

15202
AQQ *** 


  

*Kg10Q     ومʻها نʙʳ أن الʦʳʴ الأمʲل للʢلॽʰات الʺʱʱالॽة:   

  وȂن ؗʺॽة إعادة الʢلʖ تعʢى Ǽالعلاقة:

7520.
30

3
A.dQ1   

:ȑاوʶʱة فॽʻȄʜʵʱورة الʙة الʙأما م  

= شهʛ 15يʨماً  
2

1

20

10Q
T

*
* 


    

 ȑاوʶǽ ʛورات خلال شهʙد الʙأن ع ʙʳن ʥلʚ   :وؗ

2دورة
T

1
n

*

*   
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ــة ــاوȑ: وأن ॽʀʺـ ــاʡي تʶـ ــة للاحॽʱـ ــة الʺʸʸʵـ 40005800 الؔʺॽـ   ʖــ وتʶʴـ
  لʺʛة واحʙة.

  ʶॽɾاوȑ:  أما إجʺالي تؔالʅॽ الʧȄʜʵʱ خلال الʙورة الʨاحʙة 

S.L8045دورة/ 
2

1
56

20.2

)10(6
1080015)Q(TC

2
* 


  

:ȑاوʶॽɾ ʧمʜة الʙفي واح ʧȄʜʵʱال ʅॽأما إجʺالي تؔال  

 /ʛشهS.L160905610.
2

6
20800

10

2015
)Q(C * 


  

:ȑاوʶة خلال عام تȄارʺʲʱؔلفة الاسʱأن ال ʙʳن ʥلʚȃو  

year/S.L19708040001216090400012)Q(CCI *   
  

V- :نموذج الأسعار المتغيرة (الخصومات) بدون عجز  
وȂن  ،فــي Ǽعــʠ الʴــالات يــʦʱ خʸــʦ نʶــʖ معʻʽــة علــى أســعار الʺــادة عʻــʙ الʷــʛاء

ولʺعالʳــة هــʚه الʴالــة نفʱــʛض أن  .Q*هــʚه الʸʵــʨمات تــʕثʛ علــى الʳʴــʦ الʺʲــالي للʢلॽʰــة 
  هʻاك أرȃعة مȄʨʱʶات لأسعار الʺادة مʻʱاسॼة عʶȞاً مع حʦʳ الؔʺॽة الʺʛʱʷاة وهي:

)13-37 (  

















QqFOR:C

qQqFOR:C

qQqFOR:C

qQ0FOR:C

34

323

212

11

 سعʛ واحʙة الʺادة

  .4C > 3C > 2C > 1Cحʘʽ إن:  

قلة عـــʧ الؔʺॽـــة الʺʢلȃʨـــة. فإنʻـــا نقـــʨم ʶʴǼـــاب الʱؔلفـــة  iCفـــإذا ؗانـــʗ الʱؔلفـــة  مʶــɦـ
  الإجʺالॽة في واحʙة الʜمʧ مʧ العلاقة:

)13-38 (  ii C
2

hQ

Q

k
)Q(C 


  

  ʘʽحi:1,2,3,4,…..  :قةǼاʶة الȄʛعʶالات الʴع الॽʺʳل  
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  ة:الآتॽيǼ ʜʽʺʱأنه ʴǽقȘ الʺʛʱاجʴات   iC(Q)إن الʱاǼع  
(39-13)  (Q)4C > (Q)3C > (Q)2C > (Q)1C  

  Ȑʛــغʸــه الʱهايʻب ʛــʺȄب وʙــʴــع مǼاʨʱه الʚهــ ʧن ؗــل مــȂــة    مقابــل وʢقʻ0الQ    وهــي لا)
  ȐʨʱʶʺǼ Șعلʱت ʛعʶالiC ،(   :العلاقة ʧم ʖʶʴة تʢقʻه الʚن هȂو  

(40-13)  
h

K2
Q0 

  

Ȅʨات الؔʺॽــات   (13-11)وʧʽʰȄ الȞʷل   الʺॽʻʴʻــات الॽʰانॽــة لʱلــʥ الʨʱاǼــع حʶــʖ مʶـɦـ
3q2,q1,q .  

  
  ʤل رقȜʵؒلفة  :(13-11)الʯع الǺاʦʯة لॻانॻʮات الॻʹʲʹʸال  

  مʧ العلاقة الʶاǼقة نقارنها ǼالʺȄʨʱʶات الʶاǼقة. ولʻفʛʱض أن:  0Qوȃعʙ حʶاب  

201 qQq   ـــةॽʰلʢــالي للʲʺال ʦــʳʴل أن الȞـــʷال ʧمــ Ȏها نلاحــʙــʻوع*Q  لا
أكʰــʛ مــʧ الॽʁʺــة  iC(Q)لأن ذلــʳǽ ʥعــل تؔلفــة الʵʱــȞʺǽ0Q،  ʧȄʜــʧ أن Ȟǽــʨن علــى ʶǽــار

ــ ــة لـ ʱʻج أن الʳʴــʦ الʺʲــالي للʢلॽʰــة  .0Qالʺقابل ــى ǽقــع  Q*إذن نʶـɦـ ʧ الؔʺॽــة عل , 0Qعـ̔ـ
  تʶاوQ :ȑ*ومʧ الȞʷل نʱʻʱʶج أǽʹاً أن  

 )q(C),q(C),Q(CminQ 342302
*   

ــل الॽʁʺــة  q4C)3(ومــʧ الʷــȞل أǽʹــاً نʳــʙ أن أصــغॽʀ ʛʺــة لهــʚه الʨʱاǼــع هــي وتقاب
3أȑ أن   ʦʳʴ3q الʢلॽʰة  لالʺʲالॽة  

* qQ .  
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  ملاحʢة: 
Ȟʺǽ 2ــʧ أن Ȟǽــʨن  لأنــه ؗــان 3qإن هʚا الʴل لʝॽ دائʺاً مʶــاوȄاً لـــ 

* qQ   ʦتــ ʨلــ
  Ȑʨʱʶʺال ʥȄʛʴ3تq .ٍل ؗافȞʷǼ ʧʽʺॽإلى ال  

  : ) 5(  مʰال
تʙȄʛ ؗلॽة الاقʸʱاد تــأمʧʽ حاجʱهــا مــʧ الــʨرق. فــإذا علʺــʗ أن معــʙل الʢلــʖ لــʙيها 

ل.س  200ماعʨناً في الʻʶة, وȂن تؔلفة شــʛاء الʨاحــʙة Ǽــالʺفʛق  300على تلʥ الʶلعة يʰلغ 
Ȅʨاً, وȂن تؔلفـــة إعـــʙاد 10وȂن تؔلفـــة تʵـــʧȄʜ الʨاحـــʙة تʰلـــغ  % مـــʧ ســـعʛ واحـــʙة الʺʵـــʜون ســ̒ـ

  ȑاوʶة تॽʰلʢمات ؗʺا يلي:  150الʨʸن خʨمʙقǽ ʧرديʨʺن الȂل.س, و  
  ʦʸة  2خॽʺؔال ʗ50% إذا ؗان≤Q<100  
  ʦʸة  3خॽʺؔال ʗ100% إذا ؗان≤Q<200  
  ʦʸة  5خॽʺؔال ʗإذا ؗان %≤Q200  

  والʺʢلʨب:

  الʱي تʳعل الʱؔالʅॽ الإجʺالॽة للʧȄʜʵʱ أصغʛ ما Q   .ʧȞʺǽ* حʶاب الؔʺॽة الʺʲالॽة 

  الʴل:

  فʶʱاوh  :ȑأما    = 300  ,C = 200  ,K = 150لʙيʻا  

S.L20200
100

10
h   

:ȑاوʶقة تǼاʶمات الʨʸʵال ʖʶات الأسعار حȄʨʱʶن مȂو 

  لا يʨجʙ خC = 200  .   ʦʸفإن   Q < 50عʙʻما  
  % وȂن سعʛ الʛʷاء ʶǽاوȑ:3الʦʸʵ    :فإن  Q < 100 ≥ 50عʙʻما  

196)
100

2
1(200C2   

  % وȂن سعʛ الʛʷاء ʶǽاوȑ:5الʦʸʵ   فإن  Q<200≥100عʙʻما  

194)
100

3
1(200C3   
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  الʛʷاء ʶǽاوȑ: سعʛ% وȂن  5الʦʸʵ   فإن  Q≥200عʙʻما  

190)
100

5
1(200C4   

  ة:الآتॽولʶʴاب الؔʺॽة الأولॽة للʺʜʵون نȘʰʢ العلاقة 

67
20

1503002

h

k2
Q0 





  

ــʺاً  Șʴ خʸـ ــة ʶǽــɦـ ــʚه الؔʺॽـ ــإن ســـعʛ 2وȃʺـــا أن شـــʛاء مʲـــل هـ ــʙة الʷـــʛاء ل% فـ لʨاحـ
=1962C  ) العلاقة ʖʶح ȑاوʶǽ ʧȄʜʵʱال ʅॽن إجʺالي تؔالȂما يلي:38-13و (  

    64.60141196300
2

6720

67

150300
67C2 





  

ولʶʴاب تʨاǼــع الʱؔــالʅॽ الأخــȐʛ نأخــʚ الʴــʙود الــʙنॽا للʺʳــالات الؔʺॽــة الʺʻʽʰــة فــي 
ʖــʶʴون ʦــʸʵول الʙ3(100) جــC 4(200)وC  ــةॽʺؔال ȑʛ  1002q=فʳʻــʙ أنــه عʻــʙما نʷـɦـ

  وȂن إجʺالي تؔالʅॽ الʧȄʜʵʱ سʶʱاو1943C     :ȑ=فإن سعʛ الʨاحʙة سॼʸॽح  

    s.L59650194300
2

10020

100

150300
100C3 





   

ȑʛ الؔʺॽـــة  ɦـــʷما نʙـــʻ2003=أمـــا عq ة عفـــإن س ـــʙاحـــʨال ʛ =1904C وأن إجʺـــالي 
ʅॽتؔال  :ȑاوʶʱس ʧȄʜʵʱال  

    s.L59225190300
2

20020

200

150300
200C4 





  

ȑʛ ؗامـــــل الʴاجـــــة  وأخʽـــــʛاً نقـــــʨم ʶʴǼـــــاب إجʺـــــالي تؔـــــالʅॽ الʵʱـــــʧȄʜ عʻـــــʙما نʷــــɦـ
Q=300   نʨȞॽة سʙاحʨال ʛأن سع ʙʳʻ1904=  فC :ȑاوʶǽ ʧȄʜʵʱال ʅॽن إجʺالي تؔالȂو  

    s.L60150190300
2

30020

300

150300
300C4 





  

 ʨهــ ʧȄʜــʵʱال ʅॽــة لإجʺــالي تؔــالʺॽʀ أن أدنــى Ȏــا نلاحــʻــة  59225وهॽʺؔقابــل الȄو
=200*Q.  
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VI- والحجم المحدود نموذج التخزين المتعدد : 
ʨدع ǽقـــʨم بʵʱـــʧȄʜ وॽȃـــع  مـــادة, وȂن حʳـــʦ (أو مʶـــاحة)  mلʻفʱـــʛض الآن أن الʺʶــɦـ

ʨدع  مــʧ هــʚه الʺــʨاد تʷــغل  iواحــʙة. وȂن ؗــل واحــʙة مــʧ الʺــادة  ʶȄBــاوȑ مʴــʙوداً و الʺʶـɦـ
  ة:الآتॽثʦ نفʛʱض أن الʨʺʻذج ʴǽقȘ الفʛضॽات    ،مʧ حʦʳ الʺʨʱʶدع iSمȞاناً قʙره  

 في واحʙة الʜمʶǽi .ʧاوi    ȑإن معʙل الʢلʖ على الʺادة   -1

 .iQفي بʙاǽة الʜمʧ تʶاوi    ȑإن الؔʺॽة الأولॽة الʺʨʱفʛة مʧ الʺادة   -2

 . iQإلى صفʛ يʦʱ تعȄʨʹها بʻفʝ الؔʺॽة   iأنه ؗلʺا وصل مȐʨʱʶ الʧȄʜʵʱ مʧ الʺادة   - 3

 .ʶǽiCاوi   ȑإن سعʛ شʛاء الʨاحʙة مʧ الʺادة   -4

 .iمʧ أجل إعʙاد ؗل ʡلॽʰة مʧ الʺادة   iKيʨجʙ تؔلفة ثابʱة قʙرها   -5

وأنه يʡ ʦʱلــʖ ؗــل مــʧ هــʚه الʺــʨاد  ihفي واحʙة الʜمʧ تʶاوi   ȑإن تؔلفة تʧȄʜʵ الʺادة   -6
 .اً في أوقات مʱʵلفة ومʱʶقلة عǼ ʧعʹها Ǽعʹ

 ȑـــاوʶǽ ȑʚدع الــʨ B Ȟʴمʺــا تقـــʙم يʰʱـــʧʽ لʻــا أن الʳʴـــʦ الʺʴـــʙود للʺʶــɦـ ʦ واحـــʙة يــɦـ
ــة الʺʵـــʜون مـــʧ مʱʵلـــف الʺـــʨاد، ــʦʱ تʳـــاوز ذلـــʥ الʳʴـــʳǽ ʦـــʖ أن ت وحʱـــى ॽʺȞǼـ ʴقـــȘ لا يـ

  ȋʛʷة الȃʨلʢʺات الॽʺؔالآتيال:  
)13-41 (  BQS.........QSQSQS mm332211   

  في واحʙة الʜمǽ ʧعʢى Ǽالعلاقة:  iوȂن الʱؔلفة الإجʺالॽة لʧȄʜʵʱ الʺادة  

)13-42 (  i:1,2,3,……,m    ii
ii

i

ii
ii C

2

Qh

Q

k
QC 


  

  :ةالآتॽبʨساʡة العلاقة  العام لʱؔلفة الǽ ʧȄʜʵʱعʢي   الʺʨʺʳعوȂن  

)13-43 (    















m

1i
ii

ii

i

ii
m321 C

2

Qh

Q

k
Q,......,Q,Q,QC  

, )41-13والʺʢلـــʨب جعـــل هـــʚه الʱؔلفـــة أصـــغʛ مـــا Ȟʺǽـــʧ ضـــʺʧ شـــȋʛ الʺȞـــان (
ولʻʻؔــا هʻــا نॼʱــع أســلȃʨاً  ،ʰʢــȘ نʺــاذج الʛʰمʳــة اللاخॽʢــةولʴل مʲــل هــʚه الʺʶــألة Ȟʺǽــʧ أن ن

  :الآتيآخʛ وهʨ اسʙʵʱام مʹارʖȄ (لاغʛانج) لʚلʥ نȞʷل تاǼع (لاغʛانج)  
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   BQS.......QSQSC
2

Qh

Q

k
,QL nm2211

m

1i
ii

ii

i

ii
i 











 



   

قات الʜʳئॽـــــة41-13ولإʳǽـــــاد الʻهاǽـــــة الʸـــــغȐʛ الʺʷـــــʛوʡة بــــــ ( ɦـــــʷʺال ʖـــــʶʴن ( 
ونʹعها مʶاوȄة للʸفʛ فʸʴʻل علــى الʺعــادلات   ȃالॼʶʻة للʺʹʛوب  و   Ǽ  iQالॼʶʻة لؔل

ॽة:الآت  

)13-44 (  
 

0s
2

h

Q

k

Q

,QL
i

i
2
i

ii

i

i 





  

  .i:1 2 3 4……..mحʘʽ إن:  

)13-45 (  0BQS........QSQS
),Q(L

mm2211
i 

  

  تعʢى Ǽالعلاقة:   iQمعادلة) نʸʴل على أن  mوʴȃل مʨʺʳعة الʺعادلات الأولى ( 

)13-46 (  
ii

ii
i S2h

k2
Q




  

   i: 1 2 3 ………….mحʘʽ إن:

  ) ؗʺا يلي:45-13وتॼʸح الʺعادلة (
)13-47 (  BQS.................QSQSQS mm332211   

ـــــل ( ـــــا نلاحــــــــȎ أن الʴـــ ـــــه m,………..Q3,Q2,Q1Qوهʻـــ ــلʻا علॽـــ ـــ ) الــــــــȑʚ حʸـــ
)ʧ46-13م) ȋʛʷال Șقʴǽ أن ʖʳǽ (13-47 لاً أنʙض جــʛــʱفʻع لʨضــʨʺا الʚة هʳولʺعال (

) ȋʛʷال Șقʴǽ لا Șابʶل الʴأن)47-13ال ȑأ ،:  

)13-48 (  B
S2h

k2
S...........

S2h

k2
S

S2h

k2
S

mm

mm
m

22

22
2

11

11
1 











  

ــة أن ॽʀʺــــة الʢــــʛف الأʶǽــــʛ تʸــــغʛ ؗلʺــــا ʰؗــــʛت ॽʀʺــــة   . أȑ أنــــه  وȃʺلاحʤـ
وذلــʥ بȄʜــادة ॽʀʺــة    *مʲــل   أن نॽʀ ʙʳʺــة وحʽــʙة ومʨجॼــة ل ـــ  ولȞʷǼ ʨل تʰȄʛʳي   ʻʻȞʺǽا 

   ةॽالʺعادلة الآت Șقʴʱى تʱاً حॽʳȄرʙت :  

)13-50 (  B
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S...........
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



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  :ات الآتॽةǽعʢى Ǽالعلاق iوʚȃلʥ نʙʳ أن الʦʳʴ الʺʲالي لʢلॽʰات الʺادة  

)13-51 (  
i

*
i

ii*
1 S2h

k2
Q




  

  .i: 1 ,2, 3, 4, ………..mحʘʽ إن:  

ــʘ إن  ــ ) ȋʛ*وحʽـــ ــل الʷـــ ــات ʳǽ13-41عـــ ــQ*  Ș) مʶـــــاواةً. أȑ أن الؔʺॽـــ تʴقـــ
  الʺʶاواة:

)13-52(  BQS...............QSQS *
mm

*
22

*
11   

  :)6(  مʰال

وأن الʺʶــاحة  ǽC,B,Aقʨم بʧȄʜʵʱ وॽȃع ثلاث مــʨاد  لʻفʛʱض أن أحʙ الʺʨʱʶدعات
 ȑاوʶت ʧȄʜʵʱة للʸʸʵʺ2م 700ال

فقــȌ. وأن الॽʰانــات الʵاصــة Ǽــالʺʨاد الʺʜʵنــة ؗانــʗ ؗʺــا  
  يلي:

C B  A 
  الʸادة 

 ʙشʓʸال 
  i  معʙل الʢلʖ في العام  5000  2000  10000

 iK  تؔلفة إعʙاد الʢلॽʰة   500  300  200

 ih  تؔلفة تʧȄʜʵ الʨاحʙة  10  15  5

  2م الʺʶاحة اللازمة لؔل واحʙة    0.70  0.80  0.40
iS 

  إʳǽاد الؔʺॽات الʺʲالॽة لʢلॽʰات هʚه الʺʨاد.  :والʺʢلʨب

  

  الʴل:

) وذلـــʷǼ13-51 ʥـــȞل تʰȄʛʳـــي مـــʧ العلاقـــة ( Q2,Q3Q,1نقـــʨم ʶʴǼـــاب الؔʺॽـــات 
  ॽʀʺاً مʱʵارة ؗʺا يلي:  Ǽإعʢاء 

  فʸʴʻل على أن:  0نʹع   -1



 521

11.707
10

50050002

h

k2
Q

1

11
1 





  

84.282
15

30020002

h

k2
Q

2

22
2 





  

43.894
5

200100002

h

k2
Q

3

33
3 





  

) وذلــʴ13-47 ʥقــȘ الʷــȋʛ (تلا  هــانʳــʙ أنفي معادلة الʺȞان  وʱȃعʦॽʀ ʠȄʨ هʚا الʴل  
  لأن:

7001079)43.894(4.0)84.282(8.0)11.707(7.0

QSQSQS 332211




  

  وهʚا ǽعʻي أن مʶاحة الʺʨʱʶدع لا تؔفي لʧȄʜʵʱ هʚه الؔʺॽات.

  فʙʳʻ أن:  3نʹع   -2

39.593
)70.0(3210

50050002

S2h

k2
Q

11

11
1 








  

18.246
)80.0(3215

30020002

S2h

k2
Q

22

22
2 








  

21.735
)400(325

200100002

S2h

k2
Q

33

33
3 








  

  ȋʛʷال Șقʴǽ اً لاʹǽأنه أ ʙʳل نʴا الʚه ʦॽʀ ʠȄʨعʱȃلأن:  (13-47)و ʥوذل  

S1Q1+ S2Q2+ S3Q3=0.7(593.39)+0.8(246.18)+0.4(735.21)=906.40   > 700 

  .2م   700وهي مازالʗ أكʛʰ مʧ مʶاحة الʺʨʱʶدع  

 فʙʳʻ أن:  5نʹع   -3

33.542
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  ȋʛʷل في الʴا الʚه ʠȄʨعʱȃ(13-47)و  :ȑاوʶاحة تʶʺأن ال ʙʳن  

S = 0.7 (542.33) + 0.8 (228.42) + 0.4 (666.67) = 829 > 700 

  ȋʛʷأن ال ȑ(13-47)أ  .Șقʴم ʛʽمازال غ  

 فʙʳʻ أن:  8لʻʹع الآن  -4

64.485
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  ȋʛʷفي ال ʥذل ʠȄʨعʱȃأن:  (13-47)و ʙʳن  

S = 0.7 (485.64) + 0.8 (202) + 0.4 (592.35) = 738.49 > 700 

  أȑ أن الʺʶاحة اللازمة مازالʗ أكʛʰ مʧ مʶاحة الʺʨʱʶدع.

 فʙʳʻ أن: 10لʻʹع أخʛʽاً أن   -5
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  ȋʛʷفي ال ʥض ذلʨل على أن:  (13-47)نعʸʴʻف  

S = 0.7 (456.44) + 0.8 (196.75) + 0.4 (554.7) = 699.5 

ʗʴॼــ ــاحة أصـ ــي مʶـ ــاوȑ  وهـ ʨدع.  تʶـ ɦـــʶʺفـــي ال ʧȄʜــ ــة للʵʱـ ــاحة الʺʸʸʵـ تقॼȄʛـــاً الʺʶـ
 ʧــات مــॽʰلʢــة للॽالʲʺــات الॽʺؔــا الʻʽʢعǽ ȑʚالي الــʲʺل الʴا على الʻلʸح ʙن قʨؔن ʥلʚȃو

  الʺʨاد الʲلاث وهي:
555Q*

3  197Q*
2   457Q*

1   

غل ؗامــل  وهــʚه الؔʺॽــات هــي الʱــي تʳعــل الʱؔلفــة الإجʺالॽــة للʵʱــʧȄʜ أقــل مــا Ȟʺǽــʧ وتʶـɦـ
  الʺʶاحة الʺʸʸʵة للʧȄʜʵʱ في الʺʨʱʶدع.
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  تمرينات 
 

ــʙر معـــʙل الʢلـــʖ علـــى الʺʹـــادات الȄʨʽʴـــة فـــي أحـــʙ الʸـــʙʽلॽات بــــ  -1 وحـــʙة  ǽ2000قـ
ل.س  3ل.س وتؔـــالʅॽ تʵـــʧȄʜ ؗـــل واحـــʙة 5شـــهȄʛاً. فـــإذا ؗانـــʗ تؔلفـــة إعـــʙاد الʢلॽʰـــة 

ان   انʗ مʙة اسʱلام الʢلॽʰة يʨمʧʽ, وؗ ل.س ومॽʰعهــا  50شʛاء الʨاحــʙة سعʛ شهȄʛاً, وؗ
 ل.س، والʺʢلʨب: 60  بـ

  حʶاب الؔʺॽة الʺʲالॽة للʢلॽʰة (بʙون عʜʳ). -أ

 حʶاب ؗʺॽة إعادة الʢلʖ. -ب 

 حʶاب مʕشʛات الʧȄʜʵʱ الʺʱʵلفة. - ج

 حʶاب الȃʛح الʷهȑʛ مʧ هʚه الʺʹادات. -د 

 

ʧ, وȄقــʙر معــʙل الʢلــʖ علॽــه بـــ  -2 ʨدعات بʵʱــʧȄʜ مــادة الʳـhـ عʰــʨة  ǽ500قــʨم أحــʙ الʺʶـɦـ
ʨدع ǽقʰــل حــʙوث عʳــʜ فــي الʺʵــʜون  ــʥ الʺʶـɦـ ــإذا ؗــان العʺــل فــي ذل ــان  ،شــهȄʛاً, ف وؗ

ـــــعʛ شـــــــــــʛاء العʰـــــــــــʨة  ـــــة و ل.س,  700ســــــ   ل.س ومـــــــــــʙتها  30تؔلفـــــــــــة إعـــــــــــʙاد الʢلॽʰــــــ
ــام, وȂن تؔلفــة تʵــʧȄʜ العʰــʨة الʨاحــʙة  4 ǽؗــل 60أ ʧعــ ʜــʳــة الع ل.س شــهȄʛاً. وȂن تؔلف

 ل.س. والʺʢلʨب حʶاب:  20عʨʰة  

  . Q*وللʢلॽʰة الʙورȄة    R*  الʦʳʴ الʺʲالي للʢلॽʰة الأولى -أ

 حʶاب الʺʕشʛات الʺʱʵلفة للʧȄʜʵʱ في هʚا الʺʨʱʶدع. -ب 

حʶــــاب الــــȃʛح الʸــــافي خــــلال ؗــــل دورȄــــة إذا علʺــــʗ أن ســــعʛ مॽʰــــع العʰــــʨة  - ج
 ل.س.800الʨاحʙة  

 

ʨدعات ǽقـــʨم بʵʱـــʧȄʜ وॽȃـــع  -3 انـــʗ الʺʶـــاحة الʺʸʸʵـــة  4إذا ؗـــان أحـــʙ الʺʶــɦـ مـــʨاد, وؗ
  ȑاوʶت ʧȄʜʵʱانات    2م 1000للॽʰا الʻيʙل ʗان  ة عʧ الʺʜʵون:الآتॽفقȌ, وؗ
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D C B A 
 الʸادة 

 ʙشʓʸال 
4000  5000  2000  3000  ʛهʷفي ال ʖلʢل الʙمع  
  تؔلفة إعʙاد الʢلॽʰة   200  300  400  500
  تؔلفة تʧȄʜʵ الʨاحʙة  15  20  25  30

  2الʺʶاحة اللازمة لؔل واحʙة م   0.5  0.40  0.20  0.30

  والʺʢلʨب: إʳǽاد الؔʺॽات الʺʲالॽة لʢلॽʰات هʚه الʺʨاد.
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  الفصل الرابع عشر 
 رية القرارات الإدارية ظ ن

 

I - :مقدمة وتعاريف  
، الʺــʙروسإن نȄʛʤة القʛارات الإدارȄة تعʙʺʱ على الॽʰانات الʺʱــʨفʛة عــʧ الʺʨضــʨع 

ʙʵم أســالॽʺؗ ʖʽــة  ــʚلʥ تʵــاذ والقــʛارات اللازمــةلʺعالʳــة وتॽʣʨــʅ لؔــل الॽʰانــات لاوتʶـɦـ ، ول
  :هي  للॽʰانات الʺʨʱفʛة   أنʨاعفإنʻا سʜʽʺʻ بʧʽ عʙة  

ʗة ʓؕʸانات الॻʮدة تʺاماً.الʙʴʺمة والʨانات الʺعلॽʰوهي ال :  
ʗة:  ʓؕʸال ʙʻانات غॻʮة.   الॽɾقة ؗاʙدة بʙʴʺال ʛʽمة أو غʨالʺعل ʛʽانات غॽʰوهي ال  

  هي الॽʰانات الʱي تʛؔʱر وفȘ قانʨن تʨزȄع احʱʺالي معʧʽ. و   الॻʮانات العʦʵائॻة: 
الʺفــاʦॽʂ  عʙة مʢʸلʴات ومفاʦॽʂ أهʺها    ة في نȄʛʤة القʛارات الإدارȄ   وتʙخل 

  : الآتॽة 

اتʵــاذ قــʛار حــʨل مʶــألة وهــʨ الʺــʙيʛ أو الʺʶــʕول الــʴǽ ȑʚــȘ لــه قانʨنॽــاً  صــانع القــʛار: -1
ــʥ عــادة خॽــارات  ʙʵمها أو مʨاقــف عــʙة معʻʽــة، وهــǽ ʨʺل ــʙائل أو اســʛʱاتॽʳॽات ʶǽـɦـ أو ب

 ʖــ ــʛار الʺʻاســ ــاذ القــ ــي اتʵــ ــارات أو الʺفــ ــʚه الॽʵــ ــʺى هــ ــʛوع, وتʶــ ــʙاف الʺʷــ ʨاقــــف لأهــ
عــʙد  mحʽــʘ إن . Ǽ)m……….a 4a 3a 2a 1A (aالأفعــال وســʛʻمʜ لــه Ǽــالʛمʨز: 
  الأفعال الʺʱاحة لʸانع القʛار.

 ـʁـ -2 قʰل الʴــالات الʱــي Ȟʺǽــʧ أن تأخــʚها الॽʰʢعــة (أو ال ʨق أو الʢــʛف الآخــʛ) فــي الʺʶـɦـ
ــالʛمʨز:  ــا Ǽـ ــʛʻمʜ لهـ ــي سـ )........(الʱـ n4321  ،ـ̔ــ  ــالات ʘn ح ــʙد الʴـ الʱـــي  عـ
ʱها. ʛؗح ʙʻعة عॽʰʢها الʚتأخ 
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3-  ȑـــاذه أʵات ʙـــʻار عʛصـــانع القـــ (فعهʙʽأو ســـ) ققهʴॽســـ ȑʚالـــ (ـــارةʶʵأو ال) حȃʛار الـــʙمقـــ
ــة  ،aiمʨقف مʧ الʙʰائل الʺʺʻȞة (الأفعال)  ʛؗʴــة لʻȞʺʺــالات الʴال ʧــة حالــة مــǽمقابل أ

. وهــXij ʨأو اخʸʱــاراً Ǽــالʛمjo,X(ai  ʜ(ونʛمــʜ لهــʚه الʺقــاديǼ ʛــالʛمʨز  ،jالॽʰʢعــة 
Ȍــاً (وســـ ــاً) أو نॽɺʨـ ــʙداً معʻʽـ ــاً (عـ ــʙاراً ؗʺॽـ ــȞʺǽ، ʙـــʧ أن Ȟǽـــʨن مقـ ــʚه  ،جʽـ ــاز) وȂن هـ مʺʱـ

 الʺقاديʛ تأخʚ شȞل جʙول أو مʸفʨفة ؗʺا يلي:

) ʤول رقʗʱح 1-14الȁʙول الʗج ( 

N  …. 4  3  2  1  
  حالات الॻʮʠعة

 الأفعال الȜʸʸʹة
xn …. x14 x13 x12 x11 1a 

x2n …. x24 x23 x22 x21 2a 

x3n  x34 x33 x32 x31 3a 

…. …. …. …. …. …. ……. 
xmn …. xm4 xm3 xm2 xm1 ma 

pn …. p4 p3 p2 p1 اليʺʱع الاحȄزʨʱال 

قـــانʨن الʨʱزȄـــع الاحʱʺـــالي الـــȑʚ تʵʹـــع لـــه الʴـــالات الʺʺʻȞـــة للॽʰʢعـــة وهـــȞʺǽ ʨـــʧ أن  -4
ǽقابل ؗــل حالــة مــʧ حــالات  ʨȞǽن على شȞل سلʶلة عʙدǽة أو على شȞل تاǼع رȄاضي

 الॽɻॽʰʢة مʲل:

 N, ….. P3,    P2,    P1P  

ʙاحʨال ȑاوʶǽ الاتʺʱع الاحʨʺʳأن مǼ ًعلʺا  



n

1j
j 1P  هاʻ0وأن ؗل م≥ JP  

5 -   ʧȄʛالأمــ ʙراً فــي أحــʨــʸʴار مʛف صــانع القــʙن هــʨــȞǽ اً ماॼار: غالʛف صانع القʙه
 ʧʽʽالآت :  

  زȄادة رȃح الʺʕسʶة وجعله أكʛʰ ما ʧȞʺǽ. -أ
  تقلʽل خʶارة الʺʕسʶة وجعلها أصغʛ ما ʧȞʺǽ. -ب

 ʘــʴॼــه أن يॽعل ʖــʳǽ هʙــʷʻي ȑʚف الــʙالهــ Șقــʴǽ ار أنʛع صــانع القــॽʢ وحʱــى ʶǽـɦـ
ʙʵم الʢـــʛق والأســـالʖʽ الʺعʛوفـــة  ،اللازمـــة لاتʵـــاذ القـــʛارعـــʧ الॽʰانـــات  ʛʵاج وأن ʶǽــɦـ لاســɦـ
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ʧ الॽʵــارات الʺʺʻȞــة وʸȃــʨرة عامــة إن عʺلॽــة  ،قــʛار ســلʦॽ وصــائʖ عــȄʛʡ ʧــȘ الʺفاضــلة بـ̔ـ
  :الآتॽةاتʵاذ القʛار تʺǼ ʛعʙة خʨʢات هي الʺʻʽʰة في الفقʛة  

لاشــʥ أن صــانع القــʛار مهʺــا ؗــان خʽʰــʛاً ســʴॽاول أن ǽفؔــʛ    خʨʢات اتʵاذ القــʛار:    - 6
 ،Ȑʛارات أخــʛقــǼ قارنهǽ ه وأنʚʵʱʽس ȑʚار الʛة للقʻʽمع ʝضع أسʨب    ʧعــ ʘــʴॼوأن ي

ــي تʶــاعʙه  ʱســائل الʨات    الʨʢʵــال Ǽ ʛار تʺــʛــاذ القــʵــة ات ॽن عʺلȂاره. وʛــاذ قــʵــى ات عل
  : الآتॽة 

والʱــي رمʜنــا لهــا بـــ    ر الʺʱاحــة لʸــاحʖ القــʛا أو الأفعــال  أو الʰــʙائل    حʛʸ الॽʵارات  - أ 
)m……a 2a 1(a . 

قʰل لʙʴʱيــــʙ حالاتهــــا  -ب ــــة الॽʰʢعــــة أو الʶــــʨق أو الإنʱــــاج فــــي الʺʶـــɦـ ʛؗدراســــة ح
الʺʺʻȞــة (الʺʨʱقعــة والʺفاجʯــة) والʺʴʱــʨلات الʺʛتʢॼــة بهــا, وهــي الʴــالات الʱــي 

ـــة  ـــالات الॽʰʢعـــ ــʺى ʴǼـــ ـــا لهــــــا  States of natureتʶــــ ـــي رمʜنـــ الʱـــ
)............(بـ n321 .  

 مقابـــل ؗــــل خॽـــار مـــʧ الॽʵــــاراتوضـــع جـــʙول Ǽʺقـــاديʛ الــــȃʛح (أو الʶʵـــارة)  -ج
ل حالة مʧ الʴالات  الʺʱاحة كʺــا فــي   ijX وهــي الʱــي رمʜنــا لهــا بـــ الʺʺʻȞــة وؗ

 ) الʶابȘ.1-13الʙʳول (

7 -   ʙʻع ȋʛʱʷȄار: وʛاذ القʵات ȋوʛاذ ا شʵار    تʛالق  ȋوʛʷال Șقʴʱة أن تॽالآت :  
  أن تʨؔن الʙʰائل الʺʱاحة لʸاحʖ القʛار قʙ أخʚت Ǽعʧʽ الاعॼʱار. -أ
  أن تʨؔن حالات الॽʰʢعة قʙ حʙدت تʺاماً ولʦ يʦʱ إغفال أȑ مʻها. -ب
  . ، أȑ أن حʙوث أȑ مʻها ʻʺǽع حʙوث الأخȐʛ ة أن تʨؔن حالات الॽʰʢعة مʻʱاॽɾ  - ج 
ـ̒ـــʙما يــــʦʱ   - د  ـɹــالات الॽɻॽʰʢــــة، أȑ أنــــه ع قلة عــــʧ ال ـʁــɦـ ـ̒ـــة م Ȟʺʺائل الʙـــhـ ـؔــʨن ال أن ت

  اخॽʱار أحʙ الʙʰائل فإن ذلʥ لا يʕثʛ على حʙوث أȑ حالة مʧ حالات الॽʰʢعة. 
ن حالة ما سʙʴʱث Ǽالʱأكʙʽ، بل ǽفʛʱض أن ʨȞǽن حــʙوث ؗــل إلا ʧȞʺǽ القʨل  -ه

ʻʽة معȄʨʯة مॼʶن Șة وفॽɻॽʰʡ حالة.(ʧʽالي معʺʱع احȄزʨت Șوف) ة  

  الʴالات الʺʱʵلفة لاتʵاذ القʛار:  - 8
  اتʵاذ القʛار في حالة الʱأكʙ. -أ
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  اتʵاذ القʛار في حالة عʙم الʱأكʙ. -ب
  اتʵاذ القʛار في حالة الʺʵاʛʡة. -ج

خاصــة لؔــل حالــة مــʧ هــʚه الʴــالات ضــʺʧ الʴʱلʽــل ولــʚلʥ فإنʻــا سʸʵʻــʟ فقــʛة 
  الؔʺي لاتʵاذ القʛارات.

  

II- :التحليل الكمي لاتخاذ القرارات  

1- :ʗأكʯارات في حالة الʙاذ القʳات  

ʙــي أن أحـــʻتع ʙأكـــʱإن حالــة الȐ ʗثʙحـــ ʙعــة قـــॽʰʢحـــالات ال, ʥلʚنا علʺـــاً بـــʚوأخــ. 
وʻȃــاءً علــى ذلــʥ فإنــه ʸǽــॼح مــʧ الʶــهل علــى صــانع القــʛار أن ǽقــʨم بʴʱلʽــل ودراســة أرȃــاح 
هــʚه الʴالــة وتʙʴيــʙ الʨضــع الʺʻاســʖ واتʵــاذ القــʛار الʸــائʖ. وذلــǼ ʥــإجʛاء عʺلॽــة مفاضــلة 
بــʀ ʧʽــʦॽ الأرȃــاح الʺʙرجــة تʴــʗ تلــʥ الʴالــة واخॽʱــار أكʛʰهــا مــʧ حالــة الــȃʛح (وأصــغʛها فــي 

  حالة الʶʵارة)، ثʦ اعʱʺاد الʙʰيل الʺقابل لʱلʥ الॽʁʺة الʺʱʵارة.

  ):1(  مʰال

ॽع  لʻفʱــʛض أن صــاحʖ أحـــʙ الʺʸــانع ʡلــʖ مـــʧ الــʨزارة أن تʨافــȘ لـــه علــى تʸــ̒ـ
ــʗ بʛادات   ʛؗوت ،Ȍادات فقــʛــʰع الॽ وغʶالات وثلاجــات، ولؔــʧ الــʨزارة لــʦ تʨافــȘ إلا علــى تʸـ̒ـ

لــه حȄʛــة اخॽʱــار الॽʁاســات والأحʳــام. وȂذا ؗانــʗ مقــاديʛ الــȃʛح الʻاتʳــة عــʧ إنʱــاج الʰــʛادات 
  حʖʶ أحʳامها ؗʺا يلي:
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  ) مʶفʦفة الȁʙح لʲالة الʯأكʗ 2-14( رقʤ جʗول

  الغʴالة   الʰلاجة   القʙار 
  مقʗار الȁʙح 
  مʥ ؕل بʙاد 

  حʤʱ الʙʮاد 

  *  *  2000   ʛʽʰك  

 Ȍسʨʱʺاد الʛʰاج الʱ2500  *  *  إن   Ȍسʨʱم  

  *  *  1500   ʛʽصغ  

ع ســʙʽرس عʺــʨد الأرȃــاح   وســʱʵॽار أكʰــॽʀ ʛʺــة  ومــʧ الʨاضــح هʻــا أن صــاحʖ الʺʸـ̒ـ
  وسॽقʛر إنʱاج بʛادات مʧ الʦʳʴ الʺʨʱسȌ.   ، الʺقابلة للʦʳʴ الʺʨʱسȌ  2500مʻه وهي 

2- :ʗأكʯم الʗار في حالة عʙاذ القʳات  

أخʚها  ـɦـ ــي سـ ــة الʱـ ــʧ الʴالـ ــʦ أȑ شـــيء عـ ــة لا ǽعلـ ــʚه الʴالـ ــي هـ ــʛار فـ ــانع القـ إن صـ
أǼ ȑــالأحȐʛ لا يʨجــʙ  ،الॽʰʢعــة (الʶــʨق والإدارة). ولا حʱــى عــʧ احʱʺــالات حــʙوث أȑ مʻهــا

ــة  ــالات الʺʺʻȞـ ــه ǽفʱـــʛض أن الʴـ ــʚلʥ فإنـ ــة. لـ ــة الॽʰʢعـ ـ ʛؗل حʰق ـɦـ ــʧ مʶـ ــة عـ ــة معلʨمـ ــه أǽـ لǽʙـ
ʧ الʰــʙائل  ʺʱاحــة المʱؔافʯــة وتــʙخل فــي الʴʱلʽــل Ǽالفʛصــة نفʶــها, ثــǽ ʦقــʨم Ǽــإجʛاء مفاضــلة بـ̔ـ

ʙʵام أحــʙ القʨاعــʙ الʱالॽــة  أو Ǽعʹــها (لǽʙه في ؗــل الʤــʛوف. ولإجــʛاء هــʚه الʺفاضــلة يــʦʱ اسـɦـ
  :)أو ؗلها

  قاعʗة لابلاس (مʦʯسȊ الȁʙح أو الʴʳارة): -أ

ــʙيل وتعʱʺــʙ هــʚه القاعــʙة علــى حʶــاب مʨʱســȌ الــȃʛح (أو الʶʵــارة)  الʺقابــل لؔــل ب
واعॼʱــار الʰــʙيل الʺقابــل لʱلــʥ الॽʁʺــة هــʨ  ،مʧ الʙʰائل الʺʺʻȞة، ثʦ الʴॼــʘ عــʧ أكʰــॽʀ ʛʺــة لــه

.ʖاسʻʺار الʛالق  

  :)2(  مʰال

  :الآتॽةلʧȞॽ لʙيʻا جʙول الأرȃاح للʴالات والʙʰائل  
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  ) مʶفʦفة الȁʙح لʲالة عʗم الʯأكʗ. 3-14(رقʤ جʗول 

 3  مʦʯسȊ الȁʙح 
2  1 

  حالات الॻʮʠعة 
 الʗʮائل والأفعال 

200
3

300200100


  300 200 100 1a 

150
3

600150300


  600  150  300-  2a 

243
3

400200130


  400  200  130  3a 

220
3

200300160


  200  300  160  4a 

 243وȃʺقارنـــة عʻاصـــʛ العʺـــʨد الأخʽـــʛ نلاحـــȎ أكʰـــॽʀ ʛʺـــة لʺʨʱســـȌ الـــȃʛح هـــي  
ــ ومʺــا يʕخــʚ القــʛار الʺʻاســʖ حʶــʖ هــʚه القاعــʙة،  هــ3a ʨلــʚلǽ ʥعʰʱــʛ الʰــʙيل ، 3aالʺقابلــة لـ

الʴــʙ الأقʸــى للــȃʛح الــȞʺǽ ȑʚــʧ تॽʁʴقــه بــل تʱؔفــي  تʴॼــʘ عــʧعلــى هــʚه القاعــʙة أنهــا لا 
  Ǽأكॽʀ ʛʰʺة لʺʨʱسȌ الȃʛح.

  (قاعʗة الʯʸفائل):  Maxi Maxقاعʗة أكʙʮ الॺؒار   -ب

 (ʛʢفــي ؗــل ســ) يلʙح مقابل ؗل بȃʛة للʺॽʀ ʛʰاب أكʶة على حʙه القاعʚه ʙʺʱوتع
  القʛار الʺʻاسʖ.  هالॽʁʺة الʱي تقابل  ، واعॼʱارثʦ الʘʴॼ عʧ أكʛʰ هʚه الॼؔار

  ):  3مʰال (

  ʙʳʻ أن:فبȘʽʰʢʱ ذلʥ على مʲالʻا الʶابȘ  نقʨم  

  مʶفʦفة الȁʙح  –  )4-14(رقʤ جʗول 

ij
j

i xMaxY   
3 

2 
1 

  حالات الॻʮʠعة 
  الʗʮائل والأفعال 

300  300  200  100  1a 

600  600  150  -300  2a 

400  400  200  130  3a 

300  200  300  160  4a 
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  وȃʺقارنة عʻاصʛ العʺʨد الأخʛʽ نʙʳ أن:
)14-1 (    600XMaxMaxY ij

ji
  

ــʦॽ هــي الॽʁʺــة   ʁــار ال ॼؗ ʛــ ʰأن أك ȑيل    600أʙــ ʰــة لل ــʚلȞǽ ʥــʨن    ، 2aالʺقابل ȃو
ʧ  هـــʨ الʰـــʙيل الʺʻاســـ2a    ،ʖالʰـــʙيل   ولؔـــʧ يʕخـــʚ علـــى هـــʚه القاعـــʙة أنهـــا لا تأخـــǼ ʚعــ̔ـ

فإنهــا تعʻʽʢــا أقʸــى ॽʀʺــة  لــʚل4 ( ،    ʥأو   1الاعॼʱار الʴالات الʯʽʶة للॽʰʢعــة (مʲــل  
  ʗʽʺســـ ʥلʚة. ولـــʙــʽـــة جॽɻॽʰʢال الʨالأحـــ ʗـــا إذا ؗانــʺॽɾ حȃʛهــا الـــʽـــل إلʸǽ أن ʧــȞʺǽ

  Ǽقاعʙة الʺʱفائل. 

  (قاعʗة الʵʯʸائʤ أو قاعʗة وولʗ)  Maxi Minقاعʗة أكʙʮ الʶغار   -ج

وتعʱʺـــʙ هــــʚه القاعـــʙة علــــى حʶـــاب أصــــغॽʀ ʛʺـــة للــــȃʛح ॽɾʺـــا إذا ؗانــــʗ الأحــــʨال 
ॽʰʢة.الॼاسʻم ʛʽت حالات غʚة وأخʯʽة سॽɻ  

  ):4مʰال (

  نقʨم بȘʽʰʢʱ ذلʥ على مʲالʻا الʶابȘ فʙʳʻ أن:

  مʶفʦفة الȁʙح  –  )5-14رقʤ (جʗول 

ijji XMinZ   
3  2 

1 
  حالات الॽʰʢعة

  الʙʰائل والأفعال 
100  300  200  100  1a 

300-  600  150  300-  2a 

130  400  200  130  3a 

160  200  300  160  4a 

  وȃʺقارنة عʻاصʛ العʺʨد الأخʛʽ نʙʳ أن:
)14-2 (    160XMinMaxZ ijji

  

وهي تعʻʽʢــا أكʰــॽʀ ʛʺــة  ،4aالʺقابلة للʙʰيل  160أȑ أن أكʛʰ الʸغار هي الॽʁʺة 
ــʙة  ــʙة Ǽقاعــ ــʚه القاعــ ــʚلʥ ســــʺʗʽ هــ ــʙاً ولــ ʯة جــ ـ̔ـ ــا إذا ؗانــــʗ الأحــــʨال الॽɻॽʰʢــــة ســ للــــȃʛح ॽɾʺــ

.ʦائʷʱʺال  
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  :(Hurwiez)قاعʗة هʦروʚȂ   -د

ــة القʸـــȐʨ لʺقـــʙار الـــȃʛح، وأن  ــʛ الॼؔـــار تعʻʽʢـــا الॽʁʺـ ــʙ لاحʻʤـــا أن قاعـــʙة أكʰـ لقـ
ʻʽʢا الॽʁʺة الʙنॽا لʺقʙار الȃʛح، ولʧؔ معʦʤ الʺʙراء لا يʤʻــʛون إلــى قاعʙة أكʛʰ الʸغار تع

قʰل أن ǽأخــʚ حالــة  الʺʱʶقʰل نʤــʛة مʱفائلــة تʺامــاً ولا مʷʱــائʺة تʺامــاً، بــل يʤʱʻــʛون مــʧ الʺʶـɦـ
 ʧــة مــॼ ʛؗة مʙقاعــ (ʜȄروʨهــ) وضــع ʥــاءً علــى ذلــʻȃــاؤم. وʷʱفــاؤل والʱي الʱحــال ʧ وســʢى بـ̔ـ

ʧʽتʙالقاعـــ،  ʜمـــʛاجها نʛʵ ij بـــــولاســـɦـ
j

i XMaxY  ــ ijji وȃــ XMinZ   ــــةʺॽʁف الʛونعــــ

  الʱي تʙʴدها قاعʙة هʨروǼ ʜȄالعلاقة:
)14-3 (   ii

i
Z).1(Y.MaxH   

 ʘـــــʽ10ح   ــة ــة معʻʽـــ ــا ॽʀʺـــ ــي تعʻʽʢـــ ــʨرة يوهـــ ʧ مʸʴـــ ـ̔ـ أȑ أن  Zو  ʰYـــ
YHZ     ʛشــʕʺــة الʺॽʀ أن Ȏــا نلاحــʻوهH    هــا لـــʽʢــي نعʱــة الʺॽʁالǼ ــةʢॼتʛم ،    ا مــاʚوهــ

ــ̋ة    ، 5.0إذا ؗانــʳǽY  , ʗعلها تʺʽل نʨʴ الॽʁʺة   ॽʁال ʨــʴأو نZ   ʗ5.0إذا ؗانــ ،    وأنــه
ــyل علــى الॽʁʺــة الʺʷʱــائʺة  ف   0إذا وضــعʻا   ʴــا نʻإنZ ،   اʻذا وضــعȂ1  و    ــلʸʴــا نʻفإن

  . Yعلى الॽʁʺة الʺʱفائلة  

  ):5(مʰال  

ــابȘ ونʹـــع  ــا الʶـ ــʙة علـــى مʲالʻـ ــʚه القاعـ ــ3.0  ʙنقـــʨم بʽʰʢʱـــȘ هـ ــʙول فʳʻـ الʳـ
)14-6.(  

  أȑ: 211وȃʺقارنة عʻاصʛ العʺʨد الأخʛʽ نلاحȎ أن أكॽʀ ʛʰʺة ॽɾه هي 

  211202,211,30,190MaxH
i

  

  هʨ القʛار الʺʻاس3a .ʖفإن الʙʰيل   3aوȃʺا أن هʚه الॽʁʺة تقابل الʙʰيل  

  ملاحʢة:

) وهــʚا 3-13الʱــي ســʙʻخلها علــى الʺعادلــة ( إن هʚه القاعʙة تʱأثʽʲؗ ʛــʛاً ॽʁǼʺــة  
ʖاسʻʺار الʛالي القʱالȃيل الʺقابل وʙʰال ʧم ʛʽغǽ ʙق.  
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  ) 6-14(رقʤ جʗول 
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  (قاعʗة سافاج):  MINIMAXقاعʗة أصغॺؕ ʙار الأسف   -ه

ــاديʛ الأســف   ــʙة تʶــʺى مق ــاديʛ جʙي ــى مق مــʧ    وتʶʴــʖ وتعʱʺــʙ هــʚه القاعــʙة عل
  : الآتॽة العلاقة  

)14-4 (    ijij
i

XXMaxS   

ʘʽإن  ح ]ijx[ 
i

Max  د هيʨʺة في ؗل عʺॽʀ ʛʰأك.  

نʖʶʴ أكॽʀ ʛʰʺة في ؗل عʺʨد    ه وȘʽʰʢʱȃ هʚه القاعʙة علʻʽا أن وهʚا ǽعʻي أن 
فــي عʺــʨده  مــʧ الॽʁʺــة الʰؔــijX    Ȑʛ  ثــʦ نقــʨم بʷʱــʽȞل جــʙول جʙيــʙ وذلــʢǼ ʥــʛح ؗــل ؗــل 

ــى    Min Maxنقــʨم بʽʰʢʱــȘ قاعــʙة  ، وȃعــʙها  الأســف   مقــاديʛ فʸʴʻــل علــى جــʙول   عل
الʳـــʙول الʙʳيـــʙ، ونʶʴـــʖ أكʰـــʛ مقـــʙار للأســـف فـــي ؗـــل ســـʛʢ ثـــʦ نʱʵـــار أصـــغʛ هـــʚه  

 .ʖاسʻʺار الʛالق ʨقابله هǽ ȑʚيل الʙʰال ʛʰʱار ونعॼؔال  

  ):6مʰال (

  ولʨʱضॽح ذلʥ نقʨم بȘʽʰʢʱ هʚه القاعʙة على الʺʲال الʶابȘ فʙʳʻ أن:
) ʤول رقʗالأسف )7-14ج ʙول مقاديʗج :  

ijXMax  
ʙالأسف  مقادي 

3Q 2Q 
1Q  

  حالات الॻʮʠعة 
  3Q  2Q  1Q  الʗʮائل والأفعال 

300  300  100  60  300  200  100  1a 

460  0  150  460  600  150  300-  2a 

200  200  100 30  400  200  130  3a 

400  400  0  0  200  300  160  4a 

  -  -  -  600  300  160  
i

ijXMax  

  ولʛʷح ॽɿॽؗة حʨʸلʻا على بॽانات هʚا الʙʳول قʺʻا Ǽʺا يلي:
  في الʛʢʶ الأخʛʽ.  ه وسʳلʻا ijXMaxحʻʰʶا أكʛʰ عʛʸʻ في ؗل عʺʨد    -1
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ــة  -2 ــʨد مـــॽʀ ʧʺـ ــل عʺـ ــʛ ؗـ ــʛح عʻاصـ ــا ʢǼـ ijقʺʻـ
j

XMax ʙــ ــى جـ ــلʻا علـ ول الأســـف فʸʴـ

لاً   حʸــلʻا علــى عʻاصــʛ العʺــʨد الأول لʳــʙول الأســف الʺلاصȘ للʳــʙول الأساســي, مـ̡ـ
  كʺا يلي 160XMax ij : 

و

0160160

30130160

460)300(160

60100160







  

ʚلʥ الأمǼ ʛالॼʶʻة إلى عʻاصʛ الأعʺʙة الأخȐʛ في جʙول الأسف.   وؗ

3 -  .ʛʽد الأخʨʺا على العʻلʸʴول الأسف فʙج ʧم ʛʢفي ؗل س ʛاصʻالع ʛʰاد أكʳǽإǼ اʻʺق  

4 -   ʛــ ʽد الأخʨالعʺــ ʛاصــʻقارنــة عʺǼ ʥــ ــʨم Ǽعــʙ ذل ونʱʵــار أصــغʛها فʸʴʻــل علــى  نق
الʱــي تʺʲــل أصــغॼؗ ʛــار    200وهــي الॽʁʺــة    أصغॽʀ ʛʺــة مــॼؗ ʧــار جــʙول الأســف 

 ȑاوʶول الأسف وتʙج :   200XMaxMini ij
ji

  

عʻــي  ، وهــʚا ǽ هʨ القــʛار الʺʻاســʨȞॽɾ3a   ʖن الʙʰيل    3aوȃʺا أنها تقابل الʙʰيل  
قــʛاراً لــه فإنــه ســʨʽاجه أصــغॼؗ ʛــار الأســف وهــ3a    ʨأن صــانع القــʛار لــʨ اتʵــʚ الʰــʙيل  

  ل.س.   200

  

III - :اتخاذ القرارات في حالة المخاطرة 
عالج فـــي هـــʚه الفقـــʛة ॽɿॽؗـــة الʨʱصـــل  ـــة  القـــʛار الʺʻاســـʖ إلـــىســ̒ـ ʛؗن حʨما تؔـــʙـــʻع

  عʨʷائॽة وخاضعة لʨʱزȄع احʱʺالي معʧʽ.حالات الॽʰʢعة  

ولʧؔ ذلــʥ الʨʱزȄــع الاحʱʺــالي قــʙ لا Ȟǽــʨن معʛوفــاً تʺامــاً بــل Ȟǽــʨن تʨزȄعــاً مفʛʱضــاً 
ʰق ʧاء أو مʛʰʵل الʰق ʧــه،مʶار نفʛل صانع الق  ʝȞع وهــʚا الأمــʛ يʱʹــʺʧ مʵــاʛʡة ʽʰؗــʛة تـ̒ـ
  آثارها على القʛار نفʶه.
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والعʺــل الʸــॽʴح هــʨ أن يــʦʱ حʶــاب الاحʱʺــالات الʺقابلــة لʴــالات الॽʰʢعــة أو تقــʙيʛها  
  حقائȘ علʺॽة وॽȃانات إحʸائॽة مأخʨذة مʧ الʳʱارب والʙراسات الʶاǼقة. مʧ خلال 

  وȂن عʺلॽة اتʵاذ القʛار في حالة الʺʵاʛʡة تعʙʺʱ على ثلاث قʨاعʙ هي:

  قاعʗة مȎʦʯʴ الʦʸʠح: -1

ʢǽʺــح إلॽــه صــانع القــʛار, وتهʙف هʚه القاعʙة إلى تʴقȘʽ مȐʨʱʶ معʧʽ مــʧ الــȃʛح 
  ،مȐʨʱʶ معʧʽ مʧ الʶʵارة لا يʛغʖ بʳʱاوزه   الʨʱقف عʙʻأو  

  ):7مʰال (

  إذا ؗان مʨʺʡ Ȑʨʱʶح صانع القʛار في مʲالʻا الʶابȘ ؗʺا يلي:
  ل.س.  400الȃʛح عʧ   للا ǽقأن   -أ
 ل.س.  100وأن لا تʙȄʜ الʶʵارة عʧ  -ب

  :وȃالعʨدة إلى مʲال الʙʳول الʶابȘ الʱالي

) ʤول رقʗʱ8-14ال (  

3 
2 

1  
  حالات الॻʮʠعة 

  الʗʮائل والأفعال 
300  200  100  1a 

600  150  300-  2a 

400  200  130  3a 

200  300  160  4a 

  ومʧ خلال دراسة عʻاصʛ الأسʛʢ في هʚا الʙʳول نلاحȎ أن:

ʡ Ȑʨʺـــʨح صـــاحʖ القـــʛارلا يʨجـــॽɾ ʙـــه ع 1aســـʛʢ الʰـــʙيل  فـــي  ʸʻـــʴǽ ʛقـــȘ مʶــɦـ
  (لʚلॼʱʶǽ ʥعʙ هʚا الʙʰيل).  الȃʛح

ʡ Ȑʨʺــʨح صــاحʖ القــʛار فــي الــȃʛح   يʨجॽɾ ʙــه  2aسʛʢ الʙʰيل   عʸʻــʴǽ ʛقــȘ مʶـɦـ
 ʨ600وه.  
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ʡ Ȑʨʺــʨح صــاحʖ القــʛار فــي الــȃʛح   3aسʛʢ الʙʰيل   يʨجॽɾ ʙــه عʸʻــʴǽ ʛقــȘ مʶـɦـ
 ʨ400وه.  

ʡ Ȑʨʺـــʨح صـــاحʖ القـــʛار فـــي  لا يʨجـــॽɾ ʙـــه عʸʻـــʴǽ ʛقـــ4a Șســـʛʢ الʰـــʙيل  مʶــɦـ
ॼʱʶǽ ʥلʚح (لȃʛيل).عالʙʰا الʚه ʙ  

 ʧʽيلʙـــʰأن ال ʙـــʳن ʥلʚــȃ2وa 3وa  ار فـــيʛالقـــ ʖح صـــاحʨـــʺʡ Ȑʨ فقـــʴǽ Ȍققـــان مʶــɦـ
 ʧقـــل عـــǽ ـــح لاȃر Șـــʽقʴو  ،ل.س 400ت ʛʢالأســـ ʥـــها علـــى تلـــʶراســـة نفʙاء الʛـــإجȃل ʙــ ʙʴʱيـ

  الأسʛʢ الʱي تʴقȘ مʨʺʡ Ȑʨʱʶح صاحʖ القʛار في الʶʵارة نلاحȎ أن:

ॼعاد    2aسʛʢ الʙʰيل   ʦ اسـɦـ لا ʴǽقȘ مȐʨʱʶ ذلʥ الʨʺʢح مʧ الʶʵارة وȃــʚلʥ يـɦـ
3a    Ȑʨ  علــى الʰــʙيل   وॼȄقــى لــʙيʻا   ، 2aالʙʰيل   ʡ Ȑʨʺــʨح الــȃʛح ومʶـɦـ فقــȌ لأنــه ʴǽقــȘ مʶـɦـ

هــʨ القــʛار الʺʻاســʖ حʶــʖ هــʚه    3aلــʚلȞǽ ʥــʨن الʰــʙيل  و   ، ʡʺــʨح الʶʵــارة لʸــانع القــʛار 
  القاعʙة. 

  قاعʗة الʲالة الأكʙʰ احʸʯالاً (الʦʹʸال): -2

ـــة حـــالات الॽʰʢعـــة فـــإذا رمʜنـــا  ʛؗʴـــالي لʺʱـــع الاحȄزʨʱة علـــى الʙه القاعـــʚهـــ ʙــʺʱوتع
  للاحʱʺالات الʺقابلة لʱلʥ الʴالات ؗʺا يلي:

nj321 ..............:   

nj321 P.........P......PPP:P  
حʘʽ إن:   1Pj          1وأنPO i  :  

  :SPوالȑʚ نʛمʜ له  وحʶاب أكʛʰها   jPوʙȃراسة ʦॽʀ الاحʱʺالات  
)14-5 (    Sj

j
PPMax   

ــة الॽɻॽʰʢــة  ــʙها تؔــʨن الʴال ʻفعS  ــارʸʱالاق ʧــȞʺȄوثاً، وʙحــ ʛــʲــة الأك هــي الʴال
 ـʁـ ألة اتʵــاذ القــʛار فــي حالــة الʱأكــʙ حʽــʘ علʽهــا عʻــʙ الʶʴــاب، وȃــʚلʥ تــʕول الʺʶــألة إلــى م

  فʨؔʱن مقابلة للقʛار الʺʻاسs  .ʖأكʛʰ الʦॽʁ مʧ العʺʨد    Ǽاخॽʱارنقʨم  
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  ):8مʰال (

 Șابʶا الʻالʲم ʚنأخ ʥعلى ذل Șʽʰʢʱ  ـɹـʺولʻفʛʱض أن الاحʱʺــالات الوؗ لات اقابلــة لل
  الॽɻॽʰʢة هي ؗʺا يلي:

=0.603P =0.152P =0.251P 

  :الʶابȘ نʸʴل علىوʨȃضع هʚه الاحʱʺالات في أسفل (أو أعلى) الʙʳول  

) ʤول رقʗالات  : )9-14جʲول الʗالات جʸʯوالاح  

3 
2  1 

  حالات الॻʮʠعة 
  الʗʮائل والأفعال 

300  200  100  1a 

600  150  300-  2a 

400  200  130  3a 

200  300  160  4a 

0.6  0.15  0.25  jP الاتʺʱالاح  

الʳــʙول نلاحــȎ أن الʴالــة الأكʲــʛ احʱʺــالاً (الʺʻــʨال) هــي الʴالــة هــʚا ومــʧ خــلال 
3Q، ʙأكــʱــألة حالــة الʶــألة إلــى مʶʺول الʕالــة تــʴه الʚــار علــى هــʸʱالاقȃو Ȅول وʙــʳل الʨــʴʱ

  الʶابȘ إلى عʺʨد واحʙ ؗʺا يلي:

) ʤول رقʗʱ10-14ال:(   ʙʰالة الأكʲول الʗالاً اجʸʯح  
  الʗʮيل  3الʲالة 

300  1a 

600  2a 

400  3a 

200  4a 

) ʛــʽول الأخʙــʳخــلال ال ʧأن 10-14ومــ ʧــȞʺǽ حȃʛــ Ȑʨ لل ɦــʶم ʛــʰأن أك Ȏنلاحــ (
ʙʵام هـــʚه القاعـــʙة مـــع قاعـــʙة ل.س،  600وʰȄلـــغ  2aيʴʱقـــȘ مـــʧ خـــلال الʰـــʙيل  وȞʺȄـــʧ اســɦـ

  مȐʨʱʶ الʨʺʢح لإجʛاء الʺفاضلة بʧʽ الʙʰائل عʙʻ الʹʛورة.
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  قاعʗة أكʙʮ الʤॻɿ الʦʯʸقعة: -3

ثــʦ اخॽʱــار  ،iaوتعʙʺʱ هʚه القاعʙة على حʶاب الʦॽʁ الʺʨʱقعة للȃʛح عʙʻ ؗل بــʙيل 
.ʖاسʻʺار الʛيل القʙب ʨيل الʺقابل لها هʙʰار الॼʱواع ʦॽʁال ʥتل ʛʰأك  

  :الآتॽةوʦʱȄ حʶاب الॽʁʺة الʺʨʱقعة لؔل بʙيل مʧ العلاقة  

)14-6 (  



n

1j
ijji XP)a(E  

  وʚȃلʨȞǽ ʥن بʙيل القʛار الʺʻاسʖ هʨ الʴǽ ȑʚقȘ العلاقة:
)14-7 (    ki

j
E)a(EMax   

  هʨ القʛار الʺʻاسʨȞॽɾka .ʖن الʙʰيل  

  ):9مʰال (

 ʛʢــ ــل سـ ــة لؔـ ــة الʺʨʱقعـ ــʖ الॽʁʺـ ــابȘ ونʶʴـ ــال الʶـ ــʚ الʺʲـ ــʥ نأخـ ــى ذلـ ــȘ علـ ʽʰʢʱـ وؗ
  ونʸفها في العʺʨد الأخʛʽ فʸʴʻل على:

) ʤول رقʗقعة  :) 11-14جʦʯʸال ʤॻɿول الʗج 

)iE(a 
3  2 

1 
  حالات الॻʮʠعة 

  الʗʮائل والأفعال 
235 =300 ).0.60+(200 ).0.15+(100 ).0.25 (  300  200  100  1a 

307.5=600 ).0.60+(150 ).0.15 )+(300- )(0.25 (  600  150  300 -  2a 

302.5=400 )0.60+(200 )0.15+(130 )0.25 (  400  200  130  3a 

205 =200 ).0.60+(300 ).0.15+(160 ).0.25 (  200  300  160  4a 

 ---------------------  0.60  0.15  0.25  jP  الاتʸʯالاح  

وȃʺقارنة الʦॽʁ الʺʨʱقعة الʺȃʨʶʴة فــي العʺــʨد الأخʽــʛ نلاحــȎ أن أكʰــॽʀ ʛʺــة لهــا هــي  
  القʛار الʺʻاسʖ حʖʶ هʚه القاعʙة.  ه2a   ʨ, وʚȃلʨȞǽ ʥن الʙʰيل  2aالʺقابلة للʙʰيل    307.5

    ملاحʢة:

ــا  ــا أو قʛاراتهـ ــʚلʥ فـــإن حلʨلهـ ــها. لـ ــائج نفʶـ ــا الʱʻـ ــʙ لا تعʻʽʢـ ــʚه القʨاعـ ــȎ أن هـ نلاحـ
  ʗʶॽلاً حللʨ   ة فــيʙقاعــ ʧمــ ʛــʲام أكʙʵ مʲالॽة, بل هي حلʨل مʻاســॼة أو شــॽʡʛة, وȞʺȄــʧ اسـɦـ

.ʖاسʻʺار الʛاد القʳǽإ  
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IV -  لاتخاذ القرارات الإدارية: )البايزي(أسلوب التحليل  
عʛض هــʚا الأســلʨب نقــʙم لــه ʷǼــʛح مــʨجʜ عــʧ الʨʱزȄعــات الاحʱʺالॽــة  قʰــل أن نʶـɦـ

  ʧʽʽائʨʷع ʧʽلʨʴʱʺلفة لʱʵʺال ,x  :وهي  
1-  ʜمʛالǼ له ʜمʛك لهʺا معاً ونʛʱʷʺزع الʨʱال ,xp.  
2-  ʜمʛهʺا ونʻد لؔل مʛفʻʺع الȄزʨʱلهʺا بـال )(p   ـȃو ،)x(p. 

x(p/(ونʛمʜ لها ǼالʛمX    ʜالʨʱزȄعات الॽʡʛʷة لـ -3 . 

x/(p(ونʛمʜ لها Ǽالʛم  ʜالʨʱزȄعات الॽʡʛʷة لـ   -4 . 

ॽʢع تعȄʛــʅ وحʶــاب هــʚه الʨʱزȄعــات الاحʱʺالॽــة نف -5 دراســة مʙʽانॽــة ʱــʛض أن وحʱــى نʶـɦـ
 :ǽأخʚ الʙʰائل والʦॽʁ الʱالॽة  Xأعʻʱʢا أن الʺʨʴʱل  

m321       عʙد تلʥ الʙʰائل  mحʘʽ إن  x.......xxxX   

ǽn321أخʚ الʴالات أو الʦॽʁ الʱالॽة:   الʺʨʴʱل   وأن  ..   

ــʙد تلـــʥ الʴـــالات  nحʽـــʘ إن  ــʙيل عـ ــة لʴـــʙوث أȑ بـ مـــع  ixوȂن الʱؔـــʛارات الʺʢلقـ
  :ؗالآتيمعʢاة في جʙول   iالʴالة  

) ʤول رقʗ12-14ج ( 

  
n  …. 3  2  1  

  حالات  
 Xبʗائل 

1N 1nn …. 13n 21n 11n 1x 
N 2nn …. 23n 22n  21n 2x 

3N 3nn …. 33n 32n 31n  3x 

…. …. …. …. …. …. …. 
mN mnn …. m3n m2n m2n mx 

N nM …. 3M 2M 1M  

وانʢلاقـــــاً مـــــʧ هـــــʚا الʳـــــʙول ʻʻȞʺǽـــــا أن نعـــــʛف الʨʱزȄعـــــات الاحʱʺالॽـــــة الʺʱʵلفـــــة  
  ʧʽلʨʴʱʺلل),X(  :ا يليʺؗ  

X(P,( الʙʯʵʸكالʦʯزȂع الاحʸʯالي  -1 : 

ــʛاء  ــʧ جـ ــʦॽ وʶʴȄـــʖ مـ ــة  تقʶـ ــʛارات الʺʢلقـ ــʧ الʱؔـ ــل مـ ــي  ijnؗـ ــʨع الؔلـ ــى الʺʳʺـ علـ
  :الآتيفʸʴʻل على الʙʳول   Nللʛؔʱارات  
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  الʦʯزȂع الاحʸʯالي   :) 13-14(رقʤ جʗول 

)14-9 (  

n  …. 3  2  1  
  حالات  

 Xبʙائل 

N

n n1

  
…. 

N

n13

  N

n12

  N

n11

  
1X 

N

n n2  …. 
N

n 23  
N

n 22  
N

n21  2X 

N

n n3  …. 
N

a33  
N

a32  
N

a31  3X 

…. .... …. …. …. …. 

N

amn  …. 
N

am3  
N

am2  
N

am1  Xm 

  معاً مʧ العلاقة: jθ ,i(X(أȑ حʙثʧʽ    وقʨعومʻه ʻʻȞʺǽا الʨʸʴل على احʱʺال  

)14-10 (  
N

n
),x(P ij

ji   

 ):X(الهامʵي لـ  XالʦʯزȂع الاحʸʯالي الʸʹفʙد للʦʲʯʸل  -2

وʶʴȄــʖ مــʧ جــʛاء تقʶــʦॽ الʺʳــامॽع الهامʷــॽة فــي العʺــʨد الأخʽــʛ علــى الʺʳʺـــʨع 
 :الآتي, فʸʴʻل على الʨʱزȄع  Nالؔلي لها 

)14-11 (  
mx  ,, ……3x   ,2x   ,1x:       X 

N

N
,........,

N

N
,

N

N
,

N

N
:)x(P m321  

  ʚأخǽ ال أنʺʱاب احʶا حʻʻȞʺǽ هʻومX    ʧمــ ʥرة وذلــʨؗʚʺائل الʙʰال ʧيل مʙب ȑأ
  العلاقة: 

)14-12 (  
N

N
)xX(P i

i   

  ومʧ هʚه العلاقة ʻʻȞʺǽا أن نʱʻʱʶج أن:

)14-13 (   


 

 
n

1j

n

1j
ji

ij

n

1j
ij

i ),x(P
N

n

N

n
)xX(P  
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 ): θ(الهامʵي لـ  θالʦʯزȂع الʸʹفʙد للʦʲʯʸل  -3

وʶʴȄــʖ مــʧ جــʛاء تقʶــʦॽ الʺʳــامॽع الهامʷــॽة فــي الʶــʛʢ الأخʽــʛ علــى الʺʳʺــʨع 
 :الآتيفʸʴʻل على الʨʱزȄع    Nالؔلي لها 

)14-14 (  
N

M
,......,

N

M
,

N

M
,

N

M
:)(P

,......,,,:

n321

n321




  

 ʧȞʺȄال أن  وʺʱاب احʶحʚأخǽ  θ   :العلاقة ʧرة مʨؗʚʺحالاته ال ʧحالة م ȑأ  

)14-15 (  
N

M
)(P j

j   

  ومʻها ʧȞʺǽ أن نʱʻʱʶج أن:

)14-16 (   




 
m

1i
ji

ij

m

1i
ij

j ),x(P
N

n

N

n
)(P  

) فــي جــʙول θوالʺʻفــʛد لـــ  xوʧȞʺȄ وضع الʨʱزȄعــات الʶــاǼقة (الʺʷــʛʱك والʺʻفــʛد لـــ 
  واحʙ ؗʺا يلي:

) ʤول رقʗ14-14ج (  

  x  n  …. 3  2  1لـ  الʦʯزȂع الʸʹفʙد 
  حالات  

 Xبʗائل 

N

N1  
N

n n1  …. 
N

n13  
N

n12  
N

n11  1x 

N

N 2  
N

n n2  …. 
N

n 23  
N

n 22  
N

n 21  2x 

N

N3  
N

n n3  …. 
N

a 33  
N

a 32  
N

a 31  3x 

…. …. …. …. …. …. …. 

N

Nm  
N

a mn  …. 
N

a 3m  
N

a 2m  
N

a 1m  xm 

1  
N

M n  …. 
N

M3  
N

M 2  
N

M1   ʨزȄع الʺʻفʛد   ɦلـ ال 
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 : XالʦʯزȂعات الاحʸʯالॻة الॻʟʙʵة لـ  -4

 θتʨزȄعــاً شــॽʡʛاً مقابــل ؗــل ॽʀʺــة لـــ  Xأنــه ســʨȞॽن لـــ  يءوهʻــا نلاحــȎ قʰــل ؗــل ش ــ
أʶǽθ،  ȑــاوȑ عــʙد الʴــالات الʱــي تأخــʚها  X, لʚلʥ فإن عʙد الʨʱزȄعات الॽʡʛʷة لـ jθمʲل  

 ȑــاوʶǽn  لقــةʢʺارات الʛؔــʱول الʙجــ ʧة مــॽʡʛــʷعــات الȄزʨʱه الʚهــ ʖــʶʴاً, وتॽʡʛعــاً شــȄزʨت
  فʙʳʻ أن: im عʺʨداً, وذلʥ بʱقʦॽʶ عʻاصʛ ؗل عʺʨد على مʨʺʳعها الهامʷيعʺʨداً  

  

)14-17 ( 

mx …. 4x 3x 2x 1x X=       : 

1

1m

M

n  …. 
1

41

M

n  
1

31

M

n  
1

21

M

n  
1

11

M

n  ):1/θXP( 

2

2m

M

n  …. 
2

42

M

n  
2

32

M

n  
2

22

M

n  
2

12

M

n  ):2/θXP( 

3

3m

M

n  …. 
3

43

M

n  
3

33

M

n  
3

23

M

n  
3

13

M

n  ):3/θXP( 

…. .... …. …. …. …. …. 

n

mn

M

n  …. 
n

n4

M

n  
n

n3

M

n  
n

n2

M

n  
n

n1

M

n  ):n/θXP( 

  مʧ العلاقة:  Xأȑ احʱʺال شʡʛي لـ وʻʻȞʺȄا حʶاب  

)14-18 (  
j

ij

ji M

n
)/xX(P   

 ـ́ـهــي تʨزȄعــات مʻفʸــلة عــǼ ʧعʹــها  Xومع إن هʚه الʨʱزȄعات الॽʡʛʷة لـــ    اً،Ǽع
إلا أنه ʻʻȞʺǽا وضعها فــي جــʙول مʨحــʙ مــʧ أجــل تــأمʧʽ ســهʨلة قʛاءتهــا والʱعامــل معهــا ؗʺــا 

  يلي:
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) ʤول رقʗة لـ 15-14جॻʟʙʵعات الȂزʦʯال (x   حالات ʔʴح  

)14-19(  

)nP(x/θ  
  …. )3P(x/θ  

  
)2P(x/θ  

  
)1P(x/θ  

 

  θحالات 
 Xبʗائل 

n

n1

M

n
  …. 

3

13

M

n
  

2

12

M

n
  

1

11

M

n
  1x 

n

n2

M

n
  …. 

3

23

M

n
  

2

22

M

n
  

1

21

M

n
  2x 

n

n3

M

n
  …. 

3

33

M

n
  

2

32

M

n
  

1

31

M

n
  3x 

…. …. …. …. …. …. 

n

mn

M

n
  …. 

3

3m

M

n
  

2

2m

M

n
  

1

1m

M

n
  mx 

  الʺʨʺʳع  1  1  1 .…  1
ــات  ــʥ الʨʱزȄعـ ــʦ وضـــع تلـ ــʙ تـ ــʛارات, ولقـ ــʙول الʱؔـ ــع جـ ــʖ مـ ــʙة حʱـــى تʻʱاسـ فـــي أعʺـ

.ʙاحʨال ȑاوʶǽ دʨʺالات في ؗل عʺʱع الاحʨʺʳأن م ȎلاحȄو  

  :θالʦʯزȂعات الاحʸʯالॻة الॻʟʙʵة لـ  -5
مʶــاوȄاً لعــʙد بــʙائل  θمʧ الʨʱزȄعات الॽʡʛʷة لـــ   وهʻا نلاحȎ أنه سʨȞॽن لʙيʻا عʙد

X    اʻيʙن لʨȞॽس ȑأm    اً لـॽʡʛعاً شȄزʨتθ ولʙجــ ʧة مــॽʡʛʷعات الȄزʨʱه الʚاب هʶح ʦʱȄو ,
 الʱؔــʛارات الʺʢلقــة ســʛʢاً فʶــʛʢاً وذلــʥ بʱقʶــʦॽ عʻاصــʛ ؗــل ســʛʢ علــى مʨʺʳعهــا الهامʷــي

iN :أن ʙʳʻف 

)14-20 (  

nθ  …. 3θ  2θ  1θ  θ:  

1

n1

N

n  …. 
1

13

N

n  
1

12

N

n  
1

11

N

n  ):1P(θ/x  

2

n2

N

n  …. 
2

23

N

n  
2

22

N

n  
2

21

N

n  ):2P(θ/x 

n

n3

N

n  …. 
3

33

N

n  
3

32

N

n  
3

31

N

n  ):3P(θ/x 

 ….. …. ….. ….. ….. ………. 

  
m

mn

N

n  …. 
m

3m

N

n  
m

2m

N

n  
m

1m

N

n  ):m/xθP( 
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  وʧȞʺȄ حʶاب أȑ مʧ هʚه الاحʱʺالات الॽʡʛʷة مʧ العلاقة:

)14-21 (  
i

ij

ij N

n
)x/(P   

 ـ́ـهــي تʨزȄعــات مʻفʸــلة عــǼ ʧعʹــها  θومــع إن هــʚه الʨʱزȄعــات الʷــॽʡʛة لـــ  , اً Ǽع
إلا أنه ʻʻȞʺǽا وضعها فــي جــʙول مʨحــʙ مــʧ أجــل تــامʧʽ ســهʨلة قʛاءتهــا والʱعامــل معهــا ؗʺــا 

  يلي:

 Xحʔʴ بʗائل  θالʦʯزȂعات الॻʟʙʵة لـ    :) 16-14(رقʤ جʗول 

  nθ  …. 3θ  2θ  1θ  الʦʸʱʸع 

  θحالات 
  θتʦزȂعات  
 Xحʔʴ بʗائل 

1  
1

n1

N

n  …. 
1

13

N

n  
1

12

N

n  
1

11

N

n  → )1P(θ/x 

1  
2

n2

N

n  …. 
2

23

N

n  
2

22

N

n  
2

21

N

n  → )2P(θ/x 

1  
n

n3

N

n  …. 
3

33

N

n  
3

32

N

n  
3

31

N

n  → )3P(θ/x 

…. …. …. …. …. …. …. 

1  
m

mn

N

n  …. 
m

mn

N

n  
m

2m

N

n  
m

1m

N

n  → )mP(θ/x  

ــʛارات ــʙول الʱؔـ ــع جـ ــى تʻʱاســـʖ مـ ــي اســـʛʢ حʱـ ــʚه الʨʱزȄعـــات فـ ــع هـ ــʦ وضـ ــʙ تـ  ،ولقـ
ــات  ــʚه الʨʱزȄعـ ــʺى هـ ــʙ, وتʶـ ــاوȑ الʨاحـ ــʶǽ ʛʢـ ــي ؗـــل سـ ــالات فـ ــʨع الاحʱʺـ ــȎ أن مʳʺـ وȄلاحـ

  .ǼθالʨʱزȄعات اللاحقة لـ  

 العلاقة بʥʻ هʘه الʦʯزȂعات: -6

  تʨجʙ علاقة بʧʽ الʨʱزȄع الʺʛʱʷك والʨʱزȄعات الʺʻفʛدة والॽʡʛʷة أهʺها:
)14-22(  P(X,θ)=P(X).P(θ/X)= P(θ).P(X/θ)  

  :الآتيوتأخʚ هʚه العلاقة بʙلالة الʴالات والʙʰائل الȞʷل  
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)14-23(  )i/xj).P(θi)=P(xj,θiP(x 

عʻــʙ ؗــل الʶــاǼقة ومʻهــا نʳــʙ أنــه Ȟʺǽــʧ الʛʰهــان علــى ذلــʥ مــʧ خــلال الاحʱʺــالات 
  حʘʽ نʙʳ أن: jθوحالة   ixبʙيل  

)x/(P)xX(P),xX(P ijiji   

 ȑاوʶǽ ʛʶǽف الأʛʢلأن ال ʥوذل  

),x(P
N

n

N

n

N

N
ii

ij

i

ij   

ʚلʥ نʙʳ أن:   وؗ
)/x(p).(p),xX(P jijji   

:ȑاوʶǽ ʛʶǽف الأʛʢلأن ال ʥوذل  

N

n

M

n

N

M ij

j

ijj   

ʚلʻʻȞʺǽ ʥا الʛʰهان على أن:   وؗ

)14-24 (  



n

1j
jijj

n

1j
ii )/x(P)(P),x(P)x(P  

)14-25 (   
 


m

1

m

1i
ijijij )x/(P)x(P),x(P)(P



  

  وذلʥ لأن:

 
 


n

1j

n

1j
iiij

n

1j

ij

ji )x(PN
N

1
N

N

1

N

N
),x(P  

ʚلʥ لأن:   وؗ

 
 


m

1i

m

1i
jjij

ij
m

1i
ji )(PM

N

1
N

N

1

N

N
),x(P  

ــॽʡʛة  ــاد الʨʱزȄعــــــات الʷــــ ــا إʳǽــــ ــا ʻʻȞʺǽــــ P(θ/X)  ʧو  P(X/θ)كʺــــ ـ̔ـ مــــــʧ العلاقʱــــ
:ʧʽʱʽالʱال  
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)14-26 (  












m

1i
iji

iji

j

ji

ji

)x/(P)x(P

)x/(P)x(P

)(P

),x(P
)/x(P  

)14-27 (  










n

1j
jij

jij

i

ji

ij

)/x(P)(P

)/x(P)(P

)x(P

),x(P
)x/(P  

وهـــʚه العلاقـــة تعـــʛف Ǽاســـʦ قـــانʨن (Ǽـــايʜ) والʨʱزȄـــع   1j

ix/P   عȄزʨʱـــالǼ ـــʺىʶǽ
  .θاللاحȘ لـ 

  ):  10مʰال (

ــʙيʻا جــʙول الʱؔــʛارات الʺʢلقــة لآراء ( لهʦ 800لʻفʱــʛض أنــه ل ) مʨاʻʡــاً حــʨل تفʹــ̔
  الآتي:  شʛاء (الʱفاح أو الʺʨز أو الʛʰتقال) خلال الفʨʸل الأرȃعة للʻʶة

  الʃȂʙʳ   الʦʸʱʸع 
4θ 

 ʃॻʶال  
3θ 

  الॻȁʙع 
2θ  

  الʯʵاء
1θ 

 θحالات 

 xبʗائل 

 1xتفاح   70  60  80  100  310

 2xمʨز   40  50  70  60  220

 3xبʛتقال   90  80  60  40  270

  الʺʨʺʳع   200  190  210  200  800

  ومʧ هʚا الʙʳول ʻʻȞʺǽا حʶاب الʨʱزȄعات الاحʱʺالॽة الʺʱʵلفة وهي:

  :الآتيʶǽاوȑ عʻاصʛ الʙʳول    P(x,θ)إن الʨʱزȄع الاحʱʺالي الʺʛʱʷك لـ  

4θ  3θ 2θ 1θ 
θ  

x 

P(x,θ)= 
800

100  
800

80  
800

60  
800

70  1x 

800

60  
800

70  
800

50  
800

40  2x 

800

40  
800

60  
800

80  
800

90  3x 
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4θ 3θ 2θ 1θ 
x 

θ 

P(x,θ)=  
0.125  0.10  0.075  0.0875  1x 

0.075  0.0875  0.0325  0.05  2x 

0.05  0.075  0.10  0.1125  3x 

  ʶॽɾاوX  :ȑأما الʨʱزȄع الʺʻفʛد لـ 

3x 2x 1x X: 

800

270  
800

220  
800

310  P(x): 

  ʶॽɾاوθ  :ȑأما الʨʱزȄع الʺʻفʛد لـ 

4θ  3θ 2θ 1θ θ:  

800

200  
800

210  
800

190  
800

200  P(θ): 

  فʻعʛضها في أعʺʙة جʙول مʨحʙ ؗالʱالي: xأما الʨʱزȄعات الॽʡʛʷة لـ  

)4P(x/θ  
 

)3P(x/θ  
 

)2P(x/θ  
  

)1P(x/θ  
  

  الʦʯزȂعات الॻʟʙʵة 
 xلـ 

  xبʗائل 

200

100  
210

80  
190

60  
200

70  1x 

200

60  
210

70  
190

50  
200

40  2x  

200

40  
210

60  
190

80  
200

90  3x 

1  1  1  1  ∑  

ʨزȄعات الॽʡʛʷة لـ   ɦأن ال ʙʳن ʥلʚ   الʱالي: الʺʨحʙʳ  ʙول  ال في أسʛʢ    ؗʺا   θوؗ
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∑  4θ  3θ 2θ 1θ 

  θحالات 
  θالʦʯزȂعات الॻʟʙʵة لـ  

1  
310

100  
310

80  
310

60  
310

70  )1/xθP(  

1  
220

60  
220

70  
220

50  
220

40  )2/xθP(  

1  
270

40  
270

60  
270

80  
270

90  )3/xθP(  

ـ̒ـــا   ـɻـــاذ القــــʛارات فإن لॽ̋ــــات ات ʨزȄعــــات الاحʱʺالॽــــة فــــي ع ɦال ʧمــــة عــــʙه الʺقʚهــــ ʅــــॽʣʨʱول
ة ؗʺا يلي:   XنلاحȎ أنه ʻʻȞʺǽا حʶاب الاحʱʺالات الʺʻفʛدة لـ   ʛؗʱʷʺالات الʺʱخلال الاح ʧم  

   

   

   
800

270

800

40

800

60

800

80

800

90
,xPxP

800

220

800

60

800

70

800

50

800

40
,xPxP

800

310

800

100

800

80

800

60

800

70
,xPxP

4

1j
j33

4

1j
j22

4

1j
j11



















  

ــʚلʻʻȞʺǽ ʥــا حʶــاب الʨʱزȄعــات ا ) عʻــʙ أθ ȑلـــ  (الʨʱزȄعــات اللاحقــة ʷθــॽʡʛة لـــ لوؗ
  فʙʳʻ مʲلاً أن:  Xبʙيل مʧ بʙائل  

   
 

   
 

   
 

   
  310

100

800
310

800
100

xP

,xP
x/P

310

80

800
310

800
80

xP

,xP
x/P

310

60

800
310

800
60

xP

,xP
x/P

310

70

800
310

800
70

xP

,xP
x/P

1

41
14

1

31
13

1

21
12

1

11
11





















  

  الʛʢʶ الأول مʧ الʙʳول الʶابȘ. فيوهي نفʝ الاحʱʺالات الʱي حʻʰʶاها  



 552

(ȏʚايॺال) لʻلʲʯة الʗقاع:  

ʗ مــjθ    ʧلقʙ لاحʻʤا مʺا سȘʰ أن احʱʺالات الʦॽʁ الʺॽʁʢʻة والॽʡʛʷة ل ـ حʶـhـ
  العلاقة: 

)14-28 (  



)x(P

)x(P
)x/(P

i

ji

ij 

  ʠȄʨعــʱȃو)jθ , iP(x  و)iP(x ) ʧ ) تأخــʚ 24-14( و )23-14مــʧ العلاقʱـ̔ـ
  :الآتيالعلاقة الʶاǼقة الȞʷل  

)14-29 (   




)/x(P)(P

)/x(P)(P
)x/(P

jj

jj

ij  

ــʺى الʨʱزȄـــع الʷـــʡʛي  لأنـــه  ،ǼθـــالʨʱزȄع اللاحـــȘ لʴـــالات الॽʰʢعـــة  )ix/jθP(وʶȄـ
. وʻȃاء على ذلʻʻȞʺǽ ʥــا ixالॽʁʺة  ǼXعʙ أن ǽأخǽjθ   ʚعʛʰ عʧ الʨʱزȄع الاحʱʺالي للʴالات  

Ǽاسʙʵʱام ذلــʥ الʨʱزȄــع  ixتʅॽʣʨ ذلʥ عʙʻ حʶاب الॽʁʺة الʺʨʱقعة لؔل مʧ الʙʰائل الʺʺʻȞة 
  الاحʱʺالي اللاحȘ مʧ العلاقة:

(30-14) 



n

1j
ijiji x)x/(P)x(E  

 ʥتل ʛار أصغʱʵن ʦث .ʖاسʻʺار الʛالق ʨيل الʺقابل لها هʙʰال ʛʰʱقعة ونعʨʱʺال ʦॽʁال  

  ):11(  مʰال

ʨع القــادم  لʻفʛʱض أن Ǽائعاً للʺʲلʳات أراد أن ʙʴǽد  وحʶــʖ  حʦʳ مʜʵونــة مʻهــا للأسـhـ
ومʜʵون مʵʻفʠ, وذلــʥ حʶــʖ حʳــʦ   ، مʨʱسȌ  ومʜʵون  ، هي: مʜʵون ʛʽʰؗ مȄʨʱʶات  ة ثلاث 

ʨع القـــادم  الʢلـــʖ حʶـــॼʺا تʻʽʰـــه الʙراســـات الʶـــاǼقة خـــلال    , وȂذا ؗـــان حʳـــʦ الʢلــʖ خـــلال الأســhـ
ʨع الʺفــʛوض ʵǽʹــع للʨʱزȄــع الॽʰʢعــي   علــى الʛʱتʽــʖ وॼʱȃــايʨʱʺǼ5   ,10   ,15    ʧســʢات  الأسـhـ

ʯة, معʙʱلــة, حــارة وذلʥ حʖʶ الʛʤوف الȄʨʳة خلال ذلʥ الأسʨʰع (  ، 10مʨحʙ قʙره  ؗʺــا    ، ) سـ̔ـ
ـɦـــʛض أن   ـrـــX   ʦنف ʨع   هــــʨ ح ـ̫ـــʨائي علــــى الʺʲلʳــــات خــــلال أȑ أســـhـ هــــθ    ʨوأن    ، الʢلــــʖ الع

ـrـــʦ الʢلــــɦ  ʖ م  ـɹـــʨل  ( ʨســــȌ ح ʱʺال Ȍســــʨʱم ȑائي  أʨـ̫ـــ الأولــــي  وأن الʨʱزȄــــع الاحʱʺــــالي    ) Xالع
  : الآتي معʢى على الȞʷل    θ(الʶابȘ) للʺʨʱسʢات  
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 )P(5)=0.2)=1θP       فإن  1θ = θ  عʙʻما

 )0.5P)=2θP=(10)    فإن  2θ = θوعʙʻما  

 )P(15)=0.3)=3θPفإن     3θ=  θوعʙʻما  

  وȂذا ؗانʗ مʸفʨفة الأرȃاح ؗʺا يلي:

=153θ =102θ =51θ 
ʔلʠحالات ال  θ  

  الʗʮائل الȜʸʸʹة 
20  12  8  1x –  ʛʽʰؗ ونʜʵم  
14  14  10  2x-  Ȍسʨʱون مʜʵم  
12  12  12  3x –  ʠفʵʻون مʜʵم  

والʺʢلــʨب مʶــاعʙة ذلــʥ الॼــائع علــى اتʵــاذ القــʛار الʺʻاســʖ, إذا علʺــʗ مــʧ الʷʻــʛة 
ــʦ الʢلـــʖ علـــى الʺʲلʳـــات خـــلال الȄʨʳـــة أن الʤـــʛوف الȄʨʳـــة  ــة (أȑ أن حʳـ ʨؔن معʙʱلـ ـɦـ سـ

  وحʙات).  X=10الأسʨʰع القادم ǽقʙر بـ 

  الʴل:

  سʻقʨم ǼالإجاǼة على هʚه الʺʶألة ȄʛʢǼقʧʽʱ مʧ أجل الاسʱفادة والʺقارنة.

   حʔʴ قاعʗة أكʙʮ الʤॻɿ الʦʯʸقعة: -1

 ʦॽـــʁـــاب الʶʴǼ مʨنقـــ ʦـــالي الأولـــي ثـــʺʱـــع الاحȄزʨʱـــه الॽإل ʅॽـــاح ونʹـــȃول الأرʙجـــ ʚنأخـــ
  :الآتيالʺʨʱقعة لʺʱʵلف الʙʰائل فʸʴʻل على الʙʳول  

) ʤول رقʗاح 17-14جȁول الأرʗج :(  

E (xi) =153θ  = 102 θ  = 51 θ  
 ʔلʠحالات ال  

  الʗʮائل الȜʸʸʹة 

(0.2)*8+(0.5)*12+(0.3)*20=13.6 20  12  8  1x ʙʻʮؕ ونʚʳم  

(0.2)*10+(0.5)*14+(0.3)*14=13.2 14  14  10  2x  Ȋسʦʯون مʚʲم  

(0.2)*12+(0.5)*12+(0.3)*12=12 12  12  12  3x  Ȋسʦʯون مʚʳم  

Max [Ecai]=13.6 0.3  0.5  0.2  )iθP(  قةǺاʴالات الʸʯالاح  
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 ʦॽــ ــʙ أن أكʰـــʛ الʁـ ــʚلʥ نʳـ ــة وȃـ ــʙيل  ،13.6هـــʨ  الʺʨʱقعـ ــǽ ȑʚقʱʹـــى أن  1aأȑ أن الʰـ الـ
.ʖاسʻʺار الʛالق ʨاً هʛʽʰؗ ونʜʵʺن الʨȞǽ  

2- :(ȏʚايॺال) لʻلʲʯال ʔʴح 

  هθ :ʨقʰل ؗل شيء نلاحȎ أن الʨʱزȄع الأولي لـ  
3θ 2θ 1θ θ  

0.3 0.5 0.2 )=jθP( 

علʻʽــــا أن  θولإʳǽــــاد الʁــــʦॽ الʺʨʱقعــــة لʺʱʵلــــف الʰــــʙائل حʶــــʖ الʨʱزȄــــع اللاحــــȘ لـــــ 
وهــX،  ʨلـــلــʚلʥ نʰــʙأ بʙʴʱيــʙ الʨʱزȄــع الʷــʡʛي  ،X=10عʻــʙما  x)/jθ(Pنʦॽʀ ʖʶʴ الʨʱزȄــع 

  أȑ أن: 10وتॼايʻه ʶǽاوॼɺjθ   ȑارة عʧ الʨʱزȄع الॽʰʢعي الȑʚ مʨʱسʢه  
2
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
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  Șع اللاحȄزʨʱأن ال ʙʳن ʥاء على ذلʻȃلـ وθ :ȑاوʶǽ  
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 θفإن ʀــʦॽ الʨʱزȄــع الاحʱʺــالي اللاحــȘ تʶʴــʖ حʶــॽʀ ʖʺــة  X=10وȃʺا أنه لʙيʻا   
  :الآتॽةمʧ العلاقات  
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  ʶǽاو1θ :ȑ  فإن الاحʱʺال اللاحȘ لـ  1θ = θ = 5فعʙʻما تʨؔن 
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  فإن: 2θ = θ 10  = وعʙʻما تʨؔن  
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  فإن: 3θ=  θ 15 =وعʙʻما تʨؔن  
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  ؗʺا يلي:   X=10عʙʻما    θوʚȃلʥ نʸʴل على الʨʱزȄع اللاحȘ لʴالات الॽʰʢعة  
3θ 2θ 1θ  θ          :  

0.134 0.777 0.089 P(θ/10): 

وʨȃضــع هــʚا الʨʱزȄــع اللاحــȘ فــي جـــʙول الأرȃــاح وحʶــاب الʁــʦॽ الʺʨʱقعــة للʰـــʙائل 
هʚه الʦॽʁ الʺʢلقة, فʸʴʻل على الʙʰيل ذȑ القــʛار الʺʻاســʖ, وذلــʥ أكʛʰ الʺʺʻȞة ثʦ اخॼʱار  

  :الآتيمʨضح في الʙʳول  كʺا 

) ʤول رقʗقعة 18-14جʦʯʸال ʤॻɿاح والȁول الأرʗج :(  

/10)iE(a  =153θ =102θ =51θ  
 ʔلʠحالات ال  

  الʗʮائل الȜʸʸʹة 
(0.089)8+(0.777)12+(0.134)20=12.716 20  12  8  1x-  ʙʻʮؕ ونʚʳم 

(0.089)10+(0.777)14+(0.134)14=13.644 14  14  10  2x-  Ȋسʦʯون مʚʳم  
(0.089)12+(0.777)12+(0.134)12=12 12  12  12  3x-  ʞفʳʹون مʚʳم 

/10)]=13.644iMax[E(a 0.134  0.777  0.089  
/10)jθ(p  

  الاحʸʯالات اللاحقة 

الʱــي  13.644ومʧ خلال هʚا الʙʳول نلاحȎ أن أكʛʰ الʁــʦॽ الʺʨʱقعــة هــي الॽʁʺــة 
أن ʨȞǽن الʺʜʵون مــʧ الʳʴــʦ الʺʨʱســǼ Ȍ اً (مʜʵون مʨʱسȌ). لʚلʥ فإن قʛار   2aتقابل الʙʰيل  



 556

Ȍســـــــʨʱن مȂو ,ʖاســـــــʻʺار الʛالقـــــــ ʨهـــــــ  ȑــــاو الـــــــȃʛح الـــــــȑʚ ســـــــʴॽققه الॼـــــــائع عʻـــــــʙ ذلـــــــʶǽ ʥـــ
الʺʻاســʖ مــʧ وهʻــا نʷــʛʽ إلــى أن أســلʨب الʴʱلʽــل (الॼــايȑʜ) قــʙ حــʨل القــʛار  ،وحــʙة 13.644

1a  2إلـــىa  ــــةȄʨʳال الʨالأحـــ ʧــــي وردت عـــʱة الॽɾانـــات الإضـــاॽʰال ʧفاد مـــ وذلـــʥ لأنـــه اســـɦـ
    .(X=10)وȃالʱالي عʧ حʦʳ الʢلʖ خلال الأسʨʰع القادم  

  

V- :أسلوب شجرة القرارات 
ʙʵʱʶǽم هʚا الأسلʨب عʙʻما ʛʺǽ القʛار الإدارǼ ȑعʙة مʛاحل مʱʱالॽــة, وȄعʱʺــʙ علــى 
ــȘ القــʛارات  ــه وتʢʻل ʱــى نهايʱــة العʺــل ح ǽاʙب ʚــʻعــة مʛفʱʺــة والॽالʱʱʺارات الʛة للقــʛʳل شــʽȞــʷت

 ّȞــــʷم (عʚــــʳال) الأصــــل ʧــــة مــــॽالʱʱʺوع لة الʛــــالات الفــــʺʱالاحǼ فقــــةʛــــان مʻــــان والأفʸوالأغ
ʺʲال على هʚه الʛʳʷة نأخʚ الȞʷل الॽʰاني     :الآتيالʺقابلة لؔل حʙث أو حالة مʻها. وؗ

  
ʤل رقȜʵ1-14( ال (  

ومـــــʧ الʨاضـــــح أن شـــــʛʳة القـــــʛارات Ȟʺǽـــــʧ أن تؔـــــʨن ذات مʛحلـــــة واحـــــʙة أو ذات 
  مʛحلʧʽʱ أو ذات عʙة مʛاحل.

 ʦــʤلح فــي معʢاصــ ʙولقــ  ʛʽــع صــغȃʛʺǼ ةʛʳــʷــة الǽاʙʰل ʜمــʛاجــع علــى أن يʛʺال 
 )الʺʛافــȘ الاحʱʺــال الʺʱفʛعة عʻه ǼأسهʖʱȞǽ ʦ علʽها اســʦ أو رمــʜ القــʛار (وʳȃانॼــه  وللقʛارات
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 ʛʽــغ ــʙوائʛ صـ ــة بـ ــا حـــالات الॽʰʢعـ ــʛع عʻهـ ــي تʱفـ ــل الʱـ ــها  ,O ة وʛȄمـــʜ للʺفاصـ ــالات نفʶـ وللʴـ
وذلــʥ ؗʺــا مʨضــح  ǼأســهʱȞǽ ʦــʖ علʽهــا أǽʹــاً اســʦ أو رمــʜ الʰــʙيل مــع الاحʱʺــال الʺʛافــȘ لــه

Șابʶل الȞʷعلى ال.  

  ) تȖʻʮʠ لʙʸحلة واحʗة:12(  مʰال

ʲʺار مʰلـــغ  ـɦـ ʧȄʛʺʲ اسـ ـɦـ ــʙ الʺʶـ ʲʺار  5يʛغـــʖ أحـ ـɦـ ʧ ل.س فـــي مʳـــالات الاسـ ملايــ̔ـ
  الʺʱاحة وهي:

  عادǽة.شʛاء شهادات اسʲʱʺار   -1
ات الʙʵمॽة. -2 ʛؗʷال Ȑʙلإح ʦاء أسهʛش 

 إقامة مʛʷوع صʻاعي. -3

ʲʺار وذلــʥ حʶــʖ الʴــالات الʺʺʻȞــة الʱــي  والʺʢلʨب رسʦ شʛʳة القʛارات لهʚا الاسـɦـ
 ʧȞʺǽǽ ها  أنʚوهي:أخ ȑادʸʱضع الاقʨال  

  .%10حʙوث تʛاجع في الʨضع الاقʸʱادȑ, وȄقʙر احʱʺاله بـ   -1
  .%60ثॼات الʨضع الاقʸʱادȑ, وȄقʙر احʱʺاله بـ  -2
  %.30ه بـ  تʧʶʴ ملʺʨس في الʨضع الاقʸʱادȑ, وȄقʙر احʱʺال -3

Ȅʨة  ʲʺارات حʶــʖ الأوضــاع الاقʸʱــادǽة معॽʢــة لعلʺــاً Ǽــأن العʨائــʙ الʶـ̒ـ هــʚه الاسـɦـ
  :الآتيفي الʙʳول  

  جʗول العʦائʗ (ألف لʙʻة سʦرȂة سʹȂʦاً)  ):19-14(رقʤ جʗول 

3θ  
  تʥʴʲ الʦضع

2θ  
  ثॺات الʦضع

1θ  

 تʙاجع الʦضع 

  الأوضاع الاقʶʯادǻة 
  الʗʮائل 

55  55  55  1a  اء شهاداتʛش  
60  45  25  2a  ʦاء أسهʛش 

65  40  10  3a وعʛʷإقامة م 

  الاحʱʺال   0.10  0.60  0.30

وʻȃـــاء علـــى ذلـــʻʻȞʺǽ ʥـــا رســـʦ شـــʛʳة القـــʛارات مقʛونـــة Ǽالاحʱʺـــالات والعʨائـــʙ علـــى 
  :الآتيالȞʷل  
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) ʤل رقȜʵار  :)2-14الʸʰʯارات الاسʙة قʙʱش  

 ʧع ومـــʨنـــ ʙيـــʙʴوت ʖاســـʻʺار الʛالقـــ ʧعـــ ʘـــʴॼأن أجـــل ال ʖـــʳǽ ـــيʱارات الʺʲ الاســɦـ
  ʥارسها ذلʺǽ:أن ʙʳʻف (ةʛأو دائ) يلʙؗل ب ʙʻقعة عʨʱʺة الʺॽʁاب الʶʴǼ مʨنق ʛʺʲʱʶʺال  

s.L5555)30.0(55)60.0(55)10.0(aP)a(E j1j1   
s.L5.4760)30.0(45)60.0(25)10.0(aP)a(E j2j2 
s.L5.4465)30.0(40)60.0(10)10.0(aP)a(E j3j3   

تقابــل  والʱــي 55وهȞــʚا يʱʹــح لʻــا أن أكʰــॽʀ ʛʺــة لهــʚه الʁــʦॽ الʺʨʱقعــة هــي الॽʁʺــة 
  ʥيل الأول وذلʙʰحالة الأوضاع اال ʗــمهʺا ؗان ॽʱاخ ʛــʰʱــا نعʻفإن ʥلʚة, لــǽــادʸʱيل لاقʙــʰار ال

.ʖاسʻʺار الʛالق ʨار هʺʲʱاء شهادات اسʛش ʨالأول وه  

  ملاحʢة:  

لــʚلʥ  ,عــʙة  ʺʛاحــل مʱʱالॽــةلȞʺǽــʧ أن تʺــʛ  لقــʙ أشــʛنا إلــى أن عʺلॽــة اتʵــاذ القــʛارات
ʻــا س ــارة مȃʛـــع فإنʻـ ــة فـــي  ڤʹـــع إشـ ــاج إلـــى اخʱبʙاǽـ ــʙائل ॽ ـــؗـــل مʛحلـــة تʱʴـ ار قـــʛار مـــʧ الʰـ
 ضــʺʧ الʷــʛʳة)، أȑ مʛحلــة داخلॽــة فــي بʙاǽــةوذلʥ لʝॽ فقȌ في بʙاǽة الʛʳʷة بــل (الʺʨʱفʛة  

تॼقــى مʴافʤــة علــى ʱʴʱاج إلى تʨضʴॽات وتعلॽʺات أخȐʛ, ولʻؔهــا فالعʺلॽات الʶʴابॽة    أما
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  ʙــʻع (قعــةʨʱʺال ʦॽــʁال ʛʰأك) ةʙــة  قاعǽاʙب ʙــʻحلــة أو عʛؗــل م ʚنأخــ ʥح ذلــॽضــʨʱــع. ولȃʛؗــل م
  الʺʲال الʱالي:

  تȖʻʮʠ لقʙارات على مʙحلʥʻʯ:  )13(  مʰال

ʖلʡ  تهʙــاعʶة مǽــادʸʱراسات الاقʙة الʙوح ʧار مʳʱال ʙار  أحʛالقــ ʧعــ ʘــʴॼفــي ال
ة الغــʜل والʶʻــॽج,  ʛؗة فــي شــॽʳॽــʶʻال ȋʨــʽʵال ʧمــ ʛفʨــʱʺون الʜــʵʺعامــل مــع الʱلل ʖاســʻʺال
ــل الʺʨقــــف  ــʙ تʴلʽــ ــالʧʽ. وȃعــ ــامʧʽ مʱʱــ ــه خــــلال عــ ــȄʛʱه مʻــ ــا سʷॽــ ــʦʱ تʸــــʅȄʛ مــ علــــى أن يــ
قʰلॽة وتقــʙيʛ الأرȃــاح والʶʵــائʛ الʺʨʱقعــة تʨصــلʗ وحــʙة الʙراســات إلــى مــا  والʤــʛوف الʺʶـɦـ

  يلي:

  بʙائل هي:  ةيʨجʙ لȐʙ الʱاجʛ ثلاث -1
  .1الʙʰيل    -في العام الأول  أن ȑʛʱʷǽ ؗامل الʺʜʵون  -1
2-   ȑʛʱʷǽ ون 50أنʜʵʺال ʧيل  -في العام الأول  % مʙʰ2  ال. 

 .3  الʙʰيل  -أن لا ȑʛʱʷǽ شʯʽاً مʧ الʺʜʵون  -3

2- :ʧʽʱالʴال Ȑʙإح ʚأخǽ أن ʧȞʺǽ ةʻخلال ؗل س ȑادʸʱضع الاقʨإن ال 

  .1θ  –حالة جʙʽة   -أ
 .2θ  –حالة سʯʽة   -ب

3-   ʛاجʱال Ȑʛʱيلان 50إذا اشʙانقʹاء العــام الأول بــ  ʙعǼ ن أمامهʨȞॽʶون فʜʵʺال ʧم %
 آخʛان هʺا:

  .21  الʙʰيل  –في العام الʲانيأن Ǽ ȑʛʱʷǽاقي الʺʜʵون   -أ
 .22  الʙʰيل  –في العام الʲانيالʺʜʵون  Ǽاقي أن لا ȑʛʱʷǽ شʯʽاً مʧ  -ب

الʺقابلــة لهــا حʶــʖ هــʚه الॽʰانــات قــʙرت ؗʺــا فــي إن ʦॽʀ الأرȃاح والʶʵائʛ والاحʱʺالات   -4
 :الآتيالʙʳول  
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  جʗول الʲالات والʗʮائل والأرȁاح  :) 20-14(رقʤ جʗول 
  ʙائʴʳاح والȁالأر ʙيʗتق

  (ألف لʙʻة سʦرȂة)
 ȏادʶʯضع الاقʦالات   حالات الʲال  

  خلال الʴʹة الأولى   خلال الʴʹة الʰانॻة   الʗʮائل 
  ) 0.7حالة جʙʽة (  800

  ) 0.6حالة جʙʽة(
1a   

  ؗامل الʺʜʵون  شʛاء
  ) 0.3حالة سʯʽة (  -500

  ) 0.4حالة جʙʽة (  600
  ) 0.4حالة سʯʽة(

  ) 0.6حالة سʯʽة (  -700
  ) 0.7حالة جʙʽة (  300

 2a  ) 0.6حالة جʙʽة (

% مʧ الʺʜʵون 50شʛاء 
 Ȍة الأولى فقʻʶفي ال  

  ) 0.3حالة سʯʽة (  0
  ) 0.7(حالة جʙʽة   100

  ) 0.4حالة سʯʽة (
  ) 0.3حالة سʯʽة (  -100

  ) 0.4حالة جʙʽة (  600
  ) 0.6حالة جʙʽة (

3a 

% مʧ الʺʜʵون 50شʛاء 
في الʻʶة الأولى. ثʦ شʛاء  

% مʧ الʺʜʵون في 50
  الʻʶة الʲانॽة

  ) 0.6حالة سʯʽة (  -600
  ) 0.4حالة جʙʽة (  500

  ) 0.4حالة سʯʽة (
  ) 0.6حالة سʯʽة (  -400

50   .......   .......  
4a 

  ʧشيء م ȑاء أʛم شʙع
  الʺʜʵون 

  والʺʢلʨب:
  رسʦ شʛʳة القʛارات الʱي تʺʲل هʚه الʴالة. -1
2- .ʖاسʻʺار الʛاذ القʵة لاتʙؗل عق ʙʻقعة عʨʱʺال ʦॽʁاب الʶح 

3- .ʧȞʺǽ ما ʛʰح أكȃʛعل الʳǽ ȑʚال ʖاسʻʺار الʛالق ʙيʙʴت 

  الʴل:

  :   الآتي بʻاءً على الॽʰانات الʨاردة في الʺʲال, نʙʳ أن شʛʳة القʛارات تأخʚ الȞʷل  
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  ) 3-14رقʤ (الȜʵل 

 ʧʽʱحلʛــ ــʖ مـ ــʛارات حʶـ ــة اتʵـــاذ القـ ــʝ عʺلॽـ ــʘ تعȞـ ــʛʳة ʽʴǼـ ــʚه الʷـ ــʦ هـ ــʦ رسـ ــʙ تـ لقـ
  Șوف ʧʽʱʻʶالآتيوخلال ال:  

ʧʽʱ ولا ʱʴǽــاج إلــى اتʵــاذ  -1 ʱعامل معــه خــلال الʶـ̒ـ إذا تــʦ شــʛاء ؗامــل الʺʵــʜون فإنــه سـ̔ـ
  لا يʧʺʹʱ مȃʛعاً جʙيʙاً. 2xقʛار جʙيʙ. لʚلʥ ؗان الفʛع  

ة الʲانॽــة أمــا% خلال الʻʶة 50إذا تʦ شʛاء  -2  م الأولى فإن الʱاجʛ ســʨȞॽن فــي بʙاǽــة الʶـ̒ـ
 2xلــʚلʥ وضــعʻا مــȃʛعʧʽ علــى الفــʛع  عــʙم شــʛاء شــيء) -% الॼاॽʀــة50خॽــارʧȄ (شــʛاء 

ة  في بʙاǽة الʻʶة الʲانॽة للʙلالة على أنه هʻــاك ضــʛورة لاتʵــاذ قــʛار فــي بʙاǽــة تلــʥ الʶـ̒ـ
 وفي ؗلʱا حالʱي الʻʶة الأولى الʺاضॽة.

  Ȃʙʟقة الʴʲاب الʙʯاجॻɹة:

  لʶʴاب الʦॽʁ الʺʨʱقعة عʙʻ ؗل عقʙة نʙʰأ مʧ الأعلى وȞʷȃل تʛاجعي فʙʳʻ أن:
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  ) تʶاوȑ:4الॽʁʺة الʺʨʱقعة عʙʻ العقʙة ( -1
4(E(xP)7.0)(800()3.0)(500(410ألف ل.س   ii   

 ) تʶاوȑ:5الॽʁʺة الʺʨʱقعة عʙʻ العقʙة ( -2

5(E(xP)4.0)(600()6.0)(700(180ألف ل.س  ii   

 ʶاوȑ: ) وت 5) و ( 4للعقʙتʧʽ ( الʺʨʱقعة  وȑ الॽʁʺة  ) تʶا 1الॽʁʺة الʺʨʱقعة عʙʻ العقʙة (  - 3

1(E(yq)6.0)(410()4.0)(180(174ألف ل.س  jj  

ــان Ȟʺǽــʧ حʶــاب هʨ الاحʱʺال الʡʛʷي لʴالʱي الॽʰʢعة عʙʻ الʙʰيل الأول   i/1qحʘʽ أن   وؗ
ت الأرȃــاح Ǽالاحʱʺــالات ) مــʧ خــلال حʶــاب مʳʺــʨع جــʙاءا1الॽʁʺــة الʺʨʱقعــة عʻــʙ العقــʙة (

) تʛاجॽɻــاً, 1إلــى الʻقʢــة ( مــʧ الʻهاǽــة ʶارات الفʛوع الʺʺʱــʙة لأولॽة الʨاقعة على مالॽʡʛʷة وا
  ولʚلʥ نعʙ الʙʳول الʱالي:

4*3 ) =5(  
  الʤॻɿ الʦʯʸقعة

)4(  
 ʙائʴʳاح والȁالأر  

2*1)=3(  
  جʗاء الاحʸʯالات 

)2(  
الاحʸʯالات  

الॻʟʙʵة خلال  
 j/iq  الʴʹة الʰانॻة

)1(  
الاحʸʯالات الأولॻة  
خلال الʴʹة الأولى  

iP 

336  800  0.42  0.7  0.6  
90-  500-  0.18  0.3  0.6  

96  600  0.16  0.4  0.4  
168-  700-  0.24  0.6  0.4  

      1  .......   ألف ل.س 174

  ) ȄʛʢǼقة أخȐʛ هي:1الʺʨʱقعة عʙʻ العقʙة ( كʺا ʧȞʺǽ حʶاب هʚه الॽʁʺة

)14-31 (  



1j

iji/ji
1i

xqP)1(E  

 ʘــʽحiP حلــة الأولــى وʛʺــالات الʺʱاح ij/q حلــةʛʺة فــي الॽʡʛــʷــالات الʺʱهــي الاح 
  هي الأرȃاح والʶʵائʛ الʺقʙرة. وȘʽʰʢʱȃ تلʥ العلاقة نʙʳ أن: ijxالʲانॽة و

E(1)=[(0.6)[0.7(800)+(0.3)(-500)]+(0.4)[(0.4)(600)+(0.6)(-700)] 

E(1)= 174ألف ل.س 

  ) نلاحȎ أن:6ولʶʴاب الॽʁʺة الʺʨʱقعة عʙʻ العقʙة (
E(6)=(0.7)(600)+(0.3).(-600)=240    ألف ل.س
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  ) نلاحȎ أن:7ولʶʴاب الॽʁʺة الʺʨʱقعة عʙʻ العقʙة (
E(7)=(0.7)(300)+(0.3).0=210  ألف ل.س       

) ʧʽتʙــ ــB  ʚ ) نʶʴـــʖ الॽʁʺـــة الʺʨʱقعـــة عـــʧ الʺʨقـــف7) و (6ومـــʧ العقـ وذلـــǼ ʥأخـ
  أكʛʰ هاتʧʽ الʧʽʱʺॽʁ فʙʳʻ أن:

E(B)= Max[240,210]= 240ألف ل.س 

  ن:) نلاحȎ أ8ولʶʴاب الॽʁʺة الʺʨʱقعة عʙʻ العقʙة (
E(8)= (0.4)(500)+(0.6)(-400)= -40 ألف ل.س   

  ) نلاحȎ أن:9ولʶʴاب الॽʁʺة الʺʨʱقعة عʙʻ العقʙة (
E(9)= (0.4)100+(0.6)(-100)= -20 ألف ل.س 

) ʧʽتʙــ ــʧ العقـ ــʙ الʺʨقـــف9() و8ومـ ــة عʻـ ــة الʺʨʱقعـ ــʖ الॽʁʺـ ــC  ʚ ) نʶʴـ ــǼ ʥأخـ وذلـ
  أكʛʰ هاتʧʽ الʧʽʱʺॽʁ فʙʳʻ أن:

E(C)= Max[-40,-20]= -20 ألف ل.س  

  ) نلاحȎ أن:2وأخʛʽاً نʙʳ أنه لʶʴاب الॽʁʺة الʺʨʱقعة عʙʻ العقʙة (
E(2)= (0.6)(240)+(0.4)(-20)= 136     ألف ل.س

) فهي نفॽʀ ʝʺة الȃʛح الʨاردة في الʙʳول  3أما الॽʁʺة الʺʨʱقعة عʙʻ العقʙة ( 
 :ȑاوʶوت  

E(3)= 50 ألف ل.س    

ــʙ الʺʨقــــف ــاً نʳــــʙ أن الॽʁʺــــة الʺʨʱقعــــة عʻــ  تʶــــاوȑ أكʰــــʛ الʁــــʦॽ الʺʨʱقعــــة a وخʱامــ
) ʙه في العقʻعة عʛفʱʺ3) و(2) و(1ال:ȑاوʶوت (  

E(a)= Max[174,136,50]= 174 

 ǽ ʥلʚȃي وʙــʰــي الʻʰت ʨهــ ʖاسʻʺار الʛن القʨȞ  1لa   ونʜــʵʺاء ؗامــل الʛــي شــʻعǽ ȑʚفــي    الــ
  . الʻʶة الأولى 

  



 564

  :تȖʻʮʠ الأسلʦب (الॺايȏʚ) على شʙʱة القʙارات

فʙʽ مـــʧ أǽــة معلʨمـــة  ɦــʶǽ (ʜـــايǼ) بʨقة أن أســلǼــاʶة الʛخــلال الفقـــ ʧــا مـــʻʤلاح ʙلقــ
جʙيʙة وʣʨȄفها في عʺلॽة اتʵاذ القʛار. وȄعʙʺʱ حʶاب الॽʁʺة الʺʨʱقعة للفــʛوع علــى الʨʱزȄــع 

عʻــʙ العقــθ  ʙلʶʴــاب الॽʁʺــة الʺʨʱقعــة لـــو   )ixθ/P(لــه بـــ نــاوهــʨ مــا رمθ   ʜالʡʛʷي اللاحȘ لـــ
  العلاقة:  نȘʰʢالʺʱʵلفة  

(32-14) ijij

n

1j
i x)x/(P)(E  



  

  :الآتيوسȘʰʢʻ ذلʥ على الʺʲال  

  ):14(  مʰال

 ʙــȄʛت Ȍفʻال ʧع ʖʽقʻʱة لل ʛؗض أن شʛفʻلʚــʵʱأن ت  ٍʛــʯب ʛل حفــʨاراً حــʛقــ ʙفــي أحــȐ 
الʺʻــاȘʡ, وعلʽهــا أǽʹــاً أن تقــʛر ॽɾʺــا إذا ؗــان مــʧ الʺفʽــʙ إجــʛاء اخॼʱــار زلʜالــي للʺʢʻقــة أم 

  :الآتॽةلا. وذلʥ ضʺʧ الʺعॽʢات  

 :الآتॽةإن نʳॽʱة الاخॼʱار الʜلʜالي ʧȞʺǽ أن تأخʚ أحʙ الʴالات   -1

  .1xنʛمʜ لها بـ   NSعʙم وجʨد بॽʻة مʻاسॼة -أ
 .2xونʛمʜ لها بـ   OSوجʨد بॽʻة مفʨʱحة   -ب

 .3xونʛمʜ لها بـ  CSوجʨد بॽʻة مغلقة   -ج

 :الآتॽةإن نʳॽʱة الʴفʧȞʺǽ ʛ أن تʨؔن تأخʚ أحʙ الʴالات   -2

  .1θالʨʸʴل على بʛʯ جاف ونʛمʜ لها Ǽالʛمʜ -أ
 .2θالʨʸʴل على بʛʯ رʖʡ ونʛمʜ لها Ǽالʛمʜ -ب

 .ॼʷ3θع ونʛمʜ لها Ǽالʛمʜمالʨʸʴل على بʛʯ   -ج

ــي  -3 ــائج الاخॼʱـــار الʜلʜالـ ــॽʡʛة لʱʻـ ــالات الʷـ ــائج ال Xإن الاحʱʺـ ــع نʱـ ــʧ مـ ــأخʨذة مـ ــʛ مـ ʴفـ
 :الآتيهي ؗʺا في الʙʳول  الʙراسات الʶاǼقة  

∑  3x  2x  1x ي لـʟʙʵع الȂزʦʯالx 
  الإخॺʯار  حالات

 ʙʭʮع الʦنθ  
1  0.1 0.3 0.6 )1P(x/θ  1جافθ 

1  0.3 0.4  0.3 )2P(x/θ  ʖʡ2رθ 

1  0.5 0.4 0.1 )3P(x/θ   عॼ3شθ 
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4-   ʛفʴة الʳॽʱʻة لॽالات الأولʺʱإن الاحθ :ا يليʺؗ ȑاوʶت 
3θ 2θ  1θ  θ:  

0.2 0.3 0.5  ):jP(θ 
5-   ȑاوʶالي تʜلʜار الॼʱاء الاخʛل.س.10000إن تؔلفة إج 

6-  ȑاوʶت ʛفʴاء الʛل.س.70000إن تؔلفة إج 

7-  ȑــاوʶǽ عॼــʷʺال ʛــʯʰال ʧــاتج عــʻح الȃʛار الــʙ270000إن مقــ  ʖــʡʛال ʛــʯʰال ʧل.س وعــ
  ȑاوʶǽ120000.افʳال ʛʯʰال ʧح مȃر ȑأ ʙجʨل.س, ولا ي 

  والʺʢلʨب:
ة حʨل إجʛاء الʴفʛ أم لا. -1 ʛؗʷاح للʛʱاق ʦǽʙتق  
ة ʷǼأن إجʛاء الاخॼʱار الʜلʜالي أم لا. -2 ʛؗʷاح للʛʱاق ʦǽʙتق 

 رسʦ شʛʳة القʛارات حʖʶ الʺعॽʢات الʶاǼقة. -3

 حʶاب الʦॽʁ الʺʨʱقعة عʙʻ ؗل عقʙة وذلʥ مع الاسʱفادة مʧ نʳॽʱة الاخॼʱار. -4

5- .ʛʯʰال ʛل حفʨح ʖاسʻʺار الʛالق ʙيʙʴت 

  الʴل:

الأرȃــاح Ǽعـــʡ ʙـــʛح صـــافي لاتʵــاذ قـــʛار حــʨل إجـــʛاء الʴفــʛ أم لا. نقـــʨم Ǽإعـــʙاد جــʙول  -1
  :الآتيفʸʴʻل على الʙʳول   θل.س مʧ ؗل الʴالات    )70000(الʴفʛ  تؔلفة  

  الʸॻɿة الʦʯʸقعة 
3θ  

 مॺʵع
2θ  

ʔʟر  
1θ  

  جاف
  θحالات

  الأفعال 
)=200001E(a 200000  50000  70000 -  ʛفʴاء الʛ1إجa 

)=02E(a  0  0  0  ʛفʴاء الʛم إجʙ2عa 

  الاحʱʺالات الأولॽة  0.5  0.3  0.2  1
 ʧقعــة لؔــل مــʨʱʺة الʺॽʁأم لا على ال ʛفʴاء الʛل إجʨار أولي حʛاذ قʵات ʙʻع ʙʺʱنع

  ʧʽيلʙʰ1الa  2وa :أن ʙʳن ʧʽʱʺॽʁال ʧʽاب هاتʶʴȃو  
E(a1) = (0.5)(-70000) + (0.3)(50000) + (0.2)(200000) =20000L.S 
E(a2) = (0.5).0 + (0.3).0 + (0.2).0 = 0 

  ȑر بـ أʙقǽ ًاʴȃر Șقʴʱس ʛفʴة الॽة  20000إن عʺل ʛؗــʷن الȂل.س علــى الأقــل, و
فادة  ʴاول أن تʳعــل هــʚا الــȃʛح أكʰــʛ مــا Ȟʺǽــʧ. وذلــʥ مــʧ خــلال تقلʽــل الʱؔــالʅॽ والاسـɦـ سـɦـ

ʖ نॽɺʨـــة الʯʰـــʛ الʺʴفـــʨر قʨم بʙراســـة  ،مـــʧ نʳॽʱـــة الاخॼʱـــار الʜلʜالـــي أو ʶǼــhـ ولـــʚلʥ فإنʻـــا ســ̒ـ
  ʧʽيلʙʰد الʨة مع وجʛʳʷ1الa  2وa.  
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  ʧ ولʱقــʦǽʙ اقʱــʛاح حــʨل إجــʛاء الاخॼʱــار الʜلʜالــي أم لا, نعʱʺــʙ علــى قاعــʙة (الفــʛق بــ̔ـ
  الʧʽʱʺॽʁ الʺʨʱقعʧʽʱ للأرȃاح في حالʱي الʱأكʙ وعʙم الʱأكʙ) والȑʚ نॼʶʴه مʧ العلاقة: 

)14-32 (    )a(EmaxXmax)(PD iiijij  

  ومʧ الʙʳول الʶابȘ نʙʳ أن:   

D = (0.5).0 + (0.3)(50000) + (0.2)(200000) – 20000 = 35000 L.S 

  ȑــاو ــ ــــي تʶـــ ــار الʜلʜالـــ ــا الاخॼʱـــــ ــ ــي يʨفʛهـــ ــ ــــات الʱـــ ــــي أن ॽʀʺـــــــة الʺعلʨمـــ وهـــــــʚا ǽعʻـــ
35000 ȑـــاوʶـــار تॼʱالاخ ʥـــا أن تؔلفـــة ذلـــʺȃـــي أنـــه  20000ل.س. وʻعǽ اʚفهـــ ,Ȍل.س فقـــ

هʻاك جʙوȐ حॽʁॽʁة لإجʛاء الاخॼʱار. ومــع ذلــʥ ســʙʻرس الʷــʛʳة مــع وجــʨد الʰــʙيلʧʽ (إجــʛاء 
  الاخॼʱار وعʙم إجʛاء الاخॼʱار).

  لʛسʦ شʛʳة القʛارات وفȘ الʺعॽʢات الʶاǼقة نقʨم بॽʤʻʱʺها ؗʺا يلي: -2

  
) ʤل رقȜʵ4 -14ال (  



 567

ــʙيʻا  -3 ــه لـ ــȎ أنـ ــايʜ) نلاحـ ــلʨب (Ǽـ ــة حʶـــʖ أسـ ــʙ الʺʱʵلفـ ــʙ العقـ ــة عʻـ ــʦॽ الʺʨʱقعـ ــاب الʁـ لʶʴـ
, بʻʽʺــا نʴــʴǼ ʧاجــة إلــى الʨʱزȄعــات الاحʱʺالॽــة /5θP(x(الʨʱزȄعات الاحʱʺالॽة الॽʡʛʷة  

 الʱي تʙخل في حʶاب الʦॽʁ الʺʨʱقعة عʙʻ العقʙ الʺʱʵلفة.  P(θ/xi)الʡʛʷي  

ة  )ix/jθP(ومــʧ أجــل حʶــاب الاحʱʺــالات  ʛؗʱــʷʺــالات الʺʱــاب الاحʶʴǼ ًم أولاʨنقــ
P(xi , θj) :خلال العلاقة ʧم ʥوذل  

P(xi,θj)=P(θj).p(xi/θj) 

  ʶǽاوȄان مايلي:  P(x/θ)و  P(θ)وȃʺا أن 
 3x 2x 1x )jθP(x/   )jθP( θ  
1 0,1 0,3 0,6 )1θP(x/    0,5 1  

1 0,3 0,4 0,3 )2θP(x/   0,3 2  
1 0,5 0,4 0,1 )3θP(x/   0,2 3  
        1   

  ʧم ʛʸʻقابلة لؔل عʱʺاءات الʙʳال ʚأخȃو)jθP(  في  ʧمــ ʛʢســ)jθP(x/  ــلʸʴن
ة الʺعʛوضة في الʙʳول   ʛؗʱʷʺالات الʺʱالآتيعلى الاح:  

)jθP( 3x 2x 1x 
X 

θ 

)=iθ,iP(x 
0.5  0.05  0.15  0.30  1θ  
0.3  0.09  0.12  0.09  2θ 

0.2  0.10  0.08  0.02  3θ 

1  0.24  0.35  0.41  )iP(x 

  وهx  :ʨومʧ الʛʢʶ الأخʛʽ في الʙʳول الʶابȘ نʸʴل الʨʱزȄع الʺʻفʛد لـ 
3X 2x 1x x: 

0,24 0,35 0,41 ):iP(x 

  مʧ العلاقة: θوʚȃلʻʻȞʺǽ ʥا حʶاب الاحʱʺالات الॽʡʛʷة اللاحقة لـ  
)jθ,iP(x 

)=i/xjθP(  
)iP(x  

  فʺʲلاً نʙʳ أن:
  

0.22 =  0.09  =  )1θ, 1P(x  )=1/x1θP( 
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0.41  )1P(x 
 

0.73 =  0.30  =  )2θ, 1P(x  )=1/x2θP( 
0.41  )1P(x 

 

0.05 =  0.02  =  )3θ, 1P(x  )=1/x3θP( 
0.41  )1P(x 

ـــ  ــة لـ ــاǼات نʸʴـــل علـــى الʨʱزȄعـــات الʷـــॽʡʛة اللاحقـ حʶـــθ  ʖوʱʺȃاǼعـــة تلـــʥ الʶʴـ
  وهي الʺعʛوضة Ǽالʙʳول الʱالي: Xحالات  

3x 2x 1x 
X 

θ 
)=i/xjθP(  0.21  0.43  0.73  1θ  

0.37  0.34  0.22  2θ  
0.42  0.23  0.05  3θ  

  الʺʨʺʳع     1  1  1

ولقــʙ قʺʻــا بʨضــع هــʚه الاحʱʺــالات علــى شــʛʳة القــʛارات مــʧ أجــل تʶــهʽل حʶــاǼات 
  ) تʶاوȑ:2الʦॽʁ الʺʨʱقعة. وʻȃاء على ذلʥ نʙʳ أن الॽʁʺة الʺʨʱقعة عʙʻ العقʙة (

j1j v).x/(P)x(E    
        

30100)2(E

20000005.05000022.07000073.0)2(E




  

  ) تʶاوȑ:3ن الॽʁʺة الʺʨʱقعة عʙʻ العقʙة (وأ

E(3)=(0.43)(-70000)+(0.34)(50000)+(0.23)(200000)= 

E(3)=32900 

  ) تʶاوȑ:4ن الॽʁʺة الʺʨʱقعة عʙʻ العقʙة (وأ

E(4)=(0.21)(-70000)+(0.37)(50000)+(0.42)(200000)= 

E(4)=87800  

  ) تʶاوȑ:5ن الॽʁʺة الʺʨʱقعة عʙʻ العقʙة (وأ

E(5)=(0.5)(-70000)+(0.3)(50000)+(0.2)(200000)= 

E(5)=20000  

  نʙʳ أن: ]e[و  ]d[و ]c[و  ]b[ولʶʴاب الʦॽʁ الʺʨʱقعة عʙʻ الʺʨاقف  
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E(b)=Max [-30100,0]=0 

E(c)=Max [32900,0]=32900 

E(d)=Max [87900,0]=87900 

E(e)=Max [20000,0]=20000  

ʙالعق ʙʻقعة عʨʱʺة الʺॽʁأن ال ʙʳن ʥلʚȃ1(  ة و:ȑاوʶت (  

E(1)=(0.41).0+(0.36)(32900)+(0.42)(87900)=32500 

ــʙ الʺʨقــف  ʻقعــة عʨʱʺــة الʺॽʁأن ال ʙــʳاً نʛــʽوأخ]a[  اءʛف تؔلفــة إجــʚحــ ʙعــǼ ȑــاوʶت
  ما يلي:  E(1)) مʧ 10000الاخॼʱار (

E(a)=Max [(32500-10000),20000]=225000 

وȃـــالعʨدة إلـــى الʺʶـــار الـــȑʚ اتॼعʻـــاه عـــʧ إجـــʛاء الʶʴـــاǼات الʛʱاجॽɻـــة نلاحـــȎ أن   - 4
ــاǼع   الفـــʛع الـــȑʚ يʰـــʙأ Ǽـــإجʛاء الاخॼʱـــار هـــʨ الʰـــʙيل الʺʻاســـʖ. وȃعـــʙه Ȟʺǽـــʧ أن نʱـ

ــة الʴفــʛ إذا ؗــان نــʨع الʯʰــʛ رॼʡــاً أو مʷــॼعاً  ॽإذا ؗــان    ، عʺل ʛفــʴع الǼــاʱوأن لا ن
  الʛʯʰ جافاً, ولقʙ أشʛنا على الفʛوع غʛʽ الʺʛغȃʨة Ǽإشارة //. 
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  تمرينات 
 

  :الآتॽةلʻفʛʱض أنه لʙيʻا جʙول الأرȃاح للʴالات والأفعال  -1

5θ  4θ  3θ  2θ  1θ  
  الʲالات 

  الأفعال 
0  200  40  160  100-  1a 

100  40  140  80  60  2a 

80  20  60-  60  20  3a 

400  40-  140-  100-  20-  4a 

0.20  0.12  0.50  0.10  0.08  )jθP( 

  والʺʢلʨب:
 حʶاب الʦॽʁ الʺʨʱقعة لؔل بʙيل وتʙʴيʙ القʛار الʺʻاسʖ. -أ

Ǽفـــʛض أن الاحʱʺـــالات غʽـــʛ مʨجـــʨدة ॽؗـــȞʺǽ ʅـــʧ أن تʴـــʙد القـــʛار الʺʻاســـʖ  -ب
.ʥعة في ذلॼʱʺال ʙاعʨماً القʙʵʱʶم 

 :الآتॽةلʧؔʱ لʙيʻا مʸفʨفة الأرȃاح   -2

3θ  2θ 1θ  
  الʲالة 

  الʗʮيل 
280  280  250  1a 

220  270  260  2a 

200  230  290  3a 

  والʺʢلʨب:
ــاً للقʨاعـــــʙ الʱالॽـــــة: قاعـــــʙة لابـــــلاس  قاعـــــʙة أكʰـــــʛ  -تʙʴيـــــʙ الʰـــــʙيل الʺʻاســـــॼʡ ʖقـــ

  .α=0.65قاعʙة هʨرتʜʽ علʺاً Ǽأن    -قاعʙة أكʛʰ الॼؔار  -الʸغار
  ما هʨ الʙʰيل الʺʻاسʖ إذا ؗانʗ الاحʱʺالات الʺقابلة:

)=0.152θ)=0.6       P(1θP(  
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ــʙائل  -3 ʰال ʖــʶــاح حȃفة الأرʨــفʸــأن م Ǽ ًوع مــا علʺــاʛــʷار لإقامــة مʛــاذ قــʵــاج إلــى اتʱʴن
 :الآتॽةوالʴالات الʺʺʻȞة ؗʺا في الʙʳول  

3θ  2θ  1θ  
  الʲالة الॻɹॻʮʠة 

  الʗʮيل 

220  100-  199-  1a 

166  166-  130  2a 

150-  60-  250  3a 

190  120-  100-  4a 

250  60-  166-  5a 

0.25  0.45  0.30  )jθP( 

  والʺʢلʨب:
  رسʦ شʛʳة القʛارات لهʚه القʹॽة. -أ
  اتʵاذ قʛار مʧ الʙʰائل الʝʺʵ الʺʨʱفʛة ॼʡقاً لاحʱʺال حʙوث ؗل مʻها. -ب

4-  ʖصـــاح ʙـــȄʛار يʺʲ أرض أن ʶʴǽـــʦ مʨقفـــه مـــʧ العقـــʙ الʺʨقـــع مـــع أحـــʙ الʺـــʜارعʧʽ لاســɦـ
 أرض زراॽɺة علʺاً Ǽأن لǽʙه الʙʰيلات:

  أن ʙʳǽد العقʙ له وʛʺʱʶȄ في اسʲʱʺار الأرض الʜراॽɺة. -أ

ʛʺʲ مʰلــغ  -ب ل.س تعــʠȄʨ علʺــاً Ǽأنــه إذا  400أن يلغــى العقــʙ وȄأخــʚ مــʧ الʺʶـɦـ
ــغ  ــʙفع مʰلـ ــʛʢ لـ ــه مʹـ ʺʛار فإنـ ـɦـ ــى الاسـ ــȘ علـ ــʛ 550وافـ ــʛ بʯـ ــف ل.س لʴفـ ألـ
  :الآتॽةللʨʸʴل على الʺॽاه وهʻا تʤهʛ أمامه الʴالات  
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  عʙم حʨʸله على ماء وعʙʻها ʛʶʵǽ ؗامل الʺʰلغ. -
 -   ȃل على ماء فإن أرʸاً أو أما إذا حʨن الʺاء حلʨؗ على ʙʺʱاً.  احه تعʴمال  

ʺʱʽه:يʧʽʰ احʱʺالات الʴ  الآتيوالʙʳول     ʨʸل على الʺاء حʖʶ نʨعʱʽه وؗ
  حالات الॻʮʠعة   الاحʸʯال   0.60مॻاه ʙʻʰؕة    0.40مॻاه قلʻلة 

  لا يʨجʙ ماء  0.25  55000خʶارة   550000خʶارة 
  ماء مالح  0.25  1200000  800000
1300000  1800000  0.20  ʨماء حل  

  والʺʢلʨب:

  رسʦ شʛʳة القʛارات الʱي تʺʲل هʚه الʴالة.

  الʘʴॼ عʧ القʛار الʶلʦॽ الʧȞʺǽ ȑʚ أن يʚʵʱه صاحʖ الأرض.



  
  
  
  
  
  

) ʤول رقʗ6-14ج( :  (ʚȂروʦه) ةʗح وقاعȁʙفة الʦفʶم 

iii Z7.0Y3.0H  iji XMinZ   iji XMaxY  
3  2  1  

  حالات الॻʮʠعة 

  الʗʮائل والأفعال 

190400*7.0300*3.0H i  100  300  300  200  100  1a 

30)300(*7.0600*3.0H 2  300-  600  600  150  -300  2a 

211130*7.0400*3.0H 3   130  400  400  200  130  3a 

202160*7.0300*3.0H 4   160  300  200  300  160  4a 
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  الفصل الخامس عشر
  Simulationالمحاكاة 

 

I - :مقدمة وتعاريف  
ــʙ مـــʧ فـــʛوع ʴǼـــʨث العʺلॽـــات  ــاǼقة, أن العʙيـ ــا مـــʧ خـــلال الفʸـــʨل الʶـ لقـــʙ لاحʻʤـ

ــات  ــى الʨʱزȄعـ ــʙ علـ ــةتعʱʺـ ــʨائॽة الاحʱʺالॽـ ــʨلات عʷـ ــʺʧ مʴʱـ ــا تʱʹـ ــائʧ , لأنهـ ــʙد الȃʜـ ــل: عـ مʲـ
الʺʨʱاجʙيʧ في الʤʻام أو الʸف, مʙة الانʤʱار في الʤʻام أو الʸف, إمȞانॽة حــʙوث حالــة 

العʺــل فــي الʺʷــʛوع خــلال مــʙة القــʛارات, إمȞانॽــة إنهــاء  اتʵــاذمــا مــʧ حــالات الॽʰʢعــة فــي 
ــادǽة  ــ ــʛات الاقʸʱـــ ــ ــȄʛȞة, تغʽـــــــʛات الʺʕشـــ ــ ــʛات الأحـــــــʙاث فـــــــي الʺعـــــــارك العʶـــ ــ ــــة وتغʽـــ معʻʽـــ
ʽʲـــʛ غʛʽهـــا تʱʴـــاج إلـــى إʳǽـــاد حلـــʨل مʶـــॼقة لهـــا  الʺʱʵلفـــة...الخ, وȃʺـــا أن هـــʚه الʺʶـــائل وؗ
ــʺى Ǽالʺʴاكـــــاة  ــة تʶـــ ــة عʺلॽـــ ــى Ȅʛʡقـــ ــأ إلـــ ــا نلʳـــ ــا, فإنʻـــ ــل فʽهـــ ــʛʽ العʺـــ ــʖ لʶـــ ــʛاء تȄʛʳـــ وȂجـــ

  (الʺʹاهاة), وتعʛف Ǽʺا يلي:

  الʲʸاكاة:

ʙʵام  هي عʺلॽة بʻاء واخॽʱار وتʷغʽل نʺاذج تʴــاكي ʣــʨاهʛ أو أنʤʺــة معقــʙة Ǽاسـɦـ
 ʙــات, ولقــॽث العʺلʨــʴॼــي لʰȄʛʳʱع الʛالفــ ʛــʰʱاكــاة تعʴʺفــإن ال ʥلʚــ نʺــاذج رȄاضــॽة مʴــʙدة, ل

 ʗʴॼأصــ ʖʽالأســال Ȑʨأقــ ʧمــ ʖ فــي معالʳــة الʺʶــائل الإدارȄــة وخاصــة Ǽعــʙ تʢــʨر الʨʴاسـ̔ـ
  فʽها وتʨسع قʙرات الʧȄʜʵʱ في ذواكʛها.وتʜايʙ سʛعة الʺعالʳة  وازدǽاد  

 مــʧ الʺʶــائلن الʺʴاكــاة أصــʗʴॼ الأداة العʸــȄʛة لʴــل الʽʲؔــʛ إوȃاخʸʱــار نقــʨل 
الʺعقــʙة, وʢʱȄلــʖ وضــع نʺــʨذج لʺʴاكــاة ʣــاهʛة أو نʤــام مــا أن يــʦʱ وضــع فʛضــॽات دॽʀقــة 

تعابʛʽ رȄاضॽة أو مॽʁʢʻة تȌȃʛ عʻاصــʛ ومʨȞنــات الʤʻــام   بʨساʡةلعʺل الʤʻام وصॽاغʱها  
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ʠعॼعʹها بــǼ اتʛشــʕل مȞها علــى شــʱاغॽقهــا وصــॽʁʴفــي ت ʖغــʛــي يʱاف الʙالأهــ ʙيــʙʴوت ,
 ʧة مـــʛـــʱات لفॽضـــʛه الفʚهـــ Șالعʺـــل وفـــǼ اكـــاةʴʺذج الʨـــʺʻـــʺاح لʶال ʦʱيـــ ʦـــة, ثـــॽɺʨـــة أو نॽʺك
ʛʵجة ومقارنʱهــا مــع الأهــʙاف الʺʢلȃʨــة, لإجــʛاء  الــʜمʧ, وȃعــʙها يــॽʀ ʦʱــاس الʺʕشــʛات الʺʶـɦـ

.ʛى الأمʹʱيلات اللازمة إذا اقʙعʱال  

  :الآتيوʧȞʺȄ تʺʽʲل الȞʷل العام لʨʺʻذج الʺʴاكاة على الȞʷل  

  
) ʤل رقȜʵاكاة  ):1-15الʲʸذج الʦʸن  

  :خʦʠات بʹاء وعʸل نʦʸذج الʲʸاكاة

  Ǽʺا يلي:  هالʸʵنو 

 تʙʴيʙ عʻاصʛ ومʨȞنات الʤʻام الʺʛاد مʴاكاته, وتʙʴيʙ أهʙاف العʺل ॽɾه. -1

 تعابʛʽ رȄاضॽة أو مॽʁʢʻة مʙʴدة.  بʨساʡةوضع فʛضॽات للʨʺʻذج وصॽاغʱها   -2

 تʙʴيʙ العلاقات بʧʽ عʻاصʛ الʤʻام والʱعʛʽʰ عʻها رȄاضॽاً أو مॽʁʢʻاً. -3

 تʙʴيʙ الʺʕشʛات الʺʢلʨب ॽʀاسها والʺʕشʛات الʺʢلʨب جʺع الॽʰانات عʻها. -4

ــة  -5 ــاة الʺعʛوفـ ــȐʙ لغـــات الʺʴاكـ ʙʵام إحـ ــʨذج Ǽالʴاســـʖ أو اســɦـ ــامج عʺـــل الʻʺـ ــʙاد بʛنـ إعـ
 وغʛʽها.  Dynamo, Simula, Mad, Gpss..…حʱى الآن مʲل:  

مــʧ الــʜمʧ لʺعʛفــة مــȐʙ مʴاكــاة الʻʺــʨذج للʤʻــام قʸــʛʽة تʷــغʽل بʛنــامج الʺʴاكــاة لفʱــʛة  -6
), ونعʽــʙ 2الأساســي أو فــي حالــة عــʙم تʢــابȘ الʻʺــʨذج مــع الʤʻــام نعــʨد إلــى الʢʵــʨة (

.ʙيʙج ʧاه مʻفي ؗل ما فعل ʛʤʻال 

 للʱأكʙ مʧ صلاحॽة الʨʺʻذج.تʷغʽل نʺʨذج الʺʴاكاة لفʛʱة زمॽʻة Ȅʨʡلة   -7

  الʹʢام 
SYSTEM 

  الʙʳʸجات 
OUTPU

  

هل تʯفȖ مع 
 الأهʗاف؟ 

ʤنع 

Yes 

 للʯعʗيل والʯغǻʘة 

  الʗʸخلات 
INPUT 
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 واسʵʱلاص الʱʻائج الʺʺʻȞة.تʴلʽل نʱائج الʺʴاكاة   -8

  الʗʮʸأ الȏʘ تعʗʸʯ علॻه الʲʸاكاة:

ــʨائॽة الʵاضـــعة   ــام العʷـ ــʧ الأرقـ ــة مـ ــʙ سلʶـــلة Ȅʨʡلـ ــى تʨلʽـ ــʙ الʺʴاكـــاة علـ تعʱʺـ
], ثـــʦ تȄʨʴـــل هـــʚه الأرقـــام إلـــى مʴʱـــʨلات  1,0للʨʱزȄـــع الاحʱʺـــالي الʺʻـــʦʤʱ فـــي الʺʳـــال [ 

ــه,   ــʛاد مʴاكاتـ ــه الʤʻـــام الʺـ ــǽ ȑʚعʺـــل Ǽـ ــع لقـــانʨن الʨʱزȄـــع الاحʱʺـــالي الـ ــʨائॽة تʵʹـ عʷـ
وȃعʙها ॽʀاس الʺʕشʛات ومعʛفة مȐʙ مʢاǼقʱها مــع الأهــʙاف الʺʨضــʨعة, وȃــʚلʥ تؔــʨن  

  قʙ تʺʗ الʺʴاكاة. 

  وهʻا لا بʙ أن نʺʜʽ بʧʽ نʨعʧʽ مʧ الʺʨʴʱلات العʨʷائॽة هʺا:

 الʺʨʴʱلات العʨʷائॽة الʺʻقʢعة: -1

ʦʤ أو الʨʱزȄــع الʻʲــائي أو  ɦــʻʺــع الȄزʨʱــل الʲعــة مʢقʻــة م ॽالʺʱعــات احȄزʨʱــع لʹʵوهــي ت
 ʨــ ــع فـ ــع الهʙʻســـي أو الʨʱزȄـ ــة  ق تʨزȄـــع بʨاســـʨن أو الʨʱزȄـ ــي ..... الـــخ, وȂن عʺلॽـ الهʙʻسـ

مʴاكاة هʚه الʺʨʴʱلات تʶʺى Ǽالʺʴاكاة الʺʻقʢعــة, وخʽــʛ مʲــال علʽهــا عــʙد الȃʜــائʧ فــي 
  الʸف أو غʛʽه.

 الʺʨʴʱلات العʨʷائॽة الʺʛʺʱʶة:   -2

ــع   ــي تʵʹـ ــي أو  وهـ ــع الأسـ ʦʤ أو الʨʱزȄـ ـɦـ ــع الʺʻـ ــل: الʨʱزȄـ ʺʛة مʲـ ـɦـ ــة مʶـ ــات احʱʺالॽـ لʨʱزȄعـ
ʨديʗʻ أو   الʨʱزȄع الॽʰʢعي أو تʨزȄع بʱʽا أو تʨزȄع غاما أو تʨزȄــع ؗــاȑ مȃʛــع أو تʨزȄــع سـɦـ

 تʨزȄع إيʛلʻغ أو تʨزȄع ʛʷॽɾ ...الخ. 

 ʥلʚاكــاة لــʴʺمة فــي الʙʵʱʶʺة الॽالʺʱعات الاحȄزʨʱال ʦأه ʛʰʱعǽ ʦʤʱʻʺع الȄزʨʱا أن الʺȃو
.ʛʺʱʶʺع والʢقʻʺال ʧʽلʨʴʱʺاصه للʨخ ʠعȃفه وȄʛض تعʛعʱʶʻا سʻفإن  

 الʨʱزȄع الʺʦʤʱʻ لʺʨʴʱل عʨʷائي مʻقʢع:    -أ

مʴʱــــʨل عʷــــʨائي مʻقʢــــع, وȂن عــــʙد الʴــــالات أو الʁــــʦॽ الʱــــي  xلʻفʱــــʛض أن 
 ȑــاوʶǽ هاʚأخــǽ أن ʧــȞʺǽn  :ــة ؗʺــا يلــيॼتʛحالــة مn, ……, x3, x2, x1x 
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ــانʨن  ــإن قـ ــʥ فـ ــاء علـــى ذلـ ــاوȄة, وʻȃـ ــʚه الʴـــالات Ǽاحʱʺـــالات مʶʱـ ــʚ هـ ــه ǽأخـ وȂنـ
  تʨزȄعه الاحʱʺالي ǽعʢى Ǽالعلاقة:

)15-1 (  ni   
n

1
PxxP ii   

  وʖʱȞȄ أǽʹاً على شȞل مفʸل ؗʺا يلي:
xn  ............  x3 x2 x1 X : 

n

1   ............  
n

1  
n

1  
n

1  : iP 

  :الآتيوهʨ يʛسʦ الȞʷل الॽʰاني  

  
  الʦʯزȂع الʤʢʯʹʸ الʯʸقʠع :)2-15(الȜʵل 

  ʶǽاوsP(x<x   :ȑ(وȂن تاǼع الʨʱزȄع الاحʱʺالي الʛʱاكʺي الǽ ȑʚعʛʰ عʧ الاحʱʺال  

)15-2 (  



s

1i
ss n

s

n

1
)xx(P)x(F  

  :الآتيوهʨ يʛسʦ الȞʷل الॽʰاني  
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  تاǺع الʦʯزȂع الʤʢʯʹʸ ):3-15الȜʵل (

  ومʧ خʸائʟ هʚا الʨʱزȄع أنه:

 



1P

1P0

i

i  

:ȑاوʶǽ اضيȄʛقعه الʨن تȂو  

   xx
n

1
xp)x(E iii  

:ȑاوʶǽ هʻايॼن تȂو  

    22

i
2

ii xx
n

1
)x.x(P)xvar(  

 xوȂن أفʹــل مʲــال علــى هــʚا الʨʱزȄــع هــʨ تʨزȄــع نʳॽʱــة حʳــʛ الʻــʛد حʽــʘ نʳــʙ أن 
:ʦॽʁال ʚأخǽ  
6  5  4  3  2  1  x: 

6

1  
6

1  
6

1  
6

1  
6

1  
6

1  :ip 
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] وȄعــʛف Ǽالعلاقــة a,bفي مʳــال [ xالʨʱزȄع الʺʦʤʱʻ لʺʨʴʱل عʨʷائي مʛʺʱʶ   -ب
  ة:الآتॽالʺʛʺʱʶة  

)15-3 (  bxa:for:
ab

1
)x(f 


  

  :الآتيوهʨ يʛسʦ الȞʷل الॽʰاني  

  
  ) 4-15الȜʵل (

  ʶǽاوF(x)  :ȑوȂن تاǼع الʨʱزȄع الʛʱاكʺي لهʚه الʨʱزȄع  

   

 
ab

ax
x

ab

1

dx
ab

1
dx)x(fxxPxF

sx

a

x

a

x

a
ss

s

s s










  

  

)15-4 (  bxa:
ab

ax
)x(F s

s
s 




  

  :الآتيوهʨ يʛسʦ الȞʷل الॽʰاني  
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  ) 5-15الȜʵل (

  ʟائʸخ ʦأه ʧأن:وم ʨع هȄزʨʱا الʚه  

 
b

a

1dx)x(f)b(F  

:ȑاوʶǽ اضيȄʛقعه الʨن تȂو  

  













b

a

b

a

2

2

x

ab

1
xdx

ab

1
dx)x(fx)x(E  

)15-5 (  
2

)ab(

2

ab

ab

1
)x(E

22 





  

:ȑاوʶǽ هʻايॼهان على أن تʛʰال ʧȞʺȄو  

)15-6 (     





b

a

2
2

12

ab
dx)x(fxx)xvar(  

  : الآتي ولʨʱضॽح ॽɿॽؗة اسʙʵʱام هʚيʧ الʨʱزȄعʧʽ في عʺلॽات الʺʴاكاة نأخʚ الʺʲال  

  ):1(مʰال  

ة لȘȄʨʶʱ الʺعʛȞونة تقــʨم بʜʱوȄــʙ وؗلائهــا فــي اللاذॽʀــة وجʰلــة   ʛؗض أن شʛʱفʻل
وʡʛʡــʨس Ǽʺــا ʢǽلʨʰنــه مــʧ تلــʥ الʺــادة, فــإذا علʺــʗ أنــه Ǽعــʙ إجــʛاء الʙراســة علــى فʱــʛة  

قʛت علــى مــايلي:   فــي اللاذॽʀــة,    Ȅʨʡ0.50لة تʧʽʰ أن نʶــॼة الʢلــʖ فــي هــʚه الʺــʙن اسـɦـ
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ʻات    10فــي ʡʛʡــʨس, مــʧ إجʺــالي الʶʱــȘȄʨ الــǽ ȑʚقــʙر بـــ    0.30في جʰلة,    0.20 شـɹـ
ʻة ؗـــل ثلاثـــة أǽـــام, فॽؔـــȞʺǽ ʅـــʧ تـــأمʧʽ الؔʺॽـــات الʺʢلȃʨـــة إلـــى  شـــهȄʛاً   أǼ ȑʺعـــʙل شــɹـ

  هʕلاء الʨؗلاء؟. 

  الʴل:

 ʧʽــأمʱم بʨق ɦة ســ ʛؗــʷــأن الǼ الʕــʶا الʚعلــى هــ ʖــʽʳǽ أن ȏللقــار ʧــȞʺǽ ــةǽاʙʰفــي ال
هʦ حʶــʖ الʴاجــة, ولؔــȄʛʡ ʧقــة الʺʴاكــاة  لاء وȂرســالها فــʨراً إلـ̔ـ ʨؗــات الــॼلʡ ʖــʶــات حॽʺؔال
ة بʨʱلʽــʙ أرقــام عʷــʨائॽة مʤʱʻʺــة ثــʦ تȄʨʴلهــا إلــى  ʛؗــʷم الʨأن تقــ ʨوهــ ʛاً آخــȃʨأســل ʙʺʱع سـɦـ

ȃالʺادة و ʥعلى تل ʖلʢالي للʺʱع الاحȄزʨʱن الʨالآتيقان  ʥــائج تلــʱن ʖــʶات حʻ إرسال الʷـɹـ
  الʺʴاكاة.

  0ولʨʱلʽــʙ أرقــام عʷــʨائॽة نأخــʚ أحــʙ عʳــلات الʛهــان (الॽانʸــʖʽ) والʺʛقʺــة Ǽالأرقــام  
ونʶــʳل الــʛقʦ العʷــʨائي الــʤǽ ȑʚهــʛ علــى  , وفــي صــॼاح ؗــل ثلاثــة أǽــام نــʙيʛ العʳلــة  9إلــى  

x    ʦʤالʷاشــة, وهــʨ نʳॽʱــة مʴʱــʨل   ʦʤ, وحʱــى نʴــʨل ذلــʥ الʺʴʱــʨل الʺʻـɦـ خاضــع للʨʱزȄــع الʺʻـɦـ
الʺــʨؗʚرة نقــʨم بȄʨʴʱلــه إلــى مʴʱــʨل خاضــع للʨʱزȄــع    الʺــادة إلــى مʴʱــʨل ʴǽــاكي الʢلــʖ علــى  

لاء  ʨؗالــ ʙــʻع ʖلــʢي لل ــʚلʥ نقــʨم    0.3ثــʦ    0.2ثــʦ    0.5والــʶǽ ȑʚــاوȑ    ، الʶʻـhـ علــى الʛʱتʽــʖ, ل
لاء وفȘ  ت بʨضع نʺʨذج لʺʴاكاة ذلʥ الʨʱزȄع و  ʨؗات إلى الʻʴʷه الॽجʨ الآتي :  

  الاحʸʯال الʸقابل   القʙار اللازم إتʳاذه   الʹʱॻʯة على عʱلة الʙهان 
 ʧأقل م ʦقʛة   5إذا ؗان الॽʀة إلى اللاذʻʴʷجه الʨا نʻ0.5  فإن  

  0.2  فإنʻا نʨجه الʻʴʷة إلى جʰلة   6أو   5إذا ؗان الʛقʦ مʶاوȄاً لـ 
  0.3  فإنʻا نʨجه الʻʴʷة إلى ʨʡʛʡس   9 أو   8أو    7إذا ؗان الʛقʦ مʶاوȄاً لـ  

وʚȃلʥ نʙʳ أن هــʚه اللॼɻــة الʶॼــʢॽة تʷــȞل مʴاكــاة لعʺلॽــة الʶʱــȘȄʨ وتʶــاعʙنا علــى 
.ʛʽʸأو تق ʜʽʴدون ت ȘȄʨʶʱارات الʛاذ قʵإت  
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II - ة للتوزيــع المنــتظم توليد الأرقام العشــوائية الخاضــع
ــال  ــي المجـ ــة ]0, 1[فـ ــب طريقـ  -Monte (حسـ

Carlo(: 
ʦʤ مــʧ الأرقــام العʷــʨائॽة  ʧȞʺǽ الʨʸʴل على سلʶلة   الʵاضــعة لهــʚا الʨʱزȄــع الʺʻـɦـ

ــام العʷــʨائॽة الʺلʴقــة  ــار تلــʥ الأرقــام مــʧ جــʙاول الأرق ॽʱاخ ʦʱــȄه, وʛــʽــاب أو غʱؔا الʚفــي هــ
 ʖاتــʛم ʝخʺــ ʚحــة وأخــʨʱة الʺفʴــفʸال ʧــان مــȞم ȑعلــى أ ʦضــع رأس القلــʨب ʥاً وذلــॽائʨʷع

ʧ الفاصــلة العʷــȄʛة (أȑ بʱقʶــॽʺها علــى  ) ونʷــʛʽ إلــى 10000لؔــل رقــʦ ووضــعها علــى ǽʺـ̔ـ
  ].0, 1أن تلʥ الʙʳاول مʙروسة ومʛʰʱʵة وهي خاضعة للʨʱزȄع الʺʦʤʱʻ في الʺʳال [

الʵاضع للʨʱزȄــع الʺʻــʦʤʱ  الʺʛʺʱʶ و هʨ الʺʨʴʱل العʨʷائي    RوȂذا افʛʱضʻا أن  
ʺʛ الʺعــʛف علــى الʺʳــال [  ــǽ ȑʚعــʛف حʶــʖ العلاقــة ( 0,  1الʺʶـɦـ ) الʶــاǼقة  3- 15] وال

  ة: الآتǼ ॽالعلاقة  
)15-6a (   1R0     ʘʽح f(R)=1     

  :الآتيوهǽ ʨأخʚ الȞʷل  

  
  الʦʯزȂع الʤʢʯʹʸ  ):6-15الȜʵل (
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  ʶǽاوF(R)  :ȑوȂن تاǼع الʨʱزȄع الʛʱاكʺي لهʚا الʨʱزȄع والȑʚ سʛʻمʜ له بـ  

)15-6b (    
0 0R

0

R

0
000 RdR1dR)R(f)R(F)RR(P  

  :الآتيوهǽ ʨأخʚ الȞʷل  

  
  تاǺع الʦʯزȂع الȜʵ15-7(: ʤʢʯʹʸل (ال

  أǽʹاً. ǽ0Rقابل ॽʀʺة لʱاǼع الʨʱزȄع تʶاو0R   ȑأȑ أن ؗل عʙد عʨʷائي  

 ʛــʰʱة تعॽائʨʷاول الأرقام العʙج ʧة مʺʤʱʻʺة الॽائʨʷار الأرقام العॽʱة اخॽعʺل ʧؔول
ــʙاً, ل ـــ ــʛة جـ ــة ʽʰؗـ ــام الʺʢلȃʨـ ــلة الأرقـ ــة إذا ؗانـــʗ سلʶـ ــة, وخاصـ ــة ومȞلفـ ــة ʯʽʢǼـ ــʦʱ عʺلॽـ ʚلʥ يـ

ʙʵام علاقــات رȄاضــॽة   اللʨʳء إلى تʨلʙʽ أرقام  شॼه عʨʷائॽة Ǽاتॼــاع ʛʡائــȘ اصــʻʢاॽɺة وȃاسـɦـ
) ȘائʛʢǼ ىʺʶوأهʺها العلاقات  مخاصة ت (ʨي ؗارلʱنʨॽة:الآت  

 نʸॻان):أسلʦب مʦʯسȊ الॻȁʙʯع (لـ فʦن  -1

ومʕلــف مــʧ أرȃــع مʛاتــ0R  ʖرقــʦ عʷــʨائي ʶؗــȑʛ وȄعʱʺــʙ هــʚا الأســلʨب علــى اخॽʱــار 
  0R(ʶǽــʺى الʰـــʚرة) ولا ʴǽـــȑʨ الʸـــفʛ فـــي أȑ مـــʧ مʛاتॼــه, ثـــʦ نقـــʨم بॽȃʛʱـــع ذلـــʥ العـــʙد 

عʛʰʱهــا نʹــعها ʶؗــʛاً جʙيــʙاً و ثــʦ نʱʵــار الأرقــام الأرȃعــة الʨســʢى مــʧ الʳــʜء الʶؔــȑʛ نو 
ونʱʵــار الأرقــام الأرȃعــة  1RولʺʱاǼعة العʺل نقــʨم مــʧ جʙيــʙ بॽȃʛʱــع  ،1Rالʛقʦ العʨʷائي  
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 ȑʛــ ــʜء الʶؔــ ــʧ الʳــ ــʨائي نو  ،الʨســــʢى مــ ــʛقʦ العʷــ ــا الــ ــʙاً ونعʛʰʱهــ ــʛاً جʙيــ ــعها ʶؗــ  2Rʹــ
  ....الخ.

  ʱي تعʛʰ عʧ هʚا الأسلʨب ؗʺا يلي:وʻʻȞʺȄا ʱؗاǼة العلاقة ال
)15-7 (    ,.......2,1,0:iRMidR 2

i1i   

 ʜمʛت ʘʽحMid   ʧى مʢسʨع الȃالأر ʖاتʛʺ2إلى ال
iR.  

ʻʰا  ʺʲـــال علـــى ذلـــʥ لʻفـــʛض أنʻـــا ســɹـ  0Rمـــʧ جـــʙاول الأرقـــام العʷـــʨائॽة العـــʙد  وؗ
  ȑــاوʶǽ ان ʶʴǽــʖ ؗʺــا  1Rوȃــʚلʥ نʳــʙ أن العــʙد العʷــʨائي الأول  0.37560R=(الʚʰرة) وؗ

  يلي:

   
    1556.001155625.0MidRMidR

1075.014107536.0MidRMidR
2
12

2
01




  

 ॼب إلا أن الʨا الأسلʚة هʡاʶǼ ʦــات  ورغॽه للعʺلʱʽم صــلاحʙعــ ʗــʱʰــة أثॽʰȄʛʳʱث الʨʴ
 ʜʽʴʱلة لأنه مȄʨʢة  الʛʽــغʸالأرقــام ال ʨʴة  نʙلــʨʺعــل الأرقــام الʳǽ ــة  مʺــاʺʤʱʻʺها الʱغॽصــ ʙوتفقــ

  في الʻهاǽة. 

  أسلʦب الʗʱاء: -2

ثــʦ أخــʚ الʺʛاتــʖ الأرȃــع  Ǽkعــʙد ثابــॽؗ ʗفــي  iRوȄعʱʺــʙ علــى ضــʛب ؗــل رقــʦ عʷــʨائي 
 ة:الآتॽالʨسʢى مʧ الʜʳء الȑʛʶؔ, وȄعʛʰ عʻه Ǽالعلاقة 

)15-8 (  )]i=Mid [D(kRi+1R 

  ʘʽحD .اتجʻد الʙالع ʧم ȑʛʶؔء الʜʳال ʧع ʛʰتع  

أمʲلة على العلاقات الʺʙʵʱʶمة في هʚا الأسلʨب نʨرد العلاقات     ة:الآتॽوؗ

)15-9 (  


















 
 i1i R

2

15
DMidR  

  

)15-10 (  )]kR[(MidR i1i   

  ʘʽح .ًاॽاجة آلʴال ʙʻع ʛʽغʱȄو ʙʽلʨʱات الॽح عʺلॽʴʸʱد إضافي لʙع  
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)15-11(  Ri+1=Mid [D(Ri*Ri-1)] 

  ȏللقار ʧȞʺȄها.وʻؗل م ʧة مॽائʨʷأرقام ع ʙʽلʨها وتʰȄʛʳت  

  ملاحʢة:

إن عʺلॽة تʨلʙʽ الأرقام شॼه العʷــʨائॽة لا تʱʻهــي Ǽالʸʴــʨل علــى الأرقــام نفʶــها بــل 
ʦʤ الʺعــʛف علــى الʺʳــال ع Ȅ ــʖʳǽ الॽʁام Ǽاخॼʱار عʨʷائʱʽها والʱأكʙ مʧ خʹʨعها للʨʱز  الʺʻـɦـ

ʙʵام أحــــــʙ الاخॽʱــــــارات الʺعʛوفــــــة مʲــــــل اخॼʱــــــار 0, 1[  .SKأو اخॼʱــــــار  2x] وذلــــــǼ ʥاســـــɦـ
 ʨــــʳʺلʨأو  -فدو ر (ك ,(فʨنʛʽʺســــCM ʛامــــʛك)-  ȋــــاॼة والارتॽــل مــــاʝǽ) أو اخॼʱــــار الʶʱلʶــ

  اخॼʱار أكॽʀ ʛʰʺة. وأالʚاتي أو اخॼʱار الفʨʳة  

  

III -  توليد الأرقام العشــوائية الخاضــعة للتوزيعــات غيــر
 المنتظمة:

 ʦʤ  ،إن عʺلॽة تʨلʙʽ الأرقام شॼه العʨʷائॽة الʵاضعة لأȑ تʨزȄــع احʱʺــالي غʽــʛ مʻـɦـ
ـــــال  ــــي الʺʳـــ ــʨائॽة الʺʤʱʻʺــــــــة فـــ ــ ــॼه العʷـــ ــ ـــــʨائॽة أو شـــ ــام العʷـــ ــ ــʙ علـــــــى تȄʨʴــــــــل الأرقـــ ــ   تعʱʺـــ

]1-0[   ʖʽــاك أســالʻوض, وهʛــع الʺفــȄزʨʱة إلى أرقام خاضعة للʙالأرقــام إلــى عــ ʥــل تلــȄʨʴʱل
  الʨʱزȄعات الاحʱʺالॽة الʺʱʵلفة أهʺها:  

 الȂʦʲʯل الʸعاكʛ لʯاǺع الʦʯزȂع:أسلʦب  -1

ــانʨن الʨʱزȄــع  F(x)وȄعʱʺــʙ هــʚا الأســلʨب علــى حʶــاب تــاǼع الʨʱزȄــع الاحʱʺــالي  مــʧ ق
f(x)  ــة ــʨائॽة الʺʤʱʻʺــ ــام العʷــ ــʨل الأرقــ ــع مʴʱــ ــه مــ ــلاً  ،Rومقابلʱــ ــع  لأن ؗــ مʻهʺــــا يʱʺʱــ

x(F0(1نفʶــها وʴȄقـــǼ Șالʵاصــة    ʥلʚــ 1R0وؗ   لȞـــʷضـــح  الآتــيوالʨي
  ذلʥ:لʻا  
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) ʤل رقȜʵ8-15ال (  

  ولهʚا فإنه إذا وضعʻا بʻʽها العلاقة ؗʺا يلي:
)15-12(  R=F(x)  

  عʢى Ǽالعلاقة الʺعاكʶة:ت  f(x)الʵاضع للʨʱزȄع    xفإن ʦॽʀ الʺʨʴʱل  
)15-13 (  (R)1-X=F 

ʺʲال على ذلʥ لʻفʛʱض أن     :الآتيخاضع للʨʱزȄع الاحʱʺالي   xوؗ



 


0ذلكعدا

1x0x3
)x(f

2

  

  :الآتيوهʨ يʛسʦ الȞʷل الॽʰاني  

  
  ): الʦʯزȂع الاحʸʯالي 9-15الȜʵل (



 586

           له فʙʳʻ أن:نقʨم ʶʴǼاب تاǼع الʨʱزȄع  



x

0t

32 xdxx3)x(F  

 3R=F(x)=x                     وʨȃضع العلاقة ؗʺا يلي:

  R1-x=F=(R)1/3                     ومʻها نʱʻʱʶج مॼاشʛة أن:

فــــي  2f(x)=3xعʷــــʨائॽة خاضــــعة للʨʱزȄــــع الʶــــابȘ أȑ أنــــه حʱــــى نʸʴــــل أرقــــام 
ــال  ــʨائॽة الʺʤʱʻʺــــة  ،[0,1]الʺʳــ ــام العʷــ ــʙ الأرقــ ــي ، Rنقــــʨم بʨʱلʽــ ــʚ جــــʚرها الʱؔعʰʽــ ــʦ نأخــ ثــ

3فʸʴʻل على 

1

Rx     عȄزʨʱاضع للʵ3الf(x) = 3 x   الʳʺ[0,1]في ال.  

 ،معقــʙاً  F(x)عʻــʙما Ȟǽــʨن الʱــاǼع ʽʲؗــʛاً ولؔــʧ أســلʨب الȄʨʴʱــل الʺعــاكʝ لا ǽفʽــʙنا 
 ʖــــعʸǽ ʘــــʽــــا حʻʽعل ʝع الʺعــــاكǼــــاʱــــاب الʶح(R)1-F، ــــاليʱالȃو  ʖــــعʸǽ ــــاʻʽــــاب علʶح

ʙʵم هــʚا الأســلʨب للʸʴــʨل علــى الʺʴʱــʨلات Rبʙلالــة الʺʴʱــʨل  xالʺʴʱــʨل  ــا سʶʻـɦـ ʻʻؔول ,
  ة:الآتॽالʱي تʵʹع لॼعʠ الʨʱزȄعات الʢॽʶॼة  

 تʦلʗʻ الأرقام الʳاضعة للʦʯزȂع الأسي:  -أ

  في نȄʛʤة الʸفʨف, وȂنه ǽعʛف Ǽالعلاقة: لقʙ رأيʻا هʚا الʨʱزȄع مʙʵʱʶم جʙاُ  
)15-14 (  xe)x(f   

  :الآتيوهʨ يʛسʦ الȞʷل الॽʰاني  

  
  ) 10-15الȜʵل (
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:ȑاوʶǽ ع لهȄزʨʱع الǼن تاȂو  

)15-15 (     
x

0

xx

0
tt e1edte)x(F  

  :الآتيوهʨ يʛسʦ الȞʷل الॽʰاني  

  
  ) 11-15الȜʵل (

  ة:الآتॽوحʱى نʙʳ الȄʨʴʱل الʺعاكʝ نʹع الʺعادلة  

x

x

eR1

e1)x(FR






  

ʦʤ (كʺʴʱــʨل مــʦʺʱ) لــʚلR ʥ-1وهʻــا نلاحــȎ أن ( ) هــʨ أǽʹــاً خاضــع للʨʱزȄــع الʺʻـɦـ
  فإنه Ȟǽفي أن نʹع الʺعادلة الʶاǼقة ؗʺا يلي:

xeR   

  ثʦ نأخʚ اللʨغارʦʱȄ الॽʰʢعي للʛʢفʧʽ فʙʳʻ أن:

xRln   

  وهʚȞا نʙʳ أن:

)15-16 (  



Rln

x  
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  ʙــʽلʨʱي أنــه لʻعǽ اʚوه Ȍॽســʨال ȑــع الأســي ذȄزʨʱة خاضــعة للॽائʨــʷأرقــام عλ،  مʨنقــ
ثـــλ  ʦثـــʦ نأخـــʚ لʨغارʱȄʺاهـــا الॽɻॽʰʢـــة ونقʶـــʺها علـــى  Rبʨʱلʽـــʙ الأرقـــام العʷـــʨائॽة الʺʤʱʻʺـــة 

  الʵاضغة للʨʱزȄع الأسي الʺʨؗʚر. xعلى  فʸʴʻل    )-1(بـ  نʹʛب الʻاتج  

 ):Weibullتʦلʗʻ الأرقام العʦʵائॻة الʳاضعة لʦʯزȂع (وايʦʮل    -ب

إن تʨزȄــع (وايʰــʨل) ʶǽــʙʵʱم ʽʲؗــʛاً فــي تʴلʽــل الʺʨثॽʀʨــة وهــǽ ʨعʢــى Ǽالعلاقــة  
 ॽة: الآت  

)15-17 (  0x:ex)x(f x1B 
  

  )βو α  ة (حʦॽʀ ʖʶ الآتॽوهʨ يʛسʦ أحʙ الأشȞال  

  
  ) 12-15الȜʵل (

:ȑاوʶǽ عȄزʨʱا الʚالي لهʺʱع الاحȄزʨʱع الǼن تاȂو  

)xX(Pdtet)x(F
x

0

x1  
  

  :الآتيولإجʛاء الʱؔامل نȑʛʳ الȄʨʴʱل  

 ty  

  ʨȞॽɾن لʙيʻا:

dttdy 1  
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  .βxαو   0وȂن حʙود الʱؔامل الʙʳيʙة تॼʸح  

  وȃالʱعʠȄʨ في الʱؔامل الʶابȘ نʙʳ أن:

)15-18 (   











 




x

0

x
x

0

y

1

y1 e1dye
t

dy
et)x(F  

 ʝل الʺعاكȄʨʴʱضع معادلة الʨȃوॽةالآت:  












x

x

eR1

e1)x(FR  

) ʦʺʱل الʺــʨــʴʱʺــا أن الʺȃ1و-R ــالʳʺفــي ال ʦʤ ɦــʻʺــع الȄزʨʱــع للʹʵǽ ًــاʹǽأ ʨهــ (
  :الآتي] فإنه Ȟǽفي أن نʹع الʺعادلة الʶاǼقة على الȞʷل  0,  1[
)15-19 (   xeR  

  تʖʶʴ مʧ العلاقة:  xوهʚȞا نʙʳ أن 
β.xα-ln R=  

)15-20 (  )R(F
Rln

x 1

1










  

وهʚȞا نʙʳ أنه لʨʱلʽــʙ أرقــام خاضــعة لʨʱزȄــع (وايʰــʨل) نقــʨم بʨʱلʽــʙ الأرقــام الʺʤʱʻʺــة 
R   ها علىʺʶة ونقॽɻॽʰʢاتها الʺʱȄغارʨل ʚنأخ ʦثα ) ها بـȃʛʹر -1ونʚــʳال ʖــʶʴاً نʛʽوأخ ,(

  للʻاتج الʶابβ  .Șمʧ الʺʛتॼة  

 تʦلʗʻ أرقام عʦʵائॻة خاضعة للʦʯزȂع الهʹʗسي:  -ج

  ة:الآتॽإن الʨʱزȄع الهʙʻسي هʨ تʨزȄع مʻقʢع وȄعʛف Ǽالعلاقة  

)15-21 (  
f(x)=p.qx       x:0,1,2,3,….. 

 p=1-q                     حʘʽ أن: 

  وȂن تاǼع الʨʱزȄع الاحʱʺالي له ʖʶʴǽ ؗʺا يلي:

 



x

0k

x32k q.....qqq1ppq)x(F  
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)15-22 (  
q1pلأن

q1
q1

q1
1p)x(F 1x

1x







 


  

  وʨȃضع العلاقة الȄʨʴʱلॽة ؗʺا يلي:
x+1q-R=F(x)=1  

x+1R=q-1  

ʦʤ فـــي الʺʳـــال [R-1الʺـــʦʺʱ (الʺʴʱـــʨل وȃʺـــا أن   ،]0, 1) هـــʨ أǽʹـــاً مʴʱـــʨل مʻــɦـ
  لʚلȞǽ ʥفي أن نʹع:

x+1R=q  

ʙʳʻأن:  ف  

 ln R=(x+1)ln q  

qln

Rln
1x   

1
qln

Rln
x   

ــॽʀ ʚʺ ـــــ xوȃʺــــا أن  ــʧ  اً مʻقʢــــع وȄأخــ ʴॽة مــ ـɹـ ــه Ȟǽفـــــي أن  .…,x:0,1,2,3صــ فإنــ
  ʖʶʴنx  :العلاقة ʧم  

)15-23 (  









qln

Rln
x  

ــȑʚ فــي داخلــه لأن  ॽح مــʧ العــʙد ال  xحʽــʘ نʛمــǼ ʜــالقʨس الʺʨʱســȌ للʳــʜء الʸـɹـ
ʺॽʀ ʚأخǽ ًا .Ȍة فقʴॽʴص  

 :[a,b]أرقام عʦʵائॻة خاضعة للʦʯزȂع الʤʢʯʹʸ في الʱʸال  تʦلʗʻ    -د

  ǽعʢى Ǽالعلاقة:  [a,b]الʺʛʺʶ على الʺʳال    Xإن الʨʱزȄع الʺʦʤʱʻ لـ 

)15-24 (  




 


0ذلكعدا

bxa:
ab

1
)x(f  
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:ȑاوʶǽ ًقاǼا ساʻاكʺي ؗʺا رأيʛʱعه الȄزʨع تǼن تاȂو  

 



x

a ab

ax
dt)t(f)x(F  

  وʨȃضع معادلة الȄʨʴʱل ؗʺا يلي:

ab

ax
)x(FR




  

  ʥلʚȃأن  و ʙʳنx :العلاقة ʧم ʖʶʴǽ  
)15-25 (  x=(b-a)R+a 

 :ʥان ذلʴضʨل الآتي يȞʷوال  

  
  )12a- 15الȜʵل (

نقــʨم    [a,b]أȑ أنه لʨʱلʽــʙ أرقــام خاضــعة للʨʱزȄــع الʺʻــʦʤʱ الʺعــʛف علــى الʺʳــال  
  ʦʤʱــʻʺائي الʨــʷالع ʦقʛب الــʛʹǼR   ) ــالʳʺل الʨــʢǼb-a  دʙــه العــॽإل ʅॽونʹــ (a  ــارةॼɻȃو ,

 :Ȑʛأخ  

ʦʤ فــي الʺʳــال [ ʦʤ فــي 0, 1أȑ أنــه للانʱقــال مــʧ الʨʱزȄــع الʺʻـɦـ ] إلــى الʨʱزȄــع الʺʻـɦـ
  .a) ثʦ نʳʺع للʻاتج العʙد  b-aبـ (  R), فʛʹʻب  25-15نȘʰʢ العلاقة (  [a,b]الʺʳال  
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  أسلʦب الʙفʞ والقʦʮل: -2

ʦʤ فــي الʺʳــال  ʖ أرقــام عʷــʨائॽة مــʧ الʨʱزȄــع الʺʻـɦـ ǽعʱʺــʙ هــʚا الأســلʨب علــى سـɹـ
ثـــــʦ تȄʨʴلهـــــا ʷǼـــــȞل مʻاســـــʖ إلـــــى مʴʱـــــʨلات عʷـــــʨائॽة ملائʺـــــة للʨʱزȄـــــع الاحʱʺـــــالي  [0,1]

  رها ॽɾʺا إذا ؗانʗ مقʨʰلة أم لا.الʺفʛوض الʺʛاد مʴاكاته, وȃعʙها يʦʱ اخॼʱا

ــال  ــالي الʺعـــʛف علـــى الʺʳـ ــع الاحʱʺـ ــʚ الʨʱزȄـ ــʥ نأخـ ــॽح ذلـ ــȑʚ  [a, b]ولʨʱضـ والـ
  ǽعʢى Ǽالعلاقة:

)15-26 (  


 


0عداذلك

bxa:)x(f
)x(f  

  :الآتيولʻفʛʱض أنه يʛسʦ الȞʷل الॽʰاني  

  
  ) 13-15( الȜʵل

ــ ــة لــ ــॽʀ ʛʺـ ــʛض أن أكʰـ ــي  f(x)ولʻفʱـ ــال هـ ــʚا الʺʳـ ــي هـ ــʨال  Mفـ ــل الʺʻـ ــي تقابـ (الʱـ
mod  أن Ȏا نلاحʻفإن (f(x)   ةʴاجʛʱʺال Șقʴتॽة:الآت  

0≤ f(x) ≤M        : For            a≤ x ≤b 

  أȑ أن:

)15-27 (   : For     a≤ x ≤b 1
M

)x(f
0  
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 ʖـــʽ ʛؗʱا أن الʻيʙلـــ ʛهـــʤǽ اʚــȞوه







M

)x(f  ةॽائʨـــʷـــه مـــع الأرقـــام العʱصـــالح لʺقارن

  , ولأنه ʴǽقȘ العلاقة:[0,1], لأن ؗل مʻهʺا واقع في الʺʳال  Rالʺʤʱʻʺة  

)15-28 (  
M

)x(f
)

M

)x(f
R(P   

  ة:الآتॽوللاسʱفادة مʧ هʚه الʵاصة نȘʰʢ الʨʵارزمॽة الʢॽʶॼة  

ʧ مــʧ الʺʳــال    - أ  بـــ    ولʛʻمــʜ لهʺــا   [0,1]نقʨم بʨʱلʙʽ رقʺʧʽ عʷــʨائʧʽʽ مʤʱʻʺـ̔ـ
1R    2وR .  

ــʧȞॽ   -ب ــʛقʺʧʽ ولــ ــʙ الــ ــʚ أحــ ــع   1Rنأخــ ــॼاً للʨʱزȄــ ــʨلاً مʻاســ ــه مʴʱــ ــȞل مʻــ  f(x)ونʷــ
 :الآتيوذلǼ ʥإجʛاء الȄʨʴʱل   [a, b]الʺعʛف على الʺʳال  

x =  (b-a)R1+ a   

 ʴǽقȘ الʺʛʱاجʴة:   2Rؗان نقʨم Ǽاخॼʱار ॽɾʺا إذا    - ج 

M

)x(f
R 2     

  أȑ نʛʰʱʵ تʴقȘʽ الʺʛʱاجʴة:

)15-29 (  
M

]aR)ab[(f
R 1

2


  

إنʻــا نقʰــل أن Ȟǽــʨن الʺʴʱــʨل  ، ف ) 29- 15قȘ الʺʛʱاجʴــة الʶــاǼقة ( 2R   ǽ ɹ  إذا ؗان   -د 
1x    وضʛع الʺفȄزʨʱخاضعاً للf(x) . 

ــان    -ه  ــا إذا ؗـ ــʛقʺʧʽ   لا   2Rأمـ ــʛفʠ الـ ــا نـ ــاǼقة فإنʻـ ــة الʶـ ــȘ الʺʛʱاجʴـ   2Rو   ʴǽ  1Rقـ
 ) لʨʱلʙʽ رقʺʧʽ عʨʷائʧʽʽ مʧ جʙيʙ. أ ونعʨد إلى الʨʢʵة ( 

  ه شʛوȋ الʺʴاكاة.العʺل والʺقارنة Ǽقʙر ما نʙȄʛ أو Ǽقʙر ما تقॽʹʱوهʚȞا نʱاǼع  

  ):2مʰال (

  خاضعة للʨʱزȄع الاحʱʺالي الʶابȘ:لʨʱلʙʽ أرقام عʨʷائॽة  
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

 


0عداذلك

1x0x3
)x(f

2

   

          M=3*1=3 تʶاوf(x)  :ȑلـ  نلاحȎ أن أكॽʀ ʛʰʺة

    b=1وأن   ,      a=0أن ȃʺا  و 

  لʚلʥ نقʨم Ǽʺا يلي:
  .[0,1]مʧ الʺʳال   2Rو  1Rنʨلʙ رقʺʧʽ عʨʷائʧʽʽ مʧʽʺʤʱʻ    -أ
 مʧ العلاقة:  [a,b]الʺʳال   xنȞʷل الʺʨʴʱل    -ب

1R +0=10)R-(1 +a=1a)R-(b x=  

مع الؔʺॽة  2Rنقارن    -ج
M

)x(f  :ȑاوʶي تʱوال 

2
1

2
11 R

3

R3

M

)R(f

M

)x(f
  

2ؗان فإذا    - د
12 RR     نʨȞǽ ل أنʰ1نقx=R  عȄزʨʱ2  خاضعاً للf(x)=3x 

ــان   -ه ــا إذا ؗــ 2أمــ
12 RR ،  نʨــ ــʛفʠ أن Ȟǽــ ــا نــ ــع  1x=Rفإنʻــ ــعاً للʨʱزȄــ خاضــ

ــالي  2الاحʱʺـ
1x3)x(f  ) ةʨــ ــى الʢʵـ ــʙ إلـ ــʧ جʙيـ ــʨد مـ ʧ أونعـ ـ̔ـ ʖ رقʺـ ) لʶــɹـ

 ʧيʙــ ــه ، 2Rو 1Rجʙيـ ــا تʢʱلॼـ ــʙر مـ ــʙ, أو Ǽقـ ــا نȄʛـ ــʙر مـ ــل Ǽقـ ــʛر العʺـ ــʚا نؔـ وهȞـ
 .عʺلॽة الʺʴاكاة 

 ʠعॼة خاضــعة لــॽائʨــʷه عॼأرقــام شــ ʙــʽلʨʱب لʨا الأســلʚهــ Șــʽʰʢʱــا يلــي بॽɾ مʨق وسـ̒ـ
  الʨʱزȄعات الاحʱʺالॽة الʺʷهʨرة.

 تʦلʗʻ أرقام عʦʵائॻة خاضعة لʦʯزȂع (بʯʻا):  -أ

مــʧ الʺعلــʨم أن لʨʱزȄــع (بʱʽــا) تॽʰʢقــات ʽʲؗــʛة فــي العʺلॽــات الإدارȄــة وخاصــة 
ــʛف علـــى الʺʳـــال  ــه الʺعـ ــانʨن تʨزȄعـ ــॽȞॼة, وȂن قـ ــات الʷـ ــل الʺʢʢʵـ ــي تʴلʽـ فـ

  ǽعʢى Ǽالعلاقة:  [0,1]

)15-30 (  





 






0عداذلك

1x0)x1(x
)()(

)(

)x(f
11
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  ʘــــʽن إحα وβ (ــا ʙʵمان فــــي تعȄʛــــʅ الʨʱزȄــــع (بʱʽــ ــʢॽان الʺʶـــɦـ ــا الʨســ , وأن هʺــ
β>0   ,α>0   وȂ  ʜمʛن الГ(c)  :العلاقةǼ فʛؔامل (غاما) الʺعʱة الʺॽʀ ʨه  

)15-31 (  


 
0

x1c dxex)c(  

ॽفها إلــى βو  αن مʻʴʻي الʨʱزȄــع ǽأخــʚ أشــȞالاً مʱعــʙدة حʶــʀ ʖــȂ ʦॽو  , وȞʺȄــʧ تʸـ̒ـ
 ʦائʷʱʺي الʻʴʻʺاع: الʨثلاثة أن(a) ʛʣــاʻʱʺي الʻʴʻʺوال(b) فائــلʱʺــي الʻʴʻʺوال(c) ــاʺؗ ʥوذلــ ,

  :الآتيفي الȞʷل  

  
) ʤل رقȜʵا  ):14-15الʯʻع بȂزʦال تȜأش  

ولʨʱلʙʽ أرقام عʨʷائॽة خاضعة لهʚا الʨʱزȄــع نقــʨم قʰــل ؗــل شــيء Ǽإʳǽــاد أكʰــॽʀ ʛʺــة 
  وذلʥ مʧ خلال حʶاب الʺȘʱʷ ووضعه مʶاوȄاً للʸفʛ, فʙʳʻ أن:  Mله 

0)x1(x)1(c)x1(x)1(c)x(f 2112    

ة نʸʴل على أن:  ʛؗʱʷʺود الʙʴار الʸʱاخȃو  

(α-1)(1-x ) - (β-1)x = 0  

  وهʚȞا نʙʳ أن:

modالمنوال  ) 15-32(
2

1
x 




  

ــʨل  ــة الʺʴʱـ ــي ॽʀʺـ ــاǼع  xوهـ ــة للʱـ ــॽʀ ʛʺـ ــل أكʰـ ــي تقابـ ــMʧالʱـ ــة  , وȞʺȄـ ــاب ॽʀʺـ حʶـ
ــʨال  ــmod  Ȑʛالʺʻـ ــة الʰؔـ ــه Mوالॽʁʺـ ــʙ معʛفـــة الʺقابلـــة لـ ــي  Ǽعـ ــهʺا فـــي  βو ʱʺॽʀαـ وتعȄʨʹـ

) ʧʽʱة  )30-15) و (32-15العلاقॽارزمʨʵال Șʽʰʢʱم بʨها نقʙعȃو ,ॽة:الآت  



 596

ʧ مــʧ الʺʳــال  -  2Rو 1Rمʲــل  [0,1]نقʨم بʨʱلʙʽ رقʺʧʽ عʷــʨائʧʽʽ مʤʱʻʺـ̔ـ

ــا أن الʨʱزȄـــع معـــʛف علـــى ،  ــال وȃʺـ ــل  [0,1]الʺʳـ ــة لȄʨʴʱـ   1Rفـــلا حاجـ
.ʛال آخʳإلى م  

مع  2Rنقارن ॽʀʺة  -
M

)R(f   أȑ مع الؔʺॽة 1

M

)R1(R
)()(

)( 1
1

1
1

 



 

-  ʗــ ــإذا ؗانــ فــ
M

)R(f
R 1

2   ائيʨــ ــʛقʦ العʷــ ــʛ الــ ــعاً  1Rفإنʻــــا نعʰʱــ خاضــ

.Șابʶا الʱʽع بȄزʨʱل 

-   ʗأما إذا ؗان
M

)R(f
R 1

2    ʧʽʺقʛالــ ʠفʛا نــʻ1فإنR 2وR  د إلــىʨونعــ

ــا نȄʛـــʙ أو Ǽقـــʙر مـــا تقʱʹـــॽه شـــʛوȋ 1الʢʵـــʨة ( ), ونعʽـــʙ الȃʛʳʱـــة Ǽقـــʙر مـ
 .الʺʴاكاة 

  ):1( ملاحʢة

  هʻاك خʨارزمॽة أخȐʛ لʨʱلʙʽ الأرقام الʵاضعة للʨʱزȄع بʱʽا تʱلǼ ʟʵʺا يلي:

  .2Rو  1Rمʲل   [0,1]نقʨم بʨʱلʙʽ رقʺʧʽ عʨʷائʧʽʽ مʧʽʺʤʱʻ مʧ الʺʳال    -أ

 كʺا يلي: 2Sو   1Sنقʨم بȄʨʴʱل ؗل مʻها إلى رقʺʧʽ   -ب


1

22 RS  
1

11 RS  

 .1ونقارنه مع العʙد   S1S+2نأخʚ مʨʺʳع الʛقʺʧʽ    -ج

) أونعــʨد إلــى الʢʵــʨة ( S 2S ,1فإنʻــا نــʛفʠ الــʛقʺS1S  ʧʽ+12<إذا ؗــان   - د
.ʙيʙج ʧة مȃʛʳʱال ʙʽونع 

 الʺȞʷʱل مʧ العلاقة: S  فإن الʛقS1S  ʦ+2≥1إذا ؗان   -ه
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)15-33 (  
21

1

SS

S
S


  

  .βو ʵǽॽ  ʧʽʢαʹع إلى تʨزȄع بʱʽا ذȑ الʨس

  ):2( ملاحʢة

  وتʱلǼ ʟʵʺا يلي:  βوهʻاك خʨارزمॽة ثالʲة لʺʴاكاة الʨʱزȄع  

  ولʧؔʱ هي:  [0,1]نقʨم بʨʱلʙʽ خʺʶة أرقام عʨʷائॽة مʤʱʻʺة مʧ الʺʳال    -أ

1, R2 R,  3, R 4, R 5R  

 نقʨم بʛʱتʖʽ هʚه الأرقام تʸاعǽʙاً, ولʧؔʱ ؗʺا يلي:  -ب

)15-34 (  5<R4R<3R<2<R1R 

  بʨســــʵǽ  ʧʽʢॽʹــــع لʨʱزȄــــع بʱʽــــا الʺʻʱــــا3R    ʛʣوʰȄــــʛهʧ علــــى أن الــــʛقʦ الأوســــȌ    - ج 
α = 3   وβ = 3    ʦقʛ2والــR   فائــلʱʺــا الʱʽــع بȄزʨʱــع لʹʵǽ    ʧʽʢॽســʨبα = 2   وβ 

= 3  ʦقʛ4. والR   ʦائʷʱʺا الʱʽع بȄزʨʱع لʹʵǽ    ʧʽʢॽسʨبα = 3  وβ = 2 . 

فʶʴʱــβ  ʖ أمــا αRهʨ الــʛقʦ العʷــʨائي  αمʧ العلاقة:    βو αحʘʽ يʦʱ حʶاب  
ʙʵامها فــي  nحʽــʘ إن  n- α مــʧ العلاقــة ȃʨة لاسـɦـ هــʨ عــʙد الأرقــام الʺʶـɹـ

.ʖʽتʛʱال  

  ):3( ملاحʢة

نقــʨم Ǽــإجʛاء تȄʨʴـــل فإنʻــا  [a, b]إذا ؗــان الʨʱزȄــع بʱʽــا معʛفـــاً علــى الʺʳــال أمــا 
 بʨســاʡة [0,1]والʵاضــعة للʨʱزȄــع بʱʽــا الʺعــʛف علــى الʺʳــال   1Rالعʨʷائॽة الʺقʨʰلةالأرقام  

  العلاقة:  

+a1Ra)-x=(b    

  .  [a, b]خاضعة للʨʱزȄع بʱʽا الʺعʛف على الʺʳال  فʸʴʻل على أرقام  

ʙʵم   تʨلʽــʙ أرقــام عʷــʨائॽة خاضــعة للʨʱزȄــع (غامــا):   -أ هــʚا الʨʱزȄــع ʽʲؗــʛاً فــي ʶǽـɦـ
  ة:الآتॽالॽʰʢʱقات الهʙʻسॽة, وهǽ ʨعʛف Ǽالعلاقة  
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)15-35 (  




















0عداذلك

0,00xex
)()x(f

x

1

  

  ʦॽʀ ʖʶات حॽʻʴʻة مʙع ʦسʛي ʨوهα وβ :لȞʷه الʻم  

  
) ʤل رقȜʵ15-15ال (  

فإن الʨʱزȄع يʨʴʱل إلــى الʨʱزȄــع الأســي الــα=1  ȑʚوهʻا نʛʷ إلى أنه عʙʻما تʨؔن  
  درسʻاه ساǼقاً:

xe)x(f   

وذلــʥ مــʧ خــلال  Mوقʰل أن نعالج تʨلʙʽ الأرقــام نقــʨم Ǽالʴॼــʘ عــʧ أكʰــॽʀ ʛʺــة لــه 
  حʶاب الʺȘʱʷ ووضعه مʶاوȄاً للʸفʛ فʙʳʻ أن:

0)e(xcex)1(c)x(f x1x2    

  وȃإجʛاء الاخʸʱارات الʺʺʻȞة نʸʴل على أن:
)15-36 (  α-1)-x. β=0 (  

  ومʻها نʙʳ أن:

modالʺʨʻال  
1

x 



  

الʱــــي تقابــــل  Mنʸʴــــل علــــى أكʰــــॽʀ ʛʺــــة لــــه  f(x)وʱȃعــــʠȄʨ هــــʚه الॽʁʺــــة فــــي 
  لهʚا الʨʱزȄع نقʨم Ǽʺا يلي:عة  ولʨʱلʙʽ الأرقام العʨʷائॽة الʵاض  ، modالʺʨʻال
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  .R2R,1مʲل    [0,1]نقʨم بʨʱلʙʽ رقʺʧʽ عʨʷائʧʽʽ مʧʽʺʤʱʻ مʧ الʺʳال -

-  ʙيــʙل جʨــʴʱل مʽȞــʷʱم بʨنقــ
1R

1
x   ــالʳح مॼــʸॽɾ لʨــʴتx  ʨ0]∞]هــ,+  ʨوهــ

 .f(x)مʢابȘ لʺʳال الʨʱزȄع  

مع  2Rنقʨم Ǽʺقارنة   -
M

)
R

1
(f

1. 

فإذا ؗان  - 
M

)
R

1
(f

R 1
2     لʨʴʱʺال ʦقʛال ʛʰʱنع

1R

1
x   .ع غاماȄزʨʱخاضعاً لل 

- ʗأمـــا إذا ؗانـــ 
M

)
R

1
(f

R 1
2   ʠفʛة (نـــʨـــʢʵد إلـــى الʨـــة ونعـــॽــاودة 1العʺل ) لʺعـ

.ʙيʙج ʧة مȃʛʳʱال 

3- :(ʞفʙوال ʛعاكʸل الȂʦʲʯلل) Ȋلʯʳʸب الʦالأسل  

 ʝـــــل الʺعـــــاكȄʨʴʱمعـــــاً (ال ʧʽقǼـــــاʶال ʧʽȃʨام الأســـــلʙʵ ɦب علـــــى اســـــʨا الأســـــلʚهـــــ ʙـــــʺʱعǽ
 ʙــ ــʛفʠ) لʨʱلʽـ ــʨائॽة الʵاضـــعة الرقـــام الأوالـ ــة الʺعقـــʙة, عʷـ ــॼعʠ الʨʱزȄعـــات الاحʱʺالॽـ لـ

  .xوذلǼ ʥاسʙʵʱام الʨʱزȄع الʡʛʷي للʺʨʴʱل  

هــg(x/y)  ʨهــʨ قــانʨن الʨʱزȄــع الاحʱʺــالي الʺــʛاد مʴاكاتــه وأن  f(x)أن ض فʱــʛ لــʚلʥ ن
الʺʻفــʛد هʨ وسȌॽ يʙخل في تعʅȄʛ الʨʱزȄع   y. حy  ʘʽعʙʻ الॽʁʺة  xالʨʱزȄع الʡʛʷي لـ

f(x) فإذا ؗان ,y  اكʺــيʛʱــع الȄزʨʱع الǼــاʱخاضعاً لH(y) ــعȄزʨʱــان ال هــP(x, y)  ʨ. وؗ
  فإن:  (x,y)الʨʱزȄع الʺʛʱʷك لـ  

P(x,y)=h(y)g(x/y)  

ʥلʚȃأن  و ʙʳن:    

)15-37 (  








 dy)y(h)y/x(gdy)y,x(P)x(f  
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قʨم  ʙʵام الأســلʧʽȃʨ الʶــاǼقʧʽ وسـ̒ـ وȂن تȘʽʰʢ هʚا الأسلʨب قʨȞǽ ʙن أسهل مــʧ اسـɦـ
  ة:الآتǼॽالاسʱفادة مʻه في تʨلʙʽ أرقام خاضعة للʨʱزȄعات  

 تʦلʗʻ أرقام عʦʵائॻة خاضعة لʦʯزȂع بʦاسʦن:  -أ

إن لʨʱزȄـــع بʨاســـʨن تॽʰʢقـــات ʽʲؗـــʛة فـــي الاقʸʱـــاد والإدارة (إدارة الʺʵـــʜون, نȄʛʤـــة 
ʢعȄدة,.......), وʨʳة الॼʀاʛف, مʨفʸالعلاقة:الǼ ى  

)15-38 (  





,.......2,1,0:x
!x

e
)x(f

x

  

ـــ وهـــǽ ʨعʻʽʢـــا احʱʺـــال أن Ȟǽـــʨن عـــʙد الʴـــʨادث خـــلال واحـــʙة الـــʜمʧ مʶـــاوȄاً    xلـ
 ʝـــل الʺعـــاكȄʨʴʱب الʨام أســـلʙʵ لا ʳǽـــȑʙ نفعـــاً حادثـــاً, وȄلاحـــȎ مـــʧ خـــلال تعȄʛفـــه أن اســɦـ

عانة بʨʱزȄــع جʙيــʙ هــʨ الʨʱزȄــع الأســي , لʚلʥ نلʳأ إلى الأســلʨب xلاسʛʵʱاج   لȌ والاسـɦـ الʺʵـɦـ
ye)y(h    ةॽالʱʱة مॽائʨʷأرقاماً ع ʙلʨون  :ʧؔʱخاضعة له ول  

…….y3 , y 2, y 1y  

  :الآتيوذلʥ مʧ خلال تȘʽʰʢ الȄʨʴʱل الʺعاكʝ للʨʱزȄع الأسي  

ii yln
1

y


  

  ة مʴققة: الآتॽ حʱى تॼʸح الʺʛʱاجʴة  ثʦ نقʨم Ǽأخʚ الʺʨʺʳع الʛʱاكʺي لهʚه الأرقام  

)15-39 (   







x

1i

1x

1i
ii y1y  

الأرقــام هʻــا هــʨ عــʙد  xخاضــعاً لʨʱزȄــع بʨاســʨن, علʺــاً Ǽــأن   xوعʙʻها نعʛʰʱ العــʙد  
ye)y(hالʵاضع للʨʱزȄع الأسي   iyالعʨʷائॽة     ــاوزʳʱن ʦعهــا لــʨʺʳنا مʚــي إذا أخــʱال

  .1لأصॼح ذلʥ الʺʨʺʳع أكʛʰ مx+1y  ʧ, ولʧؔ إذا أضفʻا عʙداً آخʛ  1العʙد  

ــاً ح ــʺʦ بʛنامʳـ ــا أن نʸـ ــʚا ʻʻȞʺǽـ ــʨم وهȞـ ــات, أو نقـ ــʚه العʺلॽـ ــل هـ ــʛاء مʲـ ــॽȃʨاً لإجـ اسـ
  Ǽإجʛائها عʺلॽاً على الآلات الʴاسॼة العادǽة.
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 تʦلʗʻ أرقام عʦʵائॻة خاضعة لʦʯزȂع (إيʙلʹغ):  -ب

ـ̒ــʙما Ȟǽـــʨن   ــا) ع ـ̒ــغ) هـــʨ حالـــة خاصـــة مـــʧ تʨزȄـــع (غامـ مـــʧ الʺعـــʛوف أن تʨزȄـــع (إيʛل
  Ȍॽســʨال    ًاʴॽʴــاً صــॼجʨع    . ومʨــʺʳم ʧــأ عــʷʻــع يȄزʨʱا الʚهــان علــى أن هــʛʰال ʦتــ ʙولقــk =   

الأسي بʨʱقع رȄاضي مʨحʶǽ ʙاوȑ مʨʴʱلاً عʨʷائॽاً خاضعاً للʨʱزȄع  
k

1 .  

ــام عʷـــʨائॽة خاضـــعة لʨʱزȄـــع (إيʛلʻـــغ) نقـــʨم  رقʺـــاً خاضـــعاً  kبʨʱلʽـــʙ إذن لʨʱلʽـــʙ أرقـ
kyke)y(hللʨʱزȄـــع الأســــي    اتهــــاʺʱȄغارʨع لʨـــʺʳم ʚنأخــــ ʦثــــx ــــل علــــىʸʴن ʥلʚــــȃو .

  ة:الآتॽالعلاقة  

)15-40 (  



k

1i
i

k

1i
i Rln

k

1
yx  

 ʘــʽحiR ــاله ــʳʺال ʧــة مــʺʤʱʻة مॽائʨــʷــى أرقــام  .[0,1]ي أرقــام ع وللʸʴــʨل عل
ʙȄʛر ما نʙقǼ ةॽر العʺلʛؔن Ȑʛاكاة.  أخʴʺال ȋوʛه شॽʹʱر ما تقʙقǼ أو  

 تʦلʗʻ أرقام عʦʵائॻة خاضعة للʦʯزȂع الʰʹائي:  -ج

  إن الʨʱزȄع الʻʲائي ǽعʢى Ǽالعلاقة:
)15-41 (  xnxx

n qpC)x(f   

 pوأن تؔــʛاراً لهــا.  nالʻʲائॽــة خــلال هــʨ عــʙد مــʛات تʴقــȘ الȃʛʳʱــة  xحʽــʘ أن   
  .q=1-pن  Ȃو   ،وهʨ ثابʗ في ؗل الʳʱارب  ،احʱʺال تʴقȘ الʴادث الʺʢلʨب

  نقʨم Ǽʺا يلي:خاضعة للʨʱزȄع الʻʲائي  ولʨʱلʙʽ أرقام عʨʷائॽة  

 -   ʙلʨنn   الʳʺفي ال ʦʤʱʻʺع الȄزʨʱاً خاضعاً للॽائʨʷ[0,1]رقʺاً ع  :ʧؔʱول  

n…….R 3R       2R       1R 

(أȑ عــʙد الأرقــام الʱــي  pنʖʶʴ عʙد الأرقام الʱي هي أقل مʧ الاحʱʺال  -
  ȘقʴتRi≤p(    دهاʙع ʧȞॽولx. 

-   ʛʰʱنعx  .Șابʶائي الʻʲع الȄزʨʱقاً خاضعاً للǼد ساʙʴʺال 
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Ǽقــʙر مــا نȄʛــʙ أو Ǽقــʙر مــا تقʱʹــॽه ) ونؔــʛر العʺــل 1نعــʨد إلــى الʢʵــʨة ( -
 شʛوȋ الʺʴاكاة.

4- ʛ ʦؕب (بــʦأسل-   ʙʻلʦمــBox-Muler(  ة خاضــعةॻائʦــʵأرقــام ع ʗــʻلʦʯل
  للʦʯزȂع الॻʮʠعي العام:

  ʧʽقلʱʶم ʧʽلʨʴʱʺك لʛʱʷʺعي الॽʰʢع الȄزʨʱة الʳب على معالʨا الأسلʚه ʙʺʱعȄ2 ,وZ

1Z   :ا يليʺؗ ȑارॽɻʺعي الॽʰʢع الȄزʨʱلل ʧʽخاضع  

  نفʛʱض أن:

2

Z

2

2
2

e
2

1
)Z(f




  2

Z

1

2
1

e
2

1
)Z(f 


  

:ʨك لهʺا هʛʱʷʺعي الॽʰʢع الȄزʨʱأن ال ʙʳن ʥلʚȃو  

)15-42 (  
)ZZ(

2

1

2121

2
2

2
1

e
2

1
)Z(f)Z(f)Z,Z(f




  

  ʧʽلȄʨʴʱاء الʛإجǼ مʨنق ʦات  الآت̔ ثॽاثʙة إلى الإحــॽارتȞǽʙات الॽاثʙالإح ʧم) ʧʽ
  : القॽʰʢة) 

(A) 
θ = r cos1Z 

θ= r sin 2Z 

)rJ(  وʱȃعʠȄʨ هʚا الȄʨʴʱل وملʴقاته    لالــةʙك بʛʱــʷʺــع الȄزʨʱــل علــى الʸʴن
  :الآتي θ, rالʺʨʴʱلات القॽʰʢة  

)15-43 (  re
2

1
),r(f

2r
2

1







  

مــr  ʧولـــ θومʧ هʚا الʨʱزȄع الʺʛʱʷك ʻʻȞʺǽا الʨʸʴل على الʱــʨزȄعʧʽ الʺʻفــʛديʧ لـــ 
  ʧʽؔاملʱʺالʽالآتʧʽ  :أن ʙʳن ʘʽح  





















  

 




2

1
e

2

1
drre

2

1
dr),r(f)(f

0 0 0

2

r

2

r 22
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 ȃل على أن:   الآتي وʸʴن  



2

1
)(f    الʳʺفي ال ʦʤʱʻʺع الȄزʨ ɦال ʨوه]π[0,2 .  

ʚلʥ نʙʳ أن:   وؗ

 
 





2

0

2

r2

0

2

r
2

2

red
2

re
d),r(f)r(f  

 ʨوهـــ (لـــيȄـــع رȄزʨت)ف علـــىʛـــال  الʺعـــʳʺـــع إلـــى ]∞+,0]الȄزʨʱا الʚـــل هـــȄʨʴʱول .
أȑ أن  2rdr du =وȃــʚلʥ نʳـــʙ أن:  r u =2: الآتــيالʨʱزȄــع الأســي نʳـــȑʛ الȄʨʴʱــل 

R2

1

du

dr
،  :ل على أنʸʴن Șابʶال (ليȄر) عȄزʨفي ت ʥذل ʠȄʨعʱȃو  

)15-44 (  2

u

2

u

e
2

1

r2

1
re)u(f


  

وهʨ الʨʱزȄع الأسي الȑʚ وسʢॽه  
2

1
   قعهʨ2وت

1
)u(E 


  

ʦʤ فــي ومʺــا تقــʙم نلاحــȎ أنــه ʻʻȞʺǽــا تʨلʽــʙ أرقــام عʷــʨائॽة خاضــعة للʨʱزȄــع ال ɦــʻʺ
  ة:الآتॽالعلاقة   بʨساʡة 1Rمʧ جʛاء تȄʨʴل الʛقʦ العʨʷائي الʺπ[0,2    ʦʤʱʻ[الʺʳال  

)15-45 (  11 R2aR)ab(   

  ʘʽ1حR   الʳʺال ʧة مʺʤʱʻة مॽائʨʷ[0,1]هي أرقام ع.  

فʙʽ مــــȄʛʡ ʧقــــة الȄʨʴʱــــل  uولʨʱلʽــــʙ أرقــــام عʷــــʨائॽة  خاضــــعة للʨʱزȄــــع الأســــي نʶـــɦـ
  ʙلʨʻف ʝةً رقأالʺعاكॽائʨʷ2  اماً عR لهʨʴالعلاقة   اون Șوفॽة:الآت  

2Rln2u   

 ʘــʽ2حR  ــالʳʺال ʧــة مــʺʤʱʻة مॽائʨــʷأن  ،[0,1]هــي أرقــام ع ʙــʳا نʚــȞوه ʦॽــʀu 
  ʘʽ2حr = u  :العلاقةǼ اكىʴع الأسي تȄزʨʱاضعة للʵال  

)15-46 (  
22ln R-=  

2r 

 2

1

2Rlnr  

 ِ) ʧʽʱʽلȄʨʴʱال ʧʽʱفي العلاق ʠȄʨعʱالȃو ِ◌A انʙلــʨت ʧ ʧ اللʱـ̔ـ ) نʸʴل علــى العلاقʱـ̔ـ
  الأرقام العʨʷائॽة الʵاضعة للʨʱزȄع الॽʰʢعي الʺॽɻارȑ وهʺا:
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)15-47 (  )R2cos(]Rln[Z 1
2

1

21   

)15-48 (  )R2sin(]Rln[Z 1
2

1

22   

ॽʢتع ʧ ـ̔ـ ــاتʧʽ العلاقʱـ ــʧ هـ ــلاً مـ ــا انوȂن ؗـ ــع ʻـ ــعة للʨʱزȄـ ــʨائॽة وخاضـ ــॼه عʷـ ــاً شـ أرقامـ
  ȑارॽɻʺعي الॽʰʢالN(0,1).  

  ملاحʢة:

 ʙʽلʨعي العام    إذا أردنا تॽʰʢع الȄزʨʱ2(أرقام خاضعة للσµ,N(   :العلاقةǼ فʛالʺع  
2)

x
(

2

1

e
2

1
)x(f 





  

  ȑارॽɻʺعي الॽʰʢع الȄزʨ ɦاضعة للʵة الॽائʨʷل الأرقام العȄʨʴʱم بʨة نقʡساʨالعلاقة:   ب  

 z.x  

  ʙʽلʨʱمعادلة ال ʚل  الأولى  وتأخȞʷالآتيال:  
)15-49 (   )R2cos(]Rln[x 1

2

1

2  

  الأسالʔʻ الʯقॻʮȂʙة لʦʯلʗʻ الأرقام العʦʵائॻة: -5
  ة:الآتǽॽقʱʹي اسʙʵʱام هʚا الأسلʨب أن نقʨم بʱقʖȄʛ أحʙ الؔʺॽات الʲلاثة  

  قانʨن الʨʱزȄع الاحʱʺالي للʺʨʴʱل الʺʛاد مʴاكاته. -أ
 تاǼع الʨʱزȄع الʛʱاكʺي للʨʱزȄع الʺʛاد مʴاكاته. -ب

 للʨʱزȄع الʺʛاد مʴاكاته.علاقة الȄʨʴʱل الʺعاكʝ لʱاǼع الʨʱزȄع الʛʱاكʺي   -ج

  Șʽʰʢʱعات  ولȄزʨʱال ʚنأخ ʖʽه الأسالʚهॽة:الآت  

 الʲʸاكاة الʯقॻʮȂʙة للʦʯزȂع الॻʮʠعي الॻɹʸارȏ: -أ

  Ǽالعلاقة:ǽعʛف   Zتعلʦ أن الʨʱزȄع الॽʰʢعي الʺॽɻارȑ للʺʨʴʱل  

)15-50 (   Z 2

Z2

e
2

1
)Z(f




 

2وȂن أحʙ أهʦ الʱقॼȄʛات للؔʺॽة

Z2

e


  هʨ تقʖȄʛ (كان) الǽ ȑʚعʢى Ǽالعلاقة: 
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)15-51 (  0Z    2KZ

KZ

2

Z

e1

e2
e

2






  

حʘʽ أن 



8

K  

ʙʵمʧʽ الʺॽɻــارȑ نقــʨم الآن Ǽالʴॼــʘ عــʧ تــاǼع الʨʱزȄــع الʛʱاكʺــي  هــʚه العلاقــة مʶـɦـ
  الʱقॽʰȄʛة ؗʺا يلي:

)15-52 (    















Z

0
KZ2Kt

Kt

1
e1

2
dt

e1

e2

2

1
)Z(F  

  الʺʦʤʱʻ نʸʴل على أن:العʨʷائي  للʛقʦ  وʨȃضع هʚه الʳॽʱʻة مʶاوȄة  

R1
e1

2
)Z(F

KZ










  

  وȃإجʛاء الإصلاحات اللازمة نʸʴل على أن:

)15-53 (  )
R1

R1
ln(

k

1
Z




  

ʨزȄع الॽʰʢعي العام   ɦأرقام خاضعة لل ʙ Ȅʨʴل:   2σ(µ,N(وعʙʻما نʙȄʛ تʨل̔ ɦم الʙʵʱʶن  
)15-54 (   Zx  

 الॻʮʠعي العام:و تʦلʗʻ أرقام خاضعة للʦʯزȂع الॻʮʠعي الॻɹʸارȏ   - ب

  نعلʦ أن قانʨن الʨʱزȄع الॽʰʢعي الʺॽɻارǽ ȑعʢى Ǽالعلاقة:

 Z  2

Z2

e
2

1
)Z(f




  

  الʺॽɻارʶǽ ȑاوȑ:تاǼع الʨʱزȄع  وȃʺا أن 

dte
2

1
)Z(

Z

2

t2




 



  

  :الآتيوʛȄسʦ الȞʷل  
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  ) 16-15الȜʵل (

  معادلة الȄʨʴʱل الʺعاكʝ ؗʺا يلي:وʨȃضع  

R)Z(   

  :  ومʻها نʙʳ أن
)15-55 (  )R(Z 1  

مــ2σN(µ,    ʧ(ومʻها ʻʻȞʺǽا تʨلʙʽ أرقام عʨʷائॽة خاضعة للʨʱزȄع الॽʰʢعي العــام  
  العلاقة: 

  )R(Zx 1  

ــاǼع  R(1(حʽــــʘ أن  ــʨ الʱــ ــʛاً هــ ــارȑ. ولؔــــʧ نʤــ ــاǼع الʨʱزȄــــع الʺॽɻــ ــاكʝ لʱــ الʺعــ
الʱـــاǼع نʹـــʛʢ إلـــى تʨلʽـــʙ أرقـــام عʷـــʨائॽة خاضـــعة لهـــʚا الʨʱزȄـــع لʸــعȃʨة الʱعامـــل مـــع هـــʚا 

  تقॽʰȄʛة.ȄʛʢǼقة  

Ȅʜــــة مــــʧ الاحʱʺــــالات والʱــــي تــــʟʻ علــــى أن  ʛؗʺــــة الǽهاʻــــة الȄʛʤــــاداً علــــى نʺʱواع
قلة ʵǽʹــع   عʙة   مʨʺʳع ʨʱȃقــع ʶǽــاوȑ مʳʺــʨع للʨʱزȄــع الॽʰʢعــي العــام و تقارॽȃــاً مʨʴʱلات مʶـɦـ

  الʨʱقعات وتॼايʶǽ ʧاوȑ مʨʺʳع الॼʱايʻات.

  ʙʽلʨʱا بʻʺأنه إذا ق ʙʳن ʥلʚلn   الʳʺال ʧاً مʺʤʱʻاً مॽائʨʷ[0,1]رقʺاً ع:  

n……R4R       3R       2R       1R 

  ʶǽاوs :ȑفإن مʨʺʳعها 





n

1i
in321 RR.......RRRs 
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:ȑاوʶǽ هاʻاضي لؔل مȄʛقع الʨʱن الȂو  

2

1

2

10

2

ba
)R(E i 





  

:ȑاوʶǽ هاʻؗل م ʧايॼن تȂو  

12

1
)

12

ab
()R( i

2 


  

:ȑاوʶǽ عهاʨʺʳʺاضي لȄʛقع الʨʱن الȂو  

)15-56 (  
2

n

2

1
)R(E)s(E

n

1i

n

1i
i  

 

  

:ȑاوʶǽ عهاʨʺʳʺالؔلي ل ʧايॼʱن الȂو  

)15-57 (   
 


n

1i

n

1i
i

22

12

n

12

1
)R()s(  

  :الآتيǽأخʚ الȞʷل   sوʚȃلʥ فإن الʨʱزȄع الॽʰʢعي للʺʨʺʳع  

)15-58 (  

2

12

n
2

n
s

2

1

e

12

n
2

1
)s(f

























  

  الʺॽɻارȑ الʺقابل لهʚا الʨʱزȄع هʨ:وȂن الʺʨʴʱل  

)15-59 (  

12

n
2

n
R

12

n
2

n
s

Z

n

1i
i







  

ʺॽɻــارȑ مــʧ الأرقــام وهʚȞا نʸʴل على أرقام عʨʷائॽة خاضعة للʨʱزȄــع الॽʰʢعــي ال
iR ȑــارॽɻʺعــي الॽʰʢــع الȄزʨʱة خاضــعة للॽائʨʷأرقاماً ع ʙلʨا أن نʻʻȞʺǽ أنه ȑالعلاقــة . أ ʧمــ
ثــʦ نأخــʚ مʨʺʳعهــا  ،[0,1]رقʺــاً مʤʱʻʺــاً مــʧ الʺʳــال  nتʨلʽــʙ  بʨســاʡة) الʶــاǼقة 15-59(


n

iR  هʻح مʛʢون
2

n    ها علىʺʶونق
12

n .  
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 ʙــــʽنع Ȑʛل علــــى أرقــــام أخــــʨــــʸʴولل ʙلــــʨون ʙيــــʙج ʧــــات مــــॽالعʺلn  ًــــاʺʤʱʻرقʺــــاً م
رقʺــاً  n=12ي بʨʱلʽــʱؔ ʙف ــالʶʱــهʽل نو الاخʸʱــار  أجــل  ومــʧ    ،مʧ العلاقة الʶاǼقة  Zنʖʶʴ  و 

  :الآتيالȞʷل  وʚȃلʥ تأخʚ العلاقة الʶاǼقة    [0,1]مʧ الʺʳال  عʨʷائॽاً مʤʱʻʺاً  

)15-59 (  



6

1i
i )3R(Z  

  فإن العلاقة الʶاǼقة تأخʚ:أرقام عʨʷائॽة مʤʱʻʺة   n=6أما إذا أخʚنا  
)15-60 (    2)3R(Z i  

  ولʨʱلʙʽ أرقام خاضعة للʨʱزȄع الॽʰʢعي العام نʙʵʱʶم العلاقة:
)15-61 (   Zx  

ــʨائॽة  ــॼه العʷـ ــام شـ ــى الأرقـ ــʨل علـ ــʙ للʸʴـ ــا نȄʛـ ــʙر مـ ــل Ǽقـ ــة والعʺـ  xونؔـــʛر الȃʛʳʱـ
  .2σ,N(µ(الʵاضعة للʨʱزȄع الॽʰʢعي  

  أسالʔʻ تʦلʗʻ الأرقام لॺعʞ الʦʯزȂعات الʳاصة: -6

 :2تʦلʗʻ أرقام خاضعة لʦʯزȂع   -أ

 ʦع  أن   نعلȄزʨ2ت  :العلاقةǼ ىʢعǽ  

)15-62 (  x ≥ 0 
2

x
1

2

2

ex

2
2

1
)x(f




 






 

  

   ʘʽن  إحυ ةȄʛʴض أن    ،هي درجة الʛʱفʻولυ ʖجʨح مॽʴد صʙع.  

 ʙʽف مــʧ العلاقــات الʱــي لʨʱلʽــʙ أرقــام عʷــʨائॽة خاضــعة لهــʚا الʨʱزȄــع ʻʻȞʺǽــا أن نʶـɦـ
 Ȏــا نلاحــʻوه .Ȑʛعــات الأخــȄزʨʱــه مــع الʢȃʛــار ت ॼʱاع ʧــȞʺǽ ــع أنــه Ȅزʨʱ2أن ال  ــة هــʨ حال

و 2خاصة مʧ تʨزȄع (غامــا) وذلــʥ بʨضــع 
2


 عʨــʺʳم ʧــاً عــʳن ناتʨــȞǽ ʥلʚــȃو 

    .ع الأســيȄزʨʱلاً خاضعاً للʨʴʱم ʙــʻه العلاقــة عʚهــ ʧفادة مــ وʻȃــاء علــى ذلــʻʻȞʺǽ ʥــا الاسـɦـ
  ʧʽʱالʴال ʧʽب ʜʽʺا نʻالأرقام. وه ʙʽلʨتʽالآت:ʧʽʱ  
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فــي هــʚه الʴالــة  تأخॽʀ ʚʺة زوجॽة, فإن ॽʀʺــة  υإذا ؗانʗ درجة الȄʛʴة  -
 ʦعلــʺǼ (ــغʻلʛإي) ــعȄزʨل إلــى تʨʴʱع (غاما) يȄزʨʱة, والʴॽʴح صॼʸتθ = 

υ :العلاقة ʧاضعة له مʵالأرقام ال ʙʽلʨا تʻʻȞʺǽ هاʙʻوع  

)15-63 (  





1i

iRln
2

1
x  

ــة الȄʛʴـــة  - ــع  υإذا ؗانـــʗ درجـ ــا نʹـ ــة: فإنʻـ ــॽʀ ʚʺـــة فʛدǽـ تأخـ
2

1
K


 

 ونقʨم بʨʱلʙʽ الأرقام مʧ العلاقة:

)15-64 (  



K

1i

2
i ZRln

2

1
x  

وذلــǼ ʥالاعʱʺــاد علــى  2وهʻــاك أســلʨب آخــʛ لʨʱلʽــʙ الأرقــام الʵاضــعة لـــ -
مʴʱــʨلاً  nلاقʱــه ǼــالʨʱزȄع الॽʰʢعــي الʺॽɻــارȑ حʽــʘ أن مʳʺــʨع مȃʛعــات ع

ـــ  ॽɻॽʰʡ2ــــاً مॽɻارȄــــاً ʵǽʹــــع للʨʱزȄــــع ʙʵم  nبــ ــة. لــــʚلʥ نʶـــɦـ درجــــة حȄʛــ
 وهي:  2ة لʨʱلʙʽ الأرقام الʵاضعة لـالآتʶॼ  ॽاʡة العلاقةب

)15-65 (  





1i

2

iZx  

     ʘʽحiZ    ȑارॽɻʺعي الॽʰʢع الȄزʨʱقة وخاضعة للǼاʶالعلاقات ال Șة وفʙلʨم   

 :ʦtدنʕ  سʯتʦلʗʻ أرقام عʦʵائॻة خاضعة لʦʯزȂع    -ب

  نعلʦ أن تʨزȄع سʨʱدنǽ ʗعʢى Ǽالعلاقة:

)15-66 (  
2

1k
2x
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


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
 







 


  

 ʘــʽن إحυ  اʚن هــȂــة. وॼجʨة مʴॽ هــʨ درجــة الȄʛʴــة ولʻفʱــʛض أن تأخــॽʀ ʚʺــة صـɹـ
ʖʽ مʨʴʱلʧʽ هʺا: ʛؗت ʧأ عʷʻع يȄزʨʱال  

Z    اضعʵال.ȑارॽɻʺعي الॽʰʢع الȄزʨʱلل  
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x  عȄزʨʱاضع لʵ2ال   ȑذυ   ةȄʛةدرجة حʡساʨالعلاقة: ب  

)15-67 (  



x

Z
x  

  ʙــʽلʨʱه العلاقــة بʚهــ Șــʽʰʢت ʦ رقʺــاً عʷــʨائॽاً خاضــعاً للʨʱزȄــع الॽʰʢعــي    υ+1وȄـɦـ
 :ȑارॽɻʺال  

+1υZ       υ…….Z3Z       2Z       1Z 

  سʨʱديʗʻ مʧ العلاقة:الʵاضع لʨʱزȄع   xثʦ حʶاب الʺʨʴʱل  

)15-68 (  
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1
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
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 ):ʦȜرʙʵॻɼ)ǻ سʹF  ʗتʦلʗʻ أرقام عʦʵائॻة خاضعة للʦʯزȂع   -ج

  ǽعʢى Ǽالعلاقة:  Fإن الʨʱزȄع  

)15-69 (  
 
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)x(F
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
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
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

  

  ʘʽ1ن  إحυ    2وυ  ـ̋ـ  ا تأخــʚان ʱʺॽʀــان هʺا درجʱا الȄʛʴة لهʚا الʨʱزȄــع ولʻفʱــʛض أنه
ʱʴॽان مʨجʱʰــان ʽــʖ مʴʱــʨلF    ʧʽوȃʺــا أن الʨʱزȄــع  ، صـɹـ ʛؗت ʧــأ عــʷʻ1ي, x 2x    ʧʽخاضــع

  العلاقة:   بʨساʡة   v 2v ,1بʙرجة حȄʛة    2للʨʱزȄع  

22

11

/x

/x
x




  

  ʙلʨا أن نʻʻȞʺǽ اʚȞ2وهυ+  1υ   :ȑارॽɻʺعي الॽʰʢع الȄزʨʱاً خاضعاً للॽائʨʷرقʺاً ع  

21211
Z.......ZZZ.......ZZZ 21321   
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  مʧ العلاقة: Fوȃعʙها نʨلʙ الأرقام الʵاضعة للʨʱزȄع  

)15-70 (  
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Z
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  .v 1v ,2بʙرجʱي حȄʛة    Fالʵاضع للʨʱزȄع    xفʸʴʻل على ʦॽʀ الʺʨʴʱل  

  

IV - :اختبارات المطابقة والتوفيق 
 ـ̋ــ ʤʱʻة مॽائʨــ ــॼه عʷـ ــام شـ ــʙ أرقـ ɹ   ة إن تʨلʽـ ǽ  ʥــ ــʨائॽة، وذلـ ــار العʷـ ــى اخॼʱـ ــاً إلـ ــاج دائʺـ ʱـ

ʦʤ فــــي الʺʳــــال   . وȂن أهــــʦ الاخॼʱــــارات الʺʶــــʙʵʱمة مــــʧ هــــʚا  [0,1]للʱأكـــʙ مــــʧ تʨزȄعــــه الʺʻـــɦـ
  الʺʳال هي: 

 للʙؒʯارات:  2اخॺʯار  -1

أو الʱؔــʛارات الʺʨʱقعــة وȄعʙʺʱ على إجʛاء مقارنة بʧʽʰ الʱؔــʛارات الفعلॽــة للأرقــام الʺʨلــʙة 
 ة:الآتॽوȄعʛف Ǽالعلاقة 

)15-71 (  
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  درجة حȄʛة:  n)-(1ذ2   ȑ)x(وهʨ مقʙار ʵǽʹع لʨʱزȄع  

  ʺȃʨʰة أو الʺʛʱتॼة.هʨ عʙد الفʯات أو الʻقاȋ ال  nحʘʽ أن 

  هي الʛؔʱارات الفعلॽة للأرقام الʺʨلʙة. iOوأن  

  هʨ الʺʨʺʳع الؔلي لعʙد الأرقام الʺʨلʙة. Nوأن  

هي الʛؔʱارات الʺʨʱقعة وتʶاوȑ هʻا  iEوأن  
n

N
E i .  
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Ȑʨ دلالــة  2نقارنه مع ॽʀʺة  Cوȃعʙ حʶاب الʺقʙار   ودرجــة  αالʛʴجــة عʻــʙ مʶـɦـ
2C  فإذا ؗانn،  ʗ)-(1حȄʛة       ــةॽارات الفعلʛؔــʱال ʧʽة بȄʛهʨوقات جʛد فʨم وجʙعǼ لʰنق

.ʝȞالعǼ ʝȞقعة, والعʨʱʺارات الʛؔʱة والʙلʨʺللأرقام ال  

  ):2مʰال (

 ʙــ ــا بʨʱلʽــ ــا قʺʻــ ــال  N=100لʻفʱــــʛض أنʻــ ــʧ الʺʳــ ــاً مــ ــʨائॽاً مʤʱʻʺــ ــاً عʷــ  [0,1]رقʺــ
انʗ تʛؔاراتها مʨزعة على عʛʷة مʳالات جʜئॽة ؗʺا يلي:   وؗ

  

0.90-
1 

0.80-
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0.80 

0.60-
0.70 

0.50-
0.60 

0.40-
0.50 

0.30-
0.40 

0.20-
0.30 

0.10-
0.20 

0-
0.10 

الʺʳال  
  الʜʳئي

5  10  13  10  11  8  11  11  11  10  
الʛؔʱارات  

  الفعلॽة

10  10  10  10  10  10  10  10  10  10  

  الʛؔʱارات  
الʺʤʻʺة  
  الȄʛʤʻة

10
10

100
  

والʺʢلʨب اخॼʱار ॽɾʺا إذا ؗانʗ هʚه الأرقام مʨزعة تʨزȄعاً مʤʱʻʺاً في الʺʳال  
[0,1] .  

  لإجʛاء ذلʥ الاخॼʱار نॽʀ ʖʶʴʺة الʛؔʱارات الʺʨʱقعة فʙʳʻ أن:

10
10

100

n

N
E i   

  في الʙʳول الʶابȘ.وهي الʦॽʁ الʺʨضʨعة  

  مʧ العلاقة: Cثʦ نقʨم ʶʴǼاب ॽʀʺة مʕشʛ الاخॼʱار  

2.4
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
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
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
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
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

  



 613

 ʘــʴॼن ʦــ 2  Ȑʨعــʧ الॽʁʺــة الʛʴجــة  x(2(فــي جــʙول الʨʱزȄــع ث ɦــʶʺالʺقابلــة ل 
9110حȄʛة  ولʙرجة     α = 0.05دلالة      :ȑاوʶأنها ت ʙʳʻ919.1605.09ف   

2وȃإجʛاء الʺقارنة نʙʳ أن:
05.09C     

ــʙم  ــॽة العـ ــل فʛضـ ــʚلʥ نقʰـ ــʛفلـ ــʛارات  ونعʱـ ʧ الʱؔـ ـ̔ـ ــة بـ ــات جʨهȄʛـ ــʨد فʛوقـ ــʙم وجـ Ǽعـ
  الفعلॽة والʛؔʱارات الȄʛʤʻة.

 ʙʻنʦف:سʸ -فو در ʦʸ ʦجʦؕلاخॺʯار  -2

 Nوهǽ ʨعʙʺʱ على تاǼع الʨʱزȄع الʛʱاكʺي الفعلي للأرقام الʺʨلʙة والʱي نفʱــʛض أن عــʙد 
  ʦرق ȑأ ʙʻف عʛعȄ0رقʺاً وx :العلاقةǼ  

)15-72 (  
n

m
xS )( 0 

 ʘــʽإح ʦقʛــاوز الــʳʱــي لا يʱة والʙلــʨʺد الأرقــام الʙعــ ʨ0نــه هــx ض أنʛــʱفʻع , ولǼتــا
  ȑʛʤʻالي الʺʱع الاحȄزʨʱ0  لـالx    ʨ0(هF(x،  لʨؗ ارॼʱاخ ʛشʕفإن م ʨجʨʺ ف ســʺ -وفدرʨنʛʽ

ʧ تـــاǼع الʨʱزȄـــع الʤʻـــǽD  ȑʛعـــʛف Ǽأنـــه الفـــʛق  فـــي  0s(x(وتـــاǼع الʨʱزȄـــع الفعلـــي  x)0F(بــ̔ـ
  أȑ أن:  [0,1]الʺʳال  

)15-73 (  )()( 00 xSxFD  

Ȑʨ دلالــة  α-1Dنقارنهــا Ǽالॽʁʺــة الʛʴجــة لـــ  Dوȃعــʙ حʶــاب ॽʀʺــة  , αالʺقابلــة لʺʶـɦـ
 ʗفـــإذا ؗانـــα-1D<D  .ȑʛـــʤʻالفعلـــي وال ʧʽعȄزʨـــʱال ʧ نقʰـــل Ǽعـــʙم وجـــʨد فʛوقـــات جʨهȄʛـــة بــ̔ـ

.ʝȞالعǼ ʝȞوالع  
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  تمرينات 
  

ʵǽʹــع لʨʱزȄــع بʨاســʨن فــإذا ؗـــان تعلــʦ أن تॽــار الȃʜــائʧ فــي نȄʛʤــة صـــفʨف الانʤʱــار  -1
 أشʵاص في الॽʀʙقة, فالʺʢلʨب:  3معʙل الʨصʨل  

 كʱاǼة العلاقة الȄʛاضॽة للʨʱزȄع الاحʱʺالي لعʙد القادمʧʽ إلى الʤʻام. -أ

ــʨن  -ب ــع بʨاسـ ــعة لʨʱزȄـ ــʨائॽة الʵاضـ ــام العʷـ ــʙ الأرقـ ــॽة لʨʱلʽـ ــة الȄʛاضـ ــة العلاقـ كʱاǼـ
 بʙلالة الأرقام العʨʷائॽة الʺʤʱʻʺة.

ʛʵاج أرقــام عʷــʨائॽة مʤʱʻʺــة  -ج  بʨســاʡة Riاسʙʵʱم الآلــة الʴاســॼة العادǽــة لاسـɦـ
 .Ranالʜر  

ــع - د ــʨائॽة خاضـــعة لʨʱزȄـ ــاً عʷـ ــام أرقامـ ــʚه الأرقـ ــʙ مـــʧ هـ ــي  ولـ بʨاســـʨن وضـــعها فـ
 جʙول خاص وذلǼ ʥاسʙʵʱام العلاقة الʶاǼقة.

 تقॼȄʛاً. λتأكʙ مʧ تʨقعها الȄʛاضي ʶǽاوȑ   -ه

ــة  -2 ــʙل الʙʵمـ ــان معـ ــإذا ؗـ ــي, فـ ــع الأسـ ــʙور تʵʹـــع للʨʱزȄـ ــʙة الانʤʱـــار فـــي الـ ــʦ أن مـ تعلـ
4 :بʨلʢʺقة, فالॽʀʙاص في الʵأش 

 للʨʱزȄع الاحʱʺالي لʺʙة الانʤʱار.  كʱاǼة العلاقة الȄʛاضॽة -أ

 كʱاǼة العلاقة الȄʛاضॽة لʨʱلʙʽ الأرقام العʨʷائॽة الʵاضعة للʨʱزȄع الأسي. -ب

 مʤʱʻʺة.لاسʛʵʱاج أرقام عʨʷائॽة  اسʙʵʱام الآلة الʴاسॼة العادǽة   -ج

 تʨلʙʽ أرقام عʨʷائॽة خاضعة للʨʱزȄع الأسي Ǽاسʙʵʱام العلاقة الʶاǼقة. - د

 .  µالȄʛاضي لهʚه الأرقام ʶǽاوȑ تأكʙ مʧ أن الʨʱقع   -ه

 2و  3تعلʦ أن مʙة تʻفʚʽ الʺʛʷوع خاضعة للʨʱزȄع بʱʽا, ولʻفʱــʛض أن مʻــه  -3
 :والʺʢلʨب  شهʛاً   [3,5]  ال تعȄʛفهمʳوȂن  
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 كʱاǼة العلاقة الȄʛاضॽة للʨʱزȄع الاحʱʺالي لʺʙة تʻفʚʽ الʺʛʷوع. -أ

 بʱʽا.كʱاǼة العلاقة الȄʛاضॽة لʨʱلʙʽ الأرقام العʨʷائॽة الʵاضعة للʨʱزȄع   -ب

ــال  -ج ــي الʺʳــ ــا فــ ــع بʱʽــ ــعة للʨʱزȄــ ــʨائॽة خاضــ ــام عʷــ ــʙ أرقــ ʙʵام  [0,1]تʨلʽــ ـɦـ ــǼ ʙاســ أحــ
 .[3,5]الʨʵارزمॽات ثʦ تȄʨʴلها إلى أرقام عʨʷائॽة مʧ الʺʳال  

  حʶاب الʨʱقع الȄʛاضي لهʚه الأرقام. - د
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  الجداول الإحصائية 
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  جدول قيم التوزيع الثنائي: :)I( جدول رقم
  عʛف Ǽالعلاقة:الʨʱزȄع الʻʲائي ǽ  إنّ  

xnxx
nx qPCP)xX(P   

  هʨ احʱʺال تʴقȘ الʴادث الʺʙروس في ؗل تȃʛʳة. Pن:  حʘʽ إ

           x   اءʛإج ʙʻع Șقʴʱات الʛد مʙع ʨهn .ةȃʛʳت  

ʛʵاج ʀــʦॽ الʨʱزȄــع الʻʲــائي الʺقابلــة لॽʁʺــة معʻʽــة  نʴॼــʘ  ؛Pولاحʱʺــال مʴــʙد  nولاسـɦـ
وॽɾه نʴॼــʘ عــʧ الاحʱʺــال  ,Pثʦ عʧ العʺʨد الʺʻاسʖ لॽʁʺة   nعʧ الʙʳول الʺʻاسʖ لॽʁʺة  

 ʨلʢʺبال  (ʦॽʀ عॽʺʳأو ل) ةʺॽʁوالʺقابل ل  x.  

  مʰال:

  فإنʻا نʙʳ مʧ الʙʳول الʲاني والعʺʨد الʲالʘ أن:  n =10   ,P = 0.3عʙʻما تʨؔن 
0368.0P)6X(P 6   

فʳʻــʙ أنهــا الاحʱʺــالي لهــʚه الʴالــة كʺــا ʻʻȞʺǽــا أن نʸʴــل علــى جʺॽــع ʀــʦॽ الʨʱزȄــع 
:ȑاوʶت  

10  9  8  7  6  5  4  3  2  1  0  X: 

0,0000 0,0001 0,0014 0,0090 0,0368 0,1029 0,2001 0,2606 0,2335 0,1211 0,0282 :xP 

 ʗإلـــى أنـــه إذا ؗانـــ ʛʽـــʷـــا نʻوهP<0,5  الأعلـــى ʛʢـــʶدة فـــي الʨجـــʨهـــا مʱʺॽʀ فـــإن
  ʦॽʀ أʛها نقʙʻوعX  .ʛʶǽد الأʨʺالع ʧم  

 ʗأمــا إذا ؗانــP>0,5  ʦॽــʀ أʛها نقــʙــʻالأســفل وع ʛʢــʶدة فــي الʨجــʨهــا مʺॽʀ فــإنX 
ــʙما تؔـــʨن ॽʀʺـــة  ــفل إلـــى الأعلـــى. وعʻـ ــn  ʦॽمـــʧ العʺـــʨد الأǽʺـــʧ ومـــʧ الأسـ تʱʵلـــف عـــʧ الʁـ

ــة  ــى حʶــــــاب  15أو  10أو  5الʲلاثــــ ــʛʢ إلــــ ـــا نʹــــ ــة فإنʻـــ ــʙاول الʲلاثــــ ـــي الʳــــ ــʨدة فـــ الʺʨجــــ
  الاحʱʺالات الʺʢلȃʨة ȄʛʢǼقة حʶابॽة.
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  قيم توزيع بواسون: :)II( جدول رقم
  عʛف Ǽالعلاقة:تʨزȄع (بʨاسʨن) ǽإن  

!x

em
P)xX(P

mx

xm



  

  هʨ عʙد مʛات تʴقȘ الʴادث الʺʙروس وهʨ عʙد ॽʰʡعي. xحʘʽ أن:  

  .X) هʨ ثابʗ الʨʱزȄع وʶȄاوȑ الʨʱقع الȄʛاضي لـ λ(أو mوأن:       

 والʙʳول يʧʺʹʱ نʨعʧʽ مʧ الʦॽʁ هʺا:

ـــ  -1 ــʥ مــʧ أجــل  P(X=x)مʲــل  ʀXــʦॽ الʨʱزȄــع الاحʱʺــالي مقابــل ؗــل ॽʀʺــة ل  mوذل
 معلʨماً.

 الʶǽ ȑʚاوʦॽʀF(x)  :ȑ تاǼع الʨʱزȄع الʨʰاسʨني   -2

1x210 P.......PPP)xX(P)x(F   

ʛʵاج ʀــʦॽ تʨزȄــع (بʨاســʨن) الʺقابلــة نلاحــx  Ȏلॽʁʺــة مʴــʙدة و  mلॽʁʺــة معʻʽــة ولاسـɦـ
 ʦॽــ ــة  mأن ʀـ فʺعॽʢـــة فـــي العʺـــʨد الأول وȂن ॽʀʺـــة  Xمعॽʢـــة فـــي الʶـــʛʢ الأول أمـــا ॽʀʺـ

  الʨʱزȄع هي الॽʁʺة الʨاقعة على تقاʡعها.

  مʰال:

  مʛات تʴقʶǽ Șاوȑ: 5فإن احʱʺال أن نʸʴل على   m=2عʙʻما تʨؔن  
0361,0P)5X(P 5   

ــʦॽ الʨʱزȄـــع ــع ʀـ ــʚه  كʺـــا Ȟʺǽـــʧ الʸʴـــʨل علـــى جʺॽـ ــالي لهـ مـــʧ نفـــʝ  الʴالـــةالاحʱʺـ
  العʺʨد فʙʳʻ أن:

10  9  8  7  6  5  4  3  2  1  0  x: 

0,0000 0,0002 0,0009 0,0034 0,0120 0.0361 0,0902 0,1804 0,2707 0,2707 0,1353 :xP 

  .  F(x)  وȃاسʙʵʱام نفʝ العʺʨد ʻʻȞʺǽا أن نʦॽʀ ʙʳ تاǼع الʨʱزȄع

4X(P)4(F(8571,0              فʺʲلاً نʙʳ أن:   
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  قيم تابع التوزيع الطبيعي المعياري: :)III( جدول رقم
  عʛف Ǽالعلاقة:ǽتاǼع الʨʱزȄع الॽʰʢعي الʺॽɻارȑ  إنّ  

dxe
2

1
)z()zX(P

z

2

x2







  

  ʘʽحz   لʨʴʱʺال ʦॽʀ ʧة مʺॽʀ هيX   ȑارॽɻʺع الȄزʨʱاضع للʵالN(0,1)  .  

),(خاضــعاً للʨʱزȄــع الॽʰʢعــي  Xأما إذا ؗــان  2N  فــإن




X

Z  نʨــȞȄو

  .N(0,1)خاضعاً للʨʱزȄع  

ʛʵاج ॽʀʺــة الاحʱʺــال  نʷــʛʽ أولاً إلــى أن ʀــz ,  ʦॽالʺقابلــة لॽʁʺــة معʻʽــة  Ф(z)ولاسـɦـ
Z  ʦॽـــʀ د الأولʨالأول؛ ففـــي العʺـــ ʛʢـــʶد الأول والʨة علـــى العʺـــʛـــʷʱʻم Z  ة وذاتʴॽ الʸــɹـ

 ʦॽــʀ الأول ʛʢــʶالفاصــلة وفــي ال ʙعــǼ ةʙاحــʨــة الॼتʛʺالZ ــة الॼتʛʺالفاصــلة, ذات ال ʙعــǼ ــةॽانʲ
  الʺʢلȃʨة.  zلʱقائهʺا نʸʴل على الاحʱʺال الʺقابل للॽʁʺة وفي نقʢة إ

  مʰال:

  فإنʻا نʙʳ مॼاشʛة أن:  N(0,1)خاضعاً لـ   Xإذا ؗان 
9664,0)83,1()83,1( XP  

 ʦॽــʀ ل علــىʨــʸʴــه للʶول نفʙــʳام الʙʵ  ,الʺقابلــة لاحʱʺــال معلــʨم  Zكʺــا Ȟʺǽــʧ اسـɦـ
  تʶاوȑ:  0,8944الʺقابلة للاحʱʺال    Zفʺʲلاً نʙʳ أن ॽʀʺة 

25,1)8944,0(1
8944,0  Z  

ـــ  ــالॼة لـ ــʦॽ الʶـ ــʺʧ الʁـ ــʙول لا يʱʹـ ــȎ أن الʳـ ــʧ الʺلاحـ ــا أن  Zومـ ــه ʻʻȞʺǽـ ــʥ لأنـ وذلـ
  نʰʶʴها مʧ العلاقة:

)(1)( zz   

  ؟ 2,18-الॽʰʢعي الʺॽɻارॽʀ ȑʺة أصغʛ مX   ʧما هʨ احʱʺال أن ǽأخʚ  مʰال:  
0146,09854,01)18,2(1)18,2()18,2( XP  
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  برامج حاسوبية 
  لبعض نماذج بحوث العمليات

  
  
  

  :هʚه الʛʰامج مقʶॼʱة مʧ مʛجع
Billy E. Gillett, 1993 Introduction to Operations Research 

McCraw Hill, New Delhi, 12 Edition 

  مع العلʦ الʛمʨز قʙ تʱʵلف قلʽلاً عʺا في الʱؔاب 
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 ʛؒلʮʸʴقة الȂʙʠنامج لʙب
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 ʥʻʻعʯوال ʝॻʶʳʯألة الʴل مʲة لȂقة الهʹغارȂʙʠنامج الʙب  
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  بʙنامج لʶفʦف الانʢʯار 
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 ʚاكʙة مʗار لعʢʯف الانʦنامج صفʙب  
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 648

  بʙنامج إʱǻاد تʦزȂع مʗة الʗʳمة 
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  بʙنامج مʴائل الȊॻʠʳʯ الȜॺʵي 
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ʗة  ʓؕم ʙʻة وغʗ ʓؕمات مʦعلʸل ʚايǺ ʔʴارات حʙاذ القʳنامج لاتʙب  
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 ʗواح ʚ ʙؕوم ʗاكاة صف واحʲنامج مʙب  
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 661

  المصطلحات 
  
-A- 

 Action  عʺل, فعل

 Activity  نʷاȋ, فاعلॽة 

 Algorithm  خʨارزمॽة

 Alternative  بʙيل أو خॽار 

 Amortization  اهʱلاك 

 ȑʨʻس ʛȄʛتق  Annual report 

 Analysis  تʴلʽل 

 ʻ  Artificial Variablesاॽɺة ʢصا مʨʴʱلات 

 ʧʽʽعʱأو ال ʟॽʸʵʱلة الȞʷم  Assignment Problem 

-B-  
 Balance  مʜʽان 

 Basic Solutions  الʴلʨل القاعǽʙة 

 ȑʜايॼل الʽلʴʱال  Bayesian analysis 

-C-  
 Capital  رأس مال 

 Capital formation  تʧȄʨؔ رأسʺالي

 Change  إحلال, إبʙال 

 Coefficient  معامل 

 Column  عʺʨد

 ʗد ثابʙع  Constant 

ȋʛأو ش ʙʽق  Constraint 

 Consumption  اسʱهلاك 

 Convex  مʙʴب 
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 Cost  تؔلفة 

 Cost function  تاǼع الʱؔلفة

 Criteria  مॽɻار

 Curve  مʻʴʻي 

-D- 
 Decision  قʛار 

 Decision tree  شʛʳة القʛارات 

 ʖلʡ  Demand 

 Șافʛم  Dual 

 Dummy  وهʺي 

-E- 
 Economics  علʦ الاقʸʱاد 

 Economy  اقʸʱاد 

 Elasticity  مʛونة

 Emulation  الʺʴاكاة

 Equation  معادلة

 Equilibrium  تʨازن 

 ʛيʙʸت  Export 

-F- 
 Factor  عامل 

 Feasible Region  مʢʻقة الʴلʨل الʺقʨʰلة

 Final  نهائي

 Final product  مʱʻج نهائي 

 Firm  مʷʻأة

 Fixed  ثابʗ مʙʴد 

 Function  تاǼع 
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-G- 
 Game Matrix  مʸفʨفة اللॼɻة

 Goods  سلع 

 Graphical Solution  الʴل الॽʰاني

 Gross  إجʺالي 

ʨʺن  Growth 

ʨʺʻمعامل ال  Growth coefficient 

-I-  
  Independence  اسʱقلالॽة
 Input  مʙخلات 

 Integer Programming  الʛʰمʳة الॽʢʵة

ʧʺض  Implicit 

 Implicit function  تاǼع ضʺʻي

 Import  اسʛʽʱاد 

 Intermediate goods  سلع وسʢॽة 

 Inventory  مʜʵون 

 Investment  اسʲʱʺار

 Iteration  معاودة

-L- 
 Labor  عʺل (قʨة عʺل) 

 Ȑʨʱʶم  Level 

 Limit  حʙ, نهاǽة 

 Linear  خʢي

 Linear function  تاǼع خʢي 

 Linear programming  بʛمʳة خॽʢة 

-M- 
 Marginal productivity  حǽʙة  إنʱاجॽة
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 Matrix  مʸفʨفة 

ʦॽʤتع  Maximization 

 ॽʀ  Maximumʺة عʤʺى 

 ʛʽغʸت  Minimization  
 Ȑʛة صغʺॽʀ  Minimum 

 Minor  مʸغʛ (الʺʸفʨفة) 

 Model  نʺʨذج 

 Multiplier  ضارب 

 Multiplier Lagrange  ضارب لاغʛانج 

-N- 
 ȑʛصف  Nil 

 Norm  معʙل, مॽɻار

  Normal Distribution  الʨʱزȄع الॽʰʢعي 
 Norm of matrix  مॽɻار الʺʸفʨفة 

-O- 
 Optimization  إمʲال (جعلها مʲالॽة) 

 Optimum  , أمʲل مʲالي

   Optimal Solution  الʴل الʺʲالي 
 Order  صʻف نʨع  -مʛتॼة

 Output  مʛʵجات

-P- 
 Partial  يجʜئ

 Path  مʶار

 (ȑرʨʴʺال) الارتؔاز ʛʸʻع  Pivot Element 

 Programming  بʛمʳة

 Plan  خʢة

 Ȍॽʢʵت  Planning 
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ʛسع  Price 

 Private  خاص

ʱʻج م  Product 

 Production  إنʱاج 

 Production function  إنʱاجيتاǼع 

 Productivity  إنʱاجॽة 

 Profit  رȃح

 Programming  بʛمʳة

 Progress  , مʨʱالॽة تقʙم 

-R- 
 Rank  مʛتॼة

 Rank of matrix  مʛتॼة مʸفʨفة 

 Rate  معʙل

 Ray  شعاع

 Resource  مʨرد

ʛʢس  Row 

 Root  جʚر   -لأص

-Q- 
 Quantity  كʺॽة 

 Queuing Theory  نȄʛʤة الʸفʨف 

-S- 
 Saddle Point  سʛجॽة  نقʢة

 Sector  قʢاع

 Sensitivity Analysis  تʴلʽل الʶʴاسॽة

 Square  مȃʛع

  Ȅʛʡ  Simplex Methodقة الʰʺʶلʝؔ الʺʢʶॼة 

 ʗني ثابʨȞس  Static 
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 Static model  نʺʨذج سʨȞني 

 Strategy  اسʛʱاتॽʳॽة  

 Surface  سʢح

 Stochastic models  نʺاذج عʨʷائॽة

 System  نʤام

-T- 
 Technical  فʻي تقʻي 

 Technique  تقॽʻة

 Theorem  نȄʛʤة

 Traffic intensity  القʙرة الʺʛورȄة

 Total  ؗلي  ,إجʺالي

 Total derivative  مȘʱʷ ؗلي 

 Total differential  تفاضل ؗلي 

-U- 
 Unacceptable solution  حل غʛʽ مقʨʰل 

 Unit  واحʙة (ॽʀاس) 

 Utilization factor  معامل الاسʙʵʱام

-V- 
 ॽʀ  Valueʺة 

 ॽʀ  Value addedʺة مʹافة

 Value of game  ثʺʧ اللॼɻة 

 Variable  مʨʴʱل 

 Vector  شعاع

-W- 

 Waiting line صف الانʤʱار 

 Weighted  مʛجح

-Z-  
 ȑʛع صفʨʺʳة ذات مॼɻل Zero- Sum game 
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  الʶفʲة    الʦʸضʦع   

  5  الʸقʗمة
    

  9  فʶل تʸهȏʗʻ: الʙʯʸاجʲات الॻʠʳة
  9  لʺʻفʛدة االʺʛʱاجʴات الॽʢʵة   . 1
  15  جʺلة الʺʛʱاجʴات الॽʢʵة . 2
3 . ʴʺعة الʨʺʳʺالʙةǼ  19  
  24  الʨʱاǼع الʺعʛفة على مʛʱاجʴات خॽʢة . 4
  27  تʺʻȄʛات . 5

    
  29  الفʶل الأول: الʸعادلات الॻʠʳة

  m=n 30الʺعادلات الॽʢʵة الʱي فʽها   . 1
  m<n 37الʺعادلات الॽʢʵة الʱي فʽها   . 2
  m<n 42غʨص لʴل الʺعادلة الॽʢʵة    -Ȅʛʡقة جاردان . 3
  m<n 47الʴلʨل القاعǽʙة غʛʽ الʶالॼة لʳʺلة فʽها  . 4
Ȅʛʡقة الʰʺʶلʝؔ لإʳǽاد الʴلʨل القاعǽʙة غʛʽ الʶــالॼة لʳʺلــة معــادلات  . 5

 m<nخॽʢة فʽها 

  
49  

  59  تʺʻȄʛات . 6
    

  63  الفʶل الʰاني: أسʛ الʙʮمʱة الॻʠʳة
  63  صॽاغة الʻʺاذج الȄʛاضॽة الॽʢʵة . 1
  70  الʻʺاذج الॽʢʵة وأشȞالها . 2
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  الʶفʲة    الʦʸضʦع   

  78  الȄʛʢقة الॽʰانॽة لإʳǽاد الʴل الʺʲالي . 3
  86  تʺʻȄʛات . 4

    
  89  الفʶل الʰالȂʙʟ :ʖقة الʮʸʴلʛؒ وتعʗيلاتها

  90  خʨارزمॽة الʰʺʶلʝؔ الʺॼاشʛة  . 1
  105  خʨارزمॽة الʰʺʶلʝؔ الʺعʙلة . 2
ــة الغʛامـــات  . 3 ــʙة الاصـــʻʢاॽɺة (أو Ȅʛʡقـ ــʺʰلʝؔ ذات القاعـ خʨارزمॽـــة الʶـ

  ȐʛʰؔالM(  
  

114  
  123  العॼʁات الʱي ʧȞʺǽ أن تعʛʱض الʴل . 4
  127  تʺʻȄʛات . 5

    
  131  الفʶل الʙاǺع: الʹʸاذج الʙʸافقة

1 . Șافʛʺذج الʨʺʻل الʽȞʷة تॽɿॽ131  ك  
  Min 141خʨارزمॽة الʰʺʶلʝؔ لʴل الʻʺاذج الʺʛافقة   . 2
3 . (Șافʛʺالأصلي وال ʧʽذجʨʺʻلل) دوجةʜʺال ʝؔلʰʺʶة الॽارزمʨ144  خ  
4 . Șافʛʱل الʨلفة حʱʵات مȄʛʤ164  ن  
  175  تʺʻȄʛات . 5

    
  177  الفʶل الʳامʛ: الʙʮمʱة الʲॻʲʶة (الʯامة)

1 . ʙʽ177  تʺه  
  Ȅʛʡ  180قة الʖȄʛʳʱ لإʳǽاد الʴلʨل الʺʲالॽة الʴॽʴʸة . 2
3 . (ȑرʨمʨغ ʖʶح) اعʢʱقة الاقȄʛʡ  190  
  196  خʨارزمॽة Ȅʛʡقة الاقʢʱاع للʻʺاذج الʴॽʴʸة . 4
  206  تʺʻȄʛات . 5
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  الʶفʲة    الʦʸضʦع   

  209  الفʶل الʴادس: Ǻعʞ الʹʸاذج الاقʶʯادǻة والإدارȂة
ة . 1 ʛؗʷي في الʺʤح الأعȃʛذج الʨʺ209  ن  
  215  نʺʨذج الॽʢʵة الʺʲالॽة للقʢاع أو الاتʴاد . 2
  222  نʺʨذج الʢʵة الʺʲالॽة للإنʱاج بʧʽ القʢاعات . 3
  226  نʺʨذج تʨزȄع الʧȄʨؔʱ الʛأسʺالي بʧʽ القʢاعات . 4
  227  نʺʨذج مʶألة الʱعʧʽʽ والȄʛʢقة الهʻغارȄة لʴله . 5
6 . Ȍلائʵال ʖʽ ʛؗذج تʨʺ233  ن  
  234  نʺʨذج الاسʱقلال الأمʲل للأراضي الʜراॽɺة . 7
  238  مʶائل . 8

    
  241  الفʶل الʴاǺع: تʲلʻل حʴاسॻة الʲل الʰʸالي

  242  دراسة الʶʴاسॽة حʶابॽاً  . 1
  245  تʴلʽل الʶʴاسॽة عʙʻ تغʛʽ أحʙ معاملات تاǼع الهʙف ­
­ ʧʺǽف الأʛʢفي ال ʗابʨʲال ʙأح ʛʽتغ ʙʻة عॽاسʶʴل الʽلʴ250  ت  
  259  علاقات تغʛʽات الʨʲابǼ ʗأسعار الʤل ­
  262  علاقة الʺʸفʨفة الارتؔازȄة بʙراسة الʶʴاسॽة ­

  267  دراسة الʶʴاسॽة بʨاسʢة الʺʸفʨفة الارتؔازȄة . 2
  268  دراسة الʶʴاسॽة عʙʻ تغʛʽ أحʙ معاملات تاǼع الهʙف ­
­ ʧʺǽف الأʛʢفي ال ʗابʨʲال ʙأح ʛʽتغ ʙʻة عॽاسʶʴ273  دراسة ال  
­ ʙيʙج جʨʱʻة في حالة إضافة مॽاسʶʴ276  دراسة ال  
  277  دراسة الʶʴاسॽة عʙʻ تغʛʽ الʛʷوȋ الʨʻؔʱلʨجॽة ­
­  ʛــ ــʨلات غʽـــ ــʙ الʺʴʱـــ ــة أحـــ ــॽʀ ʛʺـــ ــʙ تغʽـــ ــॽة عʻـــ ــة الʶʴاســـ دراســـ

  القاعǽʙة
279  

  280  دراسة الʶʴاسॽة بʨاسʢة الʴاسʨب ­
  282  تʺʻȄʛات . 3
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  الʶفʲة    الʦʸضʦع   

  285  الفʶل الʰامʥ: نʸاذج الʹقل
1 . ȋʨʢʵقل على الʻع وسائل الȄزʨذج تʨʺ285  ن  
  292  نʺʨذج نقل الʺʨاد Ǽأقل تؔلفة . 2
  299  الȄʛʢقة الʵاصة لʴل نʺاذج الʻقل Ǽأقل تؔلفة . 3
  324  نʺʨذج نقل الʺʨاد Ǽأقʛʸ فʛʱة زمॽʻة . 4
  333  تʺʻȄʛات . 5

    
  337  مॺادئ نȂʙʢة الألعاب الاسʙʯاتॻʱॻةالفʶل الʯاسع:  

1 . ʙʽ337  تʺه  
  339  تعارʅȄ الʺفاʦॽʂ الʺʱʵلفة لȄʛʤʻة الألعاب . 2
3 .  ʧة مॼɻاضي للȄʛذج الʨʺʻالn   ×m 350  
  n  ×2  361الʴل الॽʰاني للॼɻة مʧ الʺʛتॼة   . 4
  365  تʺʻȄʛات ومʶائل . 5

    
  367  الفʶل العاشʙ: مॺادئ الȊॻʠʳʯ الȜॺʵي

1 . ʅȄمة وتعارʙ367  مق  
2 . ʧمʜة للॼʶʻالǼ ةॽȞॼʷات الʢʢʵʺل الʽلʴ337  ت  
  391  تʴلʽل الʺȌʢʵ الȞॼʷي مʧ حʘʽ الʱؔلفة . 3
  404  تʺʻȄʛات . 4

    
  :ʙʵع ȏادʲل الʶفالفʦ   407  سॻاقات بʦاسʦن ومارؕ

  407  سॽاقات بʨاسʨن  . 1
ʨف . 2   416  سॽاقات مارؗ
  426  سॽاقات غاوص الॽɻॽʰʢة . 3
  429  تʺʻȄʛات . 4
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  الʶفʲة    الʦʸضʦع   

  431  الفʶل الʰاني عʙʵ: صفʦف الانʢʯار في الʗʳمات الʸʱاهȂʙʻة
  431  تعارʅȄ ومʢʸلʴات . 1
2 . ʙواح ʜ ʛؗوم ʙف واحʸǼ مةʙʵام الʤ440  ن  
3 . ʜاكʛة مʙوع ʙف واحʸǼ مةʙʵام الʤ474  ن  
  486  تʺʻȄʛات . 4

    
  489  الفʶل الʰالʖ عʙʵ: إدارة الʚʳʸون 

1 . ʅȄمة وتعارʙ489  مق  
  493  الʨʺʻذج الʨȞʶني بʙون عʜʳ لʺادة واحʙة  . 2
  511  الʨʺʻذج الʨȞʶني مع الاحॽʱاʡي لʺادة واحʙة  . 3
4 . ʜʳون عʙب (ماتʨʸʵال) ةʛʽغʱʺذج الأسعار الʨʺ514  ن  
  518  نʺʨذج الʧȄʜʵʱ الʺʱعʙد والʦʳʴ الʺʙʴود . 5
  524  تʺʻȄʛات . 6

    
  527  الفʶل الʙاǺع عʙʵ: نȂʙʢة القʙارات الإدارȂة

1 . ʅȄمة وتعارʙ527  مق  
  530  الʴʱلʽل الؔʺي لاتʵاذ القʛارات . 2
  537  اتʵاذ القʛارات في حالة الʺʵاʛʡة  . 3
  542  أسلʨب الʴʱلʽل (الॼايȑʜ) لاتʵاذ القʛارات الإدارȄة . 4
  556  أسلʨب شʛʳة القʛارات . 5
  570  تʺʻȄʛات . 6

    
  573  الفʶل الʳامʛ عʙʵ: الʲʸاكاة

1 . ʅȄمة وتعارʙ573  مق  
  581  تʨلʙʽ الأرقام العʨʷائॽة الʵاضعة للʨʱزȄع الʺʦʤʱʻ الʺʻقʢع . 2
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  الʶفʲة    الʦʸضʦع   

  584  تʨلʙʽ الأرقام العʨʷائॽة الʵاضعة للʨʱزȄعات غʛʽ الʺʤʱʻʺة . 3
­ ʝل الʺعاكȄʨʴʱب الʨ586  أسل  

 ع الأسيȄزʨʱاضعة للʵع الأرقام الȄزʨ586  ت  
 (لʨʰواي) عȄزʨʱاضعة لʵالأرقام ال ʙʽلʨ588  ت  
 سيʙʻع الهȄزʨʱاضعة للʵالأرقام ال ʙʽلʨ589  ت  
 ʛʺʱʶʺال ʦʤʱʻʺع الȄزʨʱاضعة للʵالأرقام ال ʙʽلʨ590  ت  

  592  أسلʨب الʛفʠ والقʨʰل ­
 (اʱʽب) عȄزʨʱأرقام خاضعة ل ʙʽلʨ594  ت  
 (غاما) عȄزʨʱأرقام خاضعة ل ʙʽلʨ597  ت  

­ (ʠفʛوال ʝل الʺعاكȄʨʴʱلل) Ȍلʱʵʺب الʨ599  الأسل  
  نʨاسʨع بȄزʨʱأرقام خاضعة ل ʙʽلʨ600  ت  
 ائيʻʲع الȄزʨʱأرقام خاضعة لل ʙʽلʨ601  ت  

­ ʝؗʨــ ــلʨب (بـ ــع  -أسـ ــعة للʨʱزȄـ ــام خاضـ ــʙ أرقـ ــʨلʛʽ) لʨʱلʽـ مـ
  الॽʰʢعي

  
602  

  604  الأسالʖʽ الʱقॽʰȄʛة لʨʱلʙʽ الأرقام العʨʷائॽة ­
  ȑارॽɻʺعي الॽʰʢع الȄزʨʱة للॽʰȄʛقʱاكاة الʴʺ604  ال  
  عي العامॽʰʢع الȄزʨʱأرقام خاضعة لل ʙʽلʨ605  ت  

ــــعة لـــــــॼعʠ الʨʱزȄعـــــــات  ­ ــام الʵاضـــ ــ ــــالʖʽ تʨلʽـــــــʙ الأرقـــ أســـ
  الʵاصة

  
608  

  عȃʛم ȑع ؗاȄزʨʱأرقام خاضعة ل ʙʽلʨ2ت 608  
   ʗʻديʨʱع سȄزʨʱأرقام خاضعة ل ʙʽلʨتt  609  
   ʛʷॽɾ عȄزʨʱأرقام خاضعة ل ʙʽلʨتF 610  

  611  الʺʢاǼقة والʨʱفȘʽاخॼʱارات   . 4
   ارॼʱ2اخ اراتʛؔʱ611  لل  
 روفʨجʨʺلʨؗ ارॼʱف  -اخʨنʛʽʺ613  س  
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  614  تʺʻȄʛات . 5
    

  617  الʗʱاول الإحʶائॻة
  618  جʙول الʨʱزȄع الʻʲائي . 1
  620  جʙول تʨزȄع بʨاسʨن  . 2
3 .  ȑارॽɻʺعي الॽʰʢع الȄزʨʱول الʙ626  ج  
  628  جʙول الأرقام العʨʷائॽة . 4

    
  629  بʙامج حاسॻȁʦة

1 . ʝؔلʰʺʶقة الȄʛʢنامج لʛ630  ب  
2 .  ȑرʨمʨاع غʢʱنامج اقʛ635  ب  
3 . ʧʽʽعʱالة الʶʺة لȄغارʻقة الهȄʛʢنامج الʛ640  ب  
  644  بʛنامج لʸفʨف الانʤʱار . 4
5 . ʜاكʛة مʙار لعʤʱف الانʨفʸنامج لʛ646  ب  
  648  بʛنامج إʳǽاد تʨزȄع مʙة الʙʵمة . 6
  649  بʛنامج مʶائل الȌॽʢʵʱ الȞॼʷي . 7
8 . ʜايǼ ʖʶارات حʛاذ القʵنامج اتʛ653  ب  
9 . ʙواح ʜ ʛؗوم ʙاكاة صف واحʴنامج مʛ657  ب  

    
  661  الʠʶʸلʲات العلॻʸة

  667  الʙʸاجع
  673  الفهʙس

  



 680



 681



 682

  


