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  الʸقʗمة
تــʙخل نȄʛʤــة الاحʱʺــالات فــي صــʺʦॽ مʱʵلــف الأنʷــʢة الاقʸʱــادǽة والاجʱʺاॽɺــة 
ـــة. وتعʰʱـــʛ هـــʚه الȄʛʤʻـــة ضـــʛورȄة  ॽɻॽʰʢال ʛاهʨـــʤــع ال والعʶـــȄʛȞة، وتـــلازم تغʽـــʛات جʺॽـ

هʱʺـــام معʤـــʦ الʺʲقفـــʧʽ فـــي جʺॽـــع أنʴـــاء العـــالʦ، لأنهـــا تعـــالج لॽʺʳـــع الॼـــاحʧʽʲ ومʽʲـــʛة لا
  الʺʶائل الʱي ʻʱȞǽفها الغʺʨض والعʨʷائॽة.

وȂنʻـــا عʻـــʙما قʺʻـــا بʱـــألʅॽ هـــʚا الʱؔـــاب لʢـــلاب الʶـــʻة الʲالʲـــة فـــي ؗلॽـــة الاقʸʱـــاد 
ʳǼامعة تʧȄʛʷ. حʛصʻا على أن نʳعل مʻه ʱؗاǼاً عامـاً يʛجـع إلॽـه الॼـاحʨʲن الʺʸʱʵـʨن 

لقــʛاء غʽــʛ الʺʸʱʵــʧʽ، لــʚلʥ ضــʺʻاه عــʙداً مــʧ الفʸــʨل والʺॼاحــʘ تʷــʺل وʶȄــʱفʙʽ مʻــه ا
معʤــʦ قʹــاǽا نȄʛʤــة الاحʱʺــالات، وأرفقʻــا هــʚه الʺॼاحــǼ ʘأمʲلــة تॽʁॽʰʢــة ʽʲؗــʛة لʨʱضــॽح 
Ǽعـــʠ الʨʳانـــʖ الȄʛʤʻـــة أو لʷـــʛح ॽɿॽؗـــة اســـʙʵʱامها فـــي الأʴǼـــاث والॽʰʢʱقـــات العʺلॽـــة. 

  وجاء ʱؗابʻا هʚا مʕلفاً مʧ إحȐʙ عʛʷ فʸلاً.
ــــʖ ف ʰʽــــــي للʺॼʱــــــادلات والʛʱاتʽــ ʛؗʱــــل ال ـــائل الʴʱلʽــ ــــʛح مʶـــ ــــل الأول لʷــ ــا الفʸــ ʳعلʻــــ

  والʺʨʱافقات ومايʱعلȘ بها.
أمـــا الفʸـــل الʲـــاني فʸʸʵـــʻاه لʺॼـــادȏ الاحʱʺـــالات وʛʡائـــȘ حʶـــابها والعلاقـــات 

  الأولॽة بʻʽها.
ـــها.  ــــʦ خʨاصــ ــــʨائॽة الʺʻقʢعـــــة وأهـ ــــʨلات العʷـ ــــʘ تʻاولʻـــــا الʺʴʱـ ــــل الʲالـ وفـــــي الفʸـ

لفʸـــل الʛاǼـــع أهـــʦ قـــʨانʧʽ الʨʱزȄـــع الاحʱʺالॽـــة الʺʻقʢعـــة، وفـــي الفʸـــل واسʱعʛضـــʻا فـــي ا
 ʧʽانʨاص وقـــʨخـــ ʦة، وأهـــʛʺʱـــʶʺة الॽائʨـــʷلات العʨـــʴʱʺاض الʛعʱـــا إلـــى اســـʻقلʱان ʝـــامʵال
تʨزȄعهــا. وॽɾــه تعʛضــʻا إلــى مʶــألة تغʽʽــʛ الʺʴʱــʨلات وحʶــاب قــʨانʧʽ الʨʱزȄــع لهــا، أمــا 

ʱــع الاحȄزʨʱال ʧʽانʨاه لقــʻــʸʸʵــادس فʶــل الʸالف ʧȄʛــʷدها عʙلــغ عــʰȄة، وʛʺʱــʶʺــة الॽالʺ
  تʨزȄعاً.

وفـــي الفʸـــل الʶـــاǼع اسʱعʛضـــʻا الʨʱزȄعـــات الاحʱʺالॽـــة لʳʺلـــة مʴʱـــʨلات عʷـــʨائॽة 
مʻقʢعــة، أمــا فــي الفʸــل الʲــامʧ فʙرســʻا الʨʱزȄعــات الاحʱʺالॽــة لʳʺلــة مʴʱــʨلات مʶــʛʺʱة، 
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ــع الʺʺʽـــــʜ ولʺʶـــــألة القʸـــــʨر، وفـــــي الفʸـــــل العاشـــــ ــع للʨʱاǼـــ ʛ وخʸʸـــــʻا الفʸـــــل الʱاســـ
  اسʱعʛضʻا أهʦ الȄʛʤʻات الأساسॽة والǽʙʴة في نȄʛʤة الاحʱʺالات.

ـــام شـــــॼه  ـــاة بʨʱلʽـــــʙ الأرقــ أمـــــا فـــــي الفʸـــــل الʵـــــامʝ عʷـــــʛ فʱعʛضـــــʻا إلـــــى الʺʴاكــ
.ʥمة في ذلʙʵʱʶʺالعلاقات ال ʦا أهʻجʛʵʱة، واسॽائʨʷالع  

ة إلا أنʻـا ولʙʴʱيـʙ مʶـاهʺة ؗـل مʻـا  ʛؗʱـʷة مॽولʕـʶم ʨك هʛʱʷʺال ʅॽألʱومع أن ال
الʱؔاب نʛʽʷ إلـى أن الفʸـʨل الأول والʲـاني والʲالـʘ والʛاǼـع والʵـامʝ والʶـادس  في هʚا

والʶــاǼع ؗانــʗ مــʧ تــألʅॽ الــʨʱؗʙر مʴʺــʙ عȞــʛوش (Ǽاســʻʲʱاء Ǽعــʠ الفقــʛات مʻهــا)، أمــا 
 ʦॽʂاʛر ابـʨʱؗʙاذ الـʱالأسـ ʅॽتـأل ʧفهي مـ ʛʷع ȑادʴوال ʛاسع والعاشʱوال ʧامʲل الʨʸالف

  ʛات مʧ الفʨʸل الأولى).مʙʺʴ العلي (إضافة إلى Ǽعʠ الفق
وȂنʻا إذ نقʙم هʚا الʱؔاب لʢلابʻا الأعـʜاء ولʜملائʻـا الؔـʛام نأمـل أن نؔـʨن قـʙ وفقʻـا 
فـــي تـــألʅॽ مʨضـــʨعاته، وعـــʛض قʹـــاǽاه وشـــʛح مʶـــائله. وȂنʻـــا لانـــʙعي ॽɾـــه الؔʺـــال أو 
ــه أو إســهاب لــʦ نقʸــʙه أو  الʷــʺʨلॽة، ونعʱــʚر عــʧ ؗــل خʢــأ لــʦ نلʤʴــه أو ســهʨ لــʦ نʙرؗ

ʦار لʸʱه  اخʚأخـʻل ʥل ؗـل ذلـʨحـ ʦـاتهʤلاحʺǼ ـاʻافاتʨام مʛاء الؔـʛالقـ ʧمـ ʦـʷعʱه. ونʛـʶنف
  Ǽعʧʽ الاعॼʱار عʙʻ الʙʱرʝȄ أو عʙʻ إعادة الॼʢاعة. 

  25/7/2006اللاذॻɾة في 
ʗʶوراء الق ʥالله مऌ        لفانʓʸال  
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  الفʶل الأول
  ʙʟائȖ الʙʯاكʔʻ وتॻʮʠقاتها

 ʧلها مـʽȞـʷت ʧـȞʺǽ ـيʱـة الʻȞʺʺعـات الʨʺʳʺعلـى ال ʙـʺʱالات تعʺʱة الاحȄʛʤإن ن
مʨʺʳعــة معʻʽــة. فــإذا ؗــان عــʙد عʻاصــʛ تلــʥ الʺʨʺʳعــة قلــʽلاً فــإن تʷــʽȞل الʺʨʺʳعــات 
ॽɿॽــة إʳǽــاد عʻاصــʛها Ȟʺǽــʧ أن يــȄʛʢǼ ʦʱقــة العــʙ الʺॼاشــʛ، أمــا عʻــʙما Ȟǽــʨن   الʺʺʻȞــة وؗ
عــʙد العʻاصــʽʰؗ ʛــʛاً، فإنʻــا ʴǼاجــة إلــى إʳǽــاد ʛʡائــȘ رȄاضــॽة تʶــاعʙنا علــى إʳǽــاد عــʙد 
الʷʱــʽȞلات الʺʺʻȞــة مــʧ عʻاصــʛ فــي الʺʨʺʳعــة الʺعʻʽــة، أو تʶــاعʙنا علــى تʙʴيــʙ عــʙد 
 ʧم ʦʱي ʥوأن ذل ،ʛاشॼʺال ʙقة العȄʛʡ اد علىʺʱة، دون الاعʻʽة معȃʛʳʱة لʻȞʺʺاتج الʨʻال

  خلال القʨاعʙ الآتॽة:

  : القاعʗة الأساسॻة للعʗّ (قاعʗة الʙʷب وقاعʗة الʸʱع):1-1
  : قاعʗة الʙʷب: 1- 1- 1

ــان مــʧ الʺʺȞــʧ إجــʛاء هــʚه  إذا ؗانــʗ لــʙيʻا تȃʛʳــة مــا تــʦʱ علــى ثــلاث مʛاحــل، وؗ
Ȅʛʡقة مʱʵلفة، وفي الʺʛحلة الʲانॽة يʦʱ إجʛاء الȃʛʳʱـة بــ  nالȃʛʳʱة في الʺʛحلة الأولى بـ 

m الʲحلـة الʛʺقة، وفـي الȄʛʡ ـة بــȃʛʳʱاء الʛإجـ ʦʱـة يـʲk  قʛـʢد الʙلفـة، فـإن عـʱʵقـة مȄʛʡ
:ʨارب بها معاً هʳʱه الʚاء هʛإج ʧȞʺǽ يʱال  

  1 1           قةȄʛʡn m k   
   ):1-1مʰال (

إلى  Aوتʨجʙ ثلاث ʛʡق تʸل مʧ الʺʙيʻة  A, B, Cإذا ؗانʗ لʙيʻا ثلاث مʙن 
  . Cإلى الʺʙيʻة  ʨBجʙ أرȃع ʛʡق تʸل الʺʙيʻة ، وتBالʺʙيʻة 

، فʦؔ عʙد Bومارّاً Ǽالʺʙيʻة  Cقاصʙاً الʺʙيʻة  Aفإذا غادر شʟٌʵ ما الʺʙيʻة 
  ؟Cالʛʢق الʱي ʧȞʺǽ بʨساʱʡها لهʚا الʟʵʷ أن ʸǽل إلى الʺʙيʻة 
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  الʲل:

 ʧمــــ ʟʵــــʷــــل بهــــا الʸǽ ــــيʱال Șائــــʛʢد الʙإن عــــA  إلــــىB  :Șائــــʛʡ ثــــلاث ʨهــــ
3n  ʧمــــ ʟʵــــʷــــل بهــــا الʸǽ ــــيʱال Șائــــʛʢد الʙوعــــ .B  إلــــىC  :Șائــــʛʡ ــــعȃأر ʨهــــ
4m  ʧمـــ ʟʵـــʷـــل بهـــا الʸǽ أن ʧـــȞʺǽ ـــيʱال Șائـــʛʢد الʙفـــإن عـــ .A  إلـــىC  ًوراʛمـــ

ʶǽ12اوǼB :ȑالʺʙيʻة  3.4 n m   قةȄʛʡ  
  ):2-1مʰال (

ॼة مʴارم. وتʨجʙ في الʺʜʵن ثلاثة أنʨاع دخل شʟʵ إلى مʜʵن وأراد شʛاء عل
مʧ الʺʴارم، مʕلفة مʧ أرȃعة أوزان وخʺʶة ॽʀاسات. والʺʢلʨب، ما هʨ عʙد الॽʵارات 

  الʺʱاحة لاخॽʱار علॼة الʺʴارم؟
  الʲل:

 :ȑاوʶǽ عʨʻار الॽʱاخ Șائʛʡ دʙ3إن عn .  
 :ȑاوʶǽ زنʨار الॽʱاخ Șائʛʡ دʙ4وعm .  

 :ȑاوʶǽ اسॽʁار الॽʱاخ Șائʛʡ دʙ5وعk .  
:ȑاوʶǽ ارمʴʺة الॼار علॽʱاحة لاخʱʺال Șائʛʢد الʙه، فإن عʻوم  

Ȅʛʡ 3.4قة 5 60n m k       
:ʤॻʸتع  

مʛحلــة؛ أȑ إذا ؗــان عــʙد ʛʡائــȘ الاخॽʱــار  r) علــى Ȟʺǽ1-1ــʧ تعʺــʦॽ العلاقــة (
 Ȅʛʡ3nقة، وفي الʺʛحلة الʲالʲة  Ȅʛʡ2nقة، وفي الʺʛحلة الʲانॽة  1nالأولى في الʺʛحلة 

Ȅʛʡقــة، فــإن عــʙد ʛʡائــȘ الاخॽʱــار الʺʱʵلفــة الؔلॽــة  Ȅʛʡrnقــة ... وفــي الʺʛحلــة الأخʽــʛة 
:ȑاوʶت  

 1 2 3....... 2 1rn n n n     
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  ):3-1مʰال (
 ʧʽʸॽʺها قʽف ʙجʨه فʱانʜح خʱهاب إلى حفلة، فʚه والʶǼاء ملاʙر شاب ارتʛق
وثلاثة سʛاوȄل، وأرȃع رʢȃات عȘʻ، وخʺʶة أزواج مʧ الʨʳارب. Ȅʛʡ ʦȞॼɾقة ʧȞʺǽ لهʚا 

  الʷاب اخॽʱار ملاʶǼه؟
  الʲل:

 ʟॽʺار القॽʱلاخ ʧʽʱقȄʛʡ دʨوج Ȏ1  نلاح 2n   
2  وتʨجʙ ثلاث ʛʡائȘ لاخॽʱار الʛʶوال  3n   

 Șʻة العʢȃار رॽʱلاخ Șائʛʡ عȃأر ʙجʨ3  وت 4n   
4  وتʨجʙ خʺʛʡ ʝائȘ لاخॽʱار الʨʳارب 5n   

  وȑ:وȃالʱالي فإن عʙد الʛʢق الʺʺʻȞة لاخॽʱار الʺلاʝǼ تʶا
Ȅʛʡ 1قة 2 3 4 2 3 4 5 120n n n n          

  : قاعʗة الʸʱع:2- 1- 1
 ʧة مــʙقــة واحــȄʛʢǼ ʦʱــة مــا تــॽا عʺلʻيʙلــ ʗإذا ؗانــn  ــةॽا عʺلʻيʙلــ ʗانــ Ȅʛʡقــة، وؗ

 ʧة مʙقة واحȄʛʢǼ ʦʱت Ȑʛأخm  إتʺام Șائʛʡ دʙفإن ع ،ʧʽʱʽافʻʱان مʱʽالعʺل ʗان Ȅʛʡقة وؗ
 ȑاوʶǽ هʺاʻة مʙة واحॽعʺلn m .قةȄʛʡ  

  ):4-1مʰال (
 ʝلـــʳـــة فـــي مॼلʢال ʧلاً عـــʲن مʺـــʨـــȞॽاً لʙــاً واحـــ ـــار ʡالॼـ ॽʱاخ ʧـــȞʺǽ قـــةȄʛʡ ʦـــȞǼ  
الؔلॽــة ʽʴǼــȞǽ ʘــʨن إمــا مــʧ الʶــʻة الأولــى أو الʲانॽــة؟ إذا علʺــʗ أن عــʙد ʡــلاب الʶــʻة 

  ʡالॼاً. ʡ200الॼاً، وعʙد ʡلاب الʻʶة الʲانॽة  300الأولى 
  الʲل:

300nاحــʙ مــʧ الʶــʻة الأولــى ʶǽــاوȑ: إن عــʙد ʛʡائــȘ اخॽʱــار ʡالــʖ و    قــة. إنȄʛʡ
 :ȑاوʶǽ ةॽانʲة الʻʶال ʧم ʙواح ʖالʡ ارॽʱاخ Șائʛʡ دʙ200عm  .قةȄʛʡ  

:ȑاوʶǽ لʲʺʺال ʥار ذلॽʱاخ Șائʛʡ دʙالي فإن عʱالȃو  
Ȅʛʡ 300قة 200 500n m      
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 :ʤॻʸتع  
  تȃʛʳة مʧ الʳʱارب الʺʻʱاॽɾة: ʦॽʺr قاعʙة الʳʺع على ʧȞʺǽ تع       

 ȑــاوʶǽ ــة الأولــىȃʛʳʱــار فــي الॽʱالاخ Șائــʛʡ دʙإذا ؗــان عــ ȑ1أn  دʙقــة، وعــȄʛʡ
 ȑــاوʶǽ ــةॽانʲــة الȃʛʳʱــار فــي الॽʱالاخ Șائــʛʡ2n  ــار فــيॽʱالاخ Șائــʛʡ دʙقــة..... وعــȄʛʡ

انـــʗ هـــʚه الʳʱـــارب مʻʱاॽɾـــة، فـــإن عـــʙد الʛʢائـــrn  Șخʽـــʛة ʶǽـــاوȑ الȃʛʳʱـــة الأ Ȅʛʡقـــة، وؗ
  الؔلॽة لاخॽʱار واحʙة مʻها:

 1 2 3....... 3 1rn n n n     

  :Permutations: الॺʯاديل 1-2
ونȄʛـʙ تʛتʽـʖ هـʚه الʴـʛوف فـي  a, b, cلʻفʛض أنه لʙيʻا الʛʴوف الʲلاثـة الآتॽـة: 

ʻȞها.ثلاثة أمʻف مʛح ȑار أʛؔة دون ت  
نلاحȎ أنه وفȘ قاعʙة الʹʛب ʨȞǽن عʙد الʛʢائȘ لاخॽʱار الʛʴف الأول مʶاوȄاً 

ʡـــʛق، وȃالʱـــالي ســـʨف يॼقـــى مȞـــانʧʽ فقـــȌ لاخॽʱـــار الʴـــʛف الʲـــاني، Ǽعـــʙ أن أخـــʚنا  3لــــ 
الʴــʛف الأول، ومʻــه فــإن عــʙد ʛʡائــȘ اخॽʱــار الʴــʛف الʲــاني ʶǽــاوʡ ȑــȄʛقʧʽʱ، وســʨف 

  ʛʴف الʲالȄʛʢǼ ʘقة واحʙة فقȌ، إذن ʧȞʺǽ أن يʦʱ ذلʥ ؗʺا يلي:ʨȞǽن اخॽʱار ال

abc acb bac bca cab cba  
:ȑاوʶǽ بʛʹة الʙقاع Șار وفॽʱالاخ Șائʛʡ دʙأن ع Ȏونلاح  

Șائʛʡ 3 2 1 6     
  وʧȞʺȄ تʨضॽح ذلǼ ʥالʺȌʢʵ الآتي:
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  ):1- 1نȂʙʢة (
ʱʵلفة وأردنا أخʚها ؗلها في ؗل مʛة، فـإن عʛʸʻاً مʧ الأشॽاء الʺ nإذا ؗان لʙيʻا 

  ، وʨȞȄن لʙيʻا:nPوʛȄمʜ له بـ  n!عʛʸʻاً) هn  ʨعʙد تॼاديل هʚه الأشॽاء ( 

 ! 4 1nP n   
  وʧȞʺȄ تʨضॽح ذلʥ ؗʺا يلي:

   ʨالأول ه ʛʸʻار العॽʱاخ Șائʛʡ دʙأن ع Ȏنلاح  n.  
         ʨاني هʲال ʛʸʻار العॽʱاخ Șائʛʡ دʙوأن عn-1.  

           ʨه ʘالʲال ʛʸʻار العॽʱاخ Șائʛʡ دʙوأن عn-2.  
.......................................  

 ʖʽتʛʱال ȑذ ʛʸʻار العॽʱاخ Șائʛʡ دʙوأن عk    ʨهn-k+1.  
 ȑاوʶǽ ʛʽالأخ ʛʸʻار العॽʱاخ Șائʛʡ دʙ1وأن ع .Ȍفق  

ʽʰʢʱȃله لــو ʜمʛʻس ȑʚة، والॽار الؔلॽʱق الاخʛʡ دʙأن ع ʙʳب نʛʹة الʙقاع ȘnP 
:ȑاوʶت  

        ! 1 2 3 ...... 1 .....2.1 5 1nP n n n n n n k         
  ):5-1مʰال (

  Ȅʛʡ ʦȞǼقة ʧȞʺǽ تؔلʅॽ خʺʶة أشʵاص Ǽإشغال خʺʶة مقاعʙ؟
nP!نȘʰʢ العلاقة:                                            الʲل:  n  

5ومʻه:                             Ȅʛʡقة  5! 5 4 3 2 1 120P         
  ):6-1مʰال (
ȞǼــȄʛʡ ʦقــة Ȟʺǽــʧ وضــع الʱؔــʖ الآتॽــة: (رȄاضــॽات، لغــة إنؔلȄʜʽــة، إحʸــاء، تʴلʽــل      

  كلي، مʴاسॼة، قانʨن) على رف واحʙ في الʺॼʱȞة؟
هـــي ســـʱة، وȃالʱـــالي فـــإن عـــʙد ʛʡائـــȘ الʛʱتʽـــʖ  نلاحـــȎ أن عـــʙد الʱؔـــʖ الʺʱـــʨفʛةالʲـــل: 
:ȑاوʶǽ  

Ȅʛʡ6قة  6! 6 5 4 3 2 1 720P          
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ــا ســȞʺǽ Șʰــʧ أن نعــʛّف الॼʱاديــل Ǽأنهــا عــʙد الأشــȞال الʺʺʻȞــة لʨضــع عــʙّة أشــॽاء أو  ّ̋ وم
عʻاصـʛ مʱʵلفـة فــي مȞـانٍ مـا ʽʴǼــʘ يـʦʱ أخـʚها ؗلهــا فـي ؗـل مــʛة مـع مʛاعـاة الاخــʱلاف 

  في الʛʱتʖʽ خلال ؗل مʛة.
  ):2- 1نȂʙʢة (

 2nمȞـʛراً مـʧ الʻـʨع الأول، و 1nعʸʻـʛاً فʽهـا  nإذا ؗانʗ لʙيʻا مʨʺʳعـة مʕلفـة 
ــــاني .... و ــــ ـــ ʲع الʨــــ ــــ ـــ ʻال ʧــــ ــــ ــــʛراً مـــ ــــ ــــʨع  rnمȞـــ ــــ ـــ ʻال ʧــــ ــــ ــــʛراً مـــ ــــ ــــʨن: rمȞـــ ــــ ــــȞǽ ʘـــ ــــ ـــ ʽʴǼ ،

1 2 ..... rn n n n    
  ʙد تॼاديل عʻاصʛ هʚه الʺʨʺʳعة ǽعʢى Ǽالعلاقة:فإن ع

 1 2, ,.....

1 2

!
6 1

! !..... !
rn n n

n
r

n
P

n n n
   

  ):7-1مʰال (
بلغة  2بلغة فʛنॽʶة و 3بلغة عॽȃʛة و Ȅʛʡ ʦȞǼ5قة ʧȞʺǽ وضع عʛʷة ʖʱؗ مʻها 

 ʧع مʨؗل ن ʖʽتʛن تʨȞǽ أن ʘʽʴǼ ،ʖʱؗ ةʛʷع لعʶʱة يॼʱȞة على رفٍ في مȄʜʽإنؔل
  الʖʱؔ مع Ǽعʹها Ǽعʠ؟

  الʲل:
 Ȏنلاح ʙجʨاثلة  5أنه يʺʱة مॽȃʛالعǼ ʖʱؗ1 5n .  
 ʙجʨȄاثلة  3وʺʱة مॽʶنʛالفǼ ʖʱؗ2 3n .  

3وʨȄجʱؗ ʙاǼان Ǽاللغة الإنؔلȄʜʽة مʱʺاثلة  2n .  
  )، نʙʳ:6-1وȃالʱالي فإنʻا بȘʽʰʢʱ العلاقة (

5,3,2
10

10! 10 9 8 7 6 5!

5! 3! 2! 5! 3 2 1 2 1
P

    
 

      
  

Ȅʛʡ5,3,2قة 
10 2520P   

  ):8-1مʰال (
ما هʨ عʙد الؔلʺات الʺʺȞـʧ تʷـʽȞلها مـʧ ؗلʺـة سلʶـʽʰل مـأخʨذة ؗلهـا مـʛةً واحـʙة 

  دون الʛʤʻ إلى الʺعʻى.
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  الʲل:
  نلاحȎ أن ؗلʺة (سلʽʰʶل) تʱألف مʧ الأحʛف (س، ل، س، ب، ȑ، ل)

 ʧʽتʛر مʛؔʱف س يʛأن ح Ȏ1ونلاح 2n .  
 ʧʽتʛف ل مʛر حʛؔʱȄ2و 2n .  

3وعʙد حʛف الॼاء  1n .  
4وعʙد حʛف الॽاء  1n .  

6nوȃʺــا أن عــʙد أحــʛف الؔلʺــة  ) العلاقــة Șــʽʰʢʱم بʨــا نقــʻد 6-1، فإنʙأن عــ ʙــʳʻف ،(
Ȟʺǽ يʱالؔلʺات ال:ȑاوʶǽ ه الؔلʺةʚه ʧلها مʽȞʷت ʧ  

Ȅʛʡ2قة  2
6

6! 6 5 4 3 2!
180

2! 2! 1! 1! 2! 2! 1! 1!
P      

  
     

  

1-3 ʔʻاتʙʯال :Arrangements :  
 ʦـʳʴǼ لهاʽȞـʷت ʧــȞʺǽ ـيʱعــات الʨʺʳʺهـي ال ʖـʽاتʛʱإن الr  عــةʨʺʳم ʧاً مـʛــʸʻع

 ʧلفــة مــʕمn  ʚأخـــǼ ʥاً وذلــʛـــʸʻعr  ʘــʽة (حʛاً فـــي ؗــل مـــʛــʸʻعr n دʙأن عـــ ȑأ .(
ʱـــ ال ــــي Ȟʺǽــــʧ تʷــــʽȞلها مــــʧ هــــʚه الʺʨʺʳعــــة الʺʕلفــــة مــــʧ الــ ʱـــات ال مــــʧ الأشــــॽاء  ʛnتॼʽـ

مــʧ هــʚه الأشــॽاء (العʻاصــʛ)، وهــي  r(العʻاصــʛ) ʽʴǼــʱʴǽ ʘــȑʨ ؗــل تʛتʽــʖ مʻهــا علــى 
تʱʵلـــف عـــǼ ʧعʹـــها Ǽـــاخʱلاف العʻاصـــʛ فʽهـــا أو Ǽـــاخʱلاف تʛتʰʽهـــا ضـــʺʧ الʷʱـــʽȞل أو 

  الʺʲال الآتي:ȞǼلاهʺا معاً. لʨʱضॽح هʚا الʱعʧȞʺǽ ʅȄʛ أن نعʛض 
إذا ؗانـــʗ لـــʙيʻا ثلاثـــة ʱؗـــʖ (إحʸـــاء، رȄاضـــॽات، مʴاســـॼة) ونȄʛـــʙ أن نʛتʰهـــا فـــي       

مȞـــانʧʽ مʱʵلفـــʧʽ فـــي مʴفʤـــة الʶـــفʛ، فʺـــا عـــʙد الʛʢائـــȘ الʱـــي Ȟʺǽـــʧ أن تـــʦʱ فʽهـــا هـــʚه 
  العʺلॽة؟
نلاحـــȎ أنʻـــا نʶـــॽʢʱع إشـــغال الʺȞـــان الأول Ǽأحـــʙ الʱؔـــʖ الʲلاثـــة، وȃالʱـــالي تؔـــʨن        
لاث ʛʡائȘ لإشـغال الʺȞـان الأول، وȃعـʙ ذلـʥ، يॼقـى لـʙيʻا ʱؗاǼـان لإشـغال الʺȞـان لʙيʻا ث

ــغال هــــʚا الʺȞــــان ʢǼــــȄʛقʧʽʱ. وحʶــــʖ قاعــــʙة الʹــــʛب فــــإن عــــʙد  الʲــــاني. إذن Ȟʺǽــــʧ إشــ
:ȑاوʶǽ ʧʽانȞفي م ʖٍʱؗ ثلاثة ʖʽتʛʱة لʻȞʺʺال Șائʛʢال  
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  Șائʛʡ3 2 6   
  ʺʱʵلفة ǼالȞʷل الॽʰاني الʱالي:وʧȞʺȄ تʨضॽح هʚه الʛʱتॼʽات ال

  
ȑأ  ʛʡ دʙائــأن عــȘ اʚهــ  ȑــاوʶǽ ʖــʽتʛʱ6ال  ʛʡائــȘ  لافʱــاخǼ عʹــهاǼ ʧلــف عــʱʵت

  .العʻاصʛ فʽها، أو Ǽاخʱلاف الʛʱتʖʽ ضʺʧ الʽȞʷʱل
  الʙʯاتʔʻ دون إعادة: :1- 3- 1

  ) :3- 1نȂʙʢة (
ــــ ʶǽrـــاوȑ وȃـــʙون إعـــادة ؗـــل مـــʛة  فـــي rمـــأخʨذة عʸʻـــʛاً  nإن عـــʙد الʛʱاتʽـــʖ ل

nA 
  :الآتॽةǼالعلاقة  وȄعʢى

       1 2 3 ...... 1 7 1r
nA n n n n n r        

  .Ȅʛʡقة nاخॽʱار العʛʸʻ الأول بـ  ʧȞʺǽوللʛʰهان على ذلʥ نلاحȎ أنه 
ʧȞʺȄاني بـ  وʲال ʛʸʻار العॽʱاخn-1 قةȄʛʡ.  
ʧȞʺȄبـ  و ʘالʲال ʛʸʻار العॽʱاخn-2 قةȄʛʡ.  

.......................................  
  .Ȅʛʡقة n-r+1 بـ rاخॽʱار العʧȞʺȄ  ʛʸʻو 

ʖʶأن: وح ʙʳب نʛʹة الʙقاع  

       1 2 3 ...... 1 8 1r
nA n n n n n r        

 Ȑʛام علاقة أخʙʵʱبولاسʛʹللعلاقة ( ن ʧʺǽف الأʛʢبـ 8-1ال ( 
 

!

!

n r

n r




، :ʙʳʻف  
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       
   

! !
1 2 3 ...... 1

! !
r
n

n r n
A n n n n n r

n r n r


       

 
  

  :ʨȞǽن لʙيʻا ومʻه

   !
9 1

!
r
n

n
A

n r
 


  

  خاصة:حالة 
  :الȃʛʳʱة تʨʴʱل إلى تʽȞʷل تॼاديل لهʚه العʻاصʛ، وʨȞȄن لʙيʻا فإن ،r=n عʙʻماـ 

   ! ! !
! 10 1

! 0! 1
n
n

n n n
A n

n n
    


  

ȑأن: أ                      ! 1 2 ....3,2,1n
n nA n n n n P      

n وتʶʺى
nA دʙة  عʻȞʺʺات الॼʽتʛʱعالॽʺʳه  لʚاءهـॽذة  الأشـʨمـأخn  ʧاً مـʛـʸʻعn 

  .nPعʛʸʻاً، وهʨ هʻا ǽعʛʰ عʧ عʙد الॼʱاديل 
  ):9-1مʰال (

ـــــل  ــــʧ أصـــ ـــــة مــــ ــــʽȞل لʻʳـــ ــــʧ تʷــــ ـــــة Ȟʺǽــــ ـــ ــــȄʛʡ ʦق ــــى ȞǼ5ــــ ــــʨزȄعهʦ علــــ ـــلاب لʱــــ ــــ   ʡـ
 3 .ʖاصʻم  

3لʙيʻا الʲل:  , 5r n  ) العلاقة ʧأن:10-1، وم ʙʳن (  

Ȅʛʡقة 
 

3
5

5! 5 4 3 2 1
60

5 3 ! 2!
A

   
  


  

  ):10-1مʰال (
  Ȅʛʡ ʦȞǼقة ʧȞʺǽ تʛتʖʽ ثلاثة ʖʱؗ في مȞانʧʽ على رف مॼʱȞة؟

2نلاحȎ أنه لʙيʻا الʲل:  , 3r n ) العلاقة Șʽʰʢʱȃأن:7-1، و ʙʳن (  

     1 2 3 ...... 1r
nA n n n n n r       

Ȅʛʡ2قة 
3 3 2 6A     

  )؛ نʙʳ أǽʹاً أن:9-1أو Ǽاسʙʵʱام العلاقة (
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Ȅʛʡقة 
 

! 3!
3 2 1 6

! 1!
r
n

n
A

n r
     


    

  ):11-1مʰال (
  مʣʨفʧʽ شغل أرȃع وʣائف شاغʛة؟ Ȅʛʡ ʦȞǼ10قة ʧȞʺǽ لـ 

  ) نʙʳ أن:8-1مʧ العلاقة (الʲل: 
Ȅʛʡ4قة 

10 10 9 8 7 5040A       
  )؛ نʙʳ أن:9-1أو مʧ العلاقة (

Ȅʛʡقة 
 

4
10

10! 10 9 8 7 6!
5040

10 4 ! 6!
A

   
  


  

  : الʙʯاتʔʻ مع الإعادة:2- 3- 1
rؗــــʛة (حʽــــr  ʘؗــــʛة، ونȄʛــــʙ أن نʶــــn  ʖʴ إذا ؗــــان لــــʙيʻا صــــʙʻوق ॽɾــــه n ،(

فʶʴــʖ حالــة الʶــʖʴ مــع الإعــادة، ʳǽــʖ أن تعــاد الؔــʛة الʺʶــȃʨʴة إلــى الʸــʙʻوق قʰــل 
  عʺلॽة سʖʴ الʛؔة الʱالॽة، وȃالʱالي فإن:

 ȑاوʶǽ ة الأولىʛؔال ʖʴبها س ʦʱي يʱال Șائʛʢد الʙـ عn .لفةʱʵقة مȄʛʡ  
ــ وعــʙد الʛʢائــȘ ال Ȅʛʡقــة مʱʵلفــة، لأن الؔــʛة  ʱnــي يــʦʱ بهــا ســʖʴ الؔــʛة الʲانॽــة ʶǽــاوȑ ـ

الأولى أعʙʽت للʙʻʸوق قʰل إجʛاء عʺلॽة الʖʴʶ الʲانॽـة، حʽـʘ أصـॼح عـʙد الؔـʛات 
  ʛؗة. nالؔليّ 

 ȑاوʶǽ ةʲالʲة الʛؔال ʖʴبها س ʦʱي يʱال Șائʛʢد الʙـ وعn .اʚȞلفة....وهʱʵقة مȄʛʡ  
 ʖʴبها س ʦʱي يʱال Șائʛʢد الʙة ـ وعʛؔالr  ȑاوʶǽn  ʘʽلفة؛ حʱʵقة مȄʛʡr n.  

:ȑاوʶǽ ةʻȞʺʺال Șائʛʢد الʙأن ع ʙʳب نʛʹة الʙقاع ʖʶʴف  
...... (11 1)r r

nB n n n n n n      
 

  )r (ةʛم 
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  ):12-1مʰال (
. ونȄʛــʙ أن نʶــʖʴ عʻʽــات مʨّȞنــة ʴǽ1 ،2 ،3ــȑʨ صــʙʻوق ثــلاث ؗــʛات مʛقʺــة: 

 Ȑʛالأخ ʙعǼ ةʙواح ʧʽتʛؗ ʧؗـل م ʙعـǼ وقʙʻـʸة تعـاد إلـى الȃʨʴـʶʺة الʛؔأن ال ʦمع العل ،
.ʖʴة سॽعʺل  

  والʺʢلʨب: حʶاب عʙد العʻʽات الʱي ʧȞʺǽ تʽȞʷلها، ثʦ تʙʴيʙ عʻاصʛ فʹاء العʻʽة؟ 
Ǽاعॼʱـار أن الؔـʛة الʺʶـȃʨʴة تعـاد إلـى الʸـʙʻوق قʰـل إجـʛاء عʺلॽـة الʶـʖʴ الآتـي الʲـل: 

 : 2فإن الʖʴʶ هʨ مع الإعـادة، وȃʺـا أنَّ , 3r n  العلاقـة Șـʽʰʢخـلال ت ʧفʺـ ،
)1-11:ȑل؛ أʽȞʷʱة الʻȞʺʺات الʻʽد العʙل على عʸʴن (  

2عʻʽات  2
3 3 9B    

  وتʶاو :ȑنلاحȎ أن عʻاصʛ فʹاء العʻʽة تȞʷل مʨʺʳعة ؗلॽة 
     
     
     

1,1 1,2 1,3

2,1 2,2 2,3

3,1 3,2 3,3

 
    
 
 

  

  ):13-1مʰال (
، ʨ0 عʙد الأرقام الʺʕلفة مʧ ثلاثة مʛاتʖ والʱي ʧȞʺǽ تʽȞʷلها مʧ الأرقام (ما ه

  )، إذا سُʺح بʛؔʱار الأرقام.4، 3، 2، 1
  الʲل:

  نلاحȎ أن الʛقʦ مʨّȞن مʧ ثلاث مʛاتʖ: آحاد، عʛʷات، مʯات. وȃالʱالي فإن:
) ȑاوʶات تʯʺة الॼتʛلʺلء م Șائʛʢد الʙ4ـ ع  ʛفʸعاد الॼʱاس ʙعǼ ʥوذل ،(Șائʛʡ لأنه لا

  ʨȞǽن له معʻى إذا ؗان على الʶॽار.
) ȑـــاوʶات تʛـــʷـــة الع ॼتʛلʺـــلء م Șـــ ـــ وعـــʙد الʛʢائ ـــام دون  5ـ ـــع الأرق ॽʺوهـــي ج ،(Șـــ ʛʡائ

  اسʻʲʱاء.
) ȑاوʶة الآحاد تॼتʛلʺلء م Șائʛʢد الʙع الأرقام. 5ـ وعॽʺج ʥلʚؗ وهي ،(Șائʛʡ  

:ȑاوʶة تॽلاثʲه الأرقام الʚل هʽȞʷʱل Șائʛʢد الʙالي فإن عʱالȃو  
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ʡقةȄʛ4 5 5 100    
 Șائــʛʢد الʙــات، فــإن عــʯʺمــلء خانــة ال ʙــʻــار عॼʱالاع ʧʽعــǼ ʛــفʸنا الʚأمــا إذا أخــ

:ȑاوʶǽ  
Ȅʛʡ3قة  3

5 5 125B    

1-4 Ȗʻافʦʯال :Combinations:  
عʸʻـʛاً مʱʵلفــاً مــr  ʧتعـʛّف الʨʱافʽــǼ Șأنهــا عـʙد الʛʢائــȘ الʱــي Ȟʺǽـʧ بهــا اخॽʱــار 

rعʸʻــʛاً Ǽغــʠّ الʤʻــʛ عــʧ الʛʱتʽــʖ، ونʛمــʜ لــه Ǽــالʛمn  ʜفــة مــʧ مʨʺʳعــة مʕل
nC فــإذا .

 ʧلفـة مــʕعــة مʨʺʳا مʻيʙكـان لـn  عــاتʨʺʳل مʽȞـʷت ʙــȄʛلفـة ونʱʵʺاء الॽالأشــ ʧاً مـʛـʸʻع
مـــʧ هـــʚه العʻاصـــr  ʛتʱʴـــȑʨ ؗـــلٌّ مʻهـــا علـــى  r n  ʧـــȞʺʺعـــات الʨʺʳʺد الʙفـــإن عـــ

Ȟʷذة تʨلها مأخʽr  لــ Șʽافʨʱد الʙع ʨعة هʨʺʳʺه الʚه ʧاً مʛʸʻعn  هـاʻذ مʨاً مـأخʛـʸʻع
r  وr :العلاقةǼ ىʢاً، وتعʛʸʻع  

   !
12 1

! !
r
n

n
C

r n r
 


  

مـǼ (r  ʧالȞʷل الʱالي: إن ؗل تॽɾʨقة تȑʨʱʴ على 12-1وʧȞʺȄ بʛهان العلاقة (
rP!العʻاصــــʛ، وȃالʱــــالي Ȟʺǽــــʧ تʰــــʙيل هــــʚه العʻاصــــǼ ʛعــــʙد  r  ،ادلــــةॼʱقــــة، أو مȄʛʡ

rوȃالʱالي فإن عʙد الʛʱاتʖʽ الʺʺʻȞة فـي جʺॽـع الʨʱافʽـʶǽ Șـاوȑ إلـى 
nC  اً بــȃوʛمʹـ!r ؛

:ȑأ  

 ! 13 1r r
n nA C r    

عʸʻــʛاً فــي  r، فـــrمــʧ العʻاصــʛ مــأخʨذة  nأو ʷǼــȞلٍ آخــʛ فــإن عــʙد الʨʱافʽــȘ لـــ 
 ʘـــʽة (حʛكـــل مـــr n ʖـــʽاتʛʱد الʙعـــ ȑـــاوʶǽ (r

nA  ماً علـــىʨـــʶمق!r ـــل علـــىʸʴʻف ،
  العلاقة:

 14 1
!

r
r n
n

A
C

r
   

وȃʺا أن:                                        
 

!

!
r
n

n
A

n r



  



- 25  -  

  )، فʙʳʻ أن:14-1نعʨّض Ǽالعلاقة (

 
!

!

!
r
n

n
n r

C
r


  

  ومʻه نʙʳ أن عʙد الʨʱافǽ Șʽعʢى Ǽالعلاقة الآتॽة:

   !
15 1

! !
r
n

n
C

r n r
 


  

  ):14-1مʰال (
ا يلي:  ّ̋ 4أوجॽʀ ʙʺة ؗلاً م

10C 5و
20C.  

  )، نʙʳ:15-1لاقة (بȘʽʰʢʱ العالʲل: 

 
4

10

10! 10!

4! 10 4 ! 4! 6!
C   

 
  

Ȅʛʡ10قة  9 8 7 6! 5040
210

4 3 2 1 6! 24

   
  

   
  

 
5
20

20! 30! 20 19 18 17 16 15!

5! 20 5 ! 5! 15! 5 4 3 2 1 15!
C

    
  

      
  

Ȅʛʡ5قة 
20

1860480
15504

120
C  .  

  ):15-1مʰال (
ؗـʛات ودون  10أوجʙ عʙد ʛʡائȘ اخॽʱار ثـلاث ؗـʛات مـʧ صـʙʻوق ʱʴǽـȑʨ علـى 

  أهʺॽة لʛʱتʖʽ الʛؔات.
ॻʯار لا ǻعʠي أهॻʸة للʙʯتʔʻ (أȏ أن الʦʸʱʸعات لاتʯʳلف Ǻاحʯلاف الʲل: ʸǺا أن الاخ

 Ȗʻافʦعات هي تʦʸʱʸه الʘها) إذن فهʹʸض ʔʻتʙʯ3ف  3ال  ʥ10م.  
  ) نʙʳ أن:15-1وȘʰʢʱȃ العلاقة (

 
!

! !
r
n

n
C

r n r


  
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Ȅʛʡقة 
 

3
10

10! 10 9 8 7!
120

3! 10 3 ! 3 2 1 7!
C

  
  

   
  

 :ȖʻافʦʯالǺ اصةʳالعلاقات ال ʞعǺ اجʯʹʯاس  
  : إن:) 1خاصة (

 16 1r n r
n nC C    

  للʛʰهان: نأخʚ مفʨؔك الʛʢف الأʧʺǽ فʙʳʻ أن:

       
! !

! ! ! !
n r
n

n n
C

n r n n r n r r
  

       
  

ومʻه:                                       
 

!

! !
n r r
n n

n
C C

n r r
  

 
  

وتʙʵʱʶم هʚه العلاقة لʶʱهʽل العʺلॽـات الʶʴـابॽة فـي حʶـاǼات الʨʱافʽـȘ ولؔـʧ لا 
  .nأكʛʰ مʧ نʸف  rإذا ؗانʗ  تʙʵʱʶم إلا

37أوجॽʀ ʙʺة  ): 16-1مʰال (
40C.  

rبȘʽʰʢʱ العلاقة:   الʲل:  n r
n nC C   :أن ʙʳ37ن 3

40 40C C  

37ومʻه:                      3
40 40

40! 40 39 38
9880

3! 37! 3 2 1
C C

 
   

  
  

  ):17-1مʰال (
 ʗ10إذا ؗان 15

n nC C ةʺॽʀ ادʳǽب إʨلʢʺوالn.  
15نلاحȎ أن الʲل:  , 10n r r   :الي فإنʱالȃو  

10 15 10 15 25n n       
  وذلʥ اعʱʺاداً على العلاقة الʶاǼقة.

  ):  قاعʗة الʦʯافȖʻ الʸقʗʻة أو الʙʵʸوʟة:2خاصة (
  اʻيʙإذا ؗــان لــn  ــارॽʱوأردنــا اخ ʛاصــʻالع ʧاً مــʛــʸʻعr ــاك عʻهــا، مــع أن هʻاً مʛــʸʻ

:ȑاوʶǽ ارॽʱق الاخʛʡ دʙعاده فإن عॼʱاس ʖʳǽ اتʚالǼ ًداʙʴاً مʛʸʻعr
n iC   
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 ʘــʽحi عادها وॼʱاســ ʖاجــʨال ʛاصــʻد العʙعــn i r  ــاʻحʛʡ ــاʻــي أنʻعǽ اʚوهــ ،
 ʧمــ ʙعॼʱــʶʺــيء الʷالn  ʧمــ ʙعॼʱــʶǽ ʦــ ــا نعʰʱــʛ أن الا rفقــȌ، ول ʻلـــ لأن ʦʱــ مــr  ʧخॽʱــار ي

  .nعʛʸʻاً ولʝॽ مn-i  ʧالعʻاصʛ الʺॽʁॼʱة 
  ):18-1مʰال (

يʨؔʱن مʳلʝ إدارة جʺॽɻة مʧ سॼعة أشʵاص هʦ (أحʺʷǼ ،ʙـȐʛ، جʺʽـل، دانـي، 
 ʦهʻوق مـʙʻـʸلل ʧʽوأمـ ʛʽتʛȞوسـ ʝॽئʛللـ ʖونائـ ʝॽاب رئʵʱاد انʛȄاء)، وʛزه ،ʙʽول ،ʦʲʽه

ـــʦ أن الʤʻـــا ـــة، مـــع العل ǽʚʽفʻʱـــة ال ʻʳالل ʧȄʨؔـــʱل ʙـــغل أحـــʷǽـــه لا ـــى أن ـــʟʻ عل ـــʙاخلي ي م ال
مʻاصــʖ اللʻʳــة الʻʱفǽʚʽــة، مــʧ ؗــان ʷǽــغل إحــʙاها فــي الــʙورة الʶــاǼقة، ونʳॽʱــة للʺʸــادفة 
اتʹـــح أن جʺʽــــل ؗــــان نائॼـــاً للــــʛئʝॽ وهʽــــʦʲ ؗـــان أمʻʽــــاً للʸــــʙʻوق فـــي الــــʙورة الʶــــاǼقة، 

  والʺʢلʨب إʳǽاد عʙد ʛʡائȘ اخॽʱار اللʻʳة:
  الʲل:

 ʝلʳد أعʹاء مʙأن ع Ȏنلاح :ȑاوʶǽ 7الإدارةn .  
 :ȑاوʶǽ ʝلʳʺة للǽʚʽفʻʱة الʻʳد أعʹاء اللʙ4عr .  

 ʧعادهʺا مॼʱاس ʖʳॽɾ قةǼاʶة الʻʳفي الل ʧȄʨʹؗانا ع ʦʲʽل وهʽʺار أن جॼʱاعȃو
:ȑاوʶǽ ةʻʳار اللॽʱاخ Șائʛʡ دʙالي فإن عʱالȃة، وʻʳالل ʧȄʨؔت ʙʻار عॽʱالاخ  

Ȅʛʡ4قة  4
7 2 5

5! 5 4! 5
5

4! 1! 4! 1 1
C C


    

 
  

مـʧ العʻاصـʽʴǼ ʛـʷǽ ʘـn  ȋʛʱعʸʻـʛاً مـʧ العʻاصـʛ مـr  ʧملاحʤة: إذا أردنا أن نʱʵـار 
أن Ȟǽـــʨن عʸʻـــʛ مʴـــʙد Ǽالـــʚات ʳǽـــʖ أن ʱʵǽـــار فـــي جʺॽـــع الأحـــʨال، فـــإن عـــʙد ʡـــʛق 

 :ȑـــاوʶǽ ـــارॽʱالاخr i
n iC 
 ـــʳǽ ȑʚالـــ ʛـــʸʻـــا العʻحʛʡ ـــاʻـــي أنʻعǽ اʚـــاره ، وهـــॽʱاخ ʦʱأن يـــ ʖ
 ʧؗــل مــ ʧــاً مــʺʱحn وr ــاقيॼد الʙــار العــʱʵــالي نʱالȃو ،r i  ʧمــn i  ʛاصــʻالع ʧمــ

.Ȍفق  
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  ):19-1مʰال (
 ʧـــة مـــॽɻʺإدارة ج ʝلـــʳن مʨؔـــʱـــة  13يʻʳـــار لॽʱاخ ʧـــȞʺǽ قـــةȄʛʡ ʦȞॼـــɾ ،ًاʨعʹـــ

ʳن اللʨؔـــʱت ʘـــʽʴǼ ،ʝلـــʳʺا الʚهـــ ʧـــة مـــǽʚʽفʻت ʧـــة مـــʻ6  ʝॽأن رئـــ ʦاص، مـــع العلـــʵأشـــ
  الʺʳلʝ وسʛȞتʛʽ الʺʳلʝ دائʺاً في اللʻʳة.

  الʲل:
 ʝلʳʺد أعʹاء الʙ13عn .  

6rعʙد أعʹاء اللʻʳة الʻʱفǽʚʽة  .  
وȃاعॼʱــار أن رئــʝॽ الʺʳلــʝ وســʛȞتʛʽ الʺʳلــʝ دائʺــاً فــي اللʻʳــة فــإنهʳǽ ʦــʖ أن 

  ا مʧ الاخॽʱار، وȃالʱالي فإن:ॼʱʶǽعʙو 
2 6 2 4
2 13 2 11

r
nC C C 
    

Ȅʛʡ4قة 
11

11! 11 10 9 8 7!
330

4! 7! 4 3 2 1 7!
C

   
  

    
  

  ): الॺʯاديل بʙؒʯارات وأشॻاء مʵʯابهة:3خاصة (
 ʗإذا ؗانـــA  ʧلفـــة مــــʕعــــة مʨʺʳمn  ʧــألف مـــ مʨʺʳعــــة جʜئॽــــة،  kعʸʻـــʛاً، وتʱــ

انʗ أعʙاد هʚه العʻاص انʗ ؗل مʨʺʳعة تȑʨʴ العʻاصʛ نفʶها، وؗ ʛ في الʺʨʺʳعات وؗ
1هــي  2, ,..., kn n n  :ʘــʽ1، ح 2 .. rn n n n     ــة داخــلʻȞʺʺاديــل الॼʱد الʙفــإن عــ

  الأشॽاء ؗلها ǽعʢى Ǽالعلاقة:

 1 2, ,...,

1 2

!
17 1

! ! .... !
kn n n

n
k

n
P

n n n
 

  
  

  الʙʮهان:
1nعʸʻــʛاً ʶǽــاوn  ȑمــ1n  ʧإن عــʙد ʛʡائــȘ اخॽʱــار 

nC ʛاصــʻــاقي العǼ نʨــȞȄو ،

1n n .ًاʛʸʻع  
ـــار  ــــ ــــȘ اخॽʱـ ــــʙد ʛʡائــــ ــــ2n  ʧوعــــ 1nمــــ n  ȑـــاو ــــ ــــʛاً ʶǽـ 2عʸʻــــ

1
n
n nC  ــــى ، وتॼقــــ

1 2n n n  .اʚȞوه ...........ʛʸʻع  
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 ʛʡ دʙــــ ـــار وأن عــ ــــȘ اخॽʱـــ ــــin ) ʧائــ ــــʛاً مــ 1عʸʻــ 2 1.... in n n n    ،ًاʛــــ ) عʸʻــ
 ȑاوʶǽ

1 2 1....
i

i

n
n n n nC

  .  

ـــار  مــــkn  ʧوأن عــــʙد ʛʡائــــȘ اخॽʱـ 1 2 1.... kn n n n      ȑـــاو عʸʻــــʛاً، ʶǽـ

1 2 1....
k

k

n
n n n nC

  .  

  إن عʙد هʚه الʛʢائȘ الʺʱʵلفة ʶǽاوȑ:وȃالʱالي ف

1 1 2 1 2 1 1 2 1

1 2 3
.... ........ ....

i k

n n n nk nr
n n n n n n n n n n n n n nC C C C C

                

  وȃاسʙʵʱام مفʨؔك الʺقاديʛ الʶاǼقة نʙʳ أن:

 
 
 

 
 

 
 

1 2 11

1 1 2 1 2 1 2 1

1 2 1

1 2 1

...... !!!
............ ......

! ! ! ! ! ..... !

... .... !
.......

! ... !

i

i i i

i k

k k k

n n n nn nn

n n n n n n n n n n n n n

n n n n n

n n n n n n









 


       
    
    

  

وȃإجʛاء الاخʸʱارات اللازمة حʘʽ أن الʶॼـȌ فـي ؗـل ʶؗـʛ (عـʙا الʶؔـʛ الأول) 
  ه.ʛʸʱʵǽ مع الʙʴ الʲاني في الʺقام الʺʨجʨد في الʛʶؔ الʶابȘ ل

1ومع ملاحʤة أن:                  2 ... ... 0! 1i kn n n n n       
  وȃالʱالي نʸʴل على العلاقة الʱالॽة الʺʢلȃʨة:

1 2, ,...,

1 2

!

! !.. !... !
kn n n

n
i k

n
P

n n n n
   

  وهʨ عʙد الॼʱاديل الʺʱʵلفة.
  ):20-1مʰال (

  الʱي تعʻي الاحʱʺالات. Ȅʛʡ ʦȞǼprobabilityقة ʧȞʺǽ تʽȞʷل حʛوف ؗلʺة 
  الʲل:

1مʛȞر مʛتʧʽ. وȞʷȄل مʨʺʳعة جʜئॽة فʽها  bلʛʴف نلاحȎ أن ا 2n .  
2مȞـــʛر مـــʛتʧʽ أi  ȑوالʴـــʛف  2n  وأن .Ȍة فقـــʙة واحـــʛرة مـــʛـــȞʺف فʛـــة الأحـــॽʁǼ أمـــا ،

 ȑاوʶǽ وفʛʴد الʙعn=11 .ًفاʛح  
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:ȑاوʶǽ قةǼاʶاديل للؔلʺة الॼʱد الʙالي فإن عʱالȃو  

2,2,1,1,1,1مॼʱادلة     
11

11!
9979200

2! 2!
P 


  

  ):21-1مʰال (
 ʧـȞʺǽ قـةȄʛʡ ʦـȞǼ ،ʙارات فـي صـف واحـॽسـ ʛـʷقـاف عǽـع لإʶʱارات يॽʶقف للʨم

 ʅॽɿʸارات مازدا و 5تॽا و 3سॽؗ اراتॽس. 2سʙʽسʛارة مॽس  
  إن عʙد الʛʢائȘ الʺʺʻȞة ʶǽاوȑ:الʲل: 

!Ȅʛʡ 10قة
2520

5! 3! 2!


 
   

  بʛهʧ على أن:): 4خاصة (
 1

1 18 1r r r
n n nC C C
     

  لʛʰهان هʚه العلاقة نʖʱؔ الʛʢف الأʧʺǽ ؗʺايلي:

     
1 ! !

1 ! 1 ! ! !
r r
n n

n n
C C

r n r r n r
   

   
  

  وʨʱȃحʙʽ الʺقامات نʙʳ أن:
 
 

! 1 !

! 1 !

r n n r n

r n r

    


 
  

  وȃإجʛاء الإصلاحات نʙʳ أن:
 
 

 
 

 
 

1
1

! 1 ! 1 1 !

! 1 ! ! 1 ! ! 1 !
r r r
n n n

n r n r n n n
C C C

r n r r n r r n r




    
    

     
  

  وهʨ الʺʢلʨب.
  ): 5خاصة (

  عʛʸʻاً ʶǽاوn :ȑكʛʲ مʧ مفʛدات عʙدها إن عʙد ʛʡائȘ اخॽʱار مفʛدة أو أ

 1 2 3 ... 2 1 19 1n n
n n n nC C C C        
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  ):22-1مʰال (
Ȅʛʡ ʦȞǼقة ʧȞʺǽ اخॽʱـار شـʟʵ أو أكʲـʛ مـʧ بـʧʽ خʺʶـة أشـʵاص لʷʱـʽȞل لʻʳـة 

  تʴقȘʽ في حادث مʛور.
  ) نʙʳ أن:19-1بȘʽʰʢʱ العلاقة الʶاǼقة (الʲل: 

1 2 3 4 5
5 5 5 5 5C C C C C      

Ȅʛʡ5قة  10 10 5 1 31      
52أو تʶاوȄʛʡ                                :ȑقة  1 2 1 31n      

  Ǽعʠ القʨاعʙ الأخȐʛ: ):6خاصة (
  ـ لʙيʻا:

 00! 1 1! 1 1 1 20 1n
n nC C      

  :إذا ؗانa b
n nC C                                      :فإنa b  

أو:    21 1a b n    
 :ةॽالعلاقة الآت Șقʴت Șʽافʨʱإن ال  

 1

1
22 1

r
n

r
n

C n r

C r

 
   

ــــʧ العلاقــــــة الʙʮهــــــان:  ــــʛ مــ ــــʛف الأʶǽــ ــــا ǽقابلــــــه فــــــي الʢــ ــــǼ ʙʺــ ــــل حــ ــــʧ ؗــ ـــالʱعʠȄʨ عــ   Ǽـــ
  ) نʙʳ أن:1-22(

 
   

1

1 ! 1 !!

! ! !

r
n

r
n

r n rC n

C r n r n

  
 


  

  وȃإجʛاء Ǽعʠ الإصلاحات نʙʳ أن:
    

   1

1 ! 1 !

1 ! !

r
n

r
n

r n r n rC

C r r n r

   


  
  

  وȃإجʛاء الاخʸʱارات الʺʢلȃʨة نʙʳ أن:

1

1r
n

r
n

C n r

C r

 
  
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  وهʨ الʺʢلʨب.
  ):23-1مʰال (

                                               :ʗ5إذا ؗان 2 3
17 17
r rC C   

  .rوالʺʢلʨب إʳǽاد ॽʀʺة 
  الʲل:

) ʧʽʱالعلاق ʧا مʻيʙمايلي:21-1ل (  
5                                 إن:         2 3 2r r r      

5أو:                         2 3 17 3 9 3r r r r         
,3وȃـالʱعʠȄʨ عـʧ ؗـل  2r r  :أن ʙـʳ2، نr   ـالي: فـإنʱالȃضـة، وʨفʛم

3r  ةʺॽʁلة. هي الʨʰالʺق  
  ):24-1مʰال (

10أوجʙ ناتج مايلي:                                            9
20 20C C  

  الʲل:
  ) نʙʳ أن:22-1بȘʽʰʢʱ العلاقة (

10
20
9
20

1 20 10 1 11

10 10

C n r

C r

   
    

  ):25-1مʰال (
  :ʗ10إذا ؗان 15

n nC C  ةʺॽʀ ʙأوجn.  
  الʲل:

Ǽ اعॼʱار أن 15, 10b a a b   ) ا أن:21-1فإن العلاقةʻʽʢتع ،(  

10 15 25

a b n

n

 
  
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1-5:ʥيʗʲال ȏة ذȂʙʢن :  
ــــȞل  ــــʧ الʷـــ ــــʙار مـــ ـــ ــــل مق ــــى ؗـــ ـــ ــــȘ عل ـــ ʢǽل     3 2 , 1 ,x y x a b    ...

.ʧيʙع حʨʺʳلح مʢʸم  
 ʛعلى الʺقادي Șلʢǽ اʺʻʽب     3 2 , 1 ,x y x a b    ʧʽق بـʛلح الفـʢـʸم

ʙيʧ. وʷȃـــȞل عـــام ʢǽلـــȘ علـــى الʺقـــʙار الʰʳـــȑʛ حـــ n
a b  أو ʧيʙـــʴال ȑلح ذʢـــʸم

.ʧتʨʽة نॽائʻأو ث ʧيʙʴائي الʻث  
 ȑʛــــ ــ ʰʳار الʙــــ ــ ـــــي للʺق ــــʨك رȄاضـ ـــاد مفؔــ ــــʙيʧ إلــــــى إʳǽـــ ـــــة ذȑ الʴــ ــــʙف نȄʛʤـ وتهــ

 n
a bةʨعـــاً للقـــʨفʛم ʧيʙحـــ ȑار ذʙك مقـــʨل إلـــى مفؔـــʨصـــʨال ʦتـــ ʙـــل  . ولقـــʰـــة قॽانʲال

الʺʽلاد، في حʧʽ تʦ الʨصʨل لʺفʨؔك مقʙار ذȑ حʙيʧ مʛفʨعاً للقـʨة الʛاǼعـة أو الʵامʶـة 
  أو الʶادسة في القʛن الʲاني عǼ ʛʷعʙ الʺʽلاد.

 nوفي القʛن الʶاǼع عʛʷ تʨصل ǼاسȞال لʺفʨؔك مقʙار ذȑ حʙيʧ مʛفʨعاً للقʨة 
قॼȄʛـاً تʨصـل نʽـʨتʧ إلـى بʛهـان عـʙداً صـʴॽʴاً مʨجॼـاً، وفـي نفـʝ الʨقـʗ ت nعʙʻما Ȟǽـʨن 

عـʙداً صـʴॽʴاً مʨجॼـاً أو  nعʙʻما ʨȞǽن  nجʙيʙ لʺفʨؔك مقʙار ذȑ الʙʴيʧ ومʛفʨع للقʨة 
  سالॼاً أو Ȅʛʶؗاً.

1 -5 -1:ʔجʦح مॻʲأس صǺ ʥيʗح ȏار ذʗك مقʦؒمف :  
عــʙديʧ حॽʁقʽــʧʽ، فــإن اســʙʵʱام الʺॼــادȏ العامــة فــي الʰʳــʛ تعʻʽʢــا أن  b , aإذا ؗــان 

  ʧ الʺʕلف مʧ هʚيʧ العʙديʧ سʨȞॽن ؗʺا في الʙʳول الآتي:مفʨؔك ذȑ الʙʴي

  ʧيʙʴال ȑك ذʨؔمف   ʤॻɾn  

 1عʗد الʗʲود في الʸفʦؒك =  0
1a b  0n   

 2لʸفʦؒك = عʗد الʗʲود في ا 1a b a b   1n   
 3عʗد الʗʲود في الʸفʦؒك =  2 2 22a b a ab b    2n   
 4عʗد الʗʲود في الʸفʦؒك =  3 3 2 2 33 3a b a a b ab b     3n   
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 5= عʗد الʗʲود في الʸفʦؒك 
 4 4 3 2 2

3 3

4 6

4

a b a a b a b

ab b

    

 
 4n   

 6عʗد الʗʲود في الʸفʦؒك = 
 5 5 4 3 2

2 3 4 5

5 10

10 5

a b a a b a b

a b ab b

    

  
 5n   

.........  ..........................................    

عʗد الʗʲود في الʸفʦؒك 
1n  

   1 2 2

1

1

2!

....

n n n n

n n

n n
a b a na b a b

nab b

 




    

  
   

ʧ ملاحʤــــة الʵــــʨاص الʱالॽــــة لʺفؔــــʨك ذȑ وȃالʱــــʙقȘʽ فــــي العلاقــــات الʶــــاǼقة Ȟʺǽــــ
:ʧيʙʴال  

 ȑاوʶǽ نيʨʻك الʨؔود في الʺفʙʴد الʙ1ـ إن عn  .ًاʙح  
 ȑــاوʶǽ الأول ʙــʴك فــإن أس الʨــاد الʺفؔــʳǽإ ʙــʻــ ع ، ومــʧ ثــʦ يʻʱــاقʟ حــʙاً Ǽعــʙ حــn  ʙـ

ʧ ثـʦ يʜʱايـǼ ʙʺقʙار الʨاحʙ الॽʴʸح حʱى يʻعʙم. أما أس الʙʴ الʲـاني يʰـʙأ Ǽـأس صـفʛ ومـ
  .nحʙاً Ǽعʙ حǼ ʙʺقʙار الʨاحʙ الॽʴʸح حʱى الʙʴ الأخʛʽ وʨȞȄن مʛفʨعاً للأس 

  ʧديʙــــي العـــــ ـــ إن مʳʺــــʨع أسّ ـــلي  b , aــ ـــاوȑ الأس الأصــ ــــي ؗـــــل حــــʶǽ ʙـ أn  :ȑف
a b n .  

 ʨه ʙـ إن معامل ؗل حr
nC ʘʽح ،r  ʧيʙʴال ʙأس أح ʨهa  أوb ، نȂوa b

n nC C  
  وȃالʱالي ʱؗ ʧȞʺǽاǼة مفʨؔك ذȑ الʙʴيʧ بʙلالة الʨʱافȘʽ ؗʺا يلي:

  0 0 1 1 1 2 2 2 3 3 3

1 1 1 0....

n n n n n
n n n n

n n n n
n n

a b C a b C a b C a b C a b

C a b C a b

  

 

        

    
  

  وʧȞʺȄ إعادة ʱؗابʱها وصॽاغʱها على الȞʷل الآتي:

   
0

23 1
n

n r r n r
n

r

a b C a b 



    
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معــاملات الʴــʙود ـــ إن معــاملات حــʙود الʺفؔــʨك الʺʻʱــاʛʣة مʶʱــاوȄة أو Ǽʺعʻــى آخــʛ، إن 
  الʱي تॼعʙ عʧ بʙاǽة الʺفʨؔك ونهاǽة الʺفʨؔك Ǽʺقʙار ثابʗ تʨؔن مʶʱاوȄة.

 ȑاوʶǽ كʨؔود في الʺفʙʴع معاملات الʨʺʳ2ـ إن مn .  
 ʧيʙʴك الʨؔمف ʚهان نأخʛʰلل 1 1

n :أن ʙʳʻف  

 
0 0

1 1 1 1 2
n nn

r r n r r n
n n

r r

C C

 

       

ʖʽ أمʲال قȐʨ الʺقʙار ـ ʧȞʺǽ تʛت a b  عىʙاد يـʙالأعـ ʧلي مʲول مʙة في جॽالʱʱʺال
  مʲلǼ ʘاسȞال وذلʥ ؗʺا يلي:

  
  
  

  أمʲال الʺفʨؔك
 ȑة ذॼل رتȞش

ʧيʙʴال  
 ʦرق

n 

 

 0
a b 0  

 1a b 1  

 2
a b 2  

 3
a b 3  

 4
a b 4  

 5
a b 5  

 6
a b  6  

 7
a b 7  

............................................................. ...  

  تǼ ʜʽʺʱʺا يلي: نلاحȎ أن الأعʙاد في مʲلǼ ʘاسȞال
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1  ʧـي أن ؗـلاً مـʻعǽ اʚوهـ .ʙاحʨال ȑاوʶǽ ʛʢفي ؗل س ʛʽد الأخʙد الأول والعʙـ إن الع
  في الʙʴ الأخʛʽ تʶاوȑ الʨاحb .ʙفي الʙʴ الأول، وأمʲال  aأمʲال 

2  ʧديʙع العـʨـʺʳم ʧناتج عـ ʘلʲʺال ʧʺدة ضʨجʨʺال Ȑʛاد الأخʙالأع ʧد مʙـ إن ؗل ع
 ʧة مــʛاشــॼقــه مʨقعــان فǽ ʧيʚل الــȞــʷضــح علــى الʨم ʨــار، ؗʺــا هــʶॽإلــى ال ʧʽــʺॽال

 :Șابʶال  
ــاملات الʴــــʙود فــــي  وȃالʱــــالي Ȟʺǽــــʧ اســــʙʵʱام أعــــʙاد مʲلــــǼ ʘاســــȞال لإʳǽــــاد معــ

الʺفʨؔك  n
a b .ʖاتʛʺلف الʱʵم ʧم  

  ):26-1مʰال (

أوجʙ مفʨؔك  6
x y.  

  الʲل:
  ) نʙʳ أن:23-1مʧ العلاقة (

 6 0 6 0 1 5 1 2 4 2 3 3 3
6 6 6 6

4 2 4 5 1 5 6 0 6
6 6 6

x y C x y C x y C x y C x y

C x y C x y C x y

    

  
  

6 5 4 2 3 3 2 4 1 5 66 15 20 15 6x x y x y x y x y x y y        
 ʛʢــʶال ʧة مــʛاشــॼود مʙــʴال ʥــال تلــʲــل علــى أمʸʴال نȞاســǼ ʘلــʲام مʙʵʱاســǼ أو

الʺقابل للʺʢʱاǼقة  6
a b.  

 ʖجـــʨح مॽʴلأس صـــ ʧʽعʨفـــʛم ʧيʙحـــ ȑك أʨـــاد مفؔـــʳǽإ ʧـــȞʺǽ مʙخـــلال مـــا تقـــ ʧـــ مـــ ـ
  Ǽالعلاقة الʱالॽة:

 
   

0 0 1 1 1 2 2 2

11 1 0

...........

... ... 24 1

n n n n
n n n

n nr n r r n n n n
n n n

x y C x y C x y C x y

C x y C x y C x y

 

   

    

    

  
  ومʧ هʚه العلاقة نʱʻʱʶج:

  ـ إن الʺعاملات الʱالॽة مʶʱاوȄة:
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0

1 1

2 2

n
n n

n
n n

n
n n

C C

C C

C C











  

  ) ǼالȞʷل الʱالي:24-1وʧȞʺȄ أن نʖʱؔ العلاقة (

 
0

n
n r n r r

n
r

x y C x y



   

 ʧيʙــــʴال ȑك ذʨــام فــــي مفؔــــ ـــــ إن الʴــــʙ العــ n
x y  :ʙــــʴال ʨهــــr n r r

nC x y  ــــهॼʽتʛوت
 1r   له بـ ʜمʛن ʥلʚ1لrH .  

  وȃالʱالي ǽعʢى الʙʴ العام Ǽالعلاقة:

 1 25 1r n r r
r nH C x y
    

 ʧيʙــʴال ȑك ذʨالعــام فــي مفؔــ ʙــʴام الʙʵʱاســ ʧــȞʺȄو n
x y لʨــʸʴفــي ال ،

 ȑة.على أʛاشॼك مʨؔفي الʺف ʙح  
  ):27-1مʰال (

أوجʙ الʙʴ الʶادس في الʺقʙار  6
3 5x y.  

  الʲل:
5نلاحȎ أن:  1 6r r   ) ض في العلاقةʨ25-1، نع:ʙʳʻف (  

     6 5 5 55
6 6

5 5
6

6!
3 5 3 5

5! 1!

6 3 3125 56250

H C x y x y

H x y x y

 


     

  

  ملاحʢة: 
ʙاد مʛفʨعة لقȐʨ إن مفʨؔك ذȑ الʙʴيʧȞʺǽ ʧ أن ʙʵʱʶǽم لإʳǽاد Ǽ ʦॽʀعʠ الأع

ॼة ولفʛʱة زمॽʻة مʙʴدة. ʛؗة مʙفائǼ ةǽʙة نقʙاد جʺلة وحʳǽم لإʙʵʱʶǽ لفة، ؗʺاʱʵم  
  ):28-1مʰال (

أوجॽʀ ʙʺة  4
101 .ʧيʙʴال ȑة ذȄʛʤام نʙʵʱاسǼ  

  الʲل:
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نʖʱؔ العʙد  4
  على الȞʷل الآتي: 101

   4 4
101 1 100   

           
       

     

4 0 3 1 2 20 1 2
4 4 4

1 3 0 43 4
4 4

2 3 4

1 100 1 100 1 100

1 100 1 100

1 4 100 6 100 4 100 100 104060401

C C C

C C

   

 

        

  

  ):29-1مʰال (
أوجॽʀ ʙʺة الʺقʙار  6

1.05 .ʧيʙʴال ȑة ذȄʛʤام نʙʵʱاسǼ  
  الʲل:

نʖʱؔ العʙد  6
  على الȞʷل الآتي: 1.05

  

   6 6
1.05 1 0.05   

           
               

6 0 5 1 4 20 1 2
6 6 6

3 3 2 4 1 5 0 63 4 5 6
6 6 6 6

1 0,05 1 0,05 1 0,05

1 0,05 1 0,05 1 0,05 1 0,05

1 6 0,05 15 0,0025 20 0,000125 15 0,00000625

6 0,0000003125 0,000000015625 1,340095641

C C C

C C C C

   

  

        
   

  
  ):30-1مʰال (

لʽــʛة ســʨرȄة لʺــʙة  /15000ر الفائــʙة الʺʶــʴʱقة عــʧ قــʛض مقــʙاره /احʶــʖ مقــʙا
ॼة  ʛؗة مʙفائǼ اتʨʻس ʛʷ5ع.ʧيʙʴال ȑك ذʨؔام مفʙʵʱاسǼ %  

  الʲل:
للفʛʱة الʜمॽʻة، وȃʺـا أن  nلʺعʙل الفائʙة الȑʨʻʶ، و iلʺʰلغ القʛض، وȃـ  Cنʛمʜ بـ 
  في نهاǽة الʺʙة الʜمॽʻة ǽعʢى Ǽالعلاقة: Cحʽʸلة الʺʰلغ 

 1
n

tC C i   

nIفʱعʢى Ǽالعلاقة:  Iأمّا مقʙار الفائʙة  C C  :أن ȑأ  
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 1 1
n

C i    =I  

نلاحȎ أن:  1
n

i :ه ؗʺايلي ʨؗؔود مفʙاد حʳǽإ ʧȞʺȄو ،ʧيʙار ذو حʙمق ʨه  

         
           

10 9 1 8 21 2
10 10

7 3 6 4 5 53 4 5
10 10 10

1 0,05 1 1 0,05 1 0,05

1 0,05 1 0,05 1 0,05

C C

C C C

    

  
  

  وȃالʱالي فإن:

 

 

10

10

1 0,05 1 10 0,05 45 0,0025 120 0,000125

210 0,00000625 252 0,0000003125

1 0,5 0,1125 0,015 0,0013125 0,00007875

1 0,05 1,62889125

       

   
     

 

  

:ȑاوʶǽ ةʙار الفائʙالي فإن مقʱالȃو  

 10

10 15000 1 0,05 1I        

24433,36875 15000 9433,37 . .S P         
1 -5 -2:(ʔأو سال ʔجʦم) ȏʙʴؕ أو ʔأسٍ سالǺ ʥيʗّʲال ȏك ذʦؒمف :  

ـــʧّ̔ لʻـــا أن عـــʙد حـــʙود مفؔـــʨك ذȑ الʴـــʙيʧ الʺʛفـــʨع لأسٍ صـــॽʴح  ʰʱم يʙمʺـــا تقـــ
ʙــــ ــــʨن مʴــ ــــȞǽ ʖــ ــــȞل مʨجــ ــــʧ الʷــ ــــʙار مــ ـــان الʺقــ ــا إذا ؗـــ ــــهٍ. أمــــ ــــʨك مʱʻــ وداً؛ أȑ أن الʺفؔــ

 1
n

x
 ʘʽح ، n  ـاʻفإن ،(ʖأو سـال ʖجـʨم) ȑʛـʶؗ ّأو أس ʖح سـالॽʴد صـʙع

نʳــʙ أن مفؔــʨك ذȑ الʴــʙيȞǽ ʧــʨن غʽــʛ مʱʻــهٍ؛ أȞǽ ȑــʨن عــʙد الʴــʙود لا نهائॽــاً فــي هــʚا 
ʻ1xـʙما Ȟǽـʨن الʺفʨؔك، وذلʥ ع   1أوx  ارʙك الʺقـʨـة مفؔـǼاʱؗ ʧـȞʺǽ ـاليʱالȃو ،

 1
n

x
 :اليʱل الȞʷالǼ  

                

        

1 2 3

4

1 1 2
1 1

1! 2! 3!
1 2 3

..... 26 1
4!

n n n n n n n
x x x x

n n n n
x

        
    

      
   
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  ):31-1مʰال (

أوجʙ مفʨؔك الʺقʙار: 
 2

1

1 x
  

  الʲل:
ʙا الʺقʚه ʖʱؔار ؗʺايلي:ن  

 
 

              

      

 

2

2

2 2 31

4

2 2 3 4

1
1

1

2 2 2 1 2 2 1 2 2
1 1

1! 2! 3!
2 2 1 2 2 2 3

......................
4!

1 1 2 3 4 5 ..............

x
x

x x x x

x

x x x x x







 


        
    

      
 

        

  

ــــʨن  ــــʙما تؔـــ 1أماعʻـــ

2
n   ارʙــــ ــــʨك الʺقـــ ــإن مفؔـــ فـــــ 

1

21 x  ـــــة ــــʖ العلاقــ   حʶـــ

)1-26:ȑاوʶǽ ،(  

     

   

1
2 3

2

4

1 1 1 1 11 1 1 2
2 2 2 2 221 1

1! 2! 3!
1 1 1 1

1 2 3
2 2 2 2 ...................... 27 1

4!

x
x x x

x

          
        

        
      

  

  ):32-1مʰال (
ا يلي: ّ̋   Ǽاسʙʵʱام نȄʛʤة ذȑ الʙʴيʧ، أوجॽʀ ʙʺة ؗلٍ م

3ب ـ              1,05أ ـ  1,09.  
  الʲل:

0,05xأ ـ نفʛض أن:    
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 

     

 

1
2

1
1

2 3
2

4

1,05 1 0,05

1 1 1 1 11 1 1 2
2 2 2 2 221 1

1! 2! 3!
1 1 1 1

1 2 3
2 2 2 2

......................
4!

x
x x x

x

 

          
        

        
     

  

0,05xنعʨّض في العلاقة الأخʛʽة:  .  

     

 

1
2

2

3

1 1
1

1 2 21 0.05 1 0,05 0,05
2 2!

1 1 1
1 2

2 2 2 0,05 ......................
3!

  
    

     
    

  

  وȃالإصلاح نʙʳ أن:

 
1

21 0,05 1 0,025 0,00125 0,000281 ..... 1,024695         
0,09xب ـ نفʛض أن   

 
1

3 31,09 1 0,09   

     

 

1
1

2 3
3

4

1 1 1 1 11 1 1 2
3 3 3 3 331 1

1! 2! 3!
1 1 1 1

1 2 3
3 3 3 3 ......................

4!

x
x x x

x

          
        

        
     

  

0,09xوالآن نعʨّض ؗل  .ʙʳʻف ،  
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     

 

1
2

3

3

1 1
1

1 3 3
1 0,09 1 0,09 0,09

3 2!
1 1 1

1 2
3 3 3 0,09 ...................

3!

  
    

     
    

  

  وȃالإصلاح نʙʳ أن:

 
1

31 0,09 1 0,03 0,009 0,00027 .... 1,029145        
  ʥيʗʲال ȏʘالعام ل ʗʲال:ʔجʦح مॻʲص ʙʻإذا ؕان الأس غ  

 ʖــــ ــــॽʴح مʨجـــــ ــــʛ صــــ ــــ ʽـــان الأس غ ــــ ــــʙيʧ إذا ؗـ ــــȑʚ الʴــــ ــــ ــام ل ــــ ــــʙ العــ ــــʜ للʴــــ   نʛمــــ
1rHبـ  :العلاقةǼ ىʢعǽ ʨوه ،  

      1

1 2 ............ 1
28 1

!
r

r

n n n n r
H x

r

   
   

  ):33-1مʰال (
  .1,04أوجॽʀ ʙʺة الʙʴ الʵامʝ في مفʨؔك 

  الʲل:

ــــʙار  ــــ ــــʖ الʺقـــ ــــ ــــȞل:  1,04نʱؔـــ ــــ Ǽالʷـــ 
1

21 0,04 ـــــة ــــ ــــȘ العلاقــ ــــ ــــʦ نʰʢـــ ــــ   ، ثـــ
ʘʽʴǼ ،(4r أن 1-28( :  

    

 

1

4
4 1 5

4

5

1 2 ............ 1

!
1 1 1 1

1 2 3
2 2 2 2

4!

0,0390625 0,04 0,0000001

r
r

n n n n r
H x

r

H H x

H





   


        
    

    

  

 :ًاॺإذا ؕان الأس سال ʥيʗʲال ȏك ذʦؒمف  
  ):ǽ1-26عʢى هʚا الʺفʨؔك Ǽالعلاقة الʱالॽة (وتʛَʰهǼ ʦالॽʁاس على العلاقة (



- 43  -  

   1
1

0

1 29 1
n n r

n r
r

x C x


 
 



    

  ):34-1مʰال (
أوجʙ مفʨؔك الʺقʙار   1

1 x
.  

  الʲل:
  )، نʙʳ أن:29-1بȘʽʰʢʱ العلاقة (

  1 2 31 1 ......x x x x
       

  : نȂʙʢة ʙʻʰؕ الʗʲود:1-6
ــــȞل  ــــʧ الʷـ ــــʙيʧ مـ ــــʖ ذȑ الʴـ ʽـ ʛؗك تʨــــ ــــاǼقة لʺفؔـ ــــʛات الʶـ ــــي الفقـ ــــʻا فـ ــــʙ تعʛضـ لقـ

 n
a b لȞــــʷال ʧمــــ ȑ؛ أʧيʙحــــ ʧمــــ ʛــــʲأك ʧʺــــʹʱي ʖــــʽ ʛؗʱا الʚـــان هــــ ، ولؔــــʧ إذا ؗـ

 1 2 3 ..........
n

ra a a a    ،ودʙــــ ʽـــــǼ ʖأنـــــه ʽʲؗـــــʛ الʴـ ʛؗʱا الʚـــــف هـــــʸـــــا نʻفإن ،
  ولإʳǽاد مفʨؔك ʛʽʲؗ الʙʴود، نعʛض الȄʛʤʻة الʱالॽة:

  ):4- 1نȂʙʢة (
 ʗــــ ــــ ـــ ــــ 1إذا ؗانـــ 2 3 .......... ra a a a    ــــ ــــ ـــ ــــ ــــʙاداً حॽʁॽʁـــ ــــ ـــ ــــ ــــʗ أعـــ ــــ ـــ ــــ انـــ ة، وؗ

1 2 3 .......... rn n n n n     :ة، فإنॼجʨة مʴॽʴاداً صʙأع  

 

 1 2 3 1 2

1 2 3

, , ,....,
1 2

..........

..... 30 1r r

n

r

n n n n n n n
n r

a a a a

P a a a

    

    
  

1حʘʽ أن:  2 3 ..... rn n n n n      
  وأن:

1 2 3, , ,....,

1 2 3

!

! ! ! .... !
rn n n n

n
r

n
P

n n n n


   
  

وȄــــʙعى هــــʚا الʺقــــʙار Ǽʺعامــــل الʴــــʙ العــــام لʽʲؔــــʛ الʴــــʙود، ؗʺــــا يــــʙعى الʺقــــʙار 
1 2

1 2 ..... rn n n
ra a a   Ǽ.العام ʙʴال  

  وتُقʰل هʚه الȄʛʤʻة دون بʛهان.
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  ):35-1مʰال (
 ʗ1إذا ؗان 2 3 4 5, , , ,a a a a a  ʘـʽود، حʙح ʛʽʲؗ ʖʽ ʛؗل تȞʷاداً تʙ15أعn  ،

ــ:  ــــȘ لــــ ــــʙ الʺʨافـ ـــاد الʴـ ــــʦ إʳǽــ ــــʧ ثـ ــــʖ ومـ ʽـ ʛؗʱا الʚك هـــــʨــــ ــــل مفؔـ ــــاد معامـ والʺʢلـــــʨب: إʳǽـ

5 4 3 2 15, 4 , 3, 2, 1n n n n n     على .ʖʽتʛʱال  
  الʲل:

Ǽ15nاعॼʱار أن:  :لȞʷال ʧم ʖʽ ʛؗʱإذاً ال ،  

 15

1 2 3 4 5a a a a a     
 :ʦॽʁلل Șافʨʺال ʙʴ5وأن ال 4 3 2 15, 4 , 3, 2, 1n n n n n      

  Ǽ ʖʶʴǽالعلاقة:

1 2 3 4 5, , , ,

1 2 3 4 5

1,2,3,4,5
15

!

! ! ! ! !

15!

1! 2! 3! 4! 5!

n n n n n
n

n
P

n n n n n

P

 
   


   

  

:ʨب هʨلʢʺال ʙʴوال  
1,2,3,4,5 1 2 3 4 5

15 1 2 3 4 5P a a a a a      

  شʱار الॻʮانॻة:: الأ1-7
الʷــʛʳة الॽʰانॽــة هــي Ȅʛʡقــة Ȟʺǽــʧ بʨســاʱʡها  تʺʽʲــل ؗــل الʺʷــاهʙات أو الʱʻــائج 
الʱي ʧȞʺǽ الʨʸʴل علʽها عʻـʙ إجـʛاء تȃʛʳـة مـا، علـى شـȞل فـʛوع الʷـʛʳة، ومـʧ خـلال 
 ʧف مـــʛّعـــʱال ʧـــȞʺǽ ʥلʚـــ هـــʚه الفـــʛوع Ȟʺǽـــʧ الʱعـــʛف علـــى عـــʙد تॼاديـــل مʨʺʳعـــة مـــا، وؗ

الʺʛتॼة  خلالها على مʨʺʳعة الॼʱاديل 1 2, ,......, na a a  ارتيȞǽʙاء الـʙـʳـاد الʳǽإ ʙـʻع
1لعʙّة مʨʺʳعات  2 3 ..... nA A A A   .  

  ):36-1مʰال (
أوجʙ الʛʳʷة الॽʰانॽة لॼʱاديل الʺʨʺʳعة:  , , ,a b c d.  

  الʲل:
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 ʛاصʻاديل العॼعة تʨʺʳل مʽʲʺت ʧȞʺǽ , , ,a b c d Ǽ:ةॽالʱة الʛʳʷال  

  
  مॼʱادلة ؗل مʻها مʕلف مʧ أرȃعة عʻاصʛ. 24وȃالʱالي حʸلʻا على 

  ):37-1مʰال (
ʡلقــات، بهــʙف الʺʛاهʻــة، فــإذا أصــاب الهــʙف  /5رجــل ʢǽلــȘ الʻــار علــى هــʙف /

 ʗة، فـإذا علʺـʙة  واحـʛـʽل ʛـʶʵǽ ف فإنـهʙالهـ ʖـʸǽُ ʦذا لـȂة، وʙة واحȄرʨة سʛʽح لȃʛفإنه ي
حـʙة، وسـʨف يʨʱقـف عـʧ إʡـلاق الʻـار قʰـل نهاǽـة الʺـʛات الʵʺـʝ أن الʛجل ǽʺلʥ لʛʽة وا

  إذا خʛʶ ؗل ما معه، أو ʖʶؗ ثلاث لʛʽات أخʛة.
  والʺʢلʨب: إʳǽاد عʙد الʛʢائȘ الʱي ʧȞʺǽ أن تȐʛʳُ بها هʚه الʺʛاهʻة.

  الʲل:
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ل عʙد  تʺʲل الʛʳʷة الʺʛسʨمة عʙد الʛʢائȘ الʱي ʧȞʺǽ أن تȑʛʳ بها الʺʛاهʻة وؗ

ॽʰل الȞʷة.في الʢقʻه الʚه ʙʻجل عʛلؔها الʺǽ يʱات الʛʽد اللʙل على عʙاني ي  
نلاحـــȎ إن الʺʛاهʻـــة Ȟʺǽـــʧ أن تʴـــʙث ǼإحـــȐʙ عʷـــʛة Ȅʛʡقـــة مʱʵلفـــة، وأن الʛجـــل 
يʨʱقـــف عـــʧ الʺʛاهʻـــة قʰـــل نهاǽـــة الʺـــʛات الʵʺـــʝ فـــي ثـــلاث حـــالات فقـــȌ، وذلـــʥ عʻـــʙما 

ʽتʛم ʛʶʵǽ ماʙʻاً عॽة الأولى، وثانʛʺي معه في الʱة الʛʽالل ʛʶʵǽ حȃأن ر ʙعǼ ʧʽʱʽالʱʱم ʧ
ــʚلʥ يʨʱقــف عــʧ الʺʛاهʻــة Ǽعــʙ أن يــȃʛح ثــلاث مــʛات مʱʱالॽــة،  لʽــʛة فــي الʺــʛة الأولــى، وؗ

  وॼʸȄح لǽʙه أرȃع لʛʽات.
  ):38-1مʰال (

  إذا ؗانʗ لʙيʻا الʺʨʺʳعات الʱالॽة:

     , , , , ,A a b c B d e f C g h    
Aوالʺʢلʨب إʳǽاد الʙʳاء:  B C .  

  الʲل:
  ʧȞʺǽ تʺʽʲل هʚه الʺʨʺʳعات على الʛʳʷة الॽʰانॽة الآتॽة:

No 

Yes 
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ʧـــة الأولـــى مـــॼ ʛؗʺال ʗؗانـــ ʘـــʽʴǼ ،ـــاتॽلاثʲـــع الॽʺا علـــى جʻـــلʸـــالي حʱالȃوA  

 ʧة مॽانʲة الॼ ʛؗʺوالB  ʧة مʲالʲة الॼ ʛؗʺوالC.  
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  تȂʙʸʹات
  ـ Ȅʛʡ ʦȞǼقة ʧȞʺǽ أن ʳǽلʝ أرȃعة أشʵاص على أرȃعة مقاعʙ في صف واحʙ؟ 1
2 ǽ قةȄʛʡ ʦȞǼ ة؟ـʛيʙʱʶاولة مʡ لʨاص حʵة أشʶʺخ ʝلʳǽ أن ʧȞʺ  
ا يلي: 3 ّ̋   ـ احʖʶ ؗلاً م

10 2 5 2,1,2,1
10 7 10 6

10!
10! , , , , ,

9!
P C C P  

ʧ عʛʷ سॽارات مʻها  4 مازدا في مʨقـف  ॽؗ3ا و 3مʛسʙʽس، و 4ـ Ȅʛʡ ʦȞǼقة ʧȞʺǽ رؗ
ـʧ الʶـॽارات الʱـي مـʧ الʻـʨع نفʶـه مـع Ǽعʹـها  يʶʱع لعʷـʛ سـॽارات ʽʴǼـʘ أن يـʦʱ رؗ

  الॼعʠ؟
، وȃفـʛض عـʙم الʶـʺاح Ǽـالʛؔʱار، 1، 2، 3، 4، 5ه لـʙيʻا الأرقـام الʱالॽـة: ـ لʻفʛض أن 5

  الʺʢلʨب:
  أ ـ ʦؗ عʙداً ʧȞʺǽ تʻȄʨؔه مʧ ثلاثة مʛاتʖ؟

  ب ـ ʦؗ عʙداً ʧȞʺǽ تʻȄʨؔه مʧ خʺʶة مʛاتʖ؟
6  ʧʽʱʻيʙالʺـــــ ʧʽبـــــ ʙجـــــʨـ يA وB  ʧʽʱʻيʙالʺـــــ ʧʽـــــȃق، وʛـــــʡ عـــــةȃأرC وB  ،قʛـــــʡ ثلاثـــــة

ʵـــʷلل ʧـــȞʺǽ قـــةȄʛʡ ʦـــȞǼ :بʨلـــʢʺوال ʧقـــام مـــ ȑʚالـــ ʟA  ـــل إلـــىʸǽ أنC  ًوراʛمـــ
  ؟ǼBالʺʙيʻة 

7  :ʦهʻــــ ــــʛب، مــ ـــلابٍ عــ ــــʛة ʡـــ ــــاك عʷـــ ــــا، هʻــ ــةٍ مــ ــــ ॽــــي ؗل ــــʨن،  5ـ فــ ــــʨن،  ʽʻʺǽ3ــ   لʽʰʽـــ
  أردنʨʽن. أرʙȄ تʽȞʷل وفʙٍ مʧ أرȃعة ʡلابٍ لʨʹʴر مʕتʺʛ، والʺʢلʨب: 2و

  أ ـ ما عʙد الʛʢائȘ الʺʺʻȞة لاخॽʱار الʨفʙ؟
  الʨفʦʹǽ ʙ اثʧʽʻ مʧ الʧʽʽʻʺॽ؟ب ـ ما عʙد الʛʢائȘ الʺʺʻȞة إذا ؗان 

 ʧمـ ʛـʲعلـى الأك ʧʽـʻاث ʦـʹǽ ʙفـʨـار إذا ؗـان الॽʱـة للاخʻȞʺʺال Șائʛʢد الʙجـ ـ ما ع
.ʧʽʽʻʺॽال  

ـ أثʗʰ أن:  8
0

2
n

r n
n

r

C


.  
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ʛؗات. Ȅʛʡ ʦȞǼقة ʧȞʺǽ اخॽʱار عʻʽـة مʨȞنـة مـʧ ثـلاث ؗـʛات وفـȘ  10ـ صʙʻوق ॽɾه  9
:ʧʽʱʽالʱال ʧʽʱالʴال  

  الإعادة.أ ـ مع 
  ب ـ بʙون الإعادة.

  ـ أوجʙ الʛʳʷة الॽʰانॽة لॼʱاديل الʺʨʺʳعات الʱالॽة: 10

     , , , , , , , , , , ,a b c d e a b c a b c d  
مʛات. فإذا أصـاب الهـʙف فإنـه يـȃʛح لʽـʛة سـʨرȄة  /5ـ رجل ʢǽلȘ الʻار على هʙف / 11

 ʥلــʺǽ جــلʛأن ال ʗة، فــإذا علʺــʙة  واحــʛــʽل ʛــʶʵǽ ف فإنــهʙالهــ ʖــʸǽُ ʦذا لــȂة، وʙواحــ
 ʛــʶʵǽ ات أوʛــʽل ʝح معــه خʺــॼــʸǽ ماʙــʻــار عʻــلاق الʡإ ʧقــف عــʨʱȄو ،Ȍفقــ ʧʽتʛــʽل

  كل ما معه.
  والʺʢلʨب: تʽȞʷل الʛʳʷة الॽʰانॽة لهʚه العʺلॽات والإصاǼات.

  ـ إذا ؗانʗ لʙيʻا الʺʨʺʳعات الʱالॽة: 12
   
   

, , , , ,

, , ,

A a b c d B b c d

C c d e E d e

 

 
  

  والʺʢلʨب إʳǽاد الʙʳاء الȞǽʙارتي لـ:
A B A B C

A C E A B E

  
   

  

3ـ إذا ؗان:  13 4 3 2
26 26

r rC C  ةʺॽʀ ادʳǽب إʨلʢʺال ،r.  
  في الʺقاديʛ الآتॽة: nـ أوجॽʀ ʙʺة  14

2 245 , 66n
n nC C    

  ـ أثʗʰ صʴة العلاقʧʽʱ الآتॽة: 15
1 1 2

1 1

1
1 1

r r r
n n n

r r r
n n n

C C C

C C C

  
 


 

 

 
  

16  :ʗ10ـ إذا ؗان 15
n nC Cاʳǽب إʨلʢʺة ، الʺॽʀ دn.  
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ـ يʨّؔʱن مʳلʝ إدارة إحȐʙ الʺʕسʶات الʳʱارȄة مʧ ثلاثـة عʷـʛ عʹـʨاً، ɾـȄʛʡ ʦȞॼقـة  17
 ʧــــ ــــ ــــʨّن مــ ــــ ــــʘ يʱؔــ ــــ ــــʽʴǼ ʝــ ــــ ــ ــــʚا الʺʳل ــــ ــــʧ هــ ــــ ــــــة مــ ـــ ـــــة تʻفǽʚʽـ ــــ ــــʽȞل لʻʳـ ــــ ــــʧ تʷــ ــــ   Ȟʺǽــ

6  ʛʽتʛȞوســ ʝلــʳʺال ʝॽل علــى رئــʺʱــʷــة تǽʚʽفʻʱــة الʻʳأن الل ʦاص؟ مــع العلــʵأشــ
.ʝلʳʺال  

  في مفʨؔك: 4xـ أوجʙ معامل  18
8

2 1
x

x
  
 

  

19 :ʧك ؗلٍ مʨؔفي مف ʝامʵال ʙʴال ʙـ أوج  

   10 8
4 , 2 8x y x y   

  ـ Ǽاسʙʵʱام نȄʛʤة ذات الʙʴيʧ، أوجʦॽʀ ʙ ما يلي: 20

     6 4 5
1 0,04 , 1 0,25 , 1 0,08    

ʙة ل.س. Ǽفائـــ /30000ـ أوجـــǼ ʙاســـʙʵʱام نȄʛʤـــة ذات الʴـــʙيʧ حʸـــʽلة مʰلـــغ قـــʙره / 21
ॼة  ʛؗة مȄʨʻات.0.06سʨʻس ʛʷة عʙʺول ،  

22 :ʧك ؗل مʨؔعة الأولى في مفȃود الأرʙʴال ʙـ أوج  

أ ـ  
3

41 x             ب ـ 
3

41 x           جـ ـ 
1

21 x  
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  الفʶل الʰاني
 Probability Principlesمॺادئ الاحʸʯالات 

  :Arbitrary Experiment: الȁʙʱʯة العʦʵائॻة 2-1
Ȟʺǽـʧ تعȄʛــʅ الȃʛʳʱـة العʷــʨائॽة Ǽأنهـا: ؗــل تȃʛʳـة Ȟʺǽــʧ معʛفـة نʱائʳهــا الʺʺʻȞــة 
 ،ʙــ ʕؗل مȞــʷǼ ــةȃʛʳʱاء الʛــل إجــʰــائج قʱʻه الʚهــ ȐʙإحــǼ ʕــʰʻʱال ʧــȞʺǽلا ʧولؔــ Șʰــʶل مȞــʷǼ

  لى ذلʛʽʲؗ ʥة، مʻها:والأمʲلة ع
ـ عʙʻما نʛمي حʛʳ نʛدٍ أرضاً فإنʻا نعلʦ وȞʷȃل مȘʰʶ أن العʙد الʤǽ ȑʚهʛ على الʨجه 

ولʻʻؔـا لا نعلـʦ أȑ  6، 5، 4، 3، 2، 1العلȑʨ لʛʳʴ الʻـʛد Ȟǽـʨن أحـʙ الأرقـام الʱالॽـة: 
ــʙ قʰــل  ʕؗلٍ مȞــʷȃد وʛــʻال ʛــʳʴل ȑʨجــه العلــʨعلــى ال ʛهــʤǽ فʨه الأرقــام ســʚهــ ʧمــ ʦٍرقــ

  الȃʛʳʱة، وȃالʱالي هي تȃʛʳة عʨʷائॽة. إجʛاء
ـــ عʻـــʙ إلقـــاء قʢعـــة نقǽʙـــة أرضـــاً فإنʻـــا نعلـــʦ وʷȃـــȞلٍ مʶـــȘʰ وقʰـــل اســـʱقʛارها أرضـــاً Ǽأنـــه  ـ
ــʙ أن الʸــʨرة  ʕؗل مȞــʷǼ ʦــا لا نعلــʻʻؔــة، ولǼاʱؗ رة أوʨصــ ȑʨجــه العلــʨعلــى ال ʛهʤʱســ

  سʤʱهʛ أو أن الʱؔاǼة سʨف تʤهʛ، وȃالʱالي هي ॼɺارة عʧ تȃʛʳة عʨʷائॽة.
عʙʻ اخॽʱار أحʙ الʕؔوس مʧ مʳʱʻات خȌ معʧʽ، فإنʻا نعلʦ قʰل فʸʴه أنه سʨȞॽن إما ـ 

ـʙ إن ؗـان سـلॽʺاً أو معॼʽـاً، وȃالʱــالي  ʕؗل مȞـʷȃقاً وॼـʶم ʦلا نعلـ ʧـاً، ولؔـॼʽاً أو معʺॽسـل
  هي ॼɺارة عʧ تȃʛʳة عʨʷائॽة.

  : فʷاء الȁʙʱʯة (العʻʹة):2-2
ــــائج ʱʻعــــة الʨʺʳــــه م ــــة Ǽأن ȃʛʳʱفʹــــاء ال ʅــــȄʛتع ʧــــȞʺǽ  ــــةॽهائʻات الʙــــاهʷʺأو ال
  ، وȃالʱالي فإن:الʺʺʻȞة ʣهʨرها لأǽة تȃʛʳة عʨʷائॽة، ونʛمʜ لفʹاء الȃʛʳʱة بـ 

:ʨه ʙةً واحʛد مʛن ʛʳرمي ح ʙʻع (ةʻʽفʹاء الع) ةȃʛʳʱـ فʹاء ال  

 1,2,3,4,5,6   
ʙةً واحʛة مǽʙعة نقʢإلقاء ق ʙʻة عȃʛʳʱـ فʹاء ال {رةʨة، صǼاʱك} :ʨه   

{ʦॽسل ،ʖʽمع}          :ʨوس هʕؔال ʙأح ʟʴف ʙʻة عȃʛʳʱـ فʹاء ال   
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  ):1-2مʰال (
  .نʛمي حȑʛʳ نʛد مʦʤʱʻ مʛةً واحʙة. والʺʢلʨب إʳǽاد فʹاء الȃʛʳʱة 

  هي رمي حȑʛʳ الʛʻد وأن: نلاحȎ أن الȃʛʳʱةالʲل: 
      :ȑاوʶǽ د الأولʛʻال ʛʳʴة لȃʛʳʱـ فʹاء ال 1 1,2,3,4,5,6   
     :ȑاوʶǽ انيʲد الʛʻال ʛʳʴة لȃʛʳʱـ وفʹاء ال 2 1,2,3,4,5,6   

ʧʽʱعʢة للقȃʛʳʱالي فإن فʹاء الʱالȃو  اتॽائʻʲع الॽʺج ʨه ,i j:ʘʽح ،  
1,2,3,4,5,6i   ،   1,2,3,4,5,6j   

وʧȞʺȄ الʱعʛʽʰ عʧ ذلǼ ʥالȞʷل:      , , , 1,2,3,4,5,6i j i j    

:ȑأ  
               

               
               

{ 1,1 , 1,2 , 1,3 ,......., 1,6 , 2,1 , 2,2 , 2,3 ,......., 2,6

3,1 , 3,2 , 3,3 ,......., 3,6 , 4,1 , 4,2 , 4,3 ,......., 4,6 ,

5,1 , 5,2 , 5,3 ,......., 5,6 , 6,1 , 6,2 , 6,3 ,......., 6,6 }



  

  أو Ǽاسʙʵʱام الʙʳاء الȞǽʙارتي للʺʨʺʳعات: 

   
1 2

1,2,3,4,5,6 1,2,3,4,5,6

  

  
  

نʸʴــل علــى الʻʲائॽــات الʶــاǼقة حʽــʘ الʴــʙ الأʶǽــʛ مــʧ الʻʲائॽــة وȃالʱــالي  ,i j 
، والʙʴ الأʧʺǽ مʧ الʻʲائॽة 1يʱʻʺي إلى  ,i j  ي إلىʺʱʻ2ي.  

  ):2-2مʰال (
  .ʢʺلʨب: إʳǽاد فʹاء الȃʛʳʱة نʛمي قʢعʱي نقʨد مʛة واحʙة، وال

  الʲل:
  نلاحȎ أن الȃʛʳʱة هي رمي قʢعʱي الʻقʨد، وأن:

  .1فʹاء الȃʛʳʱة للقʢعة الأولى هʨ: [كʱاǼة، صʨرة]= 
  .2فʹاء الȃʛʳʱة للقʢعة الʲانॽة هʨ: [كʱاǼة، صʨرة]= 

1هȃ                ʨالʱالي فإن فʹاء الȃʛʳʱة للقʢعʧʽʱو  2    
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  .{ (كʱاǼة، ʱؗاǼة)، (صʨرة، ʱؗاǼة)، (كʱاǼة، صʨرة)، (صʨرة ، صʨرة) }= 

  أو Ǽاسʙʵʱام الʛʳʷة الॽʰانॽة:

  
الȃʛʳʱة    فʹاء 

ʧʽʱعʢللق 

  نʱائج رمي
 القʢعة الʲانॽة

  نʱائج رمي القʢعة
 الأولى الʻقǽʙة

  أȑ أن فʹاء الȃʛʳʱة هʨ جʺॽع الʴالات الʻاتʳة عʧ الʛʳʷة الॽʰانॽة.
  ملاحʢة:

قــȞǽ ʙــʨن فʹــاء الȃʛʳʱــة مʱʻــه، وعلــى ســʽʰل الʺʲــال، فʹــاء إمȞانــات تȃʛʳــة إلقــاء 
.ʨد هʛʻال ʛʳح  

 1,2,3,4,5,6   
الȃʛʳʱة غʛʽ مʱʻه وقابلٍ للعʙ. وعلـى سـʽʰل الʺʲـال، إلقـاء قʢعـة  وقʨȞǽ ʙن فʹاء

نقʙ عʙداً ʛʽʰؗاً مʧ الʺʛات حʱى تʤهʛ الʱؔاǼة لأول مʛة، وȃالʱالي فإن قʢعـة الʻقـʙ سـʨف 
تلقى عʙداً لانهائيٍ مʧ الʺʛات حʱى تʤهʛ الʱؔاǼة لأول مʛة ورȃʺا لاتʤهʛ أبʙاً، وȃالʱالي 

  نعʛʰ عʧ فʹاء الȃʛʳʱة ǼالȞʷل:

 1,2,3,4,.....    
وقــȞǽ ʙــʨن فʹــاء الȃʛʳʱــة غʽــʛ مʱʻــه وغʽــʛ قابــلٍ للعــʙ، ومʲــال علــى ذلــॽʀ ،ʥــاس 
عʙد الȄʛʽʱȞॼا في إحȐʙ قʢع الʻʰʳة، وȃالʱالي ʨȞǽن فʹاء الȃʛʳʱة لॽʁـاس عـʙد الȄʛʽʱȞॼـا 

  ǼالȞʷل:
  X: = {)        {عʙد حॽʁقي ǽعʛʰ عʧ عʙد الȄʛʽʱȞॼا 1- 2(
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  :Event: الʲادث 2-3
، أو هــʨ أȑ مʨʺʳعــة جʜئॽــة مــʧ فʹــاء الȃʛʳʱــة  Aهــʨ أȑ مʨʺʳعــة جʜئॽــة 

  .Aمʧ نʨاتج الȃʛʳʱة العʨʷائॽة. ونعʛʰ عʧ ذلʥ بـ
 ʨــــ ــــ ـــ ــــʛد هـ ــــ ـــ ــــʛ نـ ــــ ـــ ـــاء حʳـ ــــ ــــ ــــة إلقـ ــــ ــــ ȃʛʳـــــاء ت ــــ ــــال، إن فʹـــ ــــ ــــ ʲʺل الʽʰــــ ــــ ـــ ــــــى سـ ـــ ـــ وعل

 1,2,3,4,5,6  نȂو ،     6 ......., 2 , ــات جʜئॽــــة  1 ـــارة عـــʧ مʨʺʳعـ ॼɺ هـــي
 ʧمــــ  ـــ ، وȃالʱــــالي فــــإن ؗــــل مʨʺʳعــــة جʜئॽــــة هــــي ॼɺــــارة عــــʧ حــــادث. فــــإذا رمʜنــــا بــ

1 2 3 4 5 6, , , , ,A A A A A A  ر الأرقــامʨهــʣ ادثʨــʴل 1,2,3,4,5,6  علــى ʖــʽتʛʱعلــى ال
ــــʛقʦ (ا ــــʨل علـــــى الـ ــــʨ الʸʴـ ـــــان اهʱʺامʻـــــا هـ ــــʛد، وؗ ــــʛ الʻـ ــــȑʨ لʳʴـ ــــه العلـ ــــإن: 1لʨجـ )، فـ

 1 1A   ʧــــة مــــॽئʜعــــة جʨʺʳم ʧــــارة عــــॼɺ ʨهــــ  أن ȑ1أA  ــا إذا ؗــــان ، أمــ
) ʦقʛل علــى الــʨــʸʴال ʨــا هــʻامʺʱفــإن 5اه ( 5 5A   ــةॽئʜعــة جʨʺʳم ʧــارة عــॼɺ ʨهــ

 ʧمــــ  أن ȑ5أA   ʨــــا هــــʻامʺʱــا إذا ؗــــان اه وهȞــــʚا Ǽالʶʻــــॼة لॽʁॼــــة الʴــــʨادث. أمــ
الʨʸʴل على رقʦ زوجي، أȑ ؗان  2,4,6A   فإن ،A  عـةʨʺʳم ʧارة عॼɺ ʨه :

 ʧة مॽئʜج  الي فإنʱالȃو ،A  ʖʱؔحادث، ون ʨهA.  
ʚلʥ عʙʻ رمي قʢعة نقǽʙة مـʛة واحـʙة فإنʻـا نʸʴـل إمـا علـى صـʨرة أو ʱؗاǼـة،  وؗ

ــــة، صــــʨرة}=  Ǽاʱــــة هــــي {ك ȃʛʳʱـــات ال ـــإن فʹــــاء إمȞانـ ــــالي فـ ʱالȃو ʙر أحــــʨهــــʣ نȂو ،
  .ة عʧ حادث وȞʷȄل مʨʺʳعة جʜئॽة مʧ الʨجهʧʽ هॼɺ ʨار 

 ʗان فʹاء هʚه الȃʛʳʱة، فإن ؗل عʛʸʻ م  ʧـ إذا ؗانʗ لʙيʻا تȃʛʳة عʨʷائॽة ما، وؗ
  يʙعى ʴǼادثة أولॽة (ʢॽʶǼة)، فإذا ؗان :ʗعʻاصʛ الفʹاء 

 1 2, ,...... ,....i nA A A A   ʗانـ عʻاصـiA  ʛفʹاء العʻʽة لȃʛʳʱة عʨʷائॽة مـا، وؗ
ǽعʰʱـʛ حادثـاً أولॽـاً، لأنـه ʷǽـȞل مʨʺʳعـة جʜئॽـة  iAذلʥ الفʹاء، فإن ؗـل عʸʻـʛ مʻهـا 

 ʧم  :ȑأ ،iA .  

(2 2)iA    
  لȃʛʳʱة تʴلʽل الʙم لʟʵʷ ما ه :ʨفإذا ؗان فʹاء الȃʛʳʱة 

 , , , (3 2)A B AB O    
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,فإن :  , ,O AB B A    ـةॽئʜعات جʨʺʳم ʧارة عॼɺ وهي ،
 ʧمفʹاء ا ʧم ʛʸʻالي فإن ؗل عʱالȃو ..(ȌॽʶǼ) حادث أولي ʨة هȃʛʳʱل  

ǽعʰʱـʛ مʨʺʳعـة جʜئॽـة مـʧ نفʶـه، أ  :ȑـ إن فʹاء الȃʛʳʱـة   ـالي فـإنʱالȃو ،
  ـاً إلـىॽʺʱʻـاتج مʻن الʨـȞǽ ـةȃʛʳʱاء الʛإجـ ʙـʻحادثـة، فع ʧارة عॼɺ ؗلها هي  .ًـاʺʱح
 ȑأ .ʙʽادث الأكʴالǼ عىʙي ʥلʚالة، ولʴحادث واقع لام  

ــ إن الʺʨʺʳعــة الʵالॽــة  أ  ȑهــي مʨʺʳعــة جʜئॽــة مــ  ʧـ  ــالي فــإنʱالȃو ،
  عـــةʨʺʳʺـــي للʺʱʻم ʛــʽـــاتج غʻن الʨــȞǽ ـــةȃʛʳʱاء الʛإجـــ ʙــʻحادثـــة. وع ʧـــارة عــॼɺ هــي

فعʻـʙ إجـʛاء تȃʛʳـة تʴلʽـل الـʙم لʷـʟʵ  حـادث مʶـʽʴʱل. ، وȃالʱـالي فـإن الʵالॽـة 
,ما فإن الʳॽʱʻة تʨؔن إحȐʙ الʜمـʛ الʙمȄʨـة  , ,A B AB O  لȞـʷـي تʱوال ، ـاليʱالȃو ،

ʚلʥ فإن الʳॽʱʻة لاتʨؔن مʧ غʛʽ هـʚه الʜمـʛ الʙمȄʨـة، أȑ لاتʱʻʺـي  فإن الʴادث أكʙʽ، وؗ
  حادث مʽʴʱʶل.  ، وȃالʱالي فإن إلى 

 ʨʴلل Ȑʛاع أخʨأن ʙجʨȄها:وʻض مʛعʱʶأن ن ʧȞʺǽ ادث  
  :Contradicting Events: الʦʲادث الʯʸʹاॻɼة 1- 3- 2

لȃʛʳʱة مـا، فإنʻـا نقـʨل إن الʴـادث  ʧʽحادثʧʽ مʧ فʹاء العʻʽة  Bو Aإذا ؗان 
A وB  ان إذا ؗانॽɾاʻʱمA B  ʧʽـادثʴال ʧل عـʨنقـ ʛى آخـʻعʺǼ أو ،B, A نهʺـا أ

مʻʱاॽɾــان إذا اســʴʱال وقʨعهʺــا معــاً. فʺــʲلاُ، عʻــʙ قــʚف قʢعــة نقǽʙــة، فــإن حــادث ʣهــʨر 
  الʨʸرة يʻفي حادث ʣهʨر الʱؔاǼة في نفʝ الȃʛʳʱة.

  :Full Events: الʦʲادث الʵاملة 2- 3- 2
 ʗ1إذا ؗانــــ 2 3, , ,.... nA A A A   ــــةʻʽفʹــــاء الع ʧادث مــــʨــــʴال ʧعــــة مــــʨʺʳم 

انʗ هʚه الʨʴادث تʴقȘ العلاقة الآتॽة:    لȃʛʳʱة عʨʷائॽة ما، وؗ
 

1 2 3 .... 4 2nA A A A        
 ʙن أحــʨوأن تؔــ ʙــة، لابــȃʛʳʱــة الʳॽʱأن ن ȑادث شــاملة، أʨــʴه الʚل إن هــʨــا نقــʻفإن
هـــʚه الʴـــʨادث. وخʽـــʛ مʲـــال علـــى ذلـــʥ تȃʛʳـــة إلقـــاء حʳـــʛ نـــʛد وأن الʴـــʨادث الʶॼـــʢॽة، 

1 2 6, ,...A A A  ر الأرقامʨهʤلة لʲʺʺادث شاملة. 6....,1,2,3الʨح ʛʰʱتع  
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  :Complementary Events: الʦʲادث الʯʸؒافʭة(الʴʯʸاوȂة الفʙصة) 3- 3- 2
انʗ الʨʴادث  1إذا ؗانʗ لʙيʻا تȃʛʳة عʨʷائॽة ما وؗ 2 3, , ,.... nA A A A  ʧع ʛʰتع

إن هــʚه الʴــʨادث مʱؔافʯــة إذا ؗــان لؔــل مʻهــا الإمȞانॽــة جʺॽــع نʱــائج الȃʛʳʱــة، فإنʻــا نقــʨل 
  نفʶها في الʤهʨر.

وخʛʽ مʲال على ذلʥ، إن حادث ʣهʨر الʨʸرة عʙʻ إلقاء قʢعة نقǽʙة أرضاً، له 
 ȑʨـʴǽ وقʙʻصـ ʧة مـʙة واحـʛار ؗـॽʱإن اخ ʥلʚ الإمȞانॽة نفʶها لʴادث ʣهʨر الʱؔاǼة، وؗ

 ʦقʛى الʱح ʙواح ʧقʺة مʛʺات الʛؔال ʧداً مʙ10ع.  
  :Independent Events: الʦʲادث الʯʴʸقلة 4- 3- 2

ان تʴقـȘ الʴـادث  B , Aإذا ؗان لʙيʻا حادثان   Aمʱعلقان بʧʽʱȃʛʳʱ مʱʵلفʧʽʱ، وؗ
 Bو Aأو عــʙم تʴققــه، فإنʻــا نقــʨل إن الʴــادثB  ʧʽلايــʕثʛ علــى احʱʺــال تʴقــȘ الʴــادث 

 (ʙواحـــ) ʦقʛر الـــʨهـــʣد وʛنـــ ȑʛـــʳإلقـــاء ح ʙـــʻلاً، عʲقلان. فʺـــʱـــʶهʺا حادثـــان مʙعلـــى أحـــ
لايــʕثʛ علــى احʱʺــال ʣهــʨر أو عــʙم ʣهــʨر الــʛقʦ (واحــʙ) علــى الʳʴــʛ الآخــʛ. وȃالʱــالي 

  هʺا حادثان مʱʶقلان.
  : مʤʸʯ حادث :5- 3- 2

ـان  Aأ  :ȑحادثاً وȞʷȄل مʨʺʳعة جʜئॽة مA  ʧإذا ؗان  مـA  ʦʺʱوؗ
A  ــه فــإنʻومA ــالي فــإنʱالȃو ،A  ــادثʴال ʦʺʱأو مــ ʦʺʱــادث الʺــʴالǼ عىʙيــA  .

  وهʺا ʴǽققان العلاقة الآتॽة:
:ʘʽح  

 5 2A A     
ȃʛʳــة عʻــʙ إجــʛاء ت 4حادثــاً ʲʺǽــل ʣهــʨر رقــʦ أكʰــʛ مــA  ʧوعلــى ســʽʰل الʺʲــال، إذا ؗــان 

  .4، وʲʺȄل ʣهʨر رقʦ أصغʛ أو ʶǽاوA ȑحʛʳ الʛʻد. فإن الʴادث الʺʦʺʱ له
2 -3 -6:ʥʻاع حادثʸʯاج :  

 ʧʽاع حادثʺʱإن اجB , A  لـه ʜمـʛن ʛحادث آخـ ʨة ما. هॽائʨʷة عȃʛʳʱعلقان بʱم
بـ  A B ةȃʛʳʱفʹاء ال ʛاصʻع ʧن مʨؔʱȄو ،  دة فيʨجʨʺالA  أو فيB  أو فـي
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A  وB  ـــادثʴأن ال ȑمعـــاً. أA B  ʧـــȞʺȄهʺا علـــى الأقـــل. وʙأحـــ Șقـــʴإذا ت Șقـــʴʱي
  تʨضॽح ذلǼ ʥالȞʷل الॽʰاني الʱالي:

  
) ʦل رقȞʷ1-2ال(  

Aوȃالʱالي فإن  B ʙلل في الʤʺء الʜʳال ʨه.ʧʽتʛائ  
  

  ):3-2مʰال (
  عʙʻ إجʛاء تȃʛʳة سʖʴ ورقة مʧ أوراق اللعʖ نفʛض أن:

 = {ʗʻر بʨهʣ}A  
  B{ʣهʨر ورقة الʨʱʶॼن} = 

  وȃالʱالي فإن:
 = {ʗʻر بʨهʣ ،نʨʱʶॼال ʗʻر بʨهʣ ،نʨʱʶॼر ورقة الʨهʣ }A B   

أȑ أن الʴــــادث  A B ؗ إذا Șقʴʱʽســــ ʗــــʻن (بʨة تؔــــȃʨʴــــʶʺرقــــة الʨال ʗانــــ
  الʨʱʶॼني( أو أȑ بʗʻ أو أȑ ورقة (ʨʱʶǼني).

2 -3 -7:ʥʻع حادثʟتقا :  
 ʧʽع حادثʡإن تقاA  وB لـه ʜمـʛن ʛحـادث آخـ ʨة مـا، هـॽائʨـʷة عȃʛʳʱعلقان بʱم

بـ  A B ـةȃʛʳʱفʹـاء ال ʛاصʻع ʧن مʨؔʱȄو ، دʨجـʨʺة فـي الB, A  أن ȑمعـاً. أ
Aالʴـادث  B  ادثـانʴال Șقــʴإذا ت ȘقــʴʱيB , A  لȞــʷالǼ ʥح ذلــॽضــʨت ʧـȞʺȄمعــاً. و

  الॽʰاني الʱالي:
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) ʦل رقȞʷ2-3ال(  

Aوȃالʱالي فإن  B .ʧʽتʛائʙلل في الʤʺء الʜʳال ʨه  
  ):4-2مʰال (

Aفإنʻا نʙʳ أن: {ʣهʨر بʗʻ الʨʱʶॼني} = ) 3-2لʻأخʚ نفʝ الʺʲال ( B  
أȑ أن  A B .ًاʛʸني حʨʱʶॼال ʗʻة هي ورقة بȃʨʴʶʺرقة الʨال ʗإذا ؗان Șقʴʱي  

  ملاحʢات:
  يʻʱافى مع أȑ حادث آخʛ في أȑ تȃʛʳة. ـ إن الʴادث الʺʽʴʱʶل 

ــ إذا  ــان  Aؗــان ـ ʨȞǽنــان  Aو A، فــإن Aحادثــاً مʱʺʺــاً لـــ  Aحادثــاً يʱعلــȘ بȃʛʳʱــة مــا وؗ
  حادثʧʽ مʻʱافʧʽʽ، وȃالʱالي فإن:

 6 2A A     
ـــــ إذا ؗـــــان  ـــــان  ـ ــــʨائॽة مـــــا وؗ ـــــة عʷـ ȃʛʳʱــاءً ل ــــ Bو Aفʹـــ ــــʘ حـ Bادثʧʽ، حʽــ  

A، فإن Aو B وA B :ʧʽʱʽالآت ʧʽʱققان العلاقʴȄان، وʛحادثان آخ  

 7 2

A B

A B



 




   

  ا.أȑ أن تʴقȘ أȑ مʧ الʴادثʧʽ مʛتǼ Ȍॼالȃʛʳʱة العʨʷائॽة نفʶه
ʚلʥ نʙʳ أن                                                  Aـ وؗ A  

 8 2  

  
  

  ):5-2مʰال (
لʱʻـائج  yلʱʻـائج الʛمॽـة الأولـى، وȃــ  xنʛمي حʛʳ نʛد مʛتʧʽ مʱʱـالʧʽʱʽ، ونʛمـʜ بــ 

ॽالʱادث الʨʴاد الʳǽب: إʨلʢʺة. والॽانʲة الॽمʛة:ال  
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  
  
  
  
  

, : 4

, :

, : 5

, : 1

, : 8

A x y x y

B x y x y

C x y x

D x y x y

E x y x y

  

 

 

  

  

  

  الʲل:
  Ǽ ʖʱȞǽالȞʷل: إن فʹاء الȃʛʳʱة

           
       

{ 1,1 1,2 1,3 .... 1,6 2,1 2,2 .... 2,6 3,1 3,2 ....

... 3,6 4,1 .... 5,6 6,1 ..... 6,6 }

 
  

 ،ʧʽʽاثʙإح ʧȄرʨʴة على مॽانʲة الॽمʛائج الʱة الأولى، ونॽمʛائج الʱل نʽʲʺت ʧȞʺȄو
 ʧʽتʛد مʛʻال ʛʳة إلقاء حȃʛʳʱة لʻʽل على فʹاء العʸʴالي نʱالȃا يلي:وʺؗ ʧʽʱʽالʱʱم  

  
  إذاً تʴʱقȘ الʨʴادث ؗʺا يلي:
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    
       
       
  
          

1,1 1,2 2,1

1,1 2,2 3,3 4,4 5,5 6,6

5,1 5,2 5,3 5,4 5,5 5,6

3,6 4,5 4,6 5,5 5,6 6,3 6,4 6,5 6,6

A

B

C

D

E







  



  

  ):6-2مʰال (
، Tولʤهــʨر الʱؔاǼــة بـــ  Hنلقــي قʢعــة نقــʨد أرȃــع مــʛات. نʛمــʜ لʤهــʨر الʸــʨرة بـــ 

  والʺʢلʨب:
  ـ إʳǽاد فʹاء الȃʛʳʱة لإلقاء قʢعة الʻقʨد أرȃع مʛات. 1
  ـ إʳǽاد حالات الʨʴادث الʱالॽة. 2

  ʣهʨر الʨʸرة في الʛمॽة الأولى. A ـ
  ʣهʨر صʨرة واحʙة على الأقل خلال هʚه الʳʱارب. Bـ 
  ʣهʨر ʱؗاǼة في الʛمॽة الأولى وصʨرة في الʛمॽة الʲانॽة. Cـ 
ـ          , , , ,A B A B A B A C A B      

  حادث ʣهʨر صʨرتʧʽ على الʨʱالي. Dـ 
  ة أو ʱؗاǼة)حادث ʣهʨر الʱʻائج نفʶها في الʛمॽات الأرȃع (إما صʨر  Eـ 
ـ  D E  
  الʲل:

  ـ إن فʹاء الȃʛʳʱة ʖʱȞǽ ؗʺايلي: 1
{ , , , , , , , ,

, , , , , , , }

HHHH HHHT HHTH HTHH THHH HHTT HTHT THHT

THTH TTHH HTTH HTTT THTT TTHT TTTH TTTT

   

  وʧȞʺȄ إʳǽاد فʹاء الȃʛʳʱة Ǽاسʙʵʱام الʛʳʷة الॽʰانॽة الآتॽة:
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  وʚȃلʥ نʙʳ أن الʨʴادث الʺʢلȃʨة وهي:

ـ                 2
, , , ,

, , ,

HHHH HHHT HHTH HHTT
A

HTHH HTHT HTTH HTTT

  
   

  
  

ما عʙا فʹاء الȃʛʳʱة  { TTTT                            {B   
        

       
       
       
       
       

, , ,

{ , , , ,

, , , }

{ , , , ,

, , , ,

, , , }

C THHH THHT THTH THTT

A B HHHH HHHT HHTH HHTT

HTHH HTHT HTTH HTTT A

A C HHHH HHHT HHTH HHTT

HTHH HTHT HTTH HTTT

THHH THHT THTH THTT












  

       
       

  
   
    
   

{ , , , ,

, , , }

A THHH THHT THTH THTT

TTHH TTHT TTTH TTTT

B TTTT

A B A

A B A B

A B







  

 



 


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       
       
    

 

, , ,

, , ,

,

{ }

HHHH HHHT HHTH HHTT
D

HTHH THHH THHT TTHH

E HHHH TTTT

D E HHHH

    
  





  

  :Probability : تعʃȂʙ الاحʸʯال2-4
 ȑـائج، أʱة نʙعـ ʧـة مـʻʽـة معʳॽʱل على نʸʴا نʻد أرضاً فإنʛن ʛʳما نلقي حʙʻع

) على الʨجه العلȑʨ لʛʳʴ الʻـʛد، 6) و(5) و(4) و(3) و(2) و(1سʤॽهʛ أحʙ الأرقام (
ـــه الإمȞانॽـــة نفʶـــها فـــي  ـــام ل ـــة لأن أȑ رقـــʦ مـــʧ هـــʚه الأرق ʯؔافʱأنهـــا مǼ ʜـــ ّ̔ʺʱكʺـــا إنهـــا ت

Ǽ ʦالʱأكʽــʙ أȑ مــʧ هــʚه الأرقــام ســʨف ʤǽهــʛ علــى الʨجــه العلــȑʨ الʤهــʨر، ولؔــʧ لا نعلــ
  لʛʳʴ الʛʻد قʰل إجʛاء الȃʛʳʱة، إذاً تȃʛʳة إلقاء حʛʳ الʛʻد هي تȃʛʳة عʨʷائॽة.

ــــة ــــ ــــ ــــ ــــ ـــ ــــاء الȃʛʳʱـــ ــــ ــــ ــــ ــــ ـــ ـــــة فʹـــ ــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ــــʨاتج الȃʛʳʱــ ــــ ـــ ــــ ــــ ــــ ــــȞل نـــ ــــ ـــ ــــ ــــ ــــ ــــ  ʘوتʷـــ ــــ ـــ ــــ ــــ ــــ حʽــــ
 1 2 3 4 5 6, , , , ,A A A A A A   ʨʺʳم ȑأ ʨــادث هــʴوأن ال ،ʖــʽتʛʱــة علــى الॽئʜعــة ج

الــʲʺǽ ȑʚــل  1A. فــإذا ؗــان اهʱʺامʻــا هــʨ الʸʴــʨل علــى الʴــادث مــʧ فʹــاء العʻʽــة 
) ʦقʛــــ ــــ ــــʛقʦ (1الــ ــــ ــــــى الــ ـــــل علــــ ـــ ــــʙ نʸʴــ ــــ ـــا قــ ــــ ــــة، فإنʻـــ ــــ ــــʛاء الȃʛʳʱــ ــــ ــــʙ إجــ ــــ ــــʙ 1)، فعʻــ ــــ   ) وقــ

قــȘ وقــʙ لا يʴʱقــȘ، وهȞــʚا Ǽالʶʻــॼة لॽʁॼــة قــʙ ي1A ʴʱلانʸʴــل، وهــʚا ǽعʻــي أن الʴــادث 
 ،Șقـʴـة تॽانȞل إن لؔـل حـادث إمʨالقـ ʧـȞʺǽ ـاليʱالȃو .Șقـʴʱلا ت ʙوقـ Șقـʴʱت ʙادث قـʨʴال
وȂمȞانॽة عʙم تʴقȘ. وʦʱȄ الʱعʛʽʰ عʧ هʚه الإمȞانॽة Ǽعʙد حॽʁقي يʙعى الاحʱʺال. ومʺا 

ــــȘ الʴــــ ــــʛ عــــʧ إمȞانॽــــة تʴق ʰعǽ ــــي ــــʙم نʶــــʵʱلʟ أن الاحʱʺــــال: هــــʨ عــــʙد حॽʁق ادث تق
  الʺʙروس. ومʺا سʧȞʺǽ Șʰ عʛض عʙة تعارʅȄ للاحʱʺال أهʺها:

 Classical definition of: الʯعʃȂʙ الʯقلȏʗʻ (الؒلاسȜॻي) للاحʸʯال 1- 4- 2

Probability:  
ــــʨادث  ــــ ــــʙ الʴـ ــــ ــــى أحـ ــــ ـــــل علـ ــــــا نʸʴــــ ـــ ʻــــاً فإن ــــ ــــʛد أرضـ ــــ ــــʛ نـ ــــ ــــي حʳـ ــــ ــــʙما نلقـ ــــ عʻـ

1 2 3 4 5 6, , , , ,A A A A A A ادʙلــة للأعــʲʺʺل علــى ال 1,2,3,4,5,6، والȞــʷوهــي ت ،ʖــʽتʛ
ــــة نفʶــــها فــــي الʤهــــʨر، أȑ أن هــــʚه فʹــــاء الȃʛʳʱــــة  ॽانȞهــــا الإمʻم ʦــــ ـــل رق . وȂن لؔـ
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الʨʴادث مʱؔافʯة أو مʶʱاوȄة الفʛصة في الʨقـʨع وأن احʱʺـال ʣهـʨر أȑ رقـʦ مـʧ الأرقـام 
 ȑــاوʶǽ1

6
ورقــة،  52قــة مــʧ ورق لعــʱʴǽ ʖــȑʨ . وȂذا أخــʚنا تȃʛʳــة أخــȐʛ مʲــل ســʖʴ ور 

 ʖـــات فـــي ورق اللعـــʻʰد الʙأن عـــ Ȏـــاً. نلاحـــʱʻرقـــة بʨه الʚن هـــʨـــال أن تؔـــʺʱاح ʖـــʶʴʻول
 ȑـاوʶǽ ًـاʱʻة بȃʨʴʶʺرقة الʨن الʨؔال أن تʺʱالي فإن احʱالȃعة، وȃ4أر

52
. أمـا إذا أردنـا أن 

ʱــʶॼال ʗــʻة بȃʨʴــʶʺرقــة الʨن الʨــال أن تؔــʺʱاح ʖــʶʴــات نʻد بʙأن عــ Ȏــا نلاحــʻني، فإنʨ
لʴادث ؗـʨن الʨرقـة الʺʶـȃʨʴة بʻـʗ الʶॼـʨʱني،  Aالʨʱʶॼني هي واحʙة فقȌ، وȂذا رمʜنا بـ 

وȃالʱــالي فــإن   1

52
P A  ــالات الʺلائʺــةʴد الʙعــ ʧعــ ʛّــhعǽ Ȍــʶॼأن ال ʙــʳم نʙــا تقــ ّ̋ . وم

معـʧّ̔). وأن الʺقــام هــʨ (وهـي الʴــالات الʱـي تــʕدȑ إلــى تʴقـȘ حــادث  AلʴʱقـȘ الʴــادث 
 ȑــة؛ أȃʛʳʱاتج الʨعــة نــʨʺʳد مʙة، أو عــॽائʨــʷــة العȃʛʳʱادث فʹــاء الʨد حــʙعــ ʧــارة عــॼɺ
 ʧمـــ ʖـــʶʴـــال تʺʱـــة الاحʺॽʀ أن ʙـــʳن ʥـــاءً علـــى ذلـــʻȃـــة. وȃʛʳʱـــة للʻȞʺʺـــالات الʴد الʙعـــ

  العلاقة:

)2-9( 
 Aعʙد الʴالات الʺلائʺة لʴʱقȘ الʴادث 

P(A) = 
 عʙد الʴالات الʺʺʻȞة

Ȟــʷȃو ʗل عــام، إذا ؗانــE  ʗانــ فʹــاء هــʚه الȃʛʳʱــة،  تȃʛʳــة عʷــʨائॽة مــا، وؗ
ان عʙدها  انـʗ مʶʱـاوȄة الفʛصـة  Nوتʹʦ جʺॽع الʨʻاتج الʺʺʻȞة للȃʛʳʱة العʨʷائॽة وؗ وؗ

ان  Mفإن الॼʶʻة  Mحادثاً مʛتʢॼاً بهʚه الȃʛʳʱة عʙد عʻاصʛه  Aفي الʨقʨع، وؗ

N
  ʛʰʱتع

  ونʖʱؔ ذلʥ ؗʺايلي: Aمॽʁاساً معقʨلاً لإمȞانॽة وقʨع الʴادث 

   10 2
M

P A
N

   

 :ʘʽحM ادثʴال Șʽقʴʱالات الʺلائʺة لʴد الʙع :A.  
N            ةॽة (الؔلʻȞʺʺالات الʴد الʙع :.(  

 
 

 :ȏʗʻقلʯال الʸʯاص الاحʦخ 
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ـ إن  1  0P A  ) ال في العلاقةʺʱالاح ʅȄʛتع ʖʶلأنه ح ʥأن:10-2وذل ʙʳن (  

   0 , 0 0 11 2
m

m n P A
n

       

ـ وعʙʻما ʨȞǽن  2  0P A   ادثʴال Șقʴفإن تA .ًلاʽʴʱʶن مʨȞǽ  
ـ وعʙʻما ʨȞǽن  2  1P   :ماʙʻث عʙʴǽ ʥوذل  

   1 12 2
m n

m n P A
n


      

  ʨȞǽن مʙؗʕاً. Aوȃالʱالي فإن تʴقȘ الʴادث 
  ) أن:2) و(1ـ يʱʻج عʧ الʵاصة ( 3

   0 1 13 2P A    
A، فإن: Aالʴادث الʺʦʺʱ للʴادث  Aـ إذا ؗان  4 A  :الي فإنʱالȃو ،  

      1P A A P A P A    

  مʻه:و 

     1 14 2P A P A    

  ):7-2مʰال (
  نʛمي حʛʳ نʛد مʛةً واحʙة، والʺʢلʨب:

  ـ إʳǽاد فʹاء الȃʛʳʱة لإلقاء حʛʳ الʛʻد. 1
  ـ حʶاب احʱʺال حʨʸلʻا على: 2

) ʦقʛ1أ ـ الʧم ʛʰأك ʦد ـ رق ȑدʛف ʦزوجي جـ ـ رق ʦ4) ب ـ رق.  
  الʲل:

1 :ȑاوʶǽ دʛʻال ʛʳة لإلقاء حȃʛʳʱـإن فʹاء ال  

 1,2,3,4,5,6   

ʨȞॽɾ (ن 1لʴادث حʨʸلʻا على الʛقA ) ʦنʛمʜ بـ  -أ  - 2  1

6
P A .  

  لʴادث حʨʸلʻا على رقʦ زوجي ʨȞॽɾن لʙيʻا: Bنʛمʜ بـ  -ب      
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    3
2,4,6

6
B P B    

  لʴادث حʨʸلʻا على رقʦ فʛدʨȞॽɾ ،ȑن لʙيʻا: Cجـ ـ نʛمʜ بـ 

    3
1,3,5

6
C P C    

أو:                                       3 3
1 1

6 6
P C P B      

  ، ʨȞॽɾن لʙيʻا:4لʴادث حʨʸلʻا على رقʦ أكʛʰ مD  ʧد ـ نʛمʜ بـ 

    2
5,6

6
D P D    

 :الʸʯي للاحȜॻالؒلاس ʃȂʙعʯب الʦʻع  
لʳʱـارب العʷـʨائॽة ذات الفʹـاء ـ ǽقʛʸʱ تȘʽʰʢ الʱعʅȄʛ الؔلاسȞॽي للاحʱʺـال علـى ا 1

 ʨلاً مـا هـʲهـي، فʺـʱʻʺال ʛـʽـارب ذات الفʹـاء غʳʱقه علـى الॽʰʢت ʖعʸȄهي، وʱʻʺال
 ʧم ʛʰد أكʙل على عʸʴال أن نʺʱعـة  500احʨʺʳم ʧد مـʙعـ ʖʴʶǼ مʨما نقʙʻع

الأعــʙاد الॽɻॽʰʢــة، نلاحــȎ أن فʹــاء الȃʛʳʱــة غʽــʛ مʱʻــهٍ، وȃالʱــالي ʸǽــعʖ حʶــاب 
  الاحʱʺال الʺʢلʨب.

ʷǽـȋʛʱ تʽʰʢـȘ الʱعȄʛـʅ الؔلاسـȞॽي للاحʱʺـال أن تؔـʨن حـʨادث الفʹـاء مʱؔافʯـة أȑ ـ  2
ــع الʴـــــʨادث الʺʱعلقـــــة Ǽالȃʛʳʱـــــة  ـــاوȄة فـــــي الʤهـــــʨر لॽʺʳـــ ــــʨفʛ الإمȞانॽـــــة الʺʶʱــ ʱأن ت
العʨʷائॽة وʸȄعʖ تॽʰʢقه علـى الʳʱـارب العʷـʨائॽة الʱـي تؔـʨن أحـʙاثها ذات فـʛص 

 ʛʽد غʛن ʛʳلاً رمي حʲʺع، فʨقʨة الȄاوʶʱم ʛʽغ.ʅȄʛعʱا الʚمع ه ʖاسʻʱلاي ʦʤʱʻم  
 Experimental Definition of: الʯعʃȂʙ الʮȂʙʱʯي للاحʸʯال (الإحʶائي) 2- 4- 2

Probability:  
ـــا قʢعـــة نقـــʨد مʤʱʻʺـــة  ʻʽــا ألق انـــn  ʗلʻفـــʛض أنʻـ عـــʙد مـــʛات ʣهـــʨر  mمـــʛة. وؗ

mتȃʛʳة ʶǽاوn  ȑالʨʸرة، فإن نॼʶة ʣهʨر الʨʸرة خلال 

n
 . ʧة عـॼـʶʻه الʚلـف هـʱʵوت

1الʺقʙار 

2
، ولʻؔهـا احʱʺـال ʣهـʨر الʸـʨرة عʻـʙ إلقـاء قʢعـة نقǽʙـة مʤʱʻʺـة. لʻؔـʛر هـʚه 
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 ȑات (أʛʺال ʧاً مʛʽʰؗ ًداʙة عȃʛʳʱالn  رةʨـʸر الʨهـʣ اتʛد مـʙفـإن عـ ʚٍئʙʻاً)، عʙة جʛʽʰؗ
ǽ1قʛʱب مʧ عʙد مʛات ʣهʨر الʱؔاǼة، وȃالʱالي فـإن: 

2

m

n
 ل إنـه إذاʨالقـ ʧـȞʺǽ ʥلʚـȃو .

ــان فʹــاء إمȞاناتهـا  ــان كانـʗ لــʙيʻا تȃʛʳـة عʷــʨائॽة مـا وؗ حادثـاً مʛتʢॼــاً بهــʚه  A، وؗ
 Șقʴت ʙة، وقȃʛʳʱالm  اءʛةً خلال إجʛمn  ارʙـʺي الʺقـʶن ʚٍئـʙʻة. فإنـه عȃʛʳتm

n
  ʛʱـالǼ دد

إحʸـائॽاً Ǽأنـه  A. وȃالʱالي ʧȞʺǽ تعʅȄʛ احʱʺـال وقـʨع الʴـادث Aالʰʶʻي لʨقʨع الʴادث 
وذلــʥ عʻــʙما نؔــʛر الȃʛʳʱــة عــʙداً لا مʻʱــاهٍ مــʧ الʺــʛات  Aنهاǽــة الʱــʛدد الʶʻــʰي للʴــادث 

  وتʗʴ الʛʷوȋ نفʶها. وʧȞʺȄ صॽاغة هʚا الʱعǼ ʅȄʛالعلاقة الʱالॽة:

   lim 15 2
n

m
P A

n
   

  :ʘʽحm  ادثʴدد الʛت :A.  
        n .ةॽائʨʷة العȃʛʳʱار الʛؔات تʛد مʙع :  

ــان  ــا تقــʙم Ȟʺǽــʧ القــʨل إنــه إذا ؗانــʗ لــʙيʻا تȃʛʳــة عʷــʨائॽة مــا، وؗ ّ̋ حادثــاً  Aوم
ʶǽlimـاوA  ȑمʛتʢॼاً بهʚه الȃʛʳʱـة، فـإن احʱʺـال وقـʨع الʴـادث 

n

m

n
عʻـʙما نؔـʛر الȃʛʳʱـة  

ʛmات، وʙȄعى الʺقʙار عʙداً ʛʽʰؗاً مʧ الʺ

n
  الʛؔʱار الʰʶʻي أو الاحʱʺال الʰȄʛʳʱي. 

   :يʮȂʙʱʯال الʸʯاص الاحʦخ  
  مʧ الʱعʅȄʛ الʶابȘ نʙʳ أن:

 0 16 2m n    

0ومʻه نʙʳ أن:                                            lim 1
n

m

n
   

  ʧȞʺǽ اسʵʱلاص الʨʵاص الʱالॽة:وȃالʱالي 
ـ نʙʳ أن: 1 0 1P A   
mـ عʙʻما تʨؔن:  2 n  ثʙʴفإن الA :اليʱالȃاً، وʙؗʕن حادثاً مʨȞǽ  

     1 17 2
n

P A P
n

      
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0m ـ عʻــʙما تؔــʨن  3   ثʙــʴفــإن الA ʡإ Șقــʴʱأن ي ʧــȞʺǽ لاً، لاʽʴʱــʶن مʨــȞȄلاقــاً و
  وȃالʱالي:

    0
0P P A

n
     

Aحادثʧʽ مʻʱـافʧʽʽ، أʴǽ ȑققـان  Bو Aـ إذا ؗان  4 B   ذا ؗـانȂ1وm  ددʛتـ ʨهـ
، فـــإن احʱʺـــال مـــʛة n، عʻـــʙ إجـــʛاء الȃʛʳʱـــة Bهـــʨ تـــʛدد الʴـــادث  2mو Aالʴـــادث 

اجʱʺاعهʺا  A B :هʺا لأنʽالʺʱع احʨʺʳم ȑاوʶǽ  

 

       

1 2 1 2

18 2

m m m m
P A B

n n n
P A B P A P B


  

  





  

 ʘʽح P A  ادثʴال Șقʴال تʺʱاحAو ، P B  ادثʴال Șقʴال تʺʱاحB.  
 ʗذا ؗانـــȂ1و 2 3, , ....... nA A A A ـــ ॽالʨʱإنهـــا م ȑـــى أ ʻʲـــى مʻʲـــة مॽɾاʻʱʺادث الʨـــʴال ʧة مـــ

  تʴقȘ العلاقة:
   19 2i jA A     

 :ʘʽحi j و, 1,2...............i j n  
  وȃالʱالي فإنه ʨȞǽن لʙيʻا:

         

 

1 2 1 2 3

11

......... ....

( ) 20 2

n n

n n

i i
ii

P A A A P A P A P A P A

P A P A


  

 
  

 


  


  

 ʗذا ؗانȂوiA  ʘʽ1,2,3ح,...............i n  ةॽعة ؗلʨʺʳل مȞʷت :فإن  
 

1

1
n

i
i

P A


 
 

 
  

  ـ إن الʨʵاص الʶاǼقة للاحʱʺال تفʙʽنا في الʨʸʴل على الʱʻائج الʱالॽة: 5
   0 21 2P     

  حادثʧʽʱ مʻʱافʧʽʱʽ تʴققان ما يلي: و  وذلʥ لأن 

 22 2

  

   




  



- 68  -  

ومʻه فإن:                                         P P     
       23 2P P P       
     
   

1 1 0

0 24 2

P P P

P

       

  
  

6  ʧʽادثʴـ إن الA  وA  انॽɾاʻʱة حادثان مॽعة ؗلʨʺʳلان مȞʷȄو:ȑ؛ أ  

   
     
     1 25 2

A A

A A

P A A P

P A P A P

P A P A

 



 

  

  






  

 :يʮȂʙʱʯال الʸʯوالاح ȏʙʢʹال الʸʯالاح ʥʻالعلاقة ب  
يʱعلـــȘ بȃʛʳʱـــة  Aلقـــʙ أشـــʛنا ســـاǼقاً إلـــى أن الاحʱʺـــال (الʱقلʽـــȑʙ) لʴʱقـــȘ حـــادث 

الاحʱʺـــــال معʻʽـــــة Ȟʺǽـــــʧ حʶـــــاǼه ʷǼـــــȞل مʶـــــǼ Șʰالاعʱʺـــــاد علـــــى أســـــʝ رȄاضـــــॽة، أمـــــا 
الإحʸائي (الʰȄʛʳʱي) فلا Ȟʺǽـʧ حʶـاǼه إلا Ǽعـʙ إجـʛاء الȃʛʳʱـة. ولʙراسـة العلاقـة بʻʽهʺـا 

  نأخʚ الأمʲلة الآتॽة:
  ):8-2مʰال (

صـʨرة، وȃالʱـالي فـإن  460مʛة، فʸʴلʻا على  1000ألقʻʽا قʢعة نقʨد مʳʱانʶة 
  الʲʺǽ ȑʚل ʣهʨر الʨʸرة ʶǽاوA :ȑاحʱʺال تʴقȘ الʴادث 

  460
0,46

1000
P A    

وهــي ॽʀʺــة الاحʱʺــال الإحʸــائي (الʰȄʛʳʱــي) ولʻؔهــا تʱʵلــف عــॽʀ ʧʺــة الاحʱʺــال 
 ȑاوʶي تʱوال ȑʙʽقلʱ0.5ال.  

  ):9-2مʰال (
مʛة، وضʺʧ الʛʷوȋ الʶاǼقة نفʶها. ولʻفʛض أنʻـا  10000لʻلقي القʢعة الʻقǽʙة 

الʸـʨرة  والـʲʺǽ ȑʚـل Aصʨرة، وȃالʱالي فإن احʱʺـال تʴقـȘ الʴـادث  4900حʸلʻا على 
:ȑاوʶǽ  
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  4900
0,49

10000
P A    

 ȑʙــــʽقلʱــــال الʺʱالاح ʧاً مــــʛــــʽʲؗ بʛــــʱهــــا تقʻؔــــي، ولʰȄʛʳʱــــال الʺʱــــة الاحʺॽʀ وهــــي
 ȑاوʶǽ ȑʚوال (ȑʛʤʻال)ي 0.5ʰȄʛʳʱال الʺʱأن الاح ʧʽقǼاʶال ʧʽالʲʺخلال ال ʧج مʱʻʱʶن .

  مʧ الʺʛات؛ أǽ:ȑقʛʱب مʧ الاحʱʺال الʱقلȑʙʽ عʙʻما نʛؔر الȃʛʳʱة عʙداً ʛʽʰؗاً جʙاً 

   lim 26 2
n

m
P A

n
   

 :الʸʯي للاحʮȂʙʱʯال ʃȂʙعʯب الʦʻع  
ــʙ أنʻــا ســʨف نʸʴــل  1 ʕؗــا أن نʻʻȞʺǽ ــة، ولاॽʰȄʛــةً تقʺॽʀ ــيʢعǽ ــيʰȄʛʳʱــال الʺʱـ إن الاح

  على الॼʶʻة نفʶها إذا تʦ تʛؔار الȃʛʳʱة عʙداً ʛʽʰؗاً مʧ الʺʛات.

limـ قʙ تʨؔن الʶʻـॼة  2
n

m

n
  ʛـʢʺال ȋʨـال سـقʺʱـل احʲدة، مʙـʴم ʛـʽدة أو غʨجـʨم ʛـʽغ

  عʣ ʙʻهʨر الغʨʽم.
3  ȋوʛشـ ʗـʴات وتʛالʺـ ʧاً مـʛـʽʰؗ ًداʙارها عـʛؔت ʧȞʺǽ ي لاʱارب الʳʱال ʠعǼ ʙجʨت ʙـ ق

  الȃʛʳʱة نفʶها.
  ):10-2مʰال (

0,6Pإذا ؗان احʱʺال نʳاح ʡالـʖ فـي مقـʛر نȄʛʤـة الاحʱʺـالات  ـال ، فʺʱاح ʨـا هـʺ
  رسȃʨه؟
ـــ الʲــــل:  ـــاح الʢالــــȞॽɾ ،ʖــــʨن  Aنʛمــــʜ بــ هــــʨ حــــادث رســــȃʨه، وȃالʱــــالي  Aلʴــــادث نʳـ

فإن:  0,6P A  بʨسʛال الʺʱاب احʶʴول P A:العلاقة Șʽʰʢʱم بʨونق ،  

   
 

 

1

0,6 1

1 0,6 0,4

P A P A

P A

P A

 

  

  

  

2 -4 -3ʃȂʙتع : :(اضيȂʙال ʃȂʙعʯال) الʸʯروف للاحʦغʦʸلʦؕ  
ان فʹاء إمȞاناتهـا  ، فإنʻـا نعـʛّف الاحʱʺـال Ǽأنـه إذا ؗانʗ لʙيʻا تȃʛʳة ما، وؗ

 :Șʽʰʢʱال : 0,1P f  :ةॽالʱال ȋوʛʷال Șقʴǽ ȑʚوال  



- 70  -  

ـ أن ʨȞǽن    1   1 27 2P     
  ، فإن:fيʱʻʺي إلى  Aحادث  ـ مʧ أجل 2

   0 1 28 2P A    
1ـ مــʧ أجــل ؗــل مʨʺʳعــة مʱʻهॽــة ومʻʱاॽɾــة مــʧ الʴــʨادث  3 2 3, , ,....... nA A A A  ــيʺʱʻت

إلى  iA f f.  
  فإن احʱʺال اجʱʺاعها ʶǽاوȑ مʨʺʳع احʱʺالاتها:

   29 2i i
ii

p A P A
 

  
 

  

، مــʧ الʴــʨادث الʺʱعلقــة بʱلــʥ الȃʛʳʱــة، وتʱʻهــي nAمʱʱالॽــة مʻʱاقʸــة ـ ومــʧ أجــل ؗــل  4
  فإن:  إلى 

   0 30 2n
n
im P A


   

  ):11-2مʰال (
ـــــة  ـــي مॼʱȞــــ ــــ ــــʙ فــ ــــا  1000يʨجـــــ ــــاب، مʻهـــــ ــــة،  ʱؗ200ـــــ ـــــة الإنؔلȄʜʽـــــ ــاب Ǽاللغــــ ــــ   ʱؗـــ

ʱؗاǼاً Ǽاللغة الفʛنॽʶة والॼاقي  150للغة الإسॼانॽة، وǼا ʱؗ250اب Ǽالغة العॽȃʛة، و 300و
  Ǽاللغة الألʺانॽة. نʱؗ ʖʴʶاǼاً ȞʷǼل عʨʷائي، والʺʢلʨب:

  ـ احʖʶ احʱʺال أن ʨȞǽن الʱؔاب الʺʨʴʶب Ǽاللغة الألʺانॽة أو الفʛنॽʶة. 1
  ـ احʖʶ احʱʺال أن ʨȞǽن الʱؔاب الʺʨʴʶب Ǽاللغة الإنؔلȄʜʽة أو العॽȃʛة. 2
ــــ 3 ــــʖ احʱʺـــ ــــॽة ـ احʶـــ ــــॼانॽة أو الفʛنʶـــ ــــــة الإســـ ــــʨʴب Ǽاللغـ ـــاب الʺʶـــ ــــʨن الʱؔــــ   ال أن Ȟǽـــ

  أو الألʺانॽة.
ـــــة  4 ــ ॽȃʛــــة أو الع ـــ Ȅʜʽـــــة الإنؔل ــــʨʴب Ǽاللغــ ـــاب الʺʶـــ ــــ ʱؔن الʨــــ ــــــال أن Ȟǽـــ ــــʖ احʱʺـ   ـ احʶـــ

  أو الإسॼانॽة.
  الʲل:

  لʴادث ʨؗن الʱؔاب الʺʨʴʶب Ǽاللغة الألʺانॽة، ʨȞॽɾن: Aنʛمʜ بـ 

   100
0,1

1000
P A    
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  لʴادث ʨؗن الʱؔاب الʺʨʴʶب Ǽاللغة الإنؔلȄʜʽة، ʨȞॽɾن: Bنʛمʜ بـ 

   200
0,2

1000
P B    

  لʴادث ʨؗن الʱؔاب الʺʨʴʶب Ǽاللغة العॽȃʛة ، ʨȞॽɾن: Cنʛمʜ بـ 

   300
0,3

1000
P C    

  لʴادث ʨؗن الʱؔاب الʺʨʴʶب Ǽاللغة الفʛنॽʶة، ʨȞॽɾن: Dنʛمʜ بـ 

   150
0,15

1000
P D    

  لʴادث ʨؗن الʱؔاب الʺʨʴʶب Ǽاللغة الإسॼانॽة، ʨȞॽɾن: Eنʛمʜ بـ 

   250
0,25

1000
P E    

ـ                                    1     P A D P A P D   

                 100 150 250
0,25

1000 1000 1000
P A D      

ـ                                   2     P B C P B P C   

                    200 300 500
0,5

1000 1000 1000
P B C      

ـ                   3       P E D A P E P D P A     

     250 150 100 500
0,5

1000 1000 1000 1000
P E D A        

  ) نʙʳ أن:25-2أو Ǽاسʙʵʱام العلاقة (
   
 

1

1 0,5 0,5

P E D A P B C

P E D A

 

  

  

 
  

  وهʨ الʨʳاب نفʶه الȑʚ حʸلʻا علॽه.
         ـ                       4   1P B C E P A D     

   1 0,25 0,75P B C E      
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  ):1-2نȂʙʢة (
ــان فʹــاء إمȞاناتهــا  Bو Aإذا ؗــان  ، فــإن حــادثʧʽ يʱعلقــان بȃʛʳʱــة معʻʽــة، وؗ

 ʶǽAــــاوȑ احʱʺــــال تʴقــــȘ الʴــــادث  Bوعــــʙم تʴقــــȘ الʴــــادث  Aاحʱʺــــال تʴقــــȘ الʴــــادث 
ʱه احʻوحاً مʛʢم ʧʽادثʴال Șقʴال تʺA وB :أن ȑمعاً أ  

     P A B P A A B    

  على الȞʷل الॽʰاني الʱالي: و Bو ʧȞʺǽA أن نʨضح الʨʴادث الʙʮهان: 

  
) ʦاني رقॽʰل الȞʷ3-2ال:( ,A B A B   

 ʧʽادثʴأن ال Ȏنلاح   ,A B A B  ضـح فـي حادʨم ʨـان ؗʺـا هـॽɾاʻʱم ʧʽث

) ʦاني رقॽʰل الȞʷ3ال:ʧʽʱققان العلاقʴǽ وهʺا (  

     31 2A B A B         

وȃالʱالي فإن:                               A B A B A       

       32 2P A B A B P A        

ــــى العلاقــــة (  ـــاع حــــʨادث مʻʱاॽɾــــة نʳــــʙ أ18-2وȃالاعʱʺــــاد عل ــــة ) لاجʱʺـ   ن العلاق
  ) تǼ ʖʱؔالȞʷل:2-32(

     P A B P A B P A    

  ومʻه نʙʳ أن:

       33 2P A B P A P A B     

  وهʨ الʺʢلʨب.
  ):12-2مʰال (



- 73  -  

 ȑاوʶǽ اتǼاʵʱفي الان ʦاح سالʳال نʺʱاح 0.7إذا ؗان احʳال نʺʱان اح ، وؗ
 ȑاوʶǽ اتǼاʵʱوسامي في الان ʦاح س0.5سالʳال نʺʱاب احʶب حʨلʢʺب ، والʨورس ʦال

  سامي.
لʴادث نʳاح سالʨȞॽɾ ،ʦن:   Aنʛمʜ بـ الʲل:   0.7P A .  

لʴادث نʳاح سامي، ʨȞॽɾن:  Bونʛمʜ بـ   ?P B  ʧؔول ،  0.5P A B .  

لʴادث رسʨب سامي، ʨȞॽɾن لʙيʻا:  Bولʛʻمʜ بـ  ?P A B   

  ) فʙʳʻ أن:33-2نȘʰʢ العلاقة (

     

  0.7 0.5 0.2

P A B P A P A B

P A B

 

  

 


  

  ):2-2نȂʙʢة (
حـــادثʧʽ مʱقـــاʡعʧʽ (غʽـــʛ مʻʱـــافʧʽʽ)، فـــإن حـــʙوث أحـــʙهʺا علـــى  Bو Aإذا ؗـــان 

، ومʛʢوحـاً مـʧ الʻـاتج Bمʹافاً إلॽه احʱʺال حʙوث  Aالأقل ʶǽاوȑ إلى احʱʺال حʙوث 
  أȑ: معاً، B, Aاحʱʺال حʙوث 

       P A B P A P B P A B     
  ǼالȞʷل الॽʰاني الʱالي: ʧȞʺǽB, A أن نʨضح الʴادثʧʽ الʙʮهان: 

  
) ʦل رقȞادث 4-2شʨʴل الʲʺǽ :(, ,A B B A  

A,نلاحȎ أن  B B :ققان العلاقةʴǽ أنهʺا ȑان أॽɾاʻʱحادثان م  

   34 2A B B      
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وȃالʱالي فإن:                             A B B A B    

       35 2P A B P B P A B     

 ʚنأخ P A B ) العلاقة ʧضه في (33-2مʨ35-2) ونع:ʙʳʻف (  

       P A P A B P B P A B     
  ومʻه نʙʳ أن:

         36 2P A B P A P B P A B      
  حالة خاصة:

ــافʧʽʽ فـــــإن  ȞǽB, Aـــــʨن الʴادثـــــان عʻـــــʙما  Aمʻʱـــ B  :ـــــالʺʱن الاحȂو ،
    0P A B P  :ل الآتيȞʷقة الǼاʶالعلاقة ال ʚتأخ ʥلʚȃو  ،  

     P A B P A P B   
  ):13-2مʰال (

 ȑاوʶǽ اتǼاʵʱفي الان ʦاح سالʳال نʺʱاح سامي  0.7إذا ؗان احʳال نʺʱواح ،
ǽ ȑاوʶ0.715  ȑاوʶǽ وسامي ʦاح سالʳال نʺʱ0.5، وأن اح.  

  والʺʢلʨب: حʶاب احʱʺال نʳاح أحʙهʺا على الأقل.
  الʲل:

لʴادث نʳاح سالʦ في الانʵʱاǼات، ʨȞॽɾن:  Aنʛمʜ بـ   0.7P A .  
لʴادث نʳاح سامي في الانʵʱاǼات، ʨȞॽɾن:  Bنʛمʜ بـ   0.715P B .  

 :ȑاوʶǽ وسامي ʦاح سالʳال نʺʱوأن اح  0.5P A B .  
  ) فʙʳʻ:36-2نȘʰʢ العلاقة (

       
  0.7 0.715 0.5 0.915

P A B P A P B P A B

P A B

  

   

 


  

وأن احʱʺال عʙم نʳاح أȑ مʻهʺا، ونʛمʜ له بـ  P A B:ȑاوʶȄو ،  

   1 1 0.915 0.085P A B P A B       
  ):14-2مʰال (
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) الȑʚ يʘʴॼ في نʱائج رمي حʛʳ الʛʻد مʛتʧʽ، ولʻفʛʱض 5-2لʻعʙ إلى الʺʲال (
هـــB  ʨهـــʨ الʴـــادث الـــȞǽ ȑʚـــʨن ॽɾـــه رقـــʦ الʛمॽـــة الأولـــى زوجॽـــاً، ؗʺـــا نفʱـــʛض أن  Aأن 

الʴــادث الــȞǽ ȑʚــʨن ॽɾــه رقــʦ الʛمॽــة الʲانॽــة زوجॽــاً، والʺʢلــʨب حʶــاب احʱʺــال أن Ȟǽــʨن 
  أحʙ الʛقʺʧʽ على الأقل زوجॽاً.

  الʲل:
احʱʺال تʴقȘ الʴادث إن الʺʢلʨب هʨ حʶاب  A B :ȑاوʶǽ ʨوه  

       P A B P A P B P A B     
  ومʧ فʹاء الȃʛʳʱة نʙʳ أن:

     18 18 9

36 36 36
P A P B P A B    

  وʚȃلʥ نʙʳ أن:

   18 18 9 27

36 36 36 36
P A B      

  ):3-2نȂʙʢة (
دث واحــʙ ثلاثــة حــʨادث غʽــʛ مʻʱاॽɾـة، فــإن احʱʺــال تʴقــȘ حــا C, B , Aإذا ؗـان  

:ȑأ ،ʦاعهʺʱال اجʺʱاح ȑاوʶǽ على الأقل  
           

     37 2

P A B C P A P B P C P A B P A C

P B C P A B C

    

  

   

  
  

  الʙʮهان:
  وتقاʡعاتها ǼالȞʷل الॽʰاني الʱالي: ʧȞʺǽC , B , A تʺʽʲل الʨʴادث 
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) ʦاني رقॽʰل الȞʷ5-2ال(  

Bوتʶهʽلاً للʛʰهان نʹع C D) العلاقة ʧا مʻيʙن لʨȞॽɾ ،2-36:مايلي (  
         

     
       

   

P A B C P A D P A P D P A D

P A P B C P A B C

P A P B P C P B C

P A B A C

   

     
    

   

   

  



  

  

           
     38 2

P A B C P A P B P C P A B P B C

P A C P A B C

    

  

   

  
  

  وهʨ الʺʢلʨب.
  ):15-2مʰال (

 ʙــʽعلــى ق ʙقــاء أحʺــǼ ــالʺʱأن: اح ʗقاء، فــإذا علʺــʙثلاثــة أصــ ʜوفــائ ʙʽوســع ʙأحʺــ

 ʨة، هـــʻة ســـʙـــاة لʺـــॽʴ3ال

4
 ʨة، هـــʻة ســـʙـــاة لʺـــॽʴال ʙـــʽعلـــى ق ʙʽقـــاء ســـعǼ ـــالʺʱ2، واح

5
 ،

 ȑــاوʶǽ ةʻة ســʙــاة لʺــॽʴال ʙــʽعلــى ق ʜوفــائ ʙقــاء أحʺــǼ ــالʺʱ12واح

20
 ʙʽقــاء ســعǼ ــالʺʱواح ،

 ʨة، هــʻة ســʙــاة لʺــॽʴال ʙــʽعلــى ق ʜ8وفــائ

25
. واحʱʺــال Ǽقــاء أحــʙهʦ علــى قʽــʙ الॽʴــاة لʺــʙة 

 ʨة، هʻ97س

100
 ʨة، هʻة سʙʺاة لॽʴال ʙʽلاثة على قʲقاء الǼ الʺʱ24.  واح

100
، والʺʢلʨب: 

.Ȑʛة أخʻة سʙʺاة لॽʴال ʙʽعلى ق ʜقاء فائǼ الʺʱاح ʨماه  
  الʲل:

  لʴادث Ǽقاء أحʺʙ على قʙʽ الॽʴاة لʺʙة سʻة. Aنʛمʜ بـ 
  لʴادث Ǽقاء سعʙʽ على قʙʽ الॽʴاة لʺʙة سʻة. Bونʛمʜ بـ 

  لʴادث Ǽقاء فائʜ على قʙʽ الॽʴاة لʺʙة سʻة. Cنʛمʜ بـ و 
  وȃالʱالي فإن:
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     

   

3 2
, , ?

4 5
12 8

20 25

P A P B P C

P A C P B C

  

  

  

مʱʶقلان)                   Bو A(لأن   3 2 6

4 5 20
P A B     

   24 97

100 100
P A B C P A B C      

  ) نʙʳ:38-2وȘʽʰʢʱȃ العلاقة (
         

     
P A B C P A P B P C P A B

P A C P B C P A B C

   

  

  

   
  

97 3 2 6 12 8 24
( )

100 4 5 20 20 25 100
97 3 2 6 12 8 24

( ) 0.8
100 4 5 20 20 25 100

P C

P C

      

       

  

  ):4-2نȂʙʢة (
1حـادث. أȑ إذا ؗانــn  :ʗ) علـى Ȟʺǽ2-3ـʧ تعʺـʦॽ الȄʛʤʻـة ( 2 3, , ..... nA A A A 

  حʨادث غʛʽ مʻʱاॽɾة فإن احʱʺال تʴقȘ أحʙهʦ على الأقل Ǽ ʖʱȞǽالȞʷل:
         

     
   
 

     

1 2 3 1 2 3

1 2 1 3 1

1 2 3 1 2 4

2 1

1

1 2 3

.... ...

....

...

.................

1 ..... 39 2

n n

n

n n n

n

n

P A A A A P A P A P A P A

P A A P A A P A An

P A A A P A A A

P A A A

P A A A A



 



   

  

  



 

   

  

   

 

  

  

  أو:
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   

1 1

1

1 2 3

( ) ( ) ( )

( ) ......

.... 1 ( ...... ) 40 2

n n nn

i i i j i j k
i i i j i j k

n

i j k L
i j k L

n

n

P A P A P A A P A A A

A A A A

P A A A A

    

  



     
 

 

 

  



   

  

   

  

  ):5-2نȂʙʢة (
ـــان الʴـــادث حـــا B, Aإذا ؗـــان   أB  ȑمʨʺʳعـــة جʜئॽـــة مـــʧ الʴـــادث  Aدثʧʽ، وؗ

A B ادثʴال Șقʴال تʺʱفإن اح ،A  ادثʴال Șقʴال تʺʱاح ȑاوʶǽ أقل أوB :ȑأ  

     41 2P A P B   
  الʙʮهان:

 ʧʽادثʴل الʽʲʺت ʧȞʺǽB, A :اليʱاني الॽʰل الȞʷالǼ  

  
) ʦل رقȞʷ6-2ال(  

 ʛʽʰعʱال ʧȞʺǽ ادثʴال ʧعB :العلاقةǼ  

 ( ) 42 2B A A B    
)وȃʺا أن:                                              )A A B     

  ʶǽاوB :ȑفإن احʱʺال تʴقȘ الʴادث 
 
   

( )

( )

P B P A A B

P B P A P A B

   
 

 



  

  ومʻه:

     ( ) 43 2P B P A P A B    
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)            وȃʺا أن:                        ) 0P A B   
)إذاً فإن:                                           ) ( ) 0P B P A   

  وȃالʱالي فإن:

 ( ) ( ) 44 2P B P A   

  :Conditional Probability: الاحʸʯال الʟʙʵي 2-5
لــȘ بȃʛʳʱــة مــا، Ǽأنــه نʶــॼة ، والــȑʚ يʱعAلقــʙ عʛفّ̒ــا ســاǼقاً احʱʺــال تʴقــȘ الʴــادث 

، ولؔـʧ الأمـʛ قـʙ يʢʱلـ ʖإلى فʹـاء العʻʽـة  Aعʙد الʴالات الʺلائʺة لʴʱقȘ الʴادث 
، أو ǼBعʙ أن نʨؔن قʙ علʺʻا بʨقʨع الʴـادث  Aمʻا أحॽاناً حʶاب احʱʺال تʴقȘ الʴادث 

 ʧʽـــار معـــॼʱاخǼ ـــانʢॼتʛا حادثـــان مʻيʙــان لـــ ــاب Ǽʺعʻـــى آخـــʛ، إذا ؗـ فإنʻـــا لانʶـــॽʢʱع حʶـ
  قʙ وقع أو لǽ ʦقع. Bإلا Ǽعʙ معʛفة Ǽأن الʴادث  Aاحʱʺال تʴقȘ الʴادث 

ʛؗة حʺـʛاء.  ʛؗ40ات بॽʹاء، و ʛؗ10ة، مʻها  50ولفهʦ ذلʥ نأخʚ صʙʻوقاً ॽɾه 
نʛؗ ʖʴʶتʧʽ مʧ هʚا الʙʻʸوق وʙȃون إعادة (على الʨʱالي)، والʺʢلـʨب: مـاهʨ احʱʺـال 

  نॽاً حʺʛاء إذا ؗانʗ الʛؔة الʺȃʨʴʶة أولاً بॽʹاء. أن تʨؔن الʛؔة الʺȃʨʴʶة ثا

 ʨاء هʹॽة الأولى بʛؔن الʨؔال أن تʺʱأن اح Ȏ10نلاح

50
.  

 ʥلʚـȃة الأولـى. وʛـاء فـي الʺـʹॽة بʛؗ اʻʰʴوس Șقʴت ʙادث قʴا الʚض أن هʛʱفʻول
 ʨاء هــʛــاً حʺــॽة ثانȃʨʴــʶʺة الʛن الؔــʨــال أن تؔــʺʱأن اح ʙــʳ40ن

49
، أمــا إذا ؗــان الʺʢلــʨب 

احʱʺال أن تʨؔن الʛؔة الʺȃʨʴʶة ثانॽاً هي بॽʹاء، فإن احʱʺال أن تʨؔن بॽʹاء Ǽعʙ أن 
 ȑــاوʶǽ ــاءʹॽة الأولــى بॼʴــʶفــي ال ʗ9كانــ

49
. ومʻــه نʶــʱʻʱج أن احʱʺــال تʴقــȘ حــادث 

فــي ؗلʱــا الʴــالʧʽʱ) قــʙ تــأثʛ بʳॽʱʻــة تʴقــȘ كــʨن الؔــʛة الʺʶــȃʨʴة ثانॽــاً حʺــʛاء أو بॽʹــاء (
  حادث سʛؗ ʖʴة بॽʹاء أولاً. 

  لʚلʥ سʻعالج هʚه القʹॽة ؗʺايلي:
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  أولاً: ضʙب الاحʸʯالات لʦʲادث غʙʻ مʯʴقلة: 
 ʧʽحــادث ʧل عــʨنقــA  وB  ــادثʴال Șقــʴإذا ؗــان ت ʧʽقلʱــʶم ʛــʽأنهʺــا غA  ʛثʕيــ

 Șقـــʴـــة تʳॽʱـــال نʺʱعلـــى احB وقʙʻا صـــʻيʙلاً إذا ؗـــان لـــʲفʺـــ ، ȑʨـــʴǽ10  هـــاʻات مʛ4ؗـــ 
ؗــʛات حʺــʛاء نʶــʖʴ ؗــʛتʧʽ علــى الʱــʨالي (بــʙون إعــادة) فعʻــʙ ســʖʴ  6كــʛات بॽʹــاء و

الؔــʛة الأولـــى ولʻفــʛض أنهـــا بॽʹــاء وعʻـــʙ عــʙم إعادتهـــا إلــى الʸـــʙʻوق نلاحــȎ أن عـــʙد 
الʛؔات الؔلي قʙ تغʛʽ وعʙد الؔـʛات الॽʰʹـاء قـʙ تغʽـʛ، وȃالʱـالي فـإن سـʖʴ الؔـʛة الʲانॽـة 

ʱن ʛأثʱف يʨة الأولى.سʛؔال ʖʴة سʳॽ  
  ):6-2نȂʙʢة (

حــادثʧʽ غʽــʛ مʶــʱقلʧʽ فــإن احʱʺــال تقاʡعهʺــا ʶǽــاوȑ إلــى جــʙاء  B, Aإذا ؗــان 
:ȑاني أʲي للʡʛʷال الʺʱال الأول في الاحʺʱاح  

           / / 45 2P A B P A P B A P B P A B      
  لʛʰʻهʧ هʚه الȄʛʤʻة مʧ خلال الʺʲال الʱالي:

  يʨماً. ʛnوجهʺا لـ رجل وزوجʱه ʛʵǽجان لȄʛاضة الʺʷي، ولʛʻاقʖ خ
لʴــادث عــʙم خــʛوج  Aلʴــادث خــʛوج الــʜوج لȄʛاضــة الʺʷــي، و Aفــإذا رمʜنــا بـــ  
  الʜوج.
ـــ   لʴـــادث عـــʙم خـــʛوج  Bلʴـــادث خـــʛوج الʜوجـــة لȄʛاضـــة الʺʷـــي، و Bونʛمـــʜ بـ
  الʜوجة.

  ونʳॽʱة الʺʛاॼʀة وجʙنا أن:
A B  ʨوجة معاً هʜوج والʜوج الʛات خʛد مʙ1ع  ة خلالʛمn .ًماʨي  
A B  ʨــــ ـــــة هـــ ــــʛوج الʜوجــ ــــʙم خـــ ــــʜوج وعـــ ــــʛوج الـــ ــــʛات خـــ ــــʙد مـــ ــــلال  2عـــ ــــʛة خـــ   مـــ

 n .ًماʨي  
A B  وجʛــــ ــــʙم خـــ ــــʛات عــــ ــــʙد مـــ ــــʨ عـــ ــــة هــــ ــــʛوج الʜوجـــ ــــʜوج وخـــ ــــلال 3الــــ ــــʛة خــــ   مـــ

 n .ًماʨي  
A B  ʨــــ ــــاً هــــ ـــ ـــــة معـ ــــʜوج والʜوجـــ ــــ ــــʛوج ال ــــʙم خــــ ــــʛات عــــ ــــʙد مــــ ــــلال 4عــــ ــــʛة خــــ   مــــ

 n .ًماʨي  
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  وȃالʱالي فإن:

يʨماً هn  :ʨاحʱʺال خʛوج الʜوج لȄʛاضة الʺʷي خلال   1 2P A
n



   

يʨماً هn  :ʨاحʱʺال خʛوج الʜوجة لȄʛاضة الʺʷي خلال   1 3P B
n



   

  يʨماً هn :ʨاحʱʺال خʛوج الʜوج والʜوجة معاً لȄʛاضة الʺʷي خلال 

   1P A B
n




  

  يʨماً هn :ʨاحʱʺال عʙم خʛوج الʜوج والʜوجة لȄʛاضة الʺʷي خلال 

   4P A B
n




  

ولʻعʰــʛ عــʧ احʱʺــال خــʛوج الʜوجــة لȄʛاضــة الʺʷــي Ǽعــʙ أن Ȟǽــʨن الــʜوج قــʙ خــʛج 
                                : ʜمʛالǼ يʷʺاضة الȄʛل /P B A  

  :ȑاوʶǽ أنه ʙʳʻف  

   1

1 2

/ 46 2P B A  



 
  

ʙعǼ يʷʺاضة الȄʛوج لʜوج الʛال خʺʱاح ʧع ʛʰعʻول  ʗجـʛخ ʙوجـة قـʜن الʨؔأن ت
                             : ʜمʛالǼ يʷʺاضة الȄʛل /P A B  

:ȑاوʶǽ أنه ʙʳʻف  
                                        

   1

1 3

/ 47 2P A B  



 
  

ومʧ جهة أخȐʛ نʙʳ أن:                               1P A B
n




  

 1 n P A B    
  ) نʙʳ أن:46- 2وȃالʱعʠȄʨ في (

   
1 2

/
n P A B

P B A






 
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     
 

 
1 2

/ 48 2
P A B P A B

P B A
P A

n

  

 

 
  

  وهʚȞا نʙʳ أن:
       / 49 2P A B P A P B A    

  وȄʛʢȃقة مʷابهة نʙʳ أǽʹاً أن:
       / 50 2P A B P B P A B    

) ʧʽʱالعلاق ȑاوʶت ʧ50-2) و(49-2ومʙʳأن: ) ن  

           1/ / 51 2P A B P A P B A P B P A B
n

     


  

  ومʧ جهة أخȐʛ نلاحȎ أن:
عʙد العʻاصʛ في  A B 

  1P A B
n

 


 
 ʛاصʻد عʙع 

  وهʨ الʺʢلʨب.
  ):1نʱॻʯة (

قـʨع ʷǼـȋʛ و   Aعʙʻما نʨؔن أمام حالة ʢǽلʖ فʽها حʶاب احʱʺال تʴقـȘ الʴـادث 
مʶʻـȃʨاً لفʹـاء جʙيـʙٍ مȞـʨّنٍ  A، فإن ذلـǽ ʥعʻـي إʳǽـاد احʱʺـال تʴقـȘ الʴـادث Bالʴادث 

B، حʽــB ʘمــʧ عʻاصــʛ الʴــادث   .يʡʛــʷــال الʺʱالاحǼ ــالʺʱا الاحʚــʺى هــʶȄو ،
  ومʺا تقʙم ʧȞʺǽ صॽاغة الʱعʅȄʛ الʱالي:

  ، فــــإن احʱʺــــال تʴقــــȘ الʴــــادثمــــʧ فʹــــاء العʻʽــــة  B, Aإذا ؗــــان الʴادثــــان 
 A  ـــادثʴع الʨقـــʨـــا بʻʺإذا عل ،B  ـــادثʴي للʡʛـــʷـــال الʺʱالاحǼ عىʙيـــA لـــه بــــ ʜمـــʛȄو ،

 /P A B:العلاقةǼ ىʢعȄو .  

   
 

 / 52 2
P A B

P A B
P B

 
  

 :ʘʽح  0P B   
  وذلʥ لأنه في الأساس لʙيʻا:
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عʙد العʻاصʛ في  A B 

 /P A B  
  عʙد العʻاصʛ في 

عʙد العʻاصʛ في  B  

   عʙد العʻاصʛ في   

  

)2 -53  (
عʙد العʻاصʛ في  A B 

=   
 

/
P A B

P A B
P B




 
عʙد العʻاصʛ في  B 

  ) نʙʳ:51-2ومʧ العلاقة (

       / 54 2P A B P B P A B    
ʚلʥ نʙʳ أن:   وؗ

)2 -55  (  
عʙد العʻاصʛ في  A B 

   
 

/
P A B

P B A
P A

 


 
عʙد العʻاصʛ في  B 

  ومʻه:

       / 56 2P A B P A P B A    
  ):2نʱॻʯة (

ـــــة ( ــــʦॽ العلاقـــ ــــʧ تعʺــــ ــــȞʺǽ2-51 ʗــــ ــــإذا ؗانـــــ ــــ ـــــادثʧʽ، ف ــــʧ حـــ ــــʛ مــــ ــــ ʲـــــى أك ) علـــ

1 2 3, , ..... nA A A A :ȑاوʶǽ عهاʡال تقاʺʱقلة فإن احʱʶم ʛʽادث غʨح  
     

   
   

1 2 3 1 2 1

3 1 2 4 1 2 3

1 2 3 1

.... /

/ /

..... / .... 56 2 '

n

n n

P A A A A P A P A A

P A A A P A A A A

P A A A A A

 

 



   

  

  

  

  ):3نʱॻʯة (
2إذا ؗــان  1,A A  ــادثʴن الʨــȞǽ أن ʙعـــǼ اعهʺــاʺʱفــإن اج ʧʽʽـــافʻʱم ʧʽحــادثB  ʙقـــ

  وقع ǽعʢى Ǽالعلاقة:
       1 2 1 2/ / / 57 2P A A B P A B P A B      
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  ):16-2مʰال (
 Șــــ ــــة، وفــ ــــʻة الʛاǼعــ ــــة والʶــ ــــʻة الʲالʲــ ــلاب الʶــ ــــʙد ʡــــ ــــاء عــ ــــʦ إحʸــ ــــʛض أن تــ لʻفʱــ

  اخʸʱاصي الإدارة والʺʴاسॼة فؔانʗ أعʙادهʦ ؗʺا في الʙʳول الʱالي:

 
 Bسʹة ثالʰة  سʹة راǺعة

  الʴʹة
 صالاخʸʱا

  Aإدارة  250 150 350

 مʴاسॼة 200 300 550

900 450 450  

  ونʙȄʛ أن نʱʵار ʡالॼاً ȞʷǼل عʨʷائي والʺʢلʨب:
  ـ ماهʨ احʱʺال أن ʨȞǽن الʢالʖ الʺʱʵار مʧ الʻʶة الʲالʲة وتʸʸʵه إدارة. 1
ا علʺʗ أن الʢالʖ الʺʱʵار مʧ الʻʶة الʲالʲة، فʺا هʨ احʱʺال أن ʨȞǽن تʸʸʵه ـ إذ 2

  إدارة.
  الʲل:

  لʴادث ʨؗن الʢالʖ الʺʱʵار ذȑ اخʸʱاص إدارة. Aـ نʛمʜ بـ  1
  لʴادث ʨؗن الʢالʖ الʺʱʵار مʧ الʻʶة الʲالʲة. Bونʛمʜ بـ 

ʶǽاوA               :ȑمʧ خلال الʙʳول نʙʳ أن احʱʺال   350

900
P A   

ʶǽ اوB                                   :ȑوأن احʱʺال   450

900
P B   

:ȑاوʶǽ (ًمعا) ه إدارةʸʸʵة وتʲالʲة الʻʶال ʧن مʨȞǽ ال أنʺʱن احȂو  

  250

900
P A B   

  ) فʙʳʻ أن:53-2ـ ولʶʴاب الاحʱʺال الʲاني نȘʰʢ العلاقة ( 2

   
 

250
250900/ 0.56

450 450
900

P A B
P A B

P B
   

  
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  ) أǽʹاً أن:53-2أو ȄʛʢǼقة أخȐʛ حʘʽ نʙʳ مʧ العلاقة (
250

0.56
450

   في ʛاصʻد العʙع A B 
 /P A B  

 ʛاصʻد عʙعB 

  ):17-2مʰال (
ائي علــʖ فاســʙة. اخʛʱنــا وʷȃــȞل عʷــʨ  5علॼــة ʨؗنʶــʛوة مʻهــا  20صــʙʻوق ॽɾــه 

 ʖن العلـــʨـــال أن تؔـــʺʱاح ʨب: مـــاهʨلـــʢʺوال .(ون إعـــادةʙـــȃو) اليʨـــʱعلـــى ال ʖـــع علـــȃأر
  الأرȃعة فاسʙة.

  الʲل:
  إلى حʨادث سʖʴ العلʖ الفاسʙة على الʨʱالي. D, C, B, Aنʛمʜ بـ 

  وȃالʱالي فإن:

احʱʺال أن تʨؔن العلॼة الأولى فاسʙة:                        5

20
P A   

احʱʺال أن تʨؔن العلॼة الʲانॽة فاسʙة:                     4
/

19
P B A   

                                          :ʥلʚ وؗ  3
/

18
P C A B   

  2
/

17
P D A B C    

:ȑاوʶǽ ةʙع فاسȃالأر ʖن العلʨؔال أن تʺʱالي فإن احʱالȃو  
         / / /

5 4 3 2 120
0.001

20 19 18 17 116280

P A B C D P A P B A P C A B P D A B C   

     

     
  

  ):18-2مʰال (
  عائلة لʙيها أرȃعة أʡفال، ولʻأخǼ ʚعʧʽ الاعॼʱار ما يلي:

  حادث ʨؗن الأʡفال الأرȃعة إناثاً. Aـ 
  حادث ʨؗن أحʙ الأʡفال على الأقل أنʲى. Bـ 
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  حادث ʨؗن الʢفل الأكʛʰ أنʲى. Cـ 
  والʺʢلʨب حʶاب الاحʱʺالات الʱالॽة:

     
     

, , ,

/ , / , /

P C P B P A

P A B P B A P A C
  

  : الʲل
  Ǽاسʙʵʱام الʛʳʷة الॽʰانॽة الآتॽة: ʧȞʺǽ إʳǽاد فʹاء العʻʽة 

  
 :ʘʽحg  ،ىʲي الأنʻتعb .ʛؗʚي الʻتع  

  للȃʛʳʱة العʨʷائॽة ؗʺا يلي: وȃالʱالي ॼʸǽح فʹاء العʻʽة 
gggg, gggb,ggbg,ggbb,gbgg,gbgb,gbbg,gbbb

bggg,bggb,bgbg,bgbb,bbgg,bbgb,bbbg,bbbb 

 
   

 
  

              ومʻه فإن:                   1

16
A gggg P A    

  15
}

16
P B    ʛاصʻع عॽʺج اʙما ع{B bbbb  

 

 

, , , , , , ,

8 1

16 2

C gggg gggb ggbg ggbb gbgg gbgb gbbg gbbb

P C



 
  

ʚلʥ نʙʳ أن:              وؗ      1

16
A B gggg P A B     
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   
 

1
116/

15 15
16

P A B
P A B

P B
  

  

  ȄʛʢǼقة أخȐʛ: أو

1

15
 

  ʛاصʻد عʙع A B 
= /P A B 

 ʛاصʻد عʙعB 

   
 

1
16/ 1
1

16

P A B
P B A

P A
  

  

:Ȑʛقة أخȄʛʢǼ أو  

1= 
  ʛاصʻد عʙع A B 

= /P B A 
 ʛاصʻد عʙعA 

 ʙــ ʕؗʺال ʧعــة إناثــاً، فإنــه مــȃفــال الأرʡــا أن الأʻʺقــي لأنــه إذا علʢʻح ومॽʴا صــʚوهــ
  أن تʨؔن إحʙاهʧ أنʲى.

   
 

1
2 116/

1 16 8
2

P A C
P A C

P C
   

  

:Ȑʛقة أخȄʛʢǼ أو  

1

8
 = 

  ʛاصʻد عʙع A C 
= /P A C 

 ʛاصʻد عʙعC 

  وهʨ الʺʢلʨب.
  ثانॻاً : ضʙب الاحʸʯالات لʦʲادث مʯʴقلة:

 ʧʽحادث ʧل عʨنقA وB  ـادثʴال Șقـʴقلان إذا ؗان تʱʶأنهʺا مA  علـى ʛثʕلا يـ
 ʛادث الآخʴال Șقʴال تʺʱاحB لʨنقـ ،ʛـى آخـʻعʺǼ ح؛ أوॽʴصـ ʝȞوالع ، ʧʽـادثʴال ʧعـ

A وB  ـادثʴال Șقـʴـال تʺʱقلان إذا ؗان احʱʶأنهʺا مA  ـادثʴإن وقـع ال ʛـʽغʱلا يB  أم
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لـــǽ ʦقـــع، وȃالʱـــالي  فـــإن الاحʱʺـــال الʷـــʡʛي ʶǽـــاوȑ الاحʱʺـــال غʽـــʛ الʷـــʡʛي (الاحʱʺـــال 
:ʖʱؔن ȑاضي)؛ أȄʛال  

     / 58 2P A B P A   
  ʶǽاوʴʱB :ȑقȘ الʴادث Ǽعʙ أن نʨؔن قʙ علʺʻا ب Aوأن احʱʺال تʴقȘ الʴادث 

   
 

/
P A B

P A B
P B


  

  )، نʙʳ أن:58-2وʱȃعʠȄʨ العلاقة الأخʛʽة في (
 
           59 2

P A B
P A P A B P A P B

P B
    


  

  وʻȃاءً على ما تقʙم نʸل إلى الʱعʅȄʛ الʱالي:
حـــــادثʧʽ مʶـــــʱقلʧʽ، فـــــإن:  Bو Aإذا ؗـــــان  تعȂʙـــــʃ الاســـــʯقلال:   /P A B P A 

  ʶǽاوȑ جʙاء احʱʺالʽهʺا، أȑ أن: Bو Aحʱʺال تقاʡع الʴادثʧʽ وȃالʱالي فإن ا

       60 2P A B P A P B    
  ):7- 2نȂʙʢة (

ـــادث  -1 ـــان الʴــــ ـــ ـــادث  Aإذا ؗـ ــــʧ الʴــــ ــــʱقلاً عـــ ـــادث  Bمʶـــ ـــإن الʴــــ ـــ ــــB  ʧفـ ــــʱقل عـــ   مʶـــ
  .Aالʴادث 

  الʙʮهان:
، فإن:             Bمʱʶقلاً عA  ʧعʙʻما ʨȞǽن    /P A B P A  

  )، فʙʳʻ:51-2في العلاقة (نعʨض 
         

       
/ /

/

P A B P A P B A P B P A B

P A P B A P B P A

   

   



  
وʱȃقʛʡ ʦॽʶفي العلاقة الأخʛʽة على  P A:أن ʙʳن  

     / 61 2P B A P B   
  ، وهʨ الʺʢلʨب.Aمʱʶقل عB  ʧوهʚا ǽعʻي أن 
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  نʱॻʯة:
 Aمʱʶقلان، وȂن الʴادثـان  Bو Aمʱʶقلʧʽ فإن الʴادثB  ʧʽو Aإذا ؗان الʴادثان 

  مʱʶقلان. Bو Aمʱʶقلان، ʚؗلʥ فإن  Bو
  حʱى نʛʰهʧ على مʢʱلॼات هʚه الʳॽʱʻة Ȟǽفي أن نʛʰهʧ على أن:الʙʮهان: 

   

   

     

/

/

P B A P B

P A B P B

P A B P A P B





 

  

  مʱʶقلان، نلاحȎ أن: Bو ʧA على أن ـ حʱى نʛʰه 1

       / 62 2P A B P A P B A    

  ومʧ جهة أخȐʛ نʙʳ أن:

         
     

         / 63 2

P A B P A B P B A B

P A B P B P A B

P A B P B P A P B A

     

 

   

   

 



  

مʱʶقلان فʛضاً فإن:  Bو Aوȃʺا أن    /P B A P B.  
) ʧʽʱالعلاق ʧل على:63-2) و(62-2ومʸʴن ،(  

         

            
/

/ 1

P A P B A P B P A P B

P A P B A P B P A P B P A

   

    
  

وȃالاخʸʱار على  P A :ل على أنʸʴن  

  وهʨ الʺʢلʨب الأول:
      / 64 2P B A P B   

B,ـ حʱى نʛʰهʧ على أن  2 A :أن ʙʳʻب فʨالأسل ʝع نفॼʱقلان، نʱʶم  

       / 65 2P B A P B P A B    
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  ومʧ جهة أخȐʛ نʙʳ أن:

         

     

         / 66 2

P B A P B A P A B A

P B A P A P B A

P B A P A P B P A B

     

  

   

   

 



  

  مʱʶقلان فإن: Bو Aوȃʺا أن 

   /P A B P A  
) ʧʽʱالعلاق ʧفإن:66- 2) و(65-2وم ʙʳن (  

         

            

/

/ 1

P B P A B P A P B P A

P B P A B P A P B P A P B

   

    
  

وȃالاخʸʱار على  P B :ل على أنʸʴن  
     / 67 2P A B P A   

 وهʨ الʺʢلʨب الʲاني.

  مʱʶقلان، نلاحȎ أن: Bو Aى أنـ للʛʰهان عل 3

     

         

1

1 68 2

P A B P A B P A B

P A B P A P B P A B

  

    

  

 
  

وذلʥ لأن:                       P A B P A P B P A B     
  ) نʙʳ:60-2مʱʶقلان، وحʖʶ العلاقة ( Bو Aوȃʺا أن 

       69 2P A B P A P B    
  ) على الȞʷل الʱالي:68-2(عʙʻئʚٍ تॼʸح العلاقة 

         
       

1

1 1

P A B P A P B P A P B

P A B P A P B P A

    

         



  
وȃإخʛاج  1 P A   :ʙʳك نʛʱʷعامل م  

       1 1 70 2P A B P A P B           



- 91  -  

  وȃʺا أن:
   
   

1

1

P A P A

P B P B

 

   
  ) على الȞʷل الʱالي:70-2عʙʻئʚٍ تॼʸح العلاقة (

       71 2P A B P A P B    

  حادثان مʱʶقلان.  Bو Aالʴادثʧʽوهʚا ǽعʻي أن 
  ):19-2مʰال (

 ȑـــاوʶǽ ـــاءʸر الإحʛـــان مقـــʴʱفـــي ام ʙʽـــاح ســـعʳـــال نʺʱ1إذا ؗـــان اح

4
واحʱʺـــال  

 ʨــاً هــʹǽــاء أʸر الإحʛــان مقــʴʱــان فــي امʶـاح حʳ2ن

5
أمــا احʱʺــال نʳاحهʺــا معــاً فــي ، 

 ʨه هʶان نفʴʱ1الام

10
  ، والʺʢلʨب: أثʗʰ أن نʳاح سعʙʽ مʱʶقل عʧ نʳاح حʶان.

  الʲل:

لʴادث نʳاح سعʨȞॽɾ ،ʙʽن:                     Aنʛمʜ بـ   1

4
P A   

     لʴادث نʳاح حʶان، ʨȞॽɾن:                Bنʛمʜ بـ   2

5
P B   

ومʻه:                                                    1

10
P A B   

  ولʛʰهان الاسʱقلال نʱأكʙ مʧ تʴقȘ العلاقة:
     P A B P A P B   

وȃʺا أن:   1

10
P A B   :وأن    1 2 1

4 5 10
P A P B     

  ȃإجʛاء الʺʢاǼقة بʧʽ الʛʢفʧʽ نʙʳ أن:و 
1 1 2

10 4 5
   

 ʧʽادثʴالي فإن الʱالȃققة، وʴأن العلاقة م ȑأA وB .قلانʱʶحادثان م  
  ):20-2مʰال (
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)، وافʱــʛاض أن احʱʺــال نʳــاح ســعʙʽ فــي مقــʛر الإحʸــاء Ǽ2-19ــالعʨدة للʺʲــال ( 
 ȑــاوʶǽ2

3
لॽʰانــات الʺॽʁॼʱــة نفʶــها، هــل ســॼʽقى نʳــاح ســعʙʽ مʶــʱقل عــʧ ، وȃاســʙʵʱام ا 

 ʧʽادثʴذا ؗان الȂان؟ وʶاح حʳنA وB  ʖʶفاح ،ʧʽقلʱʶم ʛʽغ /P B A.  
  لʙيʻا:الʲل: 

     2 2 1
, ,

3 5 10
P A P B P A B  

  
  للʛʰهان على الاسʱقلال نʙʵʱʶم  العلاقة: 

       P A B P A P B   
  وȃʺا أن:

  1

10
P A B   

    2 2 4

3 5 15
P A P B     

1وȃإجʛاء الʺʢاǼقة نʙʳ أن:                                      4

10 15
  

 ʧʽـــــادثʴـــإن ال ــــالي فــ ــــة، وȃالʱـ ــــʛ مʴققـ ــــʱقلB  .ʧʽو Aأȑ أن العلاقـــــة غʽـ ــــʛ مʶـ غʽـ
ولʶʴاب  /P B A  العلاقة Șʰʢة:نॽالʱال  

     

   
 

/

1
310/

2 20
3

P A B P A P B A

P A B
P B A

P A

 

  




  

  ):21-2مʰال (
علــʖ فاسـʙة، وʴȄــȑʨ  4علـʨؗ ʖنʶــʛوة، مʻهـا  10لـʙيʻا صـʙʻوقان، ʴǽــȑʨ الأول 

فاسـʙة. نʱʵـار وʷȃـȞل عʷـʨائي علॼـةً واحـʙة  3علـʨؗ ʖنʶـʛوة، مʻهـا  6الʙʻʸوق الʲاني 
  مʧ ؗل صʙʻوق، والʺʢلʨب حʶاب احʱʺال:

1  ʛʽغ) ʧʽʱʴصال ʧʽʱʰن العلʨؗ ـ.(ʧʽتʙفاس  
2 .ʧʽتʙفاس ʧʽʱʰن العلʨؗ ـ  
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  ـ ʨؗن إحȐʙ العلʧʽʱʰ صالʴة والأخȐʛ فاسʙة. 3
ـ إذا ؗانʗ إحȐʙ العلʧʽʱʰ فاسـʙة، والأخـȐʛ صـالʴة، فʺـا هـʨ احʱʺـال أن تؔـʨن العلॼـة  4

الفاسʙة مʧ الʙʻʸوق الأول، وما هʨ احʱʺال أن تʨؔن العلॼة الفاسʙة مـʧ الʸـʙʻوق 
  الʲاني.

  الʲل:
لʴـــادث ؗـــʨن العلॼـــة الʺʶـــȃʨʴة مـــʧ الʸـــʙʻوق الأول صـــالʴة، Ȟॽɾـــʨن:                                                    A ـ نʛمـــʜ بــــ 1

  6

10
P A   

  لʴادث ʨؗن العلॼة الʺȃʨʴʶة مʧ الʙʻʸوق الأول فاسʙة، ʨȞॽɾن: Aنʛمʜ بـ 
  4

10
P A 

  
ـــ  ـــالʴة، Ȟॽɾـــــʨن:                                                    Bنʛمــــʜ بــ ـــاني صـ ـــادث ؗــــʨن العلॼــــة الʺʶــــȃʨʴة مــــʧ الʸــــʙʻوق الʲـ لʴـ

  3

6
P B   

  لʴادث ʨؗن العلॼة الʺȃʨʴʶة مʧ الʙʻʸوق الʲاني فاسʙة، ʨȞॽɾن: Bنʛمʜ بـ 

 
  3

6
P B 

  
ــــȎ أن  ــــB  ʧʽو Aنلاحـ ــــى علʱʰـ ــــʨلʻا علـ ـــإن احʱʺـــــال حʸـ ــــالي فــ ــــʱقلان، وȃالʱـ حادثـــــان مʶـ

:ȑاوʶǽ ʧʽʱʴصال  
     

  6 3 3

10 6 10

P A B P A P B

P A B

 

  




  

2 :ʧʽتʙفاس ʧʽʱʰا على علʻلʨʸال حʺʱـ أما اح  
        P A B P A P B   

   4 3 12 1

10 6 60 5
P A B      

Ȑ العلʱʰــʧʽ صـالʴة والأخــȐʛ فاسـʙة، وȃــʚلʥ نؔـʨن أمــام لʴـادث ؗــʨن إحـC ʙـ نʛمـʜ بـــ  3
:ʧʽʱحال  
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ـ إما أن ʨȞǽن لʙيʻا :                                         P A B  

ـ أو أن ʨȞǽن لʙيʻا :                                            A B                                      

 وȃالʱالي فإن:                                    C A B A B     

     P C P A B P A B    

ʚلB  ʥو Aوȃʺا أن  B,مʱʶقلان، وؗ A :أن ʙʳا نʻقلان، فإنʱʶم  
         
  4 3 6 3 12 18 30 1

10 6 10 6 60 60 60 2

P C P A P B P A P B

P C

   

       
  

ـــ  4 ــــ ــــʜ بــ ــــD  ʜـ نʛمــــ ــــʙʻوق الأول. ونʛمــــ ــــʧ الʸــــ ــــʙة مــــ ــــــة الفاســــ ــــʨن العلॼــ ـــادث ؗــــ ــــ   لʴـ
  لʴادث ʨؗن إحȐʙ العلʧʽʱʰ صالʴة والأخȐʛ فاسʙة، وȃالʱالي فإن: Cبـ 

   
 

   
 

   
 

/
/

P D C P D P C D P D P B
P D C

P C P C P C

 
  


  

 
4 3

1210 6/
1 30
2

P D C


   

لأن  /P C D  ة وʴــة صـــالॽانʲــة الॼن العلʨــال ان تؔـــʺʱــي احʻعǽ ʧة مـــȃʨʴــʶم
 :ȑاوʶت ȑاني أʲوق الʙʻʸال P B.  

ـــ  ــــ ــــʜ بـ ــــE  ʜنʛمـــ ــــاني. ونʛمـــ ـــ ʲوق الʙʻــــ ــــʧ الʸـــ ــــʙة مـــ ـــــة فاســـ ــــʨن العلॼــ ـــادث ؗـــ   لʴــــ
  لʴادث ʨؗن إحȐʙ العلʧʽʱʰ صالʴة والأخȐʛ فاسʙة، وȃالʱالي فإن: Cبـ 

   
 

   
 

   
 

 

/
/

3 6
186 10/

1 30
2

P E C P E P C E P E P A
P E C

P C P C P C

P E C

 
  


 



  

لأن  /P C E ـــʺʱـــي احʻعǽ ʧة مـــȃʨʴـــʶة ومʴـــة صـــالॽانʲـــة الॼن العلʨال ان تؔـــ
 :ȑاوʶت ȑوق الأول، أʙʻʸال P A.  
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 :ʤॻʸتع 

ـــة ( ـــإذا ؗانـــȞʺǽ2-60 :ʗـــʧ تعʺـــʦॽ العلاق ـــى أكʲـــʛ مـــʧ حـــادثʧʽ مʶـــʱقلʧʽ. ف ) عل

1 2 3, , ,........ nA A A A :فإن ،ʠعॼعʹها الǼ ʧقلة عʱʶادث مʨح  
           

   

1 2 3 1 2 3

11

..... .... 72 2

73 2

n n

n n

i i
ii

P A A A A P A P A P A P A

P A P A


    

 
  

 


  


  

  ):22-2مʰال (
:ʙجʨأنه ي ʗʺات، فإذا علȃʛع ʝʺخ ʧلف مʕار مʢق  

  امʛأة. 20رجلاً و 50ـ في العȃʛة الأولى 
  امʛأة. 35رجلاً و 35ـ في العȃʛة الʲانॽة 
  امʛأة. 35رجلاً و 30ـ في العȃʛة الʲالʲة 
  امʛأة. 15رجلاً و 40ـ في العȃʛة الʛاǼعة 

  ة.امʛأ  40رجلاً و 25ـ في العȃʛة الʵامʶة 
ونȄʛـــʙ أن نʶــــʖʴ وʷȃــــȞل عʷــــʨائي شʸʵــــاً واحــــʙاً مــــʧ ؗــــل عȃʛــــة، فــــالʺʢلʨب 

  احʱʺال أن ʨȞǽن:
  ـ الأشʵاص الʶʺʵة رجالاً. 1
  ـ الأشʵاص الʶʺʵة نʶاءً. 2

  الʲل:
إلى حʨادث سʖʴ الأشʵاص مʧ العȃʛـات الʵʺـʝ علـى  E, D, C, B, Aنʛمʜ بـ 

  الʛʱتʖʽ وأن ʨȞǽنʨا رجالاً.
إلـى حـʨادث سـʖʴ الأشـʵاص مـʧ العȃʛـات الʵʺـE,D,C,B,A   ʝنʛمʜ بـ 

  على الʛʱتʖʽ وأن ʨȞǽنʨا نʶاءً.
-2هـي حـʨادث مʶـʱقلة، لـʚلʥ نʰʢـȘ العلاقـة (  E, D, C, B, Aـ نلاحȎ أن الʴـʨادث  1

73:ʙʳʻف ،(  
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           

 

 

50 35 30 40 25

70 70 65 55 85
0,046

P A B C D E P A P B P C P D P E

P A B C D E

P A B C D E

    

    



   

   

     
 E,D,C,B,Aهـي حـʨادث مʶـʱقلة، فـإن   E, D, C, B, Aـ Ǽاعॼʱـار أن الʴـʨادث  2

 ʧــــ ــــ ـــ ــــ ــــ ــــ ـــــة مــ ــــ ــــ ــــ ــــ ــــʛ الʳॽʱʻــــ ــــ ـــ ــــ ــــ ــــ ـــاً { انʤــ ــــ ــــ ــــ ـــ ــــ ــــʱقلة أǽʹـــ ــــ ـــ ــــ ــــ ــــ ــــʨادث مʶــ ــــ ـــ ــــ ــــ ــــ ـــــي حــ ــــ ــــ ــــ ــــ   هــــ
  )}. وȃالʱالي فإن:7-2الȄʛʤʻة (

           

 

20 35 35 15 40

70 70 65 55 65

0,0129

P A B C D E P A P B P C P D P E

P A B C D E

    

    



   

   

  

  ):8- 2نȂʙʢة (
ان:   Bو Aإذا ؗان لʙيʻا حادثان  وؗ   0 , 0P B P A :اليʱالȃو ،  

  ʛʽ مʻʱافʧʽʽ.حادثان غ Bو A حادثʧʽ مʱʶقلʧʽ فإن  Bو Aفإذا ؗان 
  حادثان غʛʽ مʱʶقلB .ʧʽو A حادثʧʽ مʻʱافʧʽʽ فإن  Bو AوȂذا ؗان 
  الʙʮهان:
  حادثʧʽ مʱʶقلʧʽ، فإن: Bو Aإذا ؗان 

       0 74 2P A B P A P B     
  حادثʧʽ غʛʽ مʻʱافB .ʧʽʽو Aوȃالʱالي فإن 

  حادثʧʽ مʻʱافʧʽʽ، فإنه: Bو AوȂذا ؗان 
 
  0

A B

P A B

 





  
لʙيʻا: وȃالفʛض    0 , 0P B P A  :ه فإنʻوم  

     0 75 2P A P B    

     P A B P A P B   
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  حادثʧʽ غʛʽ مʱʶقلB .ʧʽو Aوȃالʱالي فإن 

 Theorem of: نȂʙʢة الʦʲادث الʵاملة (قانʦن الاحʸʯال الؒلي) 2-6

Total Probability:  
1إذا ؗانʗ لʙيʻا  2 3, , ,........ nB B B B  ،ىʻʲى مʻʲة مॽɾاʻʱʺادث الʨʴال ʧجʺلة م

ــــان:  1ومʱعلقــــة بȃʛʳʱـــــة معʻʽـــــة وؗ 2 3 ........ nS B B B B     ل أنʨــا نقـــــ ، فإنʻـــ
1الʨʴادث:  2 3, , ,........ nB B B B  ادثʴئة للʜʳل تȞʷتS.  

ʚلʥ نقʨل إن الʨʴادث  1وؗ 2 3, , ,........ nB B B B ادثʨـʴال ʧهـي جʺلـة شـاملة مـ
ʷت ʗة إذا ؗانॽعة الؔلʨʺʳʺء للȑʜʳل تȞ:ʧʽʡʛʷال Șقʴت ʗإذا ؗان ȑأ ،  

 1 2 3 ........ 76 2nB B B B        
 :ʗؗان  ʥلʚ iوؗ jB B    ʘʽحi j .(ةॽɾاʻʱم ȑأ)  

  ):9- 2نȂʙʢة (
 ʗ1إذا ؗان 2 3, , ,........ nB B B B ـى هي جʺلة شامʻʲـة مॽɾاʻʱʺادث الʨـʴال ʧلة مـ

ــــالي  ـــ ـــــاء احʱʺـ ــــȞل فʹـــ ـــــى وتʷــــ ـــــان مʻʲـــ ـــ ـــاء  A. وؗ ــــ ــــʚا الفʹـ ــــʧ هــــ ــــʛ مــــ ــــاً آخــــ   حادثــــ
ــــة:  ــــʨادث الʜʳئॽـــــة الʱالॽـ ــــʙ الʴـ ــــȘ أحـ ــــȘ إلا بʴʱقـ 1لايʴʱقـ 2 3, , ,........ nB B B B أن ȑ؛ أ

. وȃالʱــــالي فــــإن iBلا Ȟʺǽــــʧ أن ǽقــــع إلا Ǽعــــʙ وقــــʨع أحــــʙ الʴــــʨادث الʜʳئॽــــة  Aالʴــــادث 
  ǽعʢى Ǽالعلاقة: Aاحʱʺال تʴقȘ الʴادث 

   
1

( ) ( / ) 77 2
n

i i
i

P A P B P A B


    

  الʙʮهان:
Ǽ1اعॼʱار أن  2 3, , ,........ nB B B B  ـةॽعـة ؗلʨʺʳل مȞـʷـة، وتॽɾاʻʱادث مʨهي حـ

 :وأن ،A عʨوق ʙعǼ قع إلاǽ أن ʧȞʺǽ ة. حادث لاॽɾاʻʱʺة الॽئʜʳادث الʨʴال ʙأح  
ʧȞʺǽ1B:    1B أن ǽقع مع  Aأȑ أن  A  

2B:    2Bأو مع  A  
3B:    3Bأو مع  A  
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..........    ..............  
iB:    iBأو مع  A  

..........    ..............  
nB:    nBأو مع  A  

  وʧȞʺȄ تʨضॽح ذلǼ ʥالȞʷل الॽʰاني:

  
) ʦل رقȞʷ7-2ال(  

ʧȞʺǽ  ادثʴال Șقʴت ʧع ʛʽʰعʱالA  العلاقةǼ :ةॽالʱال 

 78 2A A    
                          :أو 1 2 3 ....... nA A B B B B       

 
1 1

n n

i i
i i

A A B A B
 

 
  

 
    

وȃʺا أن الʨʴادث  iA B  :ة فإنॽɾاʻʱادث مʨح  

     
1

79 2
n

i
i

P A P A B


    

ȃالعلاقة (و ʖʶʴ2-51 (فإʧʽع حادثʡال تقاʺʱن اح :ȑاوʶǽ ʧʽقلʱʶم ʛʽغ  
         / /i i i iP A B P A P B A P B P A B     

  وȃالʱالي فإن:
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       
1

/ 80 2
n

i i
i

P A P B P A B


    

حـادث  تʴقـȘهʚه العلاقة Ǽعلاقة الاحʱʺال الؔلي، وتعالج مʶألة احʱʺـال  وتʙعى
A ȑʚــــ ــــ ــــʙ  ، الـ ــــ ــــȘ أحـ ــــ ــــȘ إلا بʴʱقـ ــــ ــــʨادثلايʴʱقـ ــــ ــــة:  الʴـ ــــ ــــة والʺʱؔاملـ ــــ ـــــة الʺʻʱاॽɾـ ــــ ॽئʜʳال

1 2, ,..... nB B B.  
  ):23-2مʰال (

 الʺʣʨـفمʣʨفǽ ʧʽقʨمʨن بʶʻخ الʛسائل على الآلة الؔاتॼة، فإذا ؗـان  ثلاثةلʙيʻا 
انــــʶʻ50 ʗــــخ يالأول  ـــاء70% مــــʧ الʛســــائل، وؗ وʶʻȄــــخ . % مــــʧ رســــائله بــــʙون أخʢـ

انــʗ 30 الʲــانيالʺʣʨــف  % مــʧ رســائله بــʙون أخʢــاء. وʶʻȄــخ 60% مــʧ الʛســائل، وؗ
 ʘالــʲــف الʣʨʺ20ال %ʧمــ ʗانــ رســائله بــʙون أخʢــاء. ســʗʰʴ مــʧ % 50 الʛســائل، وؗ

أن تؔــʨن الʛســالة الʺʶــȃʨʴة بـــʙون  احʱʺــالرســالة ʷǼــȞل عʷــʨائي، والʺʢلــʨب: حʶـــاب 
  أخʢاء.

  :الʲل
  لʴادث ʨؗن الʛسالة بʙون أخʢاء. Aلʛʻمʜ بـ

  الʺʣʨف الأول، ʨȞॽɾن: نʶخʨؗن الʛسالة مʧ  لʴادث 1Bبـ  نʛمʜو 

   1 10.5 , / 0.7P B P A B   
  الʺʣʨف الʲاني، ʨȞॽɾن: نʶخʨؗن الʛسالة مʧ  لʴادث 2Bبـ  نʛمʜو 

   2 20.3 , / 0.6P B P A B   
  الʺʣʨف الʲالʨȞॽɾ ،ʘن: نʶخʨؗن الʛسالة مʧ  لʴادث 3Bبـ  نʛمʜو 

   3 30.2 , / 0.5P B P A B   
Șʽʰʢʱȃال الؔل وʺʱي:علاقة الاح  



- 100  -  

     

             

 

1

1 2 2 3 3

/

/ / /

0.5 0.7 0.3 0.6 0.2 0.5

0.63

n

i i
i

i

P A P B P A B

P A P B P A B P B P A B P B P A B

P A



 

     

     




  

  ):24-2مʰال (
ونʳॽʱــة للʙراســات الأولॽــة حʸــلʻا  ،D, C, Bؗـان لــʙيʻا ثلاثــة خʢــȋʨ للإنʱـاج  إذا

  على الʺعلʨمات الʱالॽة:
 الإنʱاجي الȌʵ الʨحʙات الʺʳʱʻة عʙد الʨحʙات الʺعॼʽة عʙد

30 300 B 
50 400 C 
10 100 D 
60 800  

، والʺʢلــʨب: ॽɾــه ʷǼــȞل عʷــʨائي، ثـʦ ســʻʰʴا وحــʙة مʳʱʻـة اً إنʱاجـ اً خʢــ اʛʱنـخوȂذا ا
  احʱʺال أن تʨؔن صالʴة. حʶاب
  :الʲل
  لʴادث ʨؗن الʨحʙة الʺʳʱʻة صالʴة. ʜA بـ نʛم

B   :لʴادث اخॽʱار خȌ الإنʱاج  ʜ1B بـ نʛمو    1 1

1 9
, /

3 10
P B P A B   

C :لʴادث اخॽʱار خȌ الإنʱاج  ʜ2B بـ نʛمو    2 2

1 7
, /

3 8
P B P A B   

D  :لʴادث اخॽʱار خȌ الإنʱاج  ʜ3B بـ نʛمو    3 3

1 9
, /

3 10
P B P A B   

  وȘʽʰʢʱȃ علاقة الاحʱʺال الؔلي.

     

 
1

/

1 9 1 7 1 9
0.89

3 10 3 8 3 10

n

i i
i

P A P B P A B

P A



 

      

  
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2-7 ʚʻʻة (بȂʙʢن :Bayes:(  
1ذا ؗانʗ إ 2, .... nB B B  ـةȃʛʳʱـة بʢॼتʛʺـة والॽɾاʻʱʺـاملة والʷادث الʨʴال ʧجʺلة م

ــان معʻʽــة، وتʷــȞل تʳــȏʜ للʺʨʺʳعــة الؔلॽــة  حادثــاً Ȟʺǽــʧ أن يʴʱقــȘ فقــȌ مــع  A. وؗ
1أحʙ هʚه الʴـʨادث الʺʻʱاॽɾـة  2, .... nB B Bǽ ـال أنʺʱـادث ، فـإن احʴن الʨـȞiB  Șرافـ ʙقـ

  ǽعʢى Ǽالعلاقة: AتʴقȘ الʴادث 

     
   /

/ 81 2i i
i

P B P A B
P B A

P A


   

أو:                

   
 

1

/
/ 82 2

/

i i
i n

i i
i

P B P A B
P B A

P B P A B



 


  

  الʙʮهان:
ʶʴǼـــʖ علاقـــة الاحʱʺـــال الʷـــʡʛي (ضـــʛب الاحʱʺـــالات لʴـــʨادث غʽـــʛ مʶـــʱقلة) 

:ʙʳن  

         / /P A B P B P A B P A P B A     
ʙʳه نʻأن: وم  

         / / 83 2i i iP B P A B P A P B A     
) على 83-2وʱȃقʛʡ ʦॽʶفي العلاقة ( P A :ʙʳن  

     
   /

/ 84 2i i
i

P B P A B
P B A

P A


   

أو:          

   
 

1

/
/ 85 2

/

i i
i n

i i
i

P B P A B
P B A

P B P A B



 


  

  وهʨ الʺʢلʨب إثॼاته.
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  ):56-2مʰال (
ــالعʨدة للʺʲـــال ( ʢـــاء، ) لʻفـــʛض أن الʛســـالة الʺʶـــȃʨʴة، ؗانـــʗ بـــʙون أخǼ2-23ـ

 ʦــف الأول، ثــʣʨʺرســائل ال ʧة مــȃʨʴــʶʺســالة الʛن الʨــال أن تؔــʺʱــاب احʶب: حʨلʢʺفــال
.ʘالʲال ʦاني، ثʲال  

  الʲل:
  ʖʳǽ أن نʖʶʴ الاحʱʺالات الʱالॽة:

     1 2 3/ , / , /P B A P B A P B A  
:ʙʳʻف ʜʽʽعلاقة ب Șʰʢن ʥاد ذلʳǽولإ  

     

   
1

/
/

/

i i
i n

i i
i

P B P A B
P B A

P B P A B






  

  ومʻه:

     
 

     
 

     
 

1 1
1

2 2
2

3 3
3

/ 0.5 0.7
/ 0.555

0.63

/ 0.3 0.6
/ 0.286

0.63

/ 0.2 0.5
/ 0.159

0.63

P B P A B
P B A

P A

P B P A B
P B A

P A

P B P A B
P B A

P A

 
  

 
  

 
  

  
  ملاحʢة:

 ȑأ ،ʙاحــʨاً الȄــاوʶــة مॽئʜʳادث الʨــʴال Șقــʴــالات تʺʱع احʨــʺʳن مʨــȞǽ أن ʖــʳǽ
  ʖʳǽ أن ʨȞǽن:

         1 2
1

.... 1 86 2
n

i n
i

P B P B P B P B


       

ــʚلʳǽ ʥــʖ أن Ȟǽــʨن مʳʺــʨع الاحʱʺــالات الʷــॽʡʛة الʺʛافقــة لʴʱقــȘ الʴــادث   Aوؗ
  مʶاوȄاً الʨاحʙ، أʖʳǽ ȑ أن ʨȞǽن أǽʹاً:
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 

         
1

1 2 3

/ 1

/ / / .... / 1 87 2

n

i
i

n

P B A

P B A P B A P B A P B A




     

  

ʢʱȃو) ʦال رقʲʺعلى ال ʥذل Șʽʰ2-26:أن ʙʳن (  

 
1

0.5 0.3 0.2 1
n

i
i

P B


   
  

             :ʥلʚ وؗ 
1

/ 0.555 0.286 0.159 1
n

i
i

P B A


     

  ):26-2مʰال (
) ʦـــال رقـــ ʲʺدة للʨــالع ) ولʻفـــʛض أن الʨحـــʙة الʺʳʱʻـــة الʺʶـــȃʨʴة ؗانـــʗ صـــالʴة، Ǽ2-24ـ

  ʲاني، ثʦ الʲالʘ.والʺʢلʨب حʶاب احʱʺال أن تʨؔن مʧ الȌʵ الإنʱاجي الأول، ثʦ ال
  الʲل:

:ʙʳʻف ʜʽʽعلاقة ب Șʰʢن  

     
 

 

 

 

1

2

3

/
/

1 9
3 10/ 0.337
0.89
1 7
3 8/ 0.327
0.89
1 9
3 10/ 0.336
0.89

i i
i

P B P A B
P B A

P A

P B A

P B A

P B A





 


 


 

  
  وللʱأكʙ مʧ ذلʥ نلاحȎ أن:

 

 

1

1

1 1 1
1

3 3 3

/ 0.337 0.327 0.336 1

n

i
i

n

i
i

P B

P B A





    

   




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  ):27-2مʰال (
:ʙجʨي ʘʽح Șاديʻا ثلاثة صʻيʙل ʧȞॽل  

  ʛؗة سʨداء. ʛؗbة بॽʹاء و aفي الʙʻʸوق الأول 
  اء.ʛؗة سʨد ʛؗdة بॽʹاء و cفي الʙʻʸوق الʲاني 
 ʘالʲوق الʙʻʸفي الk .Ȍاء فقʹॽة بʛؗ  

نʱʵـــار صـــʙʻوقاً مـــʧ هـــʚه الʸـــʻاديȘ وʷȃـــȞل عʷـــʨائي، ونʱʵـــار مʻـــه ؗـــʛة واحـــʙة 
  ȞʷǼل عʨʷائي. والʺʢلʨب:

  ـ حʶاب احʱʺال أن تʨؔن الʛؔة الʺȃʨʴʶة بॽʹاء. 1
2  ʧمـ ʗʰʴسـ ʙن قـʨـال أن تؔـʺʱاح ʖʶاء، احʹॽب ʗة ؗانʛؔأن ال ʧʽʰت ʙض أنه قʛفʻـ ل

  لأول، ثʦ الʲاني، ثʦ الʲالʘ.الʙʻʸوق ا
  الʲل:

  لʴادث ʨؗن الʛؔة الʺȃʨʴʶة بॽʹاء. Aلʛʻمʜ بـ 
  لʴادث اخॽʱار الʙʻʸوق الأول، ʨȞॽɾن:   1Bونʛمʜ بـ 

   1 1

1
, /

3

a
P B P A B

a b
 


  

  لʴادث اخॽʱار الʙʻʸوق الʲاني، ʨȞॽɾن:   2Bونʛمʜ بـ 

   2 2

1
, /

3

c
P B P A B

c d
 


  

  لʴادث اخॽʱار الʙʻʸوق الʲالʨȞॽɾ ،ʘن:   3Bونʛمʜ بـ 

   3 3

1
, / 1

3

k
P B P A B

k
    

ولʶʴاب احʱʺال أن تʨؔن الʛؔة الʺȃʨʴʶة بॽʹاء نʰʢـȘ علاقـة الاحʱʺـال الؔلـي 
:ʙʳʻف  
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     

     

1

/

1 1 1 1

3 3 3 3 3 3

n

i i
i

P A P B P A B

a c k a c
P A

a b c d k a b c d



 

        
   


  

  الॽʰʹاء مȃʨʴʶة مʧ أحʙ الʻʸاديȘ، تȘʰʢ العلاقة:ـ لʶʴاب أن تʨؔن الʛؔة  2

     
 

/
/ i i

i

P B P A B
P B A

P A


  

 1

1
3/

1 1 1
1 1

3 3 3

a a
a b a bP B A

a c a c
a b c d a b c d


  

      
   

  

ʚلʥ نʙʳ أن:   وؗ

 

 

2

3

/
1

1
/

1

c

c dP B A
a c

a b c d

P B A
a c

a b c d


 

 


 
 

  

  وللʱأكʙ مʧ الʱʻائج نʙʳ أن:

 

 

1

1

1 1 1
1

3 3 3

1
/ 1

1 1 1

n

i
i

n

i
i

P B

a c

a b c dP B A
a c a c a c

a b c d a b c d a b c d





   

    
     

     




  

  ):28-2مʰال (
ȑʨʱʴǽ1 مʜʵن على أرȃعة أنʨاع مʧ علʖ الʨؔنʛʶوة  2 3 4, , ,B B B B ʗʺفإذا عل ،

  أن عʙد علʖ ؗل نʨع وعʙد الʨحʙات الفاسʙة مʨضʴة في الʙʳول الآتي:
ʗد الفاسʗع العʦʹال 

5 50 
1B 

7 40 
2B 
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8 70 
3B 

10 60 
4B 

وȄʛʢȃقة عʨʷائॽة تʦ اخॽʱـار علॼـة، فؔانـʗ فاسـʙة، والʺʢلـʨب حʶـاب احʱʺـال أن 
  تʨؔن هʚه العلॼة الʺȃʨʴʶة مʧ الʨʻع الأول.

  حادث ʨؗن العلॼة فاسʙة. Aنفʛض أن الʲل: 
1,2,3,4iلʴادث سʖʴ الʨʻع حiB  ʘʽولʛʻمʜ بـ .  

ʨȞॽɾن  1 /P B A  :اً لـȄاوʶع الأول مʨʻال ʧة مʙة الفاسॼن العلʨؗ الʺʱاح  

     

   
1 1

1

1

/
/

/
n

i i
i

P B P A B
P B A

P B P A B






  

:ʙʳن ʠȄʨعʱالȃو  

 1

1 5

4 50/ 0.18
1 5 1 7 1 8 1 10

4 50 4 40 4 70 4 60

P B A


 
      

  

  ):29-2مʰال (
  إذا ؗانʗ لʙيʻا عʙة أصʻاف مʧ الʻʸاديȘ الʱالॽة:
  ـ ثلاثة صʻاديȑʨʴǽ Ș ؗل مʻها أرȃع ʛؗات سʨداء.

 ʨʴǽ وقانʙʻداء.ـ صʨات سʛؗ اء وثلاثʹॽة بʙة واحʛؗ هʺاʻؗل م ȑ  
ʛتǼ ʧʽاللʨن الأسʨد.   ـ صʙʻوق واحʛؗ ȑʨʴǽ ʙتǼ ʧʽاللʨن الأبʠॽ وؗ

ʛة سʨداء.   ـ صʙʻوقان ȑʨʴǽ ؗل مʻهʺا ثلاث ʛؗات بॽʹاء وؗ
  ـ ثلاثة صʻاديȑʨʴǽ Ș ؗل مʻها أرȃع ʛؗات بॽʹاء.

 ʖʴـʶن ʦة، ثـॽائʨـʷقـة عȄʛʢǼ Șاديʻـʸه الʚهـ ʧوقاً مʙʻار صʱʵقـة نȄʛʢǼ ةʛـه ؗـʻم
 Ȑʛة أخʛؗ ʖʴʶات ونʛؔال Ȍلʵن ʦوق ثʙʻʸها إلى الʙʽاء. نعʹॽن بʨؔʱاً فʹǽة أॽائʨʷع

  والʺʢلʨب: حʶاب احʱʺال أن تʨؔن الʛؔة الʺȃʨʴʶة ثانॽاً سʨداء.
  الʲل:
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 ȑـــاو ــــʻاف ʶǽـــ ــــف الأصــ ــــʧ مʱʵلــ ــــʻاديȘ مــ ــــʙد الʸــ ــــȎ أن عــ ــــʙʻوقاً، ولإʳǽــــــاد  11نلاحــ صــ
  الʺʢلʨب:
  ʹاء.لʴادث سʛؗ ʖʴة بA ॽنʛمʜ بـ 

لʴادث سـʖʴ صـʙʻوق مـʧ الʸـʻف الأول، Ȟॽɾـʨن  1Bنʛمʜ بـ  1

3

11
P B  ـاليʱالȃو ،

فإن  1

0
/

4
P A B   

لʴادث سʖʴ صʙʻوق مʧ الʻʸف الʲـاني، Ȟॽɾـʨن  2Bنʛمʜ بـ  2

2

11
P B اȃـالي ، وʱل

فإن  2

1
/

4
P A B   

لʴادث سʖʴ صʙʻوق مʧ الʻʸف الʲالȞॽɾ ،ʘـʨن  3Bنʛمʜ بـ  3

1

11
P B  ـاليʱالȃو ،

فإن  3

2
/

4
P A B   

ن لʴادث سʖʴ صʙʻوق مـʧ الʸـʻف الʛاǼـع، Ȟॽɾـ4B  ʨنʛمʜ بـ  4

2

11
P B  ـاليʱالȃو ،

فإن  4

3
/

4
P A B   

ـــ  لʴــــادث ســــʖʴ صــــʙʻوق مــــʧ الʸــــʻف الʵــــامȞॽɾ ،ʝــــʨن  5Bنʛمــــʜ بــ 5

3

11
P B  ،

وȃالʱالي فإن  5

4
/

4
P A B   

الʺــــʛة الأولــــى بॽʹــــاء، نʰʢــــȘ قــــانʨن  ولʶʴـــاب احʱʺــــال أن تؔــــʨن الؔــــʛة الʺʶــــȃʨʴة فــــي
:ʙʳʻال الؔلي فʺʱالاح  

     
1

/
n

i i
i

P A P B P A B


   
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             
       

 

 

1 1 2 2 3 3

4 4 5 5

/ / /

/ /

3 2 1 1 2 2 3 3
0 1

11 11 4 11 4 11 4 11
22 1

44 2

P A P B P A B P B P A B P B P A B

P B P A B P B P A B

P A

P A

      

   

         

 

و 

  هʨ احʱʺال أن تʨؔن الʛؔة الʺȃʨʴʶة أولاً بॽʹاء.
 ʗأن ؗانـ ʙعـǼ ،داءʨـة سـॽانʲة الʛة فـي الʺـȃʨʴـʶʺة الʛن الؔـʨؔال أن تʺʱاب احʶʴل

  نʳॽʱة الʖʴʶ الأول ʛؗة بॽʹاء.
لʴـــادث  2Cلʴـــادث ســـʖʴ ؗـــʛة بॽʹـــاء فـــي الʺـــʛة الأولـــى ونʛمـــʜ بــــ  1Aنʛمـــʜ بــــ

  سʛؗ ʖʴة سʨداء في الʺʛة الʲانॽة.
  ونȘʰʢ العلاقة الآتॽة: 

   
 
2 1

2 1
1

/
/

P C A
P C A

P A
  

 ʛـــ ة ســـʨداء، لʶʴـــاب احʱʺـــال أن تؔـــʨن نʳॽʱـــة الʶـــʧʽʰʴ الʺʱʱـــالʧʽʽ ؗـــʛة بॽʹـــاء وؗ
  ونȘʰʢ العلاقة:

     

       
       
   

 

2 1 2 1
1

1 2 1 1 2 2 1 2

3 2 1 3 4 2 1 4

5 2 1 5

2

/

/ /

/ /

/

3 2 1 3 1 2 2 2 3 1 3
0 0

11 11 4 4 11 4 4 11 4 4 11
1

11

n

i i
i

P C A P B P C A B

P B P C A B P B P C A B

P B P C A B P B P C A B

P B P C A B

P C A



 

    

   



            



 

 

 





  

والآن نʖʶʴ احʱʺال أن تʨؔن الʛؔة الʲانॽة سʨداء Ǽعʙ أن ؗانʗ في الʺʛة الأولى 
  بॽʹاء، ومʧ أجل حʶاب ذلʥ نȘʰʢ العلاقة الآتॽة:
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   
 

 

2 1
2 1

1

2 1

/

1
211/

1 11
2

P C A
P C A

P A

P C A



 



  

  وهʨ الʺʢلʨب.
  ):30-2مʰال (

ʙف عʶــȑʛȞ معـــادٍ. وʻȃـــاءً علـــى هـــʚا الإǽعـــاز صــʙر إǽعـــاز لʶـــلاح الʳـــǼ ʨقʸـــف هـــ    
حلقʗ أرȃع ʡائʛات وعلى مʧʱ ؗلٍ مʻها صاروخاً فـإذا علʺـʗ أن احʱʺـال إصـاǼة الهـʙف 

، وأن احʱʺــال 0.3 ,0.5 ,0.7 ,0.9مــʧ الʢــائʛات أو الʸــʨارȄخ الأرȃعــة ؗانــʗ ؗʺــايلي: 
 ʨهــــ ʙــــاروخ واحــــʸǼ هʱــــة لإصــــابʳॽʱف نʙالهــــ ʛʽمʙ0.3تــــ  ʧʽــــاروخʸǼ هʱ0.6ولإصــــاب ،

  ، والʺʢلʨب:1، ولإصابʱه Ǽأرȃع صʨارȄخ 0.8ولإصابʱه بʲلاث صʨارȄخ 
1  ʖʽـʸت ʙي قʱعة الȃخ الأرȄارʨʸالǼ فʙف الهʸة قʳॽʱف نʙاله ʛʽمʙال تʺʱاح ʨـ ماه

  الهʙف أو لاتॼʽʸه.
2 .Ȍفق ʙاروخ واحʸǼ ʛدُم ʙن قʨȞǽ ال أنʺʱاح ʨماه ،ʛدم ʙف قʙأن اله ʗʺـ إذا عل  

  الʲل:
  ʙمʛʽ الهʙف.لʴادث ت Aلʛʻمʜ بـ 
لʴادث عʙم إصاǼة الهʙف Ǽأǽة صاروخ ʨȞॽɾن:  1Bونʛمʜ بـ  1/ 0P A B    
لʴادث إصاǼة الهʙف ʸǼاروخ واحʨȞॽɾ ʙن:  2Bونʛمʜ بـ  2/ 0.3P A B    
لʴادث إصاǼة الهʙف ʸǼاروخʧʽ فقʨȞॽɾ Ȍن: 3Bونʛمʜ بـ  3/ 0.6P A B   
لʴادث إصاǼة الهʙف بʲلاثة صʨارȄخ فقʨȞॽɾ Ȍن: 4Bونʛمʜ بـ 4/ 0.8P A B   
لʴادث إصاǼة الهʙف Ǽأرȃع صʨارȄخ ʨȞॽɾن:  5Bونʛمʜ بـ  5/ 1P A B   

1لايʴʱقــȘ إلا بʴʱقــȘ أحــʙ الʴــʨادث  Aوȃاعॼʱــار أن الʴــادث  2 3 4, , ,B B B B  وأن ،
1الʨʴادث  2 3 4, , ,B B B B .ةॼ ʛؗادث مʨح  
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لʴادث إصاǼة الهʙف Ǽالʸاروخ الأول:  1Cنʛمʜ بـ 1 0.3P C .  
لʴادث إصاǼة الهʙف Ǽالʸاروخ الʲاني:  ʛ2Cمʜ بـثʦ ن 2 0.5P C .  

لʴادث إصاǼة الهʙف Ǽالʸاروخ الʲال3C  :ʘثʦ نʛمʜ بـ 3 0.7P C .  
لʸاروخ الʛاǼع: لʴادث إصاǼة الهʙف Ǽا 4Cونʛمʜ بـ 4 0.9P C .  

  ʶǽاو1B :ȑإن احʱʺال تʴقȘ الʴادث 

1 1 2 3 4B C C C C     
ومʻه:                            1 1 2 3 4P B P C P C P C P C     

 1 0.7 0.5 0.3 0.1 0.0105P B       
  ʶǽاو2B :ȑإن احʱʺال تʴقȘ الʴادث 

   
   

2 1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4

B C C C C C C C C

C C C C C C C C

       

       
  

  ومʻه:

   
   

2 1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4

B P C C C C P C C C C

P C C C C P C C C C

 

 

     

     
  

 

 

2

2

0.3 0.5 0.3 0.1 0.7 0.5 0.3 0.1

0.7 0.5 0.7 0.1 0.7 0.5 0.3 0.9

0.134

P B

P B

       

       



  

  ʶǽاو3B  :ȑواحʱʺال تʴقȘ الʴادث 
     
     

3 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

B C C C C C C C C C C C C

C C C C C C C C C C C C

           

           

  

  ومʻه:
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 

 

3

3

0.3 0.5 0.3 0.1 0.3 0.5 0.7 0.1 0.7 0.5 0.7 0.1

0.7 0.5 0.3 0.9 0.7 0.5 0.7 0.9 0.3 0.5 0.3 0.9

0.395

P B

P B

            

           



  

  ʶǽاو4B  :ȑواحʱʺال تʴقȘ الʴادث 
   
   

4 1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4

B C C C C C C C C

C C C C C C C C

       

       

  

 

 

4

4

0.3 0.5 0.7 0.1 0.3 0.5 0.3 0.9

0.3 0.5 0.7 0.9 0.7 0.5 0.7 0.9

0.366

P B

P B

       

       



  

ʶǽاو5B        :ȑاحʱʺال تʴقȘ الʴادث  5 1 2 3 4B C C C C     
         
 

5 1 2 3 4

5

0.3 0.5 0.7 0.9

0.0945

P B P C P C P C P C

P B

       


  

                        :ȑاوʶǽ فʙاله ʛʽمʙال تʺʱالي فإن احʱالȃو  

     
1

/
n

i i
i

P A P B P A B


   

 
 

0.0105 0 0.134 0.3 0.395 0.6 0.366 0.8 0.0945 1

0.6645

P A

P A

         


  

  ـ نȘʰʢ علاقة بʜʽʽ لʶʴاب احʱʺال تʙمʛʽ الهʙف ʸǼاروخ واحʙ، فʙʳʻ أن: 2

     
   

2 2
2

/ 0.134 0.3
/ 0.0605

/ 0.6645i i

P B P A B
P B A

P B P A B

 
  


  

  : شʙʱة الاحʸʯالات:2-8
تʙʵʱʶم شʛʳة الاحʱʺال في تʺʽʲل مʷاهʙات أو نʱـائج الʳʱـارب الإحʸـائॽة ذات 

مـʧ خــلال فــʛوع شـʛʳة بॽانॽــة، ʽʴǼـʘ يــʦʱ تʺʽʲــل نʱـائج الȃʛʳʱــة الأولــى الʺʛاحـل الʺʱعــʙدة 
علــى الفــʛوع الʛئʶॽــॽة للʷــʛʳة، وȄــʦʱ تʺʽʲــل الȃʛʳʱــة الʲانॽــة علــى الفــʛوع الʲانȄʨــة للʷــʛʳة. 

تقــʨم Ǽأخــʚ نʱــائج ضــʛب فــʛوع الʷــʛʳة الʱــي  Aفــإذا أردنــا حʶــاب احʱʺــال تʴقــȘ الʴــادث 
  .Aتʺʲل نʱائج تʴقȘ الʴادث 
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  :)31-2مʰال (
ؗـʛات بॽʹـاء، نʶـʖʴ ؗـʛتʧʽ  10ؗـʛات صـفʛ و 8ؗـʛات حʺـʛ و 9صʙʻوق ॽɾـه 

  على الʨʱالي، وʙȃون إعادة، والʺʢلʨب:
1 .ʧȄاوʛʺتان حʛؔن الʨؔال أن تʺʱاب احʶـ ح  
2 .ʧȄاوʛتان صفʛؔن الʨؔال أن تʺʱاب احʶـ ح  
3 .ʧȄاوʹॽتان بʛؔن الʨؔال أن تʺʱاب احʶـ ح  

  الʲل:
ʧʽʱ، الʺʛحلـــة الأولـــى يـــʦʱ فʽهـــا ســـʖʴ الؔـــʛة نلاحـــȎ أن هـــʚه الȃʛʳʱـــة ذات مـــʛحل

 ʖʴهــا ســʽف ʦʱــة يــॽانʲحلــة الʛʺاء. والʛــاء، أو صــفʹॽاء، أو بʛن حʺــʨتؔــ ʙــي قــʱالأولــى، ال
  الʛؔة الʲانॽة الʱي قʙ تʨؔن ـ أǽʹاً ـ حʺʛاء أو بॽʹاء أو صفʛاء.

  وسʨف نقʨم ʴǼل هʚه الǼ ʧȄʛʺʱاسʙʵʱام أسلʨب شʛʳة الاحʱʺال ؗʺايلي:
  الʛؔات الʛʺʴاء.إلى  Rنʛمʜ بـ 

  إلى الʛؔات الॽʰʹاء. Wوȃـ 
  إلى الʛؔات الʸفʛاء.  Bو بـ 

  فʨؔʱن فʛوع الʛʳʷة ؗʺا يلي الȞʷل الʱالي:
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 ʛأحʺـ ʙن واحـʨلـ ʧمـ ʧʽتʛا علـى ؗـʻلʨـʸـالات حʺʱـا احʻʽʢـائج تعʱʻالي فـإن الʱالȃوR  أو
 ʠॽأبW  ʛأو أصفB :ȑاوʶوهي ت  

       ـ                                      1  9 8 4

27 26 39
P R     

ـ                                              2  8 7 28

26 26 351
P B    

ـ                                            3  10 9 5

27 26 39
P W     

  وʧȞʺȄ أن نʖʶʴ احʱʺالات حʨʸلʻا على ʛؗتʧʽ مʧ لʨنʧʽ مʱʵلفʧʽ ؗʺايلي:
ʶǽـاوʱC                               :ȑʺـال أن تؔـʨن الؔـʛة الأولـى حʺـʛاء والʲانॽـة بॽʹـاء، ونʛمـʜ لـه لʴادثـه ـ اح 1

    9 10 5

27 26 39
P R W P C     

ʶǽـاوE                     :ȑـ احʱʺال أن تʨؔن الʛؔة الأولى بॽʹاء والʲانॽة صفʛاء ، ونʛمـʜ لـه لʴادثـه  2

    10 8 40

27 26 351
P W B P E     

ʶǽـاوD                               :ȑـ احʱʺال أن تʨؔن الʛؔة الأولى صفʛاء والʲانॽـة حʺـʛاء ، ونʛمـʜ لـه لʴادثـه  3

    8 9 4

27 26 39
P B R P D     

حʱʺـــالات الʺॽʁॼʱـــة، وهـــي الʺʻʽʰـــة علـــى فـــʛوع شـــʛʳة وȃـــʻفʝ الأســـلʨب Ȟʺǽـــʧ حʶـــاب الا
  الاحʱʺالات.

ــا نقـــʨم ʶʴǼـــاب  4 ــام الاحʱʺـــالات الʷـــॽʡʛة وخاصـــة قـــانʨن بʽʽـــʜ فإنʻـ ـ عʻـــʙما نؔـــʨن أمـ
  مʧ العلاقة الʱالॽة: ǼBعʙ علʺʻا بʴʱقȘ الʴادث  Aاحʱʺال تʴقȘ الʴادث 

)2-88(  
 الفʛع الʺʢلʨب /P A B  

 ل ضʛب الفʛوع الʺʱʵلفةمʨʺʳع حاص

  ):32-2مʰال (
تʶـع ؗـʛات، مʻهـا أرȃـع ؗـʛات بॽʹـاء   ʴǽAـȑʨ الʸـʙʻوق  B, Aلـʙيʻا صـʙʻوقان 

ؗـʛات  9ؗـʛات بـʠॽ و  8ؗـʛة مʻهـا  17علـى  Bوخʺـʝ ؗـʛات حʺـʛ، وʴȄـȑʨ الʸـʙʻوق 
  حʺʛ. اخʛʱنا صʙʻوق ȞʷǼل عʨʷائي، ثʦ اخʛʽʱت مʻه ʛؗة، والʺʢلʨب:
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  ʛؔة الʺȃʨʴʶة بॽʹاء؟ـ حʶاب احʱʺال أن تʨؔن ال 1
  ـ حʶاب احʱʺال أن تʨؔن الʛؔة الʺȃʨʴʶة حʺʛاء؟ 2
ـ لʻفـʛض أن الؔــʛة الʺʶـȃʨʴة ؗانـʗ بॽʹــاء، فʺـا هـʨ احʱʺــال أن تؔـʨن مـʧ الʸــʙʻوق  3
A وقʙʻʸال ʧن مʨؔال أن تʺʱما اح ʦث ،B.  

  الʲل:
إلـى حـادث سـʖʴ ؗـʛة حʺـʛاء.  Rإلـى حـادث سـʖʴ ؗـʛة بॽʹـاء، وȃــ  Wنʛمʜ بـ 

  أسلʨب شʛʳة الاحʱʺال نʙʳ: وȃاسʙʵʱام

  
1 :ȑاوʶǽ اءʹॽة بȃʨʴʶʺة الʛؔن الʨؔال أن تʺʱـ اح  

  1 4 1 8 70
0.4575

2 9 2 17 153
P W        

2 :ȑاوʶǽ اءʛʺة حȃʨʴʶʺة الʛؔن الʨؔال أن تʺʱـ اح  

  1 5 1 9 83
0.5425

2 9 2 17 153
P R        

  ʶǽاوA :ȑـ احʱʺال أن تʨؔن الʛؔة الॽʰʹاء مʧ الʙʻʸوق  3
 الفʛع الʺʢلʨب /P A W  

 مʨʺʳع حاصل ضʛب الفʛوع الʺʱʵلفة

                          :ȑأ 
1 4
2 9/ 0.4857

1 4 1 8
2 9 2 17

P A W


 
  

  

  ʶǽاوB :ȑاحʱʺال أن تʨؔن الʛؔة الॽʰʹاء مʧ الʙʻʸوق 

 
1 8
2 17/ 0.5143

1 4 1 8
2 9 2 17

P B W


 
  
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  وهʨ الʺʢلʨب.
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  تȂʙʸʹات
1  ȑʨــʴǽ وقʙʻا صــʻيʙهــا  20ـ لــʻة، مʛن  8ؗــʨات ذات لــʛوؗــ ʛن  3أحʺــʨات ذات لــʛؗــ

ؗــʛات ذات لــʨن أرزق. نʶــʖʴ ثــلاث ؗــʛات معــاً، والʺʢلــʨب: حʶــاب  9أصــفʛ، و
  احʱʺال:

  ـ ʨؗن الʛؔات الʺȃʨʴʶة حʺʛاء اللʨن.
  ـ أن ʨȞǽن مʧ بʧʽ الʛؔات الʺȃʨʴʶة ʛؗة واحʙة صفʛاء على الأقل.

  ـ ʨؗن الʛؔات الʲلاث مʧ ألʨان مʱʵلفة.
لاث أحʳـار نــʛد ونهـʦʱ دومــاً Ǽالʸʴـʨل علــى ثــلاث ـ نʛمــي Ǽـالهʨاء وفــي وقـʗ واحــʙ ثــ 2

 ʦقʛات الʛب: 6مʨلʢʺلاث، والʲد الʛʻار الʳة لأحʙة واحॽمʛب  
 ʦقʛات علـــى الـــʛـــل ثـــلاث مـــʸʴـــال أن نʺʱاح ʨد  6ــــ مـــاهʛـــʻـــار الʳة لأحʙـــة واحـــॽمʛب

  الʲلاثة؟
 ʦقʛات علـــى الـــʛـــل ثـــلاث مـــʸʴـــال ألا نʺʱاح ʨد  6ــــ مـــاهʛـــʻـــار الʳة لأحʙـــة واحـــॽمʛب

  الʲلاثة؟
 ʦقʛات علــى الــʛــل ثــلاث مــʸʴــال ألا نʺʱاح ʨة بـــ  6ــ مــاهʙدفعــة واحــn  ــةॽالʱʱــة مॽرم

  لأحʳار الʛʻد الʲلاثة؟
 ʦقʛات علــى الــʛة ثــلاث مــʙة واحــʛــل علــى الأقــل لʺــʸʴــال أن نʺʱاح ʨدفعــة  6ـــ مــاه

  رمॽة مʱʱالॽة لأحʳار الʛʻد الʲلاثة؟ nواحʙة بـ 
  ॼʱار مفʛوض، فʛʰهʧ أن:حادثان مʱʶقلʧʽ مʱعلقǼ ʧʽاخ Bو  Aـ إذا ؗان  3

  حادثان مʱʶقلان. Bو  Aـ 
  حادثان مʱʶقلان. Bو  Aـ 
  حادثان مʱʶقلان. Bو  Aـ 

ʷــʡ ʛــلاب ـ يــʛاد تʷــʽȞل لʻʳــة مʨȞنـة مــʧ خʺʶــة أشــʵاص فــي صـفٍ ʱʴǽــȑʨ علــى ع 4
وخʺــʡ ʝالॼــات، فــإذا ؗــان اخॽʱــار اللʻʳــة يــʷǼ ʦʱــȞل عʷــʨائي، فــالʺʢلʨب حʶــاب 

  احʱʺالات الʨʴادث الآتॽة:
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  ـ ʨؗن اللʻʳة مʨȞنة مʧ خʺʶة ʡلاب فقȌ (دون الʢالॼات).
.ʧʽʱʰالʡلاب وʡ ثلاثة ʧنة مʨȞة مʻʳن اللʨؗ ـ  

  ـ ʨؗن اللʻʳة تʹʡ ʦالॼة واحʙة على الأقل.
ʰالʡ ʦʹة تʻʳن اللʨؗ على الأقل.ـ ʧʽʱ  

ـ نʛمــي قʢعــة نقــʨد ثــلاث مــʛات مʱʱالॽــة فــي الهــʨاء، مــا هــʨ احʱʺــال أن نʸʴــل علــى  5
  الʷعار مʛةً واحʙة على الأقل في الʳʱارب الʲلاث.

6  ʖالـــʡ ؗـــل ʦة. فـــإذا ؗـــان اســـॽائʨـــʷقـــة عȄʛʢǼ ʙٍـــاً فـــي صـــفٍ واحـــॼالʡ نʨثلاثـــ ʦʤʱـ انـــ
 ʖف عادل إلى جانʨال وقʺʱاح ʖʶفاح ʛالآخ ʧلف عʱʵǽ.Șفʨم  

7  ʦدهʙــلاب عـʢال ʧعــة مــʨʺʳـ مN  اصــةʸعلــى ق ʦهʻمــ ʖالــʡ ؗـل ʦاســ ʖــʱؔǽُ .ًــاॼالʡ
ــــʨرق، نʶــــȄʛʢǼ ʖʴقــــة عʷــــʨائॽة  قʸاصــــة مــــع الإعــــادة (أȑ مــــع إعــــادة  nمــــʧ ال

القʸاصـــة الʱـــي ســـʗʰʴ فـــي ؗـــل مـــʛة إلـــى الʸـــʙʻوق قʰـــل إجـــʛاء الʶـــʖʴ الʱـــالي). 
 ʦة لـȃʨʴʶʺالأسʺاء ال ʧاً مǽّال أن أʺʱاب احʶب حʨلʢʺة والʛمـ ʧمـ ʛـʲه أكʛد ذؗـʛيـ

  واحʙة.
ـ لـــʙيʻا خʺـــʡ ʝـــلاب وعʷـــʡ ʛالॼـــات. تʨزعـــʨا ȄʛʢǼقـــة عʷـــʨائॽة علـــى خʺـــʝ فʯـــات،  8

  تȑʨʱʴ ؗل فʯة مʻها ثلاثة أشʵاص، والʺʢلʨب حʶاب احʱʺال:
.Ȍاً فقʙاً واحॼالʡ ةʯؗل ف ȑʨʴـ أن ت  
  ـ أن تȑʨʴ ؗل فʯة ʡالॼاً على الأقل.

ــʙ ثلاثــة أنــʨاع مــʧ الʸــʴف 9 . لــʨحȎ أنــه يʨجــC ʙو Bو A، نʛمــʜ لهــا بـــ ـ يــʨزع فــي بل
% 14، وǽ %Bقــʛأون الʸــॽʴفة 16، وA% مــʧ ســȞان الʰلــǽ ʙقــʛأون الʸــॽʴفة 20

، Cو ǽ %Aقــʛأون ؗــل مــʧ 5، وBو ǽ %Aقــʛأون ؗــل مــʧ 8. وǽCقــʛأون الʸــॽʴفة 
% ǽقʛأون ؗل مʧ الʸـʴف الـʲلاث. لʻفـʛض أنʻـا 2، وCو ǽ %Bقʛأون ؗل مʧ 4و

   ما مʧ الʰلʙ، فالʺʢلʨب حʶاب احʱʺال:اخʛʱنا ȄʛʢǼقة عʨʷائॽة شʸʵاً 
  ـ أن لا ǽقʛأ أȑ مʧ الʴʸف الʺʨؗʚرة.

  ـ أن ǽقʛأ صॽʴفة واحʙة فقȌ مʧ الʴʸف الʺʨؗʚرة.
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ــ إذا ؗــان الʷــʟʵ الʺʱʻقــى ǽقــʛأ صــॽʴفة علــى الأقــل، فاحʶــʖ احʱʺــال أن ǽقــʛأ  ـ
 ʧعلى الأقل ؗلاً مA وB.  

ــان 10 احʱʺــال إصــاǼة الهــʙف لؔــل  ـ لʻفــʛض أنʻــا أʡلقʻــا ʡلقʱــʧʽ علــى هــʙف واحــʙ، وؗ
 :ʨها هʻ2م 10,5, 0,6P P  :بʨلʢʺوال ،ʖʽتʛʱعلى ال  

.Ȍة فقʙلقة واحʢǼ فʙة الهǼال إصاʺʱاد احʳǽـ إ  
.Ȍفق ʧʽʱلقʢǼ فʙة الهǼال إصاʺʱاد احʳǽـ إ  

  ـ إʳǽاد احʱʺال إصاǼة الهʙف ʢǼلقة واحʙة على الأقل.
  قة.ـ إʳǽاد احʱʺال عʙم إصاǼة الهʙف Ǽأǽة ʡل

ـ سʗʰʴ ورقʱان ȄʛʢǼقـة عʷـʨائॽة مـʧ بـʧʽ عʷـʛ أوراق مʛقʺـة مـʧ واحـʙ إلـى عʷـʛة،  11
ـــاً فــــي  والʺʢلــــʨب حʶــــاب احʱʺــــال أن Ȟǽــــʨن مʳʺــــʨع الــــʛقʺʧʽ علــــى الــــʨرقʧʽʱ فʛدǽـ

:ʧʽʱʽالʱال ʧʽʱالʴال  
  ـ إذا سʗʰʴ الʨرقʱان معاً.

  ـ إذا سʗʰʴ الʨرقʱان واحʙة Ǽعʙ الأخȐʛ وʙȃون إعادة.
% 20% مʻهـا، وʱȄعـادل فـي 30% مʧ مॼارȄاته، وʙ50 ʛʶʵȄم يȃʛح ـ فʛؗ ȘȄʛة الق 12

  مʧ مॼارȄاته. فإذا لعʖ هʚا الفȘȄʛ ثلاث مॼارȄات. والʺʢلʨب:
  ـ حʶاب احʱʺال أن يȃʛح الفȘȄʛ مʛتʧʽ على الأقل وعʙم هʱʺȄʜه؟

  ـ حʶاب احʱʺال أن يȃʛح الفȘȄʛ مॼاراة وʛʶʵȄ مॼاراة، وʱȄعادل في مॼاراة؟
ʴǽ Șــȑʨ الأول ثـــلاث ؗـــʛات حʺـــʛاء وخʺʶــاً بॽʹـــاء، وʴȄـــȑʨ الʲـــاني ـ ثلاثـــة صـــʻادي 13

كـــʛتʧʽ حʺـــʛاوʧȄ وواحـــʙة بॽʹـــاء، وʴȄـــȑʨ الʲالـــʘ ؗـــʛتʧʽ حʺـــʛاوʧȄ وثلاثـــاً بॽʹـــاء. 
  سʻʰʴا ʛؗةً ȞʷǼل عʨʷائي، والʺʢلʨب:

  ـ حʶاب احʱʺال أن تʨؔن الʛؔة الʺȃʨʴʶة حʺʛاء؟    
ــ لʻفــʛض أن الؔــʛة الʺʶــȃʨʴة حʺــʛاء، فʺــا هــʨ احʱʺــ     ال أن تؔــʨن مــʧ الʸــʙʻوق ـ

  الأول.
ورقــة Ǽالʶʱــاوȑ بــʧʽ أرȃعــة  52ـ تــʦ تʨزȄــع مʨʺʳعــة ؗاملــة مــʧ أوراق اللعــʖ عــʙدها  14

  أشʵاص أ، ب، جـ ، د، والʺʢلʨب حʶاب احʱʺال أن ʨȞǽن في أوراق اللاعʖ د:
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.Ȍفق ʙواح ʙـ ول  
.Ȍان فقʙـ ول  
  ـ ثلاثة أولاد.
  ـ أرȃعة أولاد.

.ʙول ȑن أʨȞǽ ـ ألا  
لʴــادث ʣهــʨر الʸــʨرة فــي الʛمॽــة  ʛAمــي قʢعــة نقــʨد مــʛتʧʽ مʱʱــالʧʽʱʽ. نʛمــʜ بـــ ـ ن 15

ـــ  ـــʨب هـــل  Bالأولـــى، ونʛمـــʜ بـ ـــة، والʺʢل ॽانʲـــة ال ॽمʛرة فـــي الʨـــʸر الʨهـــʣ ـــادثʴل
  مʱʶقلان؟ Bو Aالʴادثان 

ـ مــا هــʨ احʱʺــال أن ʳǽلــʝ أرȃعــة ʡــلاب وأرȃــع ʡالॼــات علــى مقعــʙ يʶʱــع لʲʺانॽــة  16
الʢالॼــات Ǽالʻʱـــاوب. ومــا هـــʨ الاحʱʺــال إذا شـــغل ʡــلاب، ʽʴǼـــʳǽ ʘلــʝ الʢـــلاب و 

.ʖالʡ الأول ʙالʺقع  
17  ʦʱأن يـــ ʙعـــǼ مقابلـــة ʟـــʴن لفʨـــعʹʵǽ فʨـــات ســـॼالʡـــلاب وʡ ʧلـــف مـــʕـ صـــف م

ســـʖʴ الأســـʺاء ʸǼـــʨرة عʷـــʨائॽة الʨاحـــʙ تلـــʨ الآخـــʛ. فʺـــا هـــʨ احʱʺـــال أن Ȟǽـــʨن 
  ʦʹǽ: الʟʵʷ الأول ʡالʖ والʲاني ʡالॼة. وهʚȞا Ǽالʻʱاوب، وذلʥ إذا ؗان الʸف

  ـ أرȃعة ذʨؗر وثلاث إناث.

  ـ ثلاثة ذʨؗر وثلاث إناث.
18  ʖم يلعـــʙة قـــʛؗـــ ȘـــȄʛـــه، و50ـ فॼɻـــه علـــى أرض ملǼألعا ʧعلـــى أرض 50% مـــ %

 ʨهـــا علـــى أرضـــة هـــʰـــاراة يلعॼح فـــي مȃʛـــال الـــʺʱـــا أن احʻʺفـــإذا عل .ʦـــʸʵال ʖملعـــ
60 ʨــــ ــــ ـــ ــــ ــــʦ هــ ــــ ـــ ــــ ــــى أرض الʸʵــ ــــ ــــ ــــ ـــــا علـ ــــ ــــ ـــاراة يلعʰهــــ ــــ ــــ ــــ ـــي مॼــ ــــ ــــ ــــ ــــه فــ ــــ ــــ   % وأن رʴȃـــــ
  احʱʺال الȃʛح في مॼاراة اخʛʽʱت ȞʷǼل عʨʷائي.%، والʺʢلʨب حʶاب 40

  ـ لʙيʻا صʙʻوقان: 19
  وȑʨʴȄ خʺʛؗ ʝات حʺʛاء وثلاث ʛؗات بॽʹاء. Aالʙʻʸوق 
ʛتʧʽ بॽʹاوB .ʧȄالʙʻʸوق    وȑʨʴȄ خʺʛؗ ʝة حʺʛاء وؗ

 ʨد هــʛــʻا الʚلهــ ȑʨجــه العلــʨعلــى ال ʛهــʤǽ ȑʚالــ ʦقʛداً، إذا ؗــان الــʛمــي نــʛ6أو  3ن 
 ʧة مـʛؗـ ʖʴʶǼ مʨنقB ا فـي ونʹـعهA ʧة مـʛؗـ ʖʴـʶǼ مʨنقـ ʦثـ ʧومـ ،A أمـا إذا ،
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 ʨد هــʛــʻلل ȑʨجــه العلــʨعلــى ال ʛهــʤǽ ȑʚالــ ʦقʛالــة 5، 4،  2، 1كــان الــʴه الʚفــي هــ
 ʧة مʛؗ ʖʴʶǼ مʨنقA  ونʹعها فيB  ʧة مʛؗ ʖʴʶǼ مʨنق ʦث ʧومB بʨلʢʺوال ،

  حʶاب احʱʺال:
  ـ ʨؗن الʛؔتʧʽ حʺʛاء اللʨن. 1
  ـ ʨؗن الʛؔتʧʽ بॽʹاء اللʨن. 2

، فʺــا هــʢǽ0.4 ʨلــȘ رامٍ علــى هــʙف. فــإذا علʺــʗ أن احʱʺــال إصــابʱه الهــʙف هــʨ  ـ 20
  %.90عʙد الʢلقات اللازم إʡلاقها لؔي ʨȞǽن احʱʺال إصابʱه الهʙف على الأقل 

علـى الʛʱتʽـʖ، واحʱʺـال وفـاة ؗـل مʻهʺـا خـلال  yو xـ رجل وامʛأته، عʺʛ ؗلٍ مʻهʺا  21
 ʨعــام هــxP وyP بʨلʢʺهʺا، فــالʙفى أحــʨتــ ʙــة العــام قــǽأنــه فــي نها ʗفــإذا علʺــ .

  حʶاب احʱʺال أن ʨȞǽن الʺʨʱفى هʨ الʛجل.
ؗـʛة سـʨداء، نʶـʖʴ ؗـʛتʧʽ علـى الʱـʨالي وȃـʙون  ʛؗ2ات بॽʹـاء و 3ـ صʙʻوق ॽɾه  22

ال إعــادة الؔــʛة الʺʶــȃʨʴة فــي الʺــʛة الأولــى إلــى الʸــʙʻوق، والʺʢلــʨب حʶــاب احʱʺــ
ـــى ســــʨداء، واحʱʺـــــال أن تؔـــــʨن الؔـــــʛة  أن تؔــــʨن الؔـــــʛة الʺʶـــــȃʨʴة فــــي الʺـــــʛة الأولــ

  الʺȃʨʴʶة في الʺʛة الʲانॽة سʨداء، واحʱʺال أن ʨȞǽن الʛؔتʧʽ أسʨد.
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ʖالʰل الʶالف  
 Randomالʦʲʯʸلات العʦʵائॻة الʸʹقʠعة وخʦاصها  

Variables 
:ʗʻهʸت  

ʱʵǽلف مفهʨم الʺʨʴʱل العʨʷائي ʛʽʲؗاً عʧ الʺʨʴʱل العادȑ، وقʰل الʙخʨل في تعȄʛفه 
  نعʢي Ǽعʠ الأمʲلة عʧ الʺʨʴʱلات العʨʷائॽة:

  ـ عʙد الʢلاب الʚيʛʹʴǽ ʧون مʴاضʛات الاقʸʱاد خلال الفʸل.
  اد أحʙ الʺʢاعʦ في الʨʽم، وخلال شهʛ.ـ عʙد رو 

  ـ مʙة عʺل الʺॼʸاح في الʺʜʻل.
.ʛʲأو أك ʛخلال شه ʛʴॼاه الॽارة مʛـ درجة ح  

  ـ عʙد الॽʶارات الʱي تʺʛ على الȘȄʛʢ خلال ساعة.
.ʧʽع معʺʱʳة في مʛاد الأسʛد أفʙـ ع  

  ومʺا تقʙم نلاحȎ أنه ʻʻȞʺǽا تعʅȄʛ الʺʨʴʱل العʨʷائي Ǽʺا يلي:
عʨʷائي هʨ الʺʨʴʱل الǽ ȑʚأخॽʀ ʚʺه الʺʺʻȞة ʨʸǼرة غʛʽ معʛوفة مॼʶقاً، الʺʨʴʱل ال

وʛؔʱȃارات معʻʽة، وهʧȞʺǽ ʨ أن ʨȞǽن مʻقʢعاً أو مʛʺʱʶاً، أȑ أن الʺʨʴʱل العʨʷائي 
 ʨوه .Ȑʛة أخʤʴة لǽة في أʺॽʁال ʥتل ʚأخȄد وʨعǽ أن ʧȞʺǽ ة فإنهʻʽة معʺॽʀ ʚأخǽ ماʙʻع

 ȑʚال ȑل العادʨʴʱʺال ʧلف عʱʵǽ ʥلʚي بʱة الʺॽʁقل إلى الʱʻة يʻʽة معʺॽʀ ʚأخǽ ماʙʻع
  تلʽها (كالʜمʧ الʱقȄʨʺي).

:ʧʽʽأساس ʧʽعʨف إلى نʻʸة تॽائʨʷلات العʨʴʱʺقة أن الǼاʶلة الʲالأم ʧج مʱʻʱʶون  
الʺʨʴʱلات العʨʷائॽة الʺʻقʢعة: وهي الʱي تأخॽʀ ʚʺاً مʻقʢعة ؗعʙد الʢلاب وعʙد الʛواد 

  وعʙد أفʛاد الأسʛة.
  ʨʷائॽة الʺʛʺʱʶة: وهي الʱي تأخॽʀ ʚʺها في مʳال معʧʽ.الʺʨʴʱلات الع

وسʟʸʵʻ هʚا الفʸل لʙراسة الʺʨʴʱلات العʨʷائॽة الʺʻقʢعة وتعȄʛفها وخʨاصها 
  ومʺʜʽاتها



- 122  -  

  : تعʃȂʙ الʦʲʯʸل العʦʵائي الʸʹقʠع:3-1
لقʙ تعʛضʻا في الفʸل الʶابȘ لʙراسة الȃʛʳʱـة العʷـʨائॽة وجʺॽـع الʱʻـائج الʺʺʻȞـة 

ʽʺــي ســʱلهــا بـــ لهــا، وال ʜمــʛȄــة، وȃʛʳʱفʹــاء الǼ ʗ دʛــʻال ʛــʳــة رمــي حॽومــع أن عʺل .
أرضاً تʶʺى تȃʛʳة عʨʷائॽة، جʺॽع الʱʻائج الʺʺʻȞة لها هـي  1,2,3,4,5,6 لȞـʷوت ،

 ٍلȞــʷǼ ʛهــʤǽ فʨــائج ســʱʻه الʚهــ ʧمــ ȑفــة أʛمع ʧــȞʺǽ لا ʧولؔــ ، ʧــȞʺǽ ʥلʚلــ ،ʙــ ʕؗم
 ȋقـــاʻـــة بʢॼتʛــة مǽدʙـــاً عʺॽʀ ʚأخــǽ ائيʨـــʷل عʨــʴʱـــة علــى أنهـــا مॽمʛــة الʳॽʱإلـــى ن ʛــʤʻال

وتʶʺى Ǽالʦॽʁ الʺʺʻȞة لʚلʥ الʺʨʴʱل العʨʷائي. ونʸادف فـي حॽاتʻـا  فʹاء الȃʛʳʱة 
ة للعــʙ، ؗʺــا فــي الʽʲؔــʛ مــʧ الʳʱــارب العʷــʨائॽة الʱــي تؔــʨن نʱائʳهــا ؗʺॽــات عʙدǽــة وقابلــ

تȃʛʳـة إلقــاء حʳـʛ الʻــʛد، ولؔـʧ هʻــاك تʳـارب عʷــʨائॽة تؔـʨن نʱائʳهــا غʽـʛ عʙدǽــة، مʲــل 
.ʖعة أوراق اللعʨʺʳم ʧورقة ما م ʖʴة سȃʛʳت  

ǽأخـॽʀ ʚʺـه الʺʺʻȞـة  ǼXأنـه مʻقʢـع إذا ؗـان  XوʧȞʺȄ تعʅȄʛ الʺʴʱـʨل العʷـʨائي 
ة للعـʙ. فعʻـʙما نقـʨم بȃʛʳʱـة ȞʷǼل مʻقʢع، أو ॼɻǼارة أخȐʛ،  إذا ؗانॽʀ ʗʺه الʺʺʻȞة قابل

 ʨة هȃʛʳʱانات الȞد، فإن فʹاء إمʛʻال ʛʳإلقاء ح 1,2,3,4,5,6 ʛهـʤف تʨوأنـه سـ ،
 .ʙـلة وقابلـة للعـʸفʻم ʦॽـʀ وهـي ،Ȍة فقـʱـʶال ʦॽـʁال Ȑʙد إحـʛـʻال ʛـʳʴل ȑʨجـه العلـʨعلى ال

ʚلʥ عʙʻ رمي قʢعة نقǽʙة فإن إمȞانات الȃʛʳʱـة هـي {شـعار، ʱؗاǼـة}،  وȃالʱـالي سـʨف وؗ
ʤǽهـــʛ علـــى الʨجـــه العلـــȑʨ إمـــا شـــعار أو ʱؗاǼـــة، وهـــي لʶॽـــʗ نʱـــائج عʙدǽـــة، بـــل نʱـــائج 
 ʧعــ ʛــʰأن نع ʧــȞʺǽ ًلاʲفʺــ ،ʙــʽد وحʙعــǼ ــةʳॽʱؗــل ن ʧعــ ʛــʰــا أن نعʻʻȞʺǽ ʧة، ولؔــॽɿوصــ

). وȞʷȃل عام، مهʺـا ؗانـʗ 0)، وعʧ الʳॽʱʻة {كʱاǼة} Ǽالعʙد (1الʳॽʱʻة {شعار} Ǽالعʙد (
ʨائॽة، فإنــه Ȟʺǽــʧ رȃــȌ ؗــل نʳॽʱــة مــʧ نʱائʳهــا Ǽعــʙد وحʽــʙ، وȃالʱــالي ॽʰʡعــة الȃʛʳʱــة العʷــ

  يʻقل ؗل نʳॽʱة مʧ نʱائج الȃʛʳʱة إلى عʙد حॽʁقي أʧȞʺǽX :ȑ تعʅȄʛ تȘٍʽʰʢ على 

 : 1 3X R   
ـــ  (فʹــــاء إمȞانــــات الȃʛʳʱــــة)،  مʢʻلقــــه  Xوȃالʱــــالي فإنʻــــا نʶــــʺي ؗــــل تــــاǼع لــ

، Ǽقــانʨن تʨزȄــع الʺʴʱــʨل العʷــʨائي الʺʻقʢــع. فʺــʲلاً عʻــʙ تȃʛʳــة رمــي حʳــʶR  ʛــʱقʛه وم
الʛʻد ʧȞʺǽ تعʅȄʛ الȘʽʰʢʱ الآتي:  : 1,2,3,4,5,6X R  
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  أو عʙʻ رمي قʢعة الʻقʨد، ʧȞʺǽ تعʅȄʛ الȘʽʰʢʱ الآتي:
R   ،{ةǼاʱؗ ،شعار}:X  

,وأخʽــــʛاً يʛمــــʜ للʺʴʱــــʨل العʷــــʨائي Ǽــــأحʛف ʽʰؗــــʛة مʲــــل  , ,Z Y X  ،إلــــخ...
Ǽ1أحʛف صغʛʽة مʲـل:  XوʛȄمʜ لʦॽʁ الʺʨʴʱل العʨʷائي  2 3, , ...x x x لʨـʴʱʺال ʦॽـʁول ،Y 

1بـ 2 3, , ...y y y ...اʚȞوه  

 Discreteئي الʸʹقʠع : قانʦن الʦʯزȂع الاحʸʯالي للʦʲʯʸل العʦʵا3-2

Probability Distribution:  
  مʨʴʱلاً عʨʷائॽاً مʻقʢعاً وȄأخॽʀ ʚʺه الʺʺʻȞة والقابلة للعʙ الآتॽة: Xإذا ؗان 

1 2 3, , ,......, ,.......,i nx x x x x  
 2P، وأن 1xالॽʁʺــة  Xهــʨ احʱʺــال أن ǽأخــʚ الʺʴʱــʨل العʷــʨائي   1Pولʻفـʛض أن 

  .... 2xالॽʁʺة  Xهʨ احʱʺال أن ǽأخʚ الʺʨʴʱل العʨʷائي 
  .nxالॽʁʺة  Xهʨ احʱʺال أن ǽأخʚ الʺʨʴʱل العʨʷائي  nPوأن 

1الʁـــǽ  ʦॽأخـــʚ إحـــX Ȑʙوȃʺـــا أن الʺʴʱـــʨل العʷـــʨائي  2 3, , ,........., nx x x x  ʝॽولـــ
الʺʻقʢع، ونʛمX  ʜغʛʽها في أȑ تȃʛʳة، فإنʻا ʧȞʺǽ أن نعʛف قانʨن الʨʱزȄع الاحʱʺالي لـ

له بــ  f x  ـة لــʻȞʺʺال ʦॽـʁال ʧʽبـ Ȍȃʛـي تـʱأنـه العلاقـة الǼX  ،ـالات الʺقابلـة لهـاʺʱوالاح
  ونعʛʰ عʧ ذلǼ ʥالعلاقة الآتॽة:
, 1,2,3,.......,iX x i n  

   
0

iP X x
f x

  


 
 2 3iX x  ماʙʻع 

وʶȄʺى  f x  ة لـॽالʺʱافة الاحʲؔع الǼاʱاً بʹǽأX.  
ـــانʨن الʨʱزȄــــع الاحʱʺــــالي للʺʴʱــــʨل  الʺʻقʢــــع ʳǼــــʙول  XوȞʺȄــــʧ الʱعʽʰــــʛ عــــʧ قـ

  والاحʱʺالات الʺقابلة لها ؗʺا يلي: Xـ يʧʺʹʱ جʺॽع الʦॽʁ الʺʺʻȞة ل
  

nx ........ .... ....xi 2.....x 1x X 

 n nf x P ........   ...i if x P  2 2f x P   1if x P  i if x P 



- 124  -  

ـــ  الʺʻقʢــع. وȞʺȄــʧ حʶــاب  XوȄــʙعى هــʚا الʳــʙول ʳǼــʙول الʨʱزȄــع الاحʱʺــالي ل
 ʦॽʀ ʧة مʺॽʀ الات الʺقابلة لؔلʺʱالاحX :ا يليʺؗ  

   i i if x P X x P    
  ):1-3مʰال (

 ʛʳمي حʛض أن نʛـʱد أرضاً، ونفʛن ȑX  ʛـʰد الأكʙإلـى العـ ʜمـʛائي يʨـʷل عʨـʴʱم
  .Xالʤǽ ȑʚهʛ على الʨجه العلȑʨ لȑʛʳʴ الʛʻد، والʺʢلʨب إʳǽاد قانʨن تʨزȄع 

  الʲل:
         :ȑاوʶد تʛة لؔل نȃʛʳʱانات الȞإن فʹاء إم 1,2,3,4,5,6   

ــــار أن  ــ ॼʱاعȃوX فʨــــ ـــــه ســ ــــʛ، فإنـ ــ ʰد الأكʙــــ ـــــى العــ ــــʜ إلـ ــــʦॽ  يʛمــ ــــȐʙ الʁــ ــــʚ إحــ ǽأخــ
 1,2,3,4,5,6  ة لـʻȞʺʺال ʦॽʁال ʧة مʺॽʀ ال الʺقابل لؔلʺʱاد الاحʳǽإǼ ʦقʻاً، ولʺʱحX 

:ȑأ  

     

          

1
1 1 1 1,1

36
3

2 2 2 1,2 , 2,2 , 2,1
36

X f P x P

X f P x P

       

       

  

   

          
   

       
     

3 3 3

5
1,3 , 2,3 , 3,3 , 3,1 , 3,2

36
4 4 4

1,4 , 2,4 , 3,4 , 4,4 , 7

364,1 , 4,2 , 4,3

X f P x

P

X f P x

P

   

   

   

      
    
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   
       
         

   
           
         

5 5 5

1,5 , 2,5 , 3,5 , 4,5 , 9

365,5 , 5,4 , 5,3 , 5,2 , 5,1

6 6 6

1,6 , 2,6 , 3,6 , 4,6 , 5,6 , 6,6 , 11

366,5 , 6,4 , 6,3 , 6,2 , 6,1

X f P x

P

X f P x

P

    

      
    

    

      
    

  

ـــ  جــʙول فʸʴʻــل علــى والاحʱʺــالات الʺقابلــة لهــا فــي  Xثــʦ نʛتــʖ الʁــʦॽ الʺʺʻȞــة ل
  :XالʨʱزȄع الاحʱʺالي الʱالي لـ 

6 5 4 3 2 1 X 

11

36
 

9

36
 

7

36
 

5

36
 

3

36
 

1

36
    i if x P X x  

  ):2-3مʰال (

مʴʱـʨل عʷـʨائي ǽعhّـʛ عـʧ عـʙد الʸـʨر  Xنلقي قʢعة نقǽʙة مʛتʧʽ، ولʻفـʛض أن 
الʱي تʤهʛ على الʨجه العلȑʨ للقʢعة الʻقǽʙة. والʺʢلʨب إʳǽاد قانʨن الʨʱزȄع الاحʱʺالي 

  .Xلـ 
:هي:  Xإن الʦॽʁ الʱي ʧȞʺǽ أن ǽأخʚها الʲل:  0,1,2X  

ــــʥ لأن  ــــX ʧوذلـــــ ــــʛ عـــــ ــــ ــــا أن  ǽعʰـ ــــ ــالي إمـ ــــ ــــʛ، وȃالʱـــ ــــــي تʤهـــــ ــــʨر الʱـــ ــــʙد الʸـــــ ــــ   عـ
 Tللʸـــʨرة، وȃــــ  Hلاتʤهـــʛ أǽـــة صـــʨرة، أو تʤهـــʛ صـــʨرة واحـــʙة أو صـــʨرتان. لʛʻمـــʜ بــــ 

:ʦقʛلل  
 :ʧألف مʱة يȃʛʳʱأن فʹاء ال ʙʳʻف , , ,TT TH HT HH   

  ثʦ نقʨم ʶʴǼاب الاحʱʺالات الʺقابلة فʙʳʻ أن:

     

        

      

1
0 0 0 ,

4
1

1 1 1 , , ,
2

1
2 2 2 ,

4

X f P x P T T

X f P x P T H H T

X f P x P H H

       

       

       
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 ʖتــʛن ʦـــ ثــ والاحʱʺــالات الʺقابلــة لهــا فــي جــʙول فʸʴʻــل علــى  Xالʁــʦॽ الʺʺʻȞــة ل
  :XالʨʱزȄع الاحʱʺالي الʱالي لـ 

2 1 0 X 

1

4
 

1

2
 

1

4
    i if x P X x  

  ):3-3مʰال (

ــــا ــاً أʡلــــȘ ثــــلاث ʡلق هــــX  ʨت علــــى هــــʙف، فــــإذا علʺــــʗ أن لʻفــــʛض أن شʸʵــ
الʺʴʱـــʨل العʷـــʨائي الـــǽ ȑʚعhّـــʛ عـــʧ عـــʙد الإصـــاǼات. والʺʢلـــʨب إʳǽـــاد قـــانʨن الʨʱزȄـــع 

  .0.6، إذا علʺʗ أن احʱʺال الإصاǼة لؔل ʡلقة ʶǽاوX ȑالاحʱʺالي لـ 
  الʲل:

                         :ʨة هȃʛʳʱانات الȞإن فʹاء إم 0,1,2,3   
ـــ 3أو  2أو  1أو  ǽ0أخـــʚ الʁــــX  ʦॽن أȑ أ  Aلʴـــادث الإصــــاǼة، و  A.  لʛʻمـــʜ بــ

  لʴادث عʙم الإصاǼة فʙʳʻ أن:
     
     

          
                 

          
                 

      
   

0 0 0

0,064

1 1 1

0,288

2 2 2

0,432

3 3 3

X f P x P A A A

P A P A P A

X f P x P A A A A A A A A A

P A P A P A P A P A P A P A P A P A

X f P x P A A A A A A A A A

P A P A P A P A P A P A P A P A P A

X f P x P A A A

P A P A

       

  

       

        

       

        

       
 

 

       

       

 

  0,216P A 

  ʦــــ ــــ ـــ ــــ ــــ ــــ ــ ث

والاحʱʺـــالات الʺقابلـــة لهـــا فـــي جـــʙول الʨʱزȄـــع فʸʴʻـــل علـــى  Xنʛتـــʖ الʁـــʦॽ الʺʺʻȞـــة لــــ 
  :Xالاحʱʺالي الʱالي لـ 

3 2 1  0 X 

0.216 0.432 0.288  0.064    i if x P X x  
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  الʸʹقʠع: X: خʦاص قانʦن الʦʯزȂع الاحʸʯالي لـ 1- 2- 3
ǽ1أخــʚ دائʺــاً إحــȐʙ الʁــǼX  :ʦॽʺــا أن الʺʴʱــʨل العʷــʨائي  2 3, , ,......, nx x x x  فــي
1كل تȃʛʳة وȃاحʱʺالات مقابلـة لهـا  2 3, , ,......, nP P P P ،ʖـʽتʛʱل  علـى الʨـʴʱʺفـإن الX 

:ʧʽʱʽالʱال ʧʽʱʽاصʵالǼ ʜʽʺʱي  
ـ جʺॽع ʦॽʀ قانʨن الʨʱزȄع الاحʱʺالي  1 if x :أن ȑة؛ أॼسال ʛʽن غʨؔت  

   0 3 3if x    
تʶـاوȑ الʨاحـʙ الʸـॽʴح؛ أX  ȑـ إن مʨʺʳع الاحʱʺالات الʺقابلـة لॽʺʳـع ʀـʦॽ الʺʴʱـʨل  2

  أن:

         1 2
1

....... 1 4 3
n

i n
i

f x f x f x f x


       

لأن:                                                          1P    
  ):4-3مʰال (

  ) مʴققة.3)، (2)، (1أثʗʰ أن خاصʱʽي قانʨن الʨʱزȄع الاحʱʺالي في الأمʲلة (
  الʲل:

  )، نʙʳ أن:1-3في الʺʲال (

       

       

       

1 7
1 1 0 4 4 0

36 36
2 9

2 2 0 5 5 0
36 36
5 11

3 3 0 6 6 0
36 36

f P x f P x

f P x f P x

f P x f P x

       

       

       

  

  لʵاصॽة الأولى مʴققة.وȃالʱالي فإن ا

ʚلʥ فإن:                             وؗ   
6 6

1 1
i i

i i

f x P X x
 

     

1 3 5 7 9 11 36
1

36 36 36 36 36 36 36
         

  وȃالʱالي فإن الʵاصॽة الʲانॽة مʴققة.
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  ):2-3في الʺʲال (
:ʙʳن  

   

   

   

1
0 0 0

4
1

1 1 0
2
1

2 2 0
4

f P x

f P x

f P x

   

   

   

  

  ونʱʻʱʶج أن الʵاصॽة الأولى مʴققة.
ʚلʥ فإن:   وؗ

    1 1 1 4
1

4 2 4 4i if x P X x         

  وȃالʱالي فإن الʵاصॽة الʲانॽة مʴققة.
  )، نʙʳ أن:3-3في الʺʲال (

   
   
   
   

0 0 0,064 0

1 1 0,288 0

2 2 0,432 0

3 3 0,216 0

f P x

f P x

f P x

f P x

   

   

   

   

  

  وȃالʱالي فإن الʵاصॽة الأولى مʴققة.
ʚلʥ فإن:   وؗ

    0,064 0,288 0,432 0,216 1i if x P X x         

  وȃالʱالي فإن الʵاصॽة الʲانॽة مʴققة.
  الʸʹقʠع: ʸʯXالي لـ : الȜʵل الॻʮاني لقانʦن الʦʯزȂع الاح2- 2- 3

ــــالي  ـــــع الاحʱʺـــ ـــانʨن الʨʱزȄــ ــــل لقــــ ـــــاني الʺʺʲـــ ــــȞل الॽʰــ ـــــى الʷـــ ــــʨل علــ ــــʧ الʸʴـــ   Ȟʺǽـــ
الʺʻقʢــع مــʧ خــلال تʺʽʲــل الʻʲائॽــات  Xلـــ   ,i ix f x  ʘــʽح ،ʧʽʽاثʙإحــ ʧȄرʨــʴعلــى م

، ومــʧ ثــX ʦوتʛاتʰʽهــا الاحʱʺــالات الʺقابلــة لʁــX  ʦॽفʨاصــلها ॼɺــارة عــʧ الʁــʦॽ الʺʺʻȞــة لـــ 
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ل بــʧʽ الʻقــاȋ الʺʱʱالॽــة Ǽقʢــع مʶــॽʁʱʺة فʸʴʻــل علــى الʷــȞل الॽʰــاني لقــانʨن الʨʱزȄــع نʸــ
ـــ  ـــها الـــــॼعʶʴǼ ʠـــــX  ʖالاحʱʺـــــالي لـــ ـــف الأشـــــȞال الॽʰانॽـــــة عـــــǼ ʧعʹــ الʺʻقʢـــــع. وتʱʵلــ

 ʦॽʁالات الʺقابلة لʺʱالاحX :ةॽال الآتȞا في الأشʺؗ  

    
) ʤل رقȜʵ1-3ال) ʤل رقȜʵ2-3)                 ال(  

  

  
  )ʤ3 (الȜʵل رق

      ʥـة، وذلـॽالʺʱـع الاحȄزʨʱال ʧʽانʨلـة لقـʲʺم Ȑʛة أخـॽانॽال بȞل على أشʨʸʴال ʧȞʺȄو
ʨʡل ؗل مʻها  Ǽixإقامة أعʺʙة مʧ الʻقʢة  if x .ʖʽتʛʱعلى ال  

  ):5-3مʰال (
) 1فــي الأمʲلــة ( Xة لـــ ارســʦ الأشــȞال الॽʰانॽــة الʺʺʲلــة لقــʨانʧʽ الʨʱزȄــع الاحʱʺالॽــ

  ):3) و(2و(
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  )1-3في الʺʲال ( XالȞʷل الॽʰاني الʺʺʲل لقانʨن الʨʱزȄع الاحʱʺالي لـ 

  
  )2-3في الʺʲال ( XالȞʷل الॽʰاني الʺʺʲل لقانʨن الʨʱزȄع الاحʱʺالي لـ 

  
  ).3-3في الʺʲال ( XالȞʷل الॽʰاني الʺʺʲل لقانʨن الʨʱزȄع الاحʱʺالي لـ 
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  مʹقʠع: ȂXع الاحʸʯالي لʦʲʯʸل : تاǺع الʦʯز 3-3
ـــــان  ــــX  :ʦॽإذا ؗـــ ــــʚ الʁــــ ـــاً ، وȄأخــــ ــــ ــــʨائॽاً مʻقʢعـ ــــʨلاً عʷــــ 1مʴʱــــ 2 3, , ,....., nx x x x 

Ǽاحʱʺالات مقابلة        1 2 3, , ,....., nf x f x f x f x  ـʺيʶـا نʻفإن ،ʖـʽتʛʱعلـى ال
  الʱاǼع:

     5 3sF X P x x    
لʺʻقʢـع، والـǽ ȑʚعʰـʛ عـʧ احʱʺـال ا XبʱاǼع الʨʱزȄع الاحʱʺـالي للʺʴʱـʨل العʷـʨائي 

  ، ونعʛʰّ عʧ ذلǼ ʥالعلاقة:ॽʀsxʺة أصغʛ أو تʶاوX  ȑأن ǽأخʚ الʺʨʴʱل 

       6 3
s s

s s
x x x x

F X f x P x x
 

      

  كʺا يʙعى هʚا الʱاǼع أǽʹاً بʱاǼع الʨʱزȄع الʛʱاكʺي.
) مـʧ خـلال 6-3علاقة الʺʻقʢع حʖʶ (ال XوʧȞʺȄ الʱعʛʽʰ عʧ تاǼع الʨʱزȄع الʛʱاكʺي لـ 

  الʙʳول الآتي:

nx .... 4x  3x  2x  1x X 

1 2 .... 1nP P P    ... 
1 2 3 4P P P P    1 2 3P P P   1 2P P  1P  f x 

 ʧع ʛʽʰعʱال ʧȞʺȄو F X :ʧʽʽالآت ʧʽلȞʷال ʙأحǼ ًاॽانॽب  

  
) ʦل رقȞʷ4-3ال(  
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) ʦل رقȞʷ5-3ال(  

  ʺॽɻॽة الأخȐʛ الآتॽة:) ʧȞʺǽ حʶاب ʦॽʀ الاحʱʺالات ال6ʳʱ-3ومʧ العلاقة (
  :ॽʀsxʺة أصغʛ مX  ʧـ احʱʺال أن ǽأخʚ الʺʨʴʱل العʨʷائي 

     
1

1
1

7 3
xs

s s i
i

F x P X x P





     

  فهي: ॽʀsxʺة أصغʛ أو تʶاوX  ȑـ أما احʱʺال أن ǽأخʚ الʺʨʴʱل العʨʷائي 

     
1

8 3
s

s s i
i

F x P X x P


     

  ʶǽاوॽʀsx :ȑʺة أكʛʰ مX  ʧأن ǽأخʚ الʺʨʴʱل العʨʷائي ـ احʱʺال 

     

     
1

9 3

1 1

n

s s i
i s

s s s

F x P X x P

P X x P X x F x
 

   

     

  

  فهॽʀsx :ʨʺة أكʛʰ أو تʶاوX  ȑـ أما احʱʺال أن ǽأخʚ الʺʨʴʱل العʨʷائي 

     

   

1

1

1

1 1 10 3

1

n s

s i s i
i s i

s s

P X x P P X x P

P X x F x



 



       

  

   

sحʽـــtx  ʘو ॽʀsxʺـــة مʸʴـــʨرة بـــX ʧʽ ــــ احʱʺـــال أن ǽأخـــʚ الʺʴʱـــʨل العʷـــʨائي tx x 
:ȑاوʶǽ  
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 

     

1

1

1

1 1

1 11 3

t

s t i
i s

t s

i i t s
i i

P x X x P

P P F x F x



 



 

  

     



 
  

  ॽʀʺة ما تʴقȘ الʺʛʱاجʴات الʱالॽة ʶǽاوX :ȑـ أما احʱʺال أن ǽأخʚ الʺʨʴʱل العʨʷائي 

     

     

       

1

1

1 1

1

12 3

t

s t i t s
i s
t

s t i t s
i s

t

s t i t s
i s

P x X x P F x F x

P x X x P F x F x

P x X x P F x F x





 


 

    

    

     







  

  ):6-3مʰال (

) ʦـال رقـʲʺانـات الॽاد علـى بʺʱالاعǼ3-1 لʨـʴʱʺـالي للʺʱـع الاحȄزʨʱع الǼتـا ʙأوجـ (
  ومّ̡له بॽانॽاً، ومʧ ثʦ أوجʙ الاحʱʺالات الآتॽة: Xالعʨʷائي 

       
       

4 , 4 , 3 , 3 ,

2 5 , 2 5 , 2 5 , 2 5

P X P X P X P X

P X P X P X P X

   

       
  

  الʲل:
ʤǽهــــʛ ؗʺــــا فــــي الʶــــX  ʧȄʛʢإن جــــʙول الʨʱزȄــــع الاحʱʺــــالي للʺʴʱــــʨل العʷــــʨائي 

  الأولʧʽ مʧ الʙʳول:  
6 5 4 3 2 1 X 

11

36
 

9

36
 

7

36
 

5

36
 

3

36
 

1

36
    i if x P X x  

36

36
  25

36
  16

36
  9

36
  4

36
  1

36
     sF X P X x   

)، ونʹع الʱʻائج في الʛʢʶ 6-3نȘʰʢ العلاقة ( Xولإʳǽاد تاǼع الʨʱزȄع للʺʨʴʱل 
  الأخʛʽ مʧ الʙʳول الʶابȘ، ومʧ ثʦ نقʨم ʶʴǼاب الاحʱʺالات الأخȐʛ الآتॽة:

 
3

1

1 3 5 9
4

36 36 36 36i
i

P X P


       
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أو:                                                 9
4 3

36
P X F    

 
4

1

1 3 5 7 16
4

36 36 36 36 36i
i

P X P


        

أو:                                                 16
4 4

36
P X F    

   
3

1

1 3 5 27
3 1 3 1 1

36 36 36 36i
i

P X P X P


             
  

أو:                                  9 27
3 1 3 1

36 36
P X F       

   
2

1

1 3 32
3 1 3 1 1

36 36 36i
i

P X P X P


            
  

أو:                                 4 32
3 1 2 1

36 36
P X F       

 
4

3

5 7 12
2 5

36 36 36i
i

P X P


       

أو:                      16 4 12
2 5 4 2

36 36 36
P X F F        

     

     

     

25 1 24
2 5 5 1

36 36 36
16 1 15

2 5 4 1
36 36 36
25 4 21

2 5 5 2
36 36 36

P X F F

P X F F

P X F F

      

      

      

  

  وʧȞʺȄ تʺʽʲل تاǼع الʨʱزȄع الاحʱʺالي ǼالȞʷل الॽʰاني الآتي:
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): الȞʷل الॽʰاني لʱاǼع الʨʱزȄع 6-3الȞʷل ( F X  

  الʸʹقʠع: XتاǺع الʦʯزȂع الاحʸʯالي لʦʲʯʸل : خʦاص 3-4
 ʙʻع عȄزʨʱع الǼة تاʺॽʀ ـ إن  :ȑ؛ أʛفʸال ȑاوʶت  

   0 13 3F     
وذلʥ لأن:                           0F P X P        

لأن  F  ـʴʱʺال ʚأخـǽ ال أنʺʱل احʲʺǽ ائيʨـʷل العʨX  ȑأ ʧمـ ʛـه أصـغʺॽʀ
عـــʙد حॽʁقـــي معʢـــى، وهـــʚا مʶـــʽʴʱل؛ أȑ أنـــه ʲʺǽـــل احʱʺـــال حـــʙوث حـــادث مʶـــʽʴʱل، 

  وȃالʱالي:

  0P    
 ʙʻع عȄزʨʱع الǼة تاʺॽʀ ـ إن  :أنه ȑح؛ أॽʴʸال ʙاحʨال ȑاوʶت  

   1 14 3F     
                     وذلʥ لأن:       1F P X P        
لأن  F   ائيʨʷل العʨʴʱʺال ʚأخǽ ال أنʺʱل احʲʺǽX  ȑودة؛ أʙʴة مʺॽʀ ةǽأ

     :ȑ؛ أʙؗʕوث حادث مʙال حʺʱل احʲʺǽ أنه  1P    
ـ إن تاǼع الʨʱزȄع  F X ʴǽ:العلاقة Șق  

     0 1 0 1 15 3sF X P X x        
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ـان،  bو aـ إن تاǼع الʨʱزȄع هʨ تاǼع غʛʽ مʻʱـاقʟ؛ أȑ إذا ؗـان  أȑ عـʙديʧ حॽʁقʽـʧʽ وؗ
a b :فإن  

     16 3F a F b   
aأȑ إذا ؗان                                                     b   

         17 3P X a P X b F a F b       
  وȃالʱالي فإن:

     0 18 3F b F a    
ــــاǼع الʨʱزȄـــــع  ـــ إن تـ ــ ـ  0F X   ـــالات ــــʛاكʦ الاحʱʺــ ــــاتج عـــــʧ تـ ــــʖ دائʺـــــاً، لأنـــــه نـ مʨجـ

 if x.  
  ):7-3مʰال (

ǽعʰــــʛ عــــʧ مʳʺــــʨع  مʴʱــــʨل عʷــــʨائي Xنʛمــــي حʳــــȑʛ نــــʛد أرضــــاً، ونفــــʛض أن 
  ǽعʛّف Ǽالعلاقة: Xالعʙديʧ للʛʻديǼ ʧعʙ اسʱقʛارهʺا، أȑ أن 

 ,X i j i j   
 :ʘʽح, 1,2,3,4,5,6i j   

  الʺʻقʢع ثʦ دراسة خʨاصه. Xوالʺʢلʨب: ـ إʳǽاد جʙول الʨʱزȄع الاحʱʺالي لـ 
ـ رسʦ الȞʷل الॽʰاني لـ  if x.  

إʳǽاد تاǼع الʨʱزȄع ـ  if x.انيॽʰله الȞش ʦورس ،  
  ـ حʶاب الاحʱʺالات الآتॽة:

     
   

4 , 4 , 3 5

3 5 , 8 ,

P x P x P x

P x P x

   

  
  

  الʲل:
هي:                           Xـ إن فʹاء إمȞانات الȃʛʳʱة الʱي ʧȞʺǽ أن ǽأخʚها الʺʨʴʱل العʨʷائي  1

 2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12X   
ؗان: فإذا 8A x   فإنA :ȑاوʶǽ          2,6 , 3,5 , 4,4 , 5,3 , 6,2 ,A   
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الʱـي فاصـلʱها نʱـائج الʻـʛد الأول  وȃالʱالي فإنʻا نॽʢʱʶع إʳǽـاد جʺॽـع الʻʲائॽـات 
 ʛــــ ــــʙ أن عʻاصــ ـــاني، ومʻــــــه نʳــ ــــʛد الʲـــ ـــاو  ȑوتʛتʰʽهـــــا نʱــــــائج الʻــ ثʻائॽــــــة؛ أȑ:  36تʶـــ

  36N   :وهي  
           
     
   
     
   
   

1,1 , 1,2 , 1,3 , 1,4 , 1,5 , 1,6

2,1 , 2,2 ,........................., 2,6

3,1 ,..................................... 3,6

4,1 , 4,2 ,........................., 4,6

5,1 ,...................................., 5,6

6,1 , 6,2 ,.....

 

 ...................., 6,6

 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

  

، حʽــــiP :ʘوȃالʱــــالي نʶــــॽʢʱع إʳǽــــاد    i if x P X x   ــــادʺʱالاعǼ ʥوذلــــ
:ȑال؛ أʺʱللاح (ȑʙʽقلʱال) يȞॽالؔلاس ʅȄʛعʱعلى ال  

 الاحʸʯال =
 Aعʗد الʲالات الʸلائʸة لʲʯقȖ الʲادث 

 N  

ومʻه فإن:                                    
 

5
8

36

N A
P X

N
  


  

  وȃالأسلʨب نفʶه نॽʢʱʶع حʶاب الاحʱʺالات الأخȐʛ الʺॽʁॼʱة ؗʺا يلي:

      

       

         

           

              

                

1
2 2 1,1

36
2

3 3 1,2 2,1
36

3
4 4 2,2 1,3 , 3,1

36
4

5 5 1,4 2,3 , 3,2 , 4,1
36

5
6 6 1,5 , 2,4 , 3,3 , 4,2 , 5,1

36
6

7 7 1,6 , 2,5 , 3,4 , 4,3 , 5,2 , 6,1
36

f P X P

f P X P

f P X P

f P X P

f P X P

f P X P

     

     

     

     

     

     
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        

 

...................................................................................

...................................................................................

2
11 11 5,6 , 6,5

36

12 1

f P X P

f P X

     

      1
2 6,6

36
P    

  

الʙʳول اللاحȘ فʸʴʻل علـى جـʙول الʨʱزȄـع الاحʱʺـالي وʧȞʺȄ تʛتʖʽ الʱʻائج في 
  الʺʻقʢع: Xالآتي لـ 

11  10  9  8  7  6  5 4 3 2 1 i 

12 11  10  9  8  7  6  5 4 3 2 ix  

1

36
  

2

36
  

3

36
  

4

36
  

5

36
  

6

36
  

5

36
 

4

36
 

3

36
 

2

36
 

1

36
    i if x P X x  

36

36
  

35

36
  

33

36
  

30

36
  

26

36
  

21

36
  

15

36
  

10

36
  

6

36
  

3

36
  

1

36
   F X  

نلاحȎ أن   0if x :أن ʙʳʻة، فॽانʲاصة الʵة  للॼʶʻالǼ أما .  

   
11 11

1 1

1i i
i i

f x P X x
 

     

:ȑأ  
1 2 5 6 2 1 36

....... .... 1
36 36 36 36 36 36 36

         

ـ الȞʷل الॽʰاني لـ  2 f x:  

  
  )7-3الȞʷل (

ـ أما Ǽالॼʶʻة لʱاǼع الʨʱزȄع  3 F X :العلاقةǼ ʖʶʴॽɾ  
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    
s

s
x x

F X f x


  

ولقـــʙ تـــʦ وضـــع الʱʻـــائج فـــي الʳـــʙول الʶـــابȘ (الʶـــʛʢ الʛاǼـــع) وهـــʨ يʛســـʦ الʷـــȞل الॽʰـــاني 
  الآتي:

  

  )8-3الȞʷل (
4       :ȑاوʶʱالات فʺʱـ أما الاح                 6

4 4
36

P X F    

     

     

     

     

3
4 4 1 3

36
21 15

8 1 8 1 7 1
36 36

10 1 9
3 5 5 2

36 36 36
6 3 3

3 5 4 3
36 36 36

P X F F

P X P X F

P X F F

P X F F

    

        

      

      

  

ʚʻّyة للʦʲʯʸل العʦʵائي الʸʹقʠع:3-5 ʸال ʤॻɿال :  
، فــلا بــʙ مــʧ دراســة Ǽعــʠ الʺقــايX ʝॽعʻــʙما نؔــʨن أمــام تʨزȄــع احʱʺــالي لʺʴʱــʨل 

ذلـʥ فإنـه العʙدǽة الʱي تʺʜʽه عʧ غʛʽه مʧ الʺʨʴʱلات العʨʷائॽة الأخȐʛ، وȃالإضافة إلـى 
 ʦأهــ ʧــا. ومــʻأمام ȑʚــع الــȄزʨʱــل علــى وصــف ملامــح الʸʴن ʝॽه الʺقــايʚخــلال هــ ʧمــ
الʺقايʝॽ الʺʙʵʱʶمة للʜʽʽʺʱ بـʧʽ تʨزȄـع احʱʺـالي وآخـʛ مـʧ الʨʱزȄعـات الاحʱʺالॽـة، هـي: 
 ʝॽه الʺقـايʚح هـʛأتي على شʻوس ،ʛʣاʻʱال ʝॽمقاي ،ʗʱʷʱال ʝॽة، مقايȄʜ ʛؗʺال ʝॽالʺقاي

  على الʨʱالي.
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Ȃʚة:: م1- 5- 3 ʙؕʸال ʤॻɿال ʛॻقاي  
وتʰــʧّ̔ هــʚه الʺقــايॽɾ ʝॽʺــا إذا ؗــان لʁــʦॽ الʺʴʱــʨل العʷــʨائي نقʢــة مʨʱســʢة (ॽʀʺــة 

:ʝॽه الʺقايʚه ʧلها، ومʨع حʺʳʱل إلى الʨʴʱʺال ʦॽʀ عॽʺل جʽʺة) تȄʜ ʛؗم  
  : الʦʯقع الȂʙاضي:1- 1- 5- 3

مʨʴʱلاً عʨʷائॽاً مʻقʢعاً، قانʨن تʨزȄعه الاحʱʺالي  Xإذا ؗان  f x  اʻم، فإنʨمعل
ــــʨل  ــــ ـــ ــــ ـــــي للʺʴʱــــ ــــ ــــ ـــ ــع الȄʛاضـــ ــــ ــــ ــــ ـــ ــــʛّف الʨʱقــ ــــ ـــ ــــ ـــ   Xنعــــ ــــ ــــ ــــ ــــه بـــــ ــــ ــــ ــــ ــــʜ لـــ ــــ ـــ ــــ ونʛمــــ E x  أو  

Ǽالاحʱʺــالات الʺقابلــة لهــا؛ أǼ ،X  ȑأنــه مʳʺــʨع جــʙاءات ʀــʦॽ الʺʴʱــʨل العʷــʨائي xبـــ 
  أن:

       

   

   

1 1 2 2

1

1

.....

19 3

x n n

n

x i i
i

n

x i i
i

E X x f x x f x x f x

E X f x x

E X P x











       

  

   





  

Ȃʙقع الʦʯاص الʦاضي:خ  
إن الʨʱقع الȄʛاضي  E X  ائيʨʷل العʨʴʱʺللX :ةॽاص الآتʨʵالǼ ʜʽʺʱي  

1  ʗائي ثابʨʷل عʨʴʱʺاضي لȄʛقع الʨʱـ إن الc  ʗابʲال ȑاوʶǽc :ȑه؛ أʶنف  
 
   1 20 3

E c c

E c c c



   
  

cـ إن الʨʱقع الȄʛاضي لـ  2 X  :ȑاوʶǽ c E X:ȑ؛ أ  

     21 3E cX c E X    
  نعلʦ أن:
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   

       

   

i i
i

i i i i
i i

E X f x x

E c X f x cx c f x x

E c X c E X

 

    

  



   

Xـ إن الʨʱقع الȄʛاضي لـ  3 C  :ȑاوʶǽ E X C :ȑأ  

     22 3E X c E X c     
:ʖʱؔاضي نȄʛقع الʨʱال ʅȄʛتع ʖʶح  

     

       

   
   

1

i i
i

i i i
i i

E X c f x x c

E X c f x x c f x

E X c E X c

E X c E X c

   

    

   

  



   

aXـ الʨʱقع الȄʛاضي لʱاǼع خʢي  4 c :ȑاوʶǽ  
     

     

   

     

1

23 3

i i
i

i i i
i i

i i
i

E aX c ax c f x

E aX c ax f x c f x

E aX c a x f x c

E aX c aE X c

   

    

    

   



 


  

ـ الʨʱقع الȄʛاضي  5 E X  اضـيȄʛقع الʨʱلل E X  ـه؛ʶاضـي نفȄʛقـع الʨʱال ȑـاوʶǽ
:ȑأ  

     24 3E E X E X     

ن لأ E X  لʲم ʗد ثابʙع ʨهc.  
6 ʧʽʽائʨـــʷع ʧȄʛـــʽغʱع مʨـــʺʳʺاضـــي لȄʛقـــع الʨʱـ ال,Y X  ʧʽقعʨـــʱع الʨـــʺʳإلـــى م ȑـــاوʶǽ

:ȑهʺا، أʻلؔلٍ م ʧʽʽاضȄʛال  
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       25 3E X Y E X E Y     
7  ʧʽʽائʨـʷع ʧʽلʨʴʱاء مʙʳاضي لȄʛقع الʨʱـ ال,Y X  ʧʽقلʱـʶم ȑـاوʶǽ  قـعʨʱاضـيالȄʛال 

:ȑاني؛ أʲاضي للȄʛقع الʨʱالǼ ًاȃوʛʹللأول م  

       26 3E X Y E X E Y     
  غʛʽ مʱʶقلʧʽ، فإن: Yو Xأما إذا ؗان 

         cov , 27 3E X Y E X E Y X Y      
وʙȄعى الʜʳء  cov ,X Y .ًرسه لاحقاʙʻك، وسʛʱʷʺال  ʧايॼʱالǼ  

  ):8-3مʰال (

ـــة ( ــالعʨدة إلـــى الأمʲل )، الʺʢلـــʨب: إʳǽـــاد الʨʱقـــع الȄʛاضـــي 7)، وǼ1) ،(2) ،(3)ـ
  .Xللʺʨʴʱل العʨʷائي 

  الʲل:
) ʦال رقʲʺة للॼʶʻالǼ1 اضيȄʛقع الʨʱأن ال ʙʳن ،( E X :ȑاوʶǽ  

   
1 1

n n

i i i i
i i

E X x f x Px
 

     

 

 

1 3 5 7 9 11
1 2 3 4 5 6

36 36 36 36 36 36
4,47

E X

E X

           


  

ʦال رقʲʺة للॼʶʻالǼ )2 اضيȄʛقع الʨʱأن ال ʙʳن ،( E X :ȑاوʶǽ  

   

 

 

1

1 1 1
0 1 .2

4 2 4
1

n

i i
i

E X x f x

E X

E X



 

     





  

) ʦال رقʲʺة للॼʶʻالǼ3 اضيȄʛقع الʨʱأن ال ʙʳن ،( E X :ȑاوʶǽ  
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   

 
1

0 0,064 1 0,288 2 0,432 3 0,216 1,8

n

i i
i

E X x f x

E X


 

        

  

) ʦال رقʲʺة للॼʶʻالǼ7 اضيȄʛقع الʨʱأن ال ʙʳن ،( E X :ȑاوʶǽ  

   

 

 

1

1 2 3 4 5 6 2 1
2 3 4 5 6 7 ..... 11 12

36 36 36 36 36 36 36 36
7

n

i i
i

E X x f x

E X

E X



 

                




  

3 -5 -1 -2:Ȋॻسʦال :  
ʜ وʛȄمʜ له بـ  ʛؗʺʱال ʝॽمقاي ʧم ʛاس الآخॽʁʺال ʨهMe ةॽɿʸʻة الʺॽʁعى الʙȄو ،

ـــاوȐ عʻـــــʙها مʳʺـــــʨع  XوȄعـــــʛّف الʨســـــǼ Ȍॽأنـــــه الॽʁʺـــــة مـــــʀ ʧـــــX  ʦॽللʺʴʱـــــʨل  الʱـــــي يʶʱــ
 Xي Ǽعـʙها، أو Ǽʺعʻـى آخـʛ، إذا ؗـان الاحʱʺالات الʱي قʰلها مع مʨʺʳع الاحʱʺـالات الʱـ
مʨʴʱلاً عʨʷائॽاً مʻقʢعاً، قانʨن تʨزȄعه الاحʱʺالي  f X  Ȍॽسـʨم، فإن الʨمعلMe  ʨهـ

  الʱي تʴʱقȘ عʙʻها العلاقة الآتॽة: Xإحʦॽʀ Ȑʙ الʺʨʴʱل 

     28 3P X Me P X Me     
  ):9-3مʰال (

) ʦال رقʲʺدة للʨالعǼ7 و ʙل )، أوجʨʴʱʺال ȌॽسX.  
  الʲل:

  ǽعʢى ǼالȞʷل الآتي: Xإن جʙول الʨʱزȄع الاحʱʺالي للʺʨʴʱل 
12 11  10  9  8  7  6  5 4 3 2 ix  

1

36

2

36

3

36

4

36

5

36

6

36

5

36

4

36

3

36

2

36

1

36
   i if x P X x 

ــالي نʳــʙ أن الॽʁʺــة الʱــي Ȟǽــʨن مʳʺــʨع الاحʱʺــ ʱالȃإلــى و ȑــاوʶǽ لهــاʰــي قʱالات ال
ــالات الʱــــي Ǽعــــʙها هــــي  7Xمʳʺــــʨع الاحʱʺــ Ȍॽســــʨــــالي فــــإن الʱالȃ7، وMe  ȑ؛ أ

                                  :ʖʱؔ7نMe X   
  وهي تʴقȘ العلاقة:
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   
15 15

36 36

P X Me P X Me  


 

  ):10-3مʰال (

) ʦال رقʲʺدة للʨالعǼ2 لʨʴʱʺال Ȍॽوس ʙأوج ،(X.  
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  الʲل:
  ǽعʢى ǼالȞʷل الآتي: Xإن جʙول الʨʱزȄع الاحʱʺالي للʺʨʴʱل 

2 1 0 ix  

1

4
 

1

2
 

1

4
    i if x P X x  

1XنلاحȎ أنه عʙʻما  :ةॽالعلاقة الآت Șقʴʱت ،  
   

1 1

4 4

P X Me P X Me  


 

  ملاحʢة:
  في Ǽعʠ الʨʱزȄعات الʺʻقʢعة قʙ نʙʳ أن العلاقة:

   P X Me P X Me     
 Ȍॽسـʨه الʻʺقع ضǽ ًالاʳي مʢتعMe  Ȍॽسـʨـاب الʶʴل ʚئـʙʻـة، عʻʽـة معʢنق ʝॽولـ

ʜ الʺʳال ونعʛʰʱه الʨسȌॽ.نأخʚ م ʛؗ  
  ):11-3مʰال (

مʴʱــʨل عʷــʨائي ǽعhّــʛ عــʧ العــʙد الــȑʚ ســʤॽهX  ʛنʛمــي حʳــʛ نــʛد، ونفــʛض أن 
  على الʨجه العلȑʨ لʛʳʴ الʛʻد، والʺʢلʨب:

  .Xثʦ أوجʙ وسȌॽ الʺʨʴʱل  Xإʳǽاد قانʨن الʨʱزȄع الاحʱʺالي للʺʨʴʱل 
  الʲل:

  عʢى ǼالȞʷل الآتي:X ǽنلاحȎ أن جʙول الʨʱزȄع الاحʱʺالي للʺʨʴʱل 
6  5 4 3 2 1 ix  
1

6
 1

6
 1

6
 1

6
 1

6
 1

6
    i if x P X x  

نلاحــȎ أن الʨســȌॽ  مʸʴــʨر ضــʺʧ الʺʳــال  3,4  ʨهــ Ȍॽســʨــالي فــإن الʱالȃو ،
:ȑر؛ أʨؗʚʺال الʳʺال ʧʺض  
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3 4
3,5

2
Me


    

  : الʦʹʸال:3- 1- 5- 3
ʜ وʛȄمʜ له بـ  ʛؗʺʱال ʝॽمقاي ʧم ʛاس آخॽʁم ʨهMo  ʛـʲـة الأكʺॽʁأنـه الǼ فʛعـȄو

رȄـة، أمـا فـي الʨʱزȄعـات الاحʱʺالॽـة ॽɾعـʛف الʺʻـʨال Ǽأنـه الॽʁʺـة تʛؔاراً في الʨʱزȄعات الʛؔʱا
الʺʻقʢـــع، أو  Xالʺقابلـــة لأكʰـــʛ احʱʺـــال مʺȞـــʧ مـــʧ بـــʧʽ جʺॽـــع ʀـــʦॽ الʺʴʱـــʨل العʷـــʨائي 

مʴʱــʨلاً عʷــʨائॽاً مʻقʢعـاً، قــانʨن تʨزȄعــه الاحʱʺـالي معلــʨم، فــإن  ǼXʺعʻـى آخــʛ، إذا ؗـان 
  الʱي تʴقȘ العلاقة الآتॽة: Xهʨ إحʦॽʀ Ȑʙ الʺʨʴʱل العʨʷائي  Moالʺʨʻال 

   1 2: , ,....... ,...... 29 3i i n iMo x Max P P P P P    
  ):12-3مʰال (

Ǽالاسʱفادة مʧ بॽانات جʙول الʨʱزȄع الاحʱʺالي  f x  ائيʨـʷل العʨʴʱʺللX  فـي
) ʧʽالʲʺل 7) و(2الʨʴʱʺال الʨʻم ʙأوج ،(X.  

  الʲل:

) ʦــال رقــʲʺة للॼــʶʻالǼ2 ماʙــʻأنــه ع Ȏ1)، نلاحــx   فــإن  1

2
f x   ʛــʰأك ʨوهــ

1xاحʱʺال ǽقابل الॽʁʺة  :الي فإنʱالȃو ،  

1Mo x   

) ʦال رقʲʺة للॼʶʻالǼ7 ماʙʻأنه ع Ȏ7)، نلاحx   فـإن  6

36
f x   ʨوهـ ʛـʰأك

7xاحʱʺال ǽقابل الॽʁʺة  :الي فإنʱالȃو ،  

7Mo x   
  ملاحʢة:

ــع الȄʛاضــــي  قــــʙ نʸــــادف Ǽعــــʠ الʨʱزȄعــــات الاحʱʺالॽــــة الʱــــي يʶʱــــاوȐ فʽهــــا الʨʱقــ
 :ȑال؛ أʨʻʺوال Ȍॽسʨوال E x Me Mo  .ةʛʣاʻʱعات مȄزʨʱن الʨؔت ʚٍئʙʻوع  
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3-6: :ʕʯʵʯال ʛॻمقاي  
Ȅʜــــة، فعʻــــʙما  ʛؗʺــــه الʱʺॽʀ لʨــع حــــ تʰــــʧّ̔ هــــʚه الʺقــــايॽؗ ʝॽــــʅ تʱــــʨزّع نقــــاȋ الʨʱزȄــ

ـʜ نقـاȋ ؗـل مʻهʺـا حـʨل نقʢـة معʻʽـة مʲـل  ʛؗʱت ʧʽʽـالʺʱاح ʧʽعȄزʨادف تـʸ0نx   ـاʺؗ
:ʧʽʽالآت ʧʽلȞʷفي ال  

  
        ) ʦل رقȞʷ16ال ʦل رقȞʷ15()                    ال(  

 ȑأ ،ȑـــاو ــــ ـــ ــــʨزȄعʧʽ مʶʱــــ ــــ ـــ ــــʚيʧ الʱـــ ــــ ـــ ــــʨال هـــ ــــ ـــ ــــȌॽ ومʻــ ــــ ـــ ـــــع ووســـ ــــ ــــȎ أن تʨقـــــ ــــ ـــ نلاحــ
 E x Me Mo   ȋــار نقــاʷʱلأن ان ʥــابهان، وذلــʷʱم ʧʽعȄزʨــʱــي أن الʻعǽ ا لاʚوهــ

 ʝॽـʁـي تʱال ʝॽالʺقـاي ʛأشـه ʧلـف. ومـʱʵل مȞʷǼ ةȄʜ ʛؗʺة الʢقʻل الʨزع حʨʱهʺا لʻكلٍ م
ʛؗʺـــة الʢقʻال ʧــع عـــ ـــاȋ الʨʱزȄـ ـــʦ الانʴـــʛاف الʺॽɻـــارȑ، لʻـــا تʷـــʗʱ نق ـــايʧ ث ॼʱـ ال ʨـــة هـــȄʜ

  والعʜوم.
3 -6 -1:ʥايॺʯال :  

مʴʱــــʨلاً عʷــــʨائॽاً مʻقʢعــــاً قــــانʨن تʨزȄعــــه الاحʱʺــــالي  Xإذا ؗــــان  f x  قعــــهʨوت
ــــي  الȄʛاضـ E x لʨــــ ـــايʧ الʺʴʱـ ـــإن تॼــ ـــ  X، فــ ــــʜ لـــــه بـــ وʛȄمـ 2 xو ، أ 2D x  أو

 var x:ةॽالعلاقة الآتǼ لٍ عامȞʷǼ فʛّعǽ .  

     22 30 3x E x E x       
  ) ǼالȞʷل الآتي:30-3وتʖʱؔ العلاقة (

      22

1

n

i i
i

x f x x E x


     

  أو:



- 148  -  

     22

1

31 3
n

i i
i

x P x E x


      

  حالة خاصة:
ـــــان  ــــ ــــ ــــ ــــʨائॽاً  Xإذا ؗــ ــــ ـــ ــــ ــــʨلاً عʷــــ ــــ ـــ ــــ ــــة: مʴʱــــ ــــ ــــ ــــ ــــʦॽ الآتॽـــ ــــ ـــ ــــ ــــʚ الʁــــ ــــ ـــ ــــ ـــاً ǽأخــــ ــــ ــــ ـــ ــــ مʻقʢعـ

1 2 3, , ,......, ,.......,i nx x x x x :ʘــʽح ،ʖــʽتʛʱة مقابلــة لهــا علــى الȄــاوʶʱــالات مʺʱاحǼ ،

1 2 3 ...... .......i nP P P P P               :فإن ،
1

1
n

i
i

P n P


    

1وȃالʱالي فإن: 
P

n
.  

  ) ǼالȞʷل الآتي:31-3ومʻه تॼʸح العلاقة (

   

     

22

1

22

1

1

1
32 3

n

i
i

n

i
i

x x E x
n

x x E x
n









   

    




  

 :ʥايॺʯاص الʦخ  
ــــان تʨزȄعــــه الاحʱʺــــالي  Xإذا ؗـــان  مʴʱــــʨلاً عʷــــʨائॽاً مʻقʢعــــاً، وؗ f x  قعــــهʨوت

الȄʛاضي  E Xهʻايॼفإن ت ، 2 x :ةॽاص الآتʨʵالǼ عʱʺʱي  
1  ʗابʲد الʙالع ʧايॼـ تc :ȑأ ،ʛفʸال ȑاوʶǽ  

   2 0 33 3c    
2  ʧايॼـ إن تc X  ȑاوʶǽ 2 2c X:ȑأ ،  

   

   

     

22

1

22 2

1

2 2 2 34 3

n

i i
i

n

i i
i

c X c x c E x P

c X c P x E x

c X c x





 





       

     

   



  

3 ʧايॼـ إن تX c  ȑاوʶǽ 2 x:ȑ؛ أ  
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     

   

       

22

1

22

1

22 2

1

35 3

n

i i
i

n

i i
i

n

i i
i

X c P x c E X c

X c P x c E X c

X c P x E X X





 







      

     

      








  

4 ʧايॼـ إن تaX c  ȑاوʶǽ 2 2a X:ȑ؛ أ  

      

   

   

     

22

1

22

1

22 2

1

2 2 2 36 3

n

i i
i

n

i i
i

n

i i
i

aX c P ax c E a X c

aX c P ax c aE X c

aX c a P x E X

aX c a X







 







      

     

    

  







  

  ):1-3نȂʙʢة (
ـان تʨقعــه الȄʛاضـي  Xإذا ؗـان  مʴʱــʨلاً عʷـʨائॽاً مʻقʢعــاً، وؗ E x  مــاً، فــإنʨمعل
  ʶǽاوX :ȑتॼايʧ الʺʨʴʱل 

       222 37 3x E x E x       

  الʙʮهان:
  لʙيʻا:

   

     

         

       

22

22 2

22 2

22 2

2

2

38 3

X E X E X

X E X E X X E X

X E X E X E X E X

X E X E X









   
        

      

    

  

حʘʽ أن:                                              
1

n

i i
i

E X Px


  

 2 2

1

n

i i
i

E X Px


  
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  ) ȞʷǼل واسع لʶهʨلة إʳǽاد ʦॽʀ حʙودها.38-3وتʙʵʱʶم العلاقة (
3 -6 -2:ȏارॻɹʸاف الʙʲالان :  

ʜ للانʴــʛاف الʺॽɻــارȑ بـــ وʛȄمــ X  ʧــايॼʱلل ʖجــʨʺر الʚــʳأنــه الǼ فʛّعــȄو
 
2
X  ʨوهــ

عʧ تʨقعه الȄʛاضي  ʝॽʁǽX تʦॽʀ ʗʱʷ الʺʨʴʱل  E X:ةॽالعلاقة الآتǼ هʻع ʛʰعȄو ،  
   

     

2

2
39 3i

X X

X x E X

 





    

  

  ʧ نفʶها مع الانॼʱاه إلى عʺلॽة الʚʳر.وله خʨاص الॼʱاي
  ):12-3مʰال (

) ʦرقــ ʧʽــالʲʺــات الॽʢدة إلــى معʨــالعǼ2)3) و ȑــارॽɻʺاف الʛــʴوالان ʧــايॼʱال ʙأوجــ ،(
  .Xللʺʨʴʱل 

  الʲل:

)، نʙʳ أن:   Ǽ3-2الॼʶʻة للʺʲال (      22

1

n

i i
i

X f x x E x


     

وȃʺا أن:   1E x  :ʙʳن  

       2 2 22 1 1 1
0 1 1 1 2 1 0,5

4 2 4
X         

 ȑارॽɻʺاف الʛʴه فإن الانʻوم X :ȑاوʶǽ  0,5 0,71X    
  وʧȞʺȄ إʳǽاد الॼʱايʧ بȘʽʰʢʱ العلاقة:

     

   

22 2

2 2 2

1 1

n n

i i i i
i i

X E X E X

E X PX f x x



 

    

   
  

       2 2 22 1 1 1 3
0 1 2 1.5

4 2 4 2
E X       

            :ʙʳʻف ʧايॼʱض في علاقة الʨنع   22 1,5 1 0,5X     
                ومʻه:  0,5 0,71X     
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  )، نʙʳ أن:Ǽ3-3الॼʶʻة للʺʲال (

     

   

       
 

222

2 2

1

2 2 2 22

2

0 0,064 1 0,288 2 0,432 3 0,216

3,96

n

i i
i

X E x E X

E X x f x

E X

E X





    



       



  

نعʨض في علاقة الॼʱايʧ مع العلʦ أن:   1,8E X  :ʙʳن  

   22 3,96 1,8 0,72X     
ومʻه فإن  X        :ȑاوʶǽ             0,72 0,85X    

  : العʚوم:3-7
  وتقʦʶ العʜوم إلى نʨعʧʽ، هʺا:

  ـ العʚوم الابʗʯائॻة: 1
حـــʨل الʺʰـــʙأ  SXمʴʱـــʨلاً عʷـــʨائॽاً مʻقʢعـــاً، فـــإن الॽʁʺـــة الʺʨʱقعـــة لــــ Xإذا ؗـــان 

لʺقـʙار: ، أو Ǽʺعʻى آخـʛ، يـʙعى اSتʙعى العʜم الابʙʱائي مʧ الʺʛتॼة  SE X  مʜـالعǼ

ـــة  Xالابʱـــʙائي للʺʴʱـــʨل  ॼتʛʺال ʧمـــS ـــةॼتʛʺال ʧائي مـــʙـــ ʱم الابʜللعـــ ʜمـــʛȄو ،S  لʨـــʴʱʺلل
ǼالʛمX  ʜالعʨʷائي  S X ʜمʛم الʙʵʱʶف نʨاراً سʸʱواخ ،S:العلاقةǼ ىʢعȄو ،  

   

   
1 1

40 3

41 3

S
S

n n
S S

S i i i i
i i

E X

x f x x P




 

 

     
  

00وهʚȞا نʙʳ عʙʻما:                                      1S     

 1
1

1

1
n

i i
i

S x P E X


      

مــــʧ الʺʛتॼــــة الأولــــى ʶǽــــاوȑ الʨʱقــــع  Xأȑ أن العــــʜم الابʱــــʙائي للʺʴʱــــʨل  E x 
:ʛʰʱف نعʨالي سʱالȃو  
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  1
1

n

i i
i

E X x P


    

2sوعʙʻما    :2فإن
2

1

n

i i
i

x P


   

  وهʨ العʜم الابʙʱائي مʧ الʺʛتॼة الʲانॽة.
Ȃʚة: 2 ʙؕʸوم الʚـ الع  

 ʜمʛـــال ـــــة Ǽـــ Ȅʜـ ʛؗʺوم الʜــــ ــــʜ للعــ وʛȄمــ SM X  ًــــارا ــــʜوم SMواخʸʱــ ــــي العــ ، وهــ
ʜ ʛؗة إلى مȃʨʶʻʺقع  الʨʱإلى ال ȑل أʨʴʱʺال E X  ةʻʽة معʢة إلى نقȃʨʶʻأو مc.  

ــــان قــــانʨن تʨزȄعــــه الاحʱʺــــالي  Xإذا ؗــــان  مʴʱــــʨلاً عʷــــʨائॽاً وؗ f X قعــــهʨوت ،
الȄʛاضــي  E X ارʙفــإن الʺقــ ، S

E X c ــالعǼ عىʙــة مــا يــʢل نقʨحــ ȑʜــ ʛؗʺم الʜ
  ، وȄعʢى Ǽالعلاقة الآتॽة:cمʲل 

     42 3
s

SM x E X c    

  
1

n
s

S i i
i

M f x x c


   

ȑʜ للʺʨʴʱل  ʛؗʺم الʜأما العX  ةॼتʛʺال ʧمS  قعʨʱل الʨح E X :ȑاوʶॽɾ  

   

      1
1

43 3

s

S

n
s

S i i
i

M X E X E X

M X f x x 


   

  
  

  وهʚȞا نʙʳ عʙʻما:

       

0

1

2 22 2
2

0 1

1 0

2

S M

S M

S M E X E X X E X E X

  

  

            

  

ȑʜ للʺʨʴʱل  ʛؗʺم الʜأن الع ȑأX :الي فإنʱالȃو ،ʧايॼʱال ʨة هॽانʲة الॼتʛʺال ʧم  

   2 2
2 1 44 3X      

:ʘʽح  
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 

 

2 2
2

1

1
1

n

i i
i

n

i i
i

E X x P

E X x P









  

  




  

3Sوعʙʻما   :فإن  

 

     

3

3

2 33 2
3

3

3 3

S M E X E X

M E X E X X E X X E X

     
             

  

:ʙʳقع والإصلاح، نʨʱإدخال إشارة الȃو  

       
 

2 33
3

3
3 3 1 2 1

3 2

3 2 45 3

M E X E X E X E X

M    

   

    
  

ʚلʥ نʙʳ أن:   وؗ

 2 4
4 4 3 1 2 1 14 6 3 46 3M              

.Ȑʛوم الأخʜة العॽʁǼ ابʶح ʧȞʺǽ هʶب نفʨالأسلȃو  
  ):13-3مʰال (

مʨʴʱلاً عʷـʨائॽاً ǽعʰـʛ عـʧ عـʙد الʸـʨر الʱـي  Xنلقي قʢعʧʽʱ نقʙيʧʽʱ. ولʻفʛʱض أن     
تʤهʛ، فإن قانʨن تʨزȄعه الاحʱʺالي  f X :ول الآتيʙʳالǼ ىʢمع  

2 1 0 X 

1

4
 

1

2
 

1

4
    i if x f X x  

  والʺʢلʨب:
  .S= 0, 1 , 2, 3, 4حS  :ʘʽـ إʳǽاد العʜوم الابʙʱائॽة مʧ الʺʛتॼة  1
Ȅʜة مʧ ا 2 ʛؗʺوم الʜاد العʳǽة ـ إॼتʛʺلS  :ʘʽحS= 0, 1 , 2, 3, 4.  

  الʲل:

1

n
S

S i i
i

x P


   
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 

   

   

   

0
1

1

2 2

2

3 3

3

4 4

4

0 1

1 1 1
1 0 1 2 1 1

4 2 4
1 1 1

2 0 1 2 1,5
4 2 4
1 1 1

3 0 1 2 2,5
4 2 4
1 1 1

4 0 1 2 4,5
4 2 4

n

i
i

S P

S E x

S

S

S













   

          

        

        

        



  

ǽ ȑʜعʢى Ǽالعلاقة:    2 ʛؗʺم الʜـ إن الع   1
1

n
S

S i i
i

M X P x 


   

0
1

1
1 1

0 1

1 1 1 1 0

n

i
i

n n

i i i
i i

S M P

S M P x P



 

   

        



 
  

   
 

 

22 2
2 2 1

33
3 3 1 2 1

2 4
4 4 3 1 2 1 1

4

4

2 1,5 1 0,5 0,5

3 3 2 2,5 3 1 1,5 2 1 0

4 4 6 3

4,5 4 2,5 1 6 1,5 1 3 1 0,5

S M x

S M

S M

M

  

   

     

        

           

       

         

  

  نʱॻʯة:
ʱوم الابʜا علــــى العــــʻلʨــــʸأن ح Ȏوم نلاحــــʜا علــــى العــــʻلʨــــʸإلــــى ح ȑدʕــــة يــــॽائʙ

Ȅʜــة، وأن اســʙʵʱام العــʜوم ʷǼــȞل عــام ʻʻȞّʺǽــا مــʧ الʸʴــʨل علــى الʨʱقــع الȄʛاضــي  ʛؗʺال
والॼʱايʧ والانʛʴاف الʺॽɻارȑ، ومʧ ثʦ على مقايʝॽ الʻʱاʛʣ الʱـي سـʨف نʷـʛحها لاحقـاً، 

لــى ولؔــي نʸʴــل علــى العــʜوم الابʙʱائॽــة ȄʛʢǼقــة ســهلة وواضــʴة لابــʙ مــʧ الاعʱʺــاد ع
  الʱاǼع الʺʨلʙ للعʜوم.
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  : الʯاǺع الʦʸلʗ للعʚوم:3-8
ــان  Xإذا ؗــان  مʴʱــʨلاً عʷــʨائॽاً مʻقʢعــاً، وؗ f x  ــالي فــإنʺʱعــه الاحȄزʨن تʨقــان

الʱاǼع الʺʨلʙ للعʜوم ونʛمʜ له بـ  x t :ةॽالعلاقة الآتǼ ىʢعǽ  

   47 3tx
x t E e      

 ʘʽحt :ه فإنʻقي ما، ومॽʁل حʨʴʱم  

   48 3itx
x i

i

t e P     

  يǼ ʛʷʻالȞʷل الآتي:  txeوȃʺا أن الʱاǼع 

 

         

2 2 3 3 4 4

2 3 4

2 3 4

1 .....
2! 3! 4!

1 ....
2! 3! 4!

x

x

x t x t x t
t E xt

E x E x E x
t t E x t t t





 
      

 

      

  

  وحʘʽ أن:
       2 3 4

1 2 3 4, , ,

....................................................

E x E x E x E x        

ومʻه نʙʳ أن:      2 3 42 3 4
11 ....

2! 3! 4!x t t t t t
              

  وȃالʱالي فإن:

   
0 0

49 3
! !

S
SS S

x
S S

t
t t

s s

 
 

 


     

  .SوʚȃلʻʻȞʺǽ ʥا أن نʵʱʶلʟ مʧ هʚه العلاقة جʺॽع العʜوم مʧ الʺʛتॼة 
  ):14-3مʰال (

ـان قـانʨن تʨزȄعـه الاحʱʺـالي مʻʽʰـاً ؗʺـا فـي  Xإذا ؗان  مʨʴʱلاً عʨʷائॽاً مʻقʢعـاً، وؗ
  الʙʳول الآتي:

  
  



- 156  -  

1 -1 X 

1

2
 1

2
  iP X x 

  والʺʢلʨب:
ـ إʳǽاد الʱاǼع الʺʨلʙ للعʜوم 1 x t.  
2 .ȑارॽɻʺاف الʛʴوالان ʧايॼʱاضي والȄʛقع الʨʱاد الʳǽـ إ  

  الʲل:
ـ إن الʱاǼع الʺʨلʙ للعʜوم 1 x t :العلاقةǼ ىʢعǽ  

 

 

   

 

 

2 3 4 2 3 4

2 4 6

1 1

2 2 2
1

2

1
1 ... 1 ...

2 2! 3! 4! 2! 3! 4!

1 ...
2! 4! 6!

itxtx
x i

i

t t
t t

x

t t
x

x

x

t E e e P

e e
t e e

t e e

t t t t t t
t t t

t t t
t
















    


    

 

    
               

    
  

      
  



  

  وȃالʺقارنة مع العلاقة الآتॽة:

  2 3 42 3 4
11 ....

2! 3! 4!x t t t t t
              

  نʙʳ أن:
0 1

2 3

4 5

6

1 , 0

1 , 0

1 , 0

1

.................................

 
 
 


 

 

 



  

  ومʻه نʱʻʱʶج أن:
S ȑدʛ0 ف

1
s

s







 

S زوجي 
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ـ الʨʱقع الȄʛاضي  2 E X                      :  1 0E X    
  

ʱال ʧايॼ 2 X                                 : 2 2
2 1X     

    2 1 0 1 1X X       

  : مقايʛॻ الʯʹاʙʡ والʠʯاول:3-9
ــا إذا ؗــــان الʨʱزȄـــع مʻʱـــاʛʣاً أو مʱʺــــاثلاً Ǽالʶʻـــॼة لʻقʢــــة  تʰـــʧʽ هـــʚه الʺقــــايॽɾ ʝॽʺـ

ॽال ʨʴاً نȄʨʱة، أو أنه ملʻʽمع ʛʣـاʻʱـاس الॽʁم :ʝॽه الʺقـايʚهـ ʛأشـه ʧار. ومʶॽأو ال ʧʽʺ
  والالʨʱاء، ومقايʝॽ الʱفʡʛح.

  : مقايʛॻ الʯʹاʙʡ والالʦʯاء:1- 9- 3
إن الأشȞال الॽʰانॽة الʱي نʸʴل علʽها عʙʻ تʺʽʲل الʨʱزȄعات الاحʱʺالॽة قʙ تʨؔن 

ر، ؗʺا في مʻʱاʛʣة Ǽالॼʶʻة لʻقʢة معʻʽة، وقʙ تʨؔن ملȄʨʱة نʨʴ الʧʽʺॽ أو نʨʴ الʶॽا
  الأشȞال الآتॽة:

  
   aغʛʽ مʻʱاʛʣ ومʛʴʻف نʨʴ الʧʽʺॽ               مʻʱاǼ ʛʣالॼʶʻة للʻقʢة         

  
  غʛʽ مʻʱاʛʣ وملʨٍʱ نʨʴ الʶॽار 

) ʦل رقȞʷ10-3ال(  
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Ǽالॼʶʻة لʻقʢة معʻʽة  Xوفي حال تʻاʛʣ الȞʷل الॽʰاني للʨʱزȄع الاحʱʺالي لʺʨʴʱل      
ʜ الʨʱزȄع؛ أȑ تȘʰʢʻ على الʨʱقع (نقʢة الʻʱاʛʣ)، فإن نق ʛؗعلى م Șʰʢʻت ʛʣاʻʱة الʢ

الȄʛاضي للʨʱزȄع، لʚلʥ عʙʻما نʙرس تʻاʛʣ تʨزȄع ما، فإنʻا نʙرسه Ǽالॼʶʻة للʨʱقع 
الȄʛاضي  E x :الآتي ʅȄʛعʱل إلى الʸن ʥلʚȃع، وȄزʨʱلل  

ان قانʨن تʨزȄعه الاحX ʱإذا ؗان  ʺالي مʨʴʱلاً عʨʷائॽاً، وؗ f x  قعهʨوت
الȄʛاضي  E x  لʨʴʱʺع الȄزʨفإن ت ،X  ةॼʶʻالǼ ًاʛʣاʻʱن مʨȞǽ  

لـ  E x :الآتي ȋʛʷال Șقʴإذا ت  

     50 3P x x P x x x R          
  ):2- 3نȂʙʢة (

، فإن جʺॽع العʜوم ʨقع الȄʛاضي مʻʱاʛʣاً Ǽالॼʶʻة للX ʱإذا ؗان قانʨن تʨزȄع 
:ȑومة؛ أʙن معʨؔة تǽدʛالف ʖاتʛʺال ʧة مȄʜ ʛؗʺال  

 2 1 0 0,1,2,3,..... 51 3iM i      
أمــا إذا ؗــان قــانʨن الʨʱزȄــع غʽــʛ مʻʱــاʛʣ فــإن تلــʥ العــʜوم الفʛدǽــة تʶــʙʵʱم لॽʁــاس 

  الإلʨʱاء.
ــــى  ــــة الأولـ ــــʧ الʙرجـ ــــȑʜ مـ ـ ʛؗʺم الʜــــ ــــار أن العـ ــــاً؛ أȑ وȃاعॼʱـ ــــفʛ دائʺـ ـــاوȑ الʸـ ʶǽــ

1 0M  ــارॽʱاخ ʦʱʽســ ʥلʚ3، لــM  لʨــʴʱʺلل ȑʛʣــاʻʱاقــع الʨراســة الʙلX  قــعʨʱة للॼــʶʻالǼ
الȄʛاضي  E X:العلاقةǼ اءʨʱى معامل الالʢعȄو ،  

 
   3

3
52 3

M x
K

x
   

، وʴʱȄــʙد ذلــʥ حʶــX ʖلالʱــʨاء لॽʁــاس واقــع الʻʱــاʛʣ لʨʱزȄــع الʺʴʱــʨل وʶȄــʙʵʱم معامــل ا
  :Kالॽʁʺة الʱي سॽأخʚها 

0Kفإذا ؗان   لʨʴʱʺع الȄزʨفإن تX اضيȄʛقع الʨʱة للॼʶʻالǼ ًاʛʣاʻʱن مʨȞǽ E x.  
0KوȂذا ؗان   ـʴʱʺـع الȄزʨل فـإن تʨX  ـةʺॽʀ لʺـا ازدادت Ȟǽـʨن ملȄʨʱـاً نʴـʨ الॽʺـʧʽ، وؗ

K .ʛʲاء أكʨʱؗلʺا ازداد الال  
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0KوȂذا ؗان  لʨʴʱʺع الȄزʨفإن تX  ـةʺॽʀ تʙعـʱلʺـا اب  ʨȞǽKن ملȄʨʱاً نʨʴ الʶॽـار، وؗ
لʺا ازدادت ॽʀʺة    ؗلʺا ازداد الالʨʱاء. Kعʧ الʸفʛ، ؗلʺا ازداد الالʨʱاء أكʛʲ، وؗ

  وʧȞʺȄ بॽان ذلǼ ʥالأشȞال الॽʰانॽة الآتॽة:

    
             ʧʽʺॽال ȑʨʴن ȑʨʱمل                           ʛʣاʻʱم  

  
  ملȑʨʱ نʨʴ الʶॽار

) ʦل رقȞʷ11-3ال(  

  ):15-3مʰال (

  .X)، ادرس الʨاقع الʻʱاȑʛʣ لʨʱزȄع الʺʨʴʱل Ǽ14اسʙʵʱام معॽʢات الʺʲال (
  الʲل:

نȘʰʢ العلاقة:                                            
 

3
3

M x
K

x
  

لʚلʥ نقʨم ʶʴǼاب  
3

3,x M        :أن ʙʳʻف  

                              3
3 3 1 2 13 2M         

3 0 3 0 1 2 0 0M         

                               ومʻه نʙʳ أن:              
3

0
0K


   

  مʻʱاǼ ʛʣالॼʶʻة للʨʱقع الȄʛاضي: Xوȃالʱالي فإن تʨزȄع الʺʨʴʱل 
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   0E x    

  : مقايʛॻ الʠʯاول:3-9-2
يʱعلـǼ Șʺقـʙار تʷـʗʱ الʁـʦॽ حـʨل  Xإن الȞʷل الॽʰاني الȑʚ يʛسʺه تʨزȄع الʺʴʱـʨل 

 ʛʺال ʝॽــــاد معامــــل الʺقــــايʳǽــــة لإॽوجʜال ʖاتــــʛʺال ʧــــة مــــȄʜ ʛؗʺوم الʜم العــــʙʵʱــــʶــــة، وتȄʜؗ
ȑʜ مʧ الʺʛتॼة الʲانॽة هʨ الॼʱايʧ، لʚلʥ نʶـʙʵʱم العـʜم  ʛؗʺم الʜار أن العॼʱاعȃح، وʡʛفʱال

 ʜمʛـــالǼ ـــاولʢʱح أو الʡʛفـــʱلʺعامـــل ال ʜمـــʛȄعـــة، وǼاʛـــة الॼتʛʺال ʧمـــ ȑʜـــ ʛؗʺالL  ـــىʢعȄو
  Ǽالعلاقة الآتॽة:

 4
4

53 3
M

L


   

  فإذا ؗان:
3Lـ    لʨʴʱʺع الȄزʨفإن تX .ًاॽɻॽʰʡ ًعاȄزʨن تʨȞǽ  
3Lـ    لʨʴʱʺع الȄزʨفإن تX .ًاولاʢʱن مʨȞǽ  
3Lـ    لʨʴʱʺع الȄزʨفإن تX .ًاʢʶॼʻن مʨȞǽ  

  تॽة:وʧȞʺȄ بॽان ذلǼ ʥالأشȞال الॽʰانॽة الآ

  
 Ȍʶॼʻع مȄزʨʱعي      الॽʰʡ عȄزʨʱال      

    

  
  الʨʱزȄع مʢʱاول

) ʦل رقȞʷ12-3ال(  
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  تȂʙʸʹات
مʴʱـʨلاً عʷـʨائॽاً ǽعʰـʛ عـʧ عـʙد  Xـ نلقي قʢعة نقʨد أرȃع مـʛات مʱʱالॽـة، ولʻفـʛض أن  1

مʛات ʣهʨر الʷعار، والʺʢلʨب: إʳǽاد جʙول الʨʱزȄع الاحʱʺالي للʺʨʴʱل العʷـʨائي 
XعǼاد تاʳǽإ ʦع  . ثȄزʨʱال F x.  

ـــابॽح ؗهȃʛائॽـــــة، مʻهـــــا  10ـ صـــــʙʻوق ॽɾـــــه  2 ـــار  3مʸـ ـــاقي جʽـــــʙة. نʱʵــ معȃʨʢــــة، والॼــ
مʴʱـʨلاً عʷـʨائॽاً ǽعhّـʛ عـX  ʧمॼʸاحʧʽ مʧ الʙʻʸوق ȞʷǼل عʨʷائي، ولʻفـʛض أن 

  عʙد الʺʸابॽح الʙʽʳة في العʻʽة، والʺʢلʨب:
ـ تعʧʽʽ فʹاء إمȞانات العʻʽة  1 .  
، أX ȑـ إʳǽاد جʙول الʨʱزȄع الاحʱʺالي للʺʨʴʱل العʨʷائي  2 f x  
ـ إʳǽاد تاǼع الʨʱزȄع  3 F x.  
ـ ارسʦ الȞʷل الॽʰاني لـ  4 f x و F x.  
  .Xوتॼايʧ ـ إʳǽاد تʨقع  5
  ـ إʳǽاد الʨسȌॽ والʺʨʻال. 6

3  Șلʢل  5ـ نʳـʶف، نʙها الهʽف ʖʽʸة نʛف، وفي ؗل مʙلقات على هʡ3  فـإذا ،ȋنقـا
 ȑــاوʶǽ ةʛف فــي ؗــل مــʙة الهــǼــال إصــاʺʱأن اح ʗض أن 0.4علʺــʛفــʻول .X  ًلاʨــʴʱم

  عʨʷائॽاً ǽعʛّh عʧ عʙد الإصاǼات، فالʺʢلʨب:
  ، ورسʦ شȞله الॽʰاني.Xـ إʳǽاد جʙول الʨʱزȄع الاحʱʺالي لـ  1

ـ إʳǽاد تاǼع الʨʱزȄع  2 F x.  
3  ʧايॼقع وتʨاد تʳǽـ إX .الʨʻʺوال Ȍॽسʨال ʦث  
  ـ إʳǽاد احʱʺال الإصاǼة ʢǼلقة واحʙة على الأقل. 4
5 .ȑʛʣاʻʱـ دارسة واقعه ال  

ض أنʻا ʛؗرنا ، ولʻفʛ 6أو  4لʴادث ʣهʨر أحʙ الʛقʺA  ʧʽـ نلقي حʛʳ نʛد، ونʛمʜ بـ  4
مʴʱــʨلاً عʷــʨائॽاً ǽعhّــʛ عــʧ عــʙد مــʛات تؔــʛار  Xالȃʛʳʱــة خʺــʝ مــʛات، ولʻفــʛض أن 

  الȃʛʳʱة، والʺʢلʨب:
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  ، ورسʦ شȞله الॽʰاني.Xـ إʳǽاد جʙول الʨʱزȄع الاحʱʺالي لـ  1
ـ إʳǽاد تاǼع الʨʱزȄع  2 F x .ورسʺه  
  ـ حʶاب احʱʺال: 3

     3 , 3 , 2 4P x P x P x     
  .ـ إʳǽاد الʱاǼع الʺʨلʙ للعʜوم  4
5 .ʧايॼʱاضي والȄʛقع الʨʱاد الʳǽـ إ  
6 .ȑʛʣاʻʱـ دراسة واقعه ال  

ʡـــلاب وʷȃـــȞل عʷـــʨائي  ʡ3الॼـــات نʶـــʖʴ عʻʽـــة ʳʴǼـــʡ8  ʦـــلاب و 4ـ لʻʳـــة فʽهـــا  5
ǽعʛّh عʧ  مʨʴʱل عʨʷائي XلʽȞʷʱل رئʝॽ للʻʳة ومʶاعʙيʧ اثʧʽʻ له. ولʻفʛض أن 

  عʙد الʢالॼات في العʻʽة، . إذا علʺʗ أن الʖʴʶ جȐʛ بʙون إعادة، والʺʢلʨب:
1  ʧايॼقع وتʨاد تʳǽـ إX.  
  ـ إʳǽاد معامل الʻʱاʛʣ ومعامل الالʨʱاء. 2
ـ إʳǽاد تاǼع الʨʱزȄع  3 F x .ورسʺه  
  .ـ إʳǽاد الʱاǼع الʺʨلʙ للعʜوم  4
  ـ حʶاب احʱʺال أن تȑʨʴ العʻʽة ʡالʧʽʰ على الأقل. 5
  ـ حʶاب احʱʺال أن تȑʨʴ العʻʽة ثلاث ʡالॼات. 6
  ـ حʶاب احʱʺال أن تȑʨʴ العʻʽة ثلاثة ʡلاب. 7
8 .ʧʽʰالʡ اً أوʙاً واحॼالʡ ةʻʽالع ȑʨʴال أن تʺʱاب احʶـ ح  

ة سـʨرȄة فـي الʽـʨم (إذا لʽـʛ  500ـ Ǽائع مʤلات واॽʀـة مـʧ الأمʢـار، ʶȞǽـʖ هـʚا الॼـائع  6
 ʛʶʵǽ اً فإنهʶʺʷم ʨʳذا ؗان الȂت، وʛʢ10أم  ʨب مـا هـʨلʢʺم)، والʨʽات في الʛʽل

 ȑاوʶǽ ʛʢʺل الʨʢال هʺʱه إذا ؗان احʴȃقع رʨ0.4ت.  
ـ إذا ؗان جʙول الʨʱزȄع الاحʱʺالي  7 f x :ول الآتيʙʳالǼ ىʢمع  
  

30 - 20 - 10 - X 
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1

2
 

3

10
 

1

5
  iP X x 

والʺʢلʨب إʳǽاد:        23 2, , ,E x E X E x E x E x    

  مʨʴʱلاً عʨʷائॽاً تʨزȄعه الاحʱʺالي معʢى Ǽالʙʳول الآتي: Xـ إذا ؗان  8
8 5 2 1 - X 

0,1 0,2 a 0,3  f x 

  والʺʢلʨب:
1  ʗابʲة الʺॽʀ ادʳǽـ إa.  
2  ʧايॼقع وتʨاد تʳǽـ إX.  
  ـ حʶاب الاحʱʺالات الآتॽة:  3

       9 , 0 5 , 0 , 2P X P X P X P X     .  
ـــ ـ ر  9 ــــ ـــــا بـ ــ ــــإذا رمʜن ـــ ـــاً، ف ـــ ــــʛد أرضـ ـــ ــــʛ ن ــــا حʳـــ ـــ ʻʽمX  ،ʛــــ ــــʤǽ ȑʚهـــ ـــ ــــʙد ال ــعف العـــ ــــ   لʹـ

) علـــى 3) علـــى ʣهـــʨر عـــʙد فـــʛدȑ، وتـــʙل (1، حʽـــʘ تـــʙل (3و 1للعـــʙديY  ʧوȃــــ 
ʣهʨر عʙد زوجي، والʺʢلʨب: حـʙد قـانʨن الʨʱزȄـع والʨʱقـع الȄʛاضـي والॼʱـايʧ لؔـل 

مʧ الʨʱزȄعات الآتॽة:  , ,X Y Y X.  
لʦॽ ونʹــال علــى أن ǽقــʨم نʹــال Ǽــإʡلاق ثــلاث ʡلقــات علــى هــʙف، وأن ـ اتفــȘ ســ 10

  يʙفع سلʦॽ إلى نʹال الʺॼالغ الآتॽة:
  لʛʽة سʨرȄة إذا أصاب الهʙف ʢǼلقʧʽʱ فقȌ. 200ـ 
  لʛʽة سʨرȄة إذا أصاب الهʙف بʲلاث ʡلقات. 200ـ 

 ʦॽـــلʶفع لʙف يـــʨلقـــة فـــإن نʹـــال ســـʡ ـــةǽأǼ فʙالهـــ ʖـــʸǽ ʦة  200ــــ أمـــا إذا لـــʛـــʽل
  سʨرȄة.

 ʦॽلʶفع لʙف يʨلقة فإن نʹال سʢǼ فʙة. 100ـ أما إذا أصاب الهȄرʨة سʛʽل  
) ȑــاوʶǽ لقــةʡ ف لؔــلʙة الهــǼــال إصــاʺʱأن اح ʗض أن 0.5فــإذا علʺــʛفــʻول ،(X 

  مʨʴʱلاً عʨʷائॽاً ǽعʛّh عʧ عʙد الإصاǼات، والʺʢلʨب:
  ـ إʳǽاد الʨʱقع الȄʛاضي لʺا ʸʴǽل علॽه سلʦॽ ونʹال مʧ الʺॼالغ الʺالॽة. 1
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  إʳǽاد الʨʱقع الȄʛاضي لعʙد الإصاǼات. ـ 2
  .Xـ ادرس الʨاقع الʻʱاȑʛʣ لـ  3

ـ اتفــȘ ســامي وزȄــاد علــى أن ǽقــʨم سـامي ʶǼــʖʴ ثــلاث أوراق مــʧ ثــلاث مʨʺʳعــات  11
ورقة، إذا ʳǽـʖ أن يـʙفع زȄـاد  52مʧ أوراق اللعʖ، تȑʨʴ ؗل مʨʺʳعة مʻها على 

ا ʣهــʛ فـي ؗــل مــʧ الأوراق لʽـʛة ســʨرȄة إذ 1500إلـى ســامي مʰلغــاً مـʧ الʺــال قــʙره 
لʽـــʛة ســʨرȄة إذا ʣهـــʛ آس فــي ورقʱـــʧʽ مــʧ الأوراق الـــʲلاث،  1250الــʲلاث آس، و

لʛʽة سʨرȄة إذا ʣهʛ آس في ورقة واحʙة علـى الأقـل مـʧ الأوراق الـʲلاث.  1000و
 ʧلغــاً مــʰفع مʙف يــʨلاث، فــإن ســامي ســʲآس فــي الأوراق الــ ȑأ ʛهــʤǽ  ʦأمــا إذا لــ

  ة سʨرȄة، والʺʢلʨب:لʛʽ  300الʺال لȄʜاد قʙره 
  ـ إʳǽاد الʨʱقع الȄʛاضي لʺا ʸʴǽل علॽه سامي وزȄاد. 1
ǽعʰــʛ عــʧ عــʙد الآســات  Xإذا علʺــʗ أن  Xـ إʳǽــاد جــʙول الʨʱزȄــع الاحʱʺــالي لـــ  2

  في العʻʽة.
3  ʧايॼقع وتʨاد تʳǽـ إX.  
  .ـ إʳǽاد الʱاǼع الʺʨلʙ للعʜوم  4
  لʺʨʻال.ـ إʳǽاد الʨسȌॽ وا 5
6 .ȑʛʣاʻʱـ ادرس واقعه ال  
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  الفʶل الʙاǺع
  قʦانʥʻ الʦʯزȂع الاحʸʯالॻة الʸʹقʠعة

ॽɿॽة إʳǽاد  لقʙ درسʻا في الفʸلʧʽ الʲاني والʲالʘ الʺʨʴʱل العʨʷائي الʺʻقʢع، وؗ
قانʨن الʨʱزȄع الاحʱʺالي له. ولʧؔ في الॽʴاة العʺلॽة تʨجǼ ʙعʠ الʺʨʴʱلات العʨʷائॽة 

ॽة ... إلخ، وتʵʹع لقʨانʧʽ الʱي تعʛّh عʧ الʨʤاهʛ الاقʸʱادǽة والاجʱʺاॽɺة والȞّʶان
 ʧم ʛʽʲؔال ʛʶهل وتفʶوفة وتʛاصها معʨن خʨؔالي تʱالȃدة، وʙʴة مॽالʺʱع احȄزʨت
الʨʤاهʛ الॽʁॽʰʢʱة الʱي تʵʹع لها، ومʧ هʚه الʨʱزȄعات الʱي نʻʱاولها في هʚا الفʸل 

  الʨʱزȄعات الʱالॽة:
1 .ʦʤʱʻʺع الȄزʨʱن الʨـ قان  
  لى نقʧʽʱʢ).ـ قانʨن تʨزȄع بʛʽنʨلي (الʨʱزȄع ع 2
  ـ قانʨن تʨزȄع ذȑ الʙʴيʧ، أو قانʨن الʨʱزȄع الʻʲائي. 3
4 .ʖالʶائي الʻʲع الȄزʨʱن الʨـ قان  
  ـ قانʨن الʨʱزȄع الهʙʻسي. 5
  ـ قانʨن تʨزȄع ǼاسȞال. 6
  ـ قانʨن الʨʱزȄع فʨق الهʙʻسي. 7
  .الʺʻقʢع Xـ قانʨن الʨʱزȄع الاحʱʺالي الإحʸائي لـ  8

  وسʻʱʻاول هʚه الʨʱزȄعات ʷǼيء مʧ الʱفʽʸل ؗʺا يلي:

4-1:ʤʢʯʹʸع الȂزʦʯن الʦقان :  
1مʱغʛʽاً عʨʷائॽاً، وȄأخʚ الX ʦॽʁإذا ؗان  2 3, , ,....... nx x x x  ʚٍئـʙʻة، عȄاوʶʱالات مʺʱاحǼ

  الʺʻقʢع Ǽالعلاقة: ǽXعʛّف قانʨن الʨʱزȄع الاحʱʺالي للʺʱغʛʽ العʨʷائي 

)4-1( 
1 2 3, , ,....... nX x x x x 

   
1

0
ip X x f x n


   


 
ʥذل ʛʽغ 

 ʘʽحn  عʢقʻʺائي الʨʷالع ʛʽغʱʺال ʦॽʀ دʙعX.  
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4 -1 -1:ʤʢʯʹʸع الȂزʦʯن الʦاص قانʦخ :  
  ʴǽقȘ هʚا القانʨن الʨʵاص الآتॽة:

مʨجॼة وأكX  ʛʰـ إن جʺॽع الاحʱʺالات الʺقابلة لؔل ॽʀʺة مʦॽʀ ʧ الʺʱغʛʽ العʨʷائي  1
ȑأ ،ʛفʸال ʧم:  

   0 2 4i iP P X x     
أو نعʛّh عʧ ذلǼ ʥالعلاقة الآتॽة:   0if x .  

2  ʦॽʁالات الʺقابلة لʺʱع الاحʨʺʳـ إن مX :ȑح، أॽʴʸال ʙاحʨال ȑاوʶأن ت ʖʳǽ  

   1

1 1

1
1

1 3 4

n

n n
i

i
i i

n
f x

n n n


 

    


   

4 -1 -2:ʤʢʯʹʸع الȂزʦʯن الʦاني لقانॻʮل الȜʵال :  
  الʺʦʤʱʻ الȞʷل الॽʰاني الآتي: Xيʛسʦ قانʨن تʨزȄع 

 
) ʦل رقȞʷ1-4ال(  

يلعʖ هʚا الʨʱزȄع دوراً ʛʽʰؗاً في تʨلʙʽ الأرقام العʨʷائॽة ؗʺا سȐʛʻ في الفʨʸل  ملاحʢة:
  القادمة.
  ):1-4مʰال (

مʱغʽــʛ عʷــʨائي ǽعʰــʛ عــʧ الــʛقX  ʦنʛمــي حʳــʛ نــʛد مʻــʦʤʱ أرضــاً، ولʻفــʛض أن 
والʺʢلـʨب: إʳǽـاد قـانʨن الʨʱزȄـع الاحʱʺـالي الʤǽ ȑʚهʛ على الʨجه العلȑʨ لʛʳʴ الʛʻد. 

  الʺʻقʢع، ثʦ رسʦ شȞله الॽʰاني. Xلـ
  الʲل:
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نلاحــȎ أن الأرقــام الʱــي Ȟʺǽــʧ أن تʤهــʛ علــى الʨجــه العلــȑʨ لʳʴــʛ الʻــʛد تʷــȞل 
ـــي:  فʹـــــاء الȃʛʳʱـــــة الآتــ 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6  ـــ  X، وȂن عـــــʙد الʁـــــʦॽ الʺʺʻȞـــــة لـــ

 ȑـــاوʶ6تn  ȑʨجـــه العلـــʨة علـــى الʱـــʶالأرقـــام ال ʧمـــ ʦرقـــ ȑأ ʛهـــʤǽ ـــال أنʺʱوأن اح ،

 :ȑاوʶǽ دʛʻال ʛʳʴ1ل

6iP الي لـʺʱع الاحȄزʨʱن الʨالي فإن قانʱالȃو ،X عʢقʻʺى  الʢعǽ

  Ǽالعلاقة:

x  
 

1

6
0

f x

 


 

ʥا ذلʙع 

 ʥذل ʧع ʛʰعǽ ول الآتي:أوʙʳالǼ  

1 2 3 4 5 6 X 
1 1 1 1 1 1

6 6 6 6 6 6
  iP X x 

:ʧʽʱʽالآت ʧʽʱاصʵال Șقʴǽ نʨا القانʚوه  
 :ʛفʸال ʧم ʛʰة وأكॼجʨالات مʺʱع الاحॽʺأن ج Ȏ0ـ نلاحiP .  

:ȑأ ʙاحʨال ȑاوʶǽ الاتʺʱع الاحʨʺʳـ م  

1 1

1 1 1 1 1 1 1 6
1

6 6 6 6 6 6 6

n n

i
i i

P
n 

         
  

  وʛȄسʦ الȞʷل الॽʰاني الآتي:

  
  )2-4الȞʷل (
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  :X: الʦʯقع الȂʙاضي والॺʯايʥ لـ3- 1- 4
  Ǽالعلاقة الآتॽة: Xـ الʨʱقع الȄʛاضي: ǽعʢى الʨʱقع الȄʛاضي لـ

   

   

1 1

1

1

1
4 4

n n

i i i i
i i

n

in
i

i
i

E X Px f x x

x
E X x x

n n

 





  

   

 




  

ـ الॼʱايʧ: وʛȄمʜ له بـ  2 x  العلاقةǼ ىʢعȄة:وॽالآت  

   

 

22

1

2
2

1

1
5 4

n

i i
i

n

i
i

X P x E x

x x
n









   

     




  

  : تاǺع الʦʯزȂع: 4- 1- 4
وʛȄمʜ له بـ  F x :العلاقةǼ ىʢعȄو  

     
1

1
6 4

i x

i

x
P X x F x

n n





      

 :ʘʽ1,2,3ح....x n  لʨʴʱʺال ʦॽʀ وهي ،X .عʢقʻʺال  
  وʛȄسʦ الȞʷل الॽʰاني الآتي:

  
) ʦل رقȞʷ3-4ال(  
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  ʶاب الاحʱʺالات الآتॽة:وʧȞʺȄ ح

   

     

 

1

1

1 1

1 1
7 4

1
1 8 4

1

1 1

1

i n

i x

i n

i x

i t

s t
i s

i t s

i i

n x
P X x

n n

n x
P X x P X x

n n

P x X x
n

n n

t s

n n







 





 

 

 
   


      

  

 


 







 

  

   1
9 4s t

t s
P x X x

n

 
     

   

   

1

1 1

1
10 4

1 1

11 4

i t

s t
i s

t s

i i

s t

P x X x
n

t s

n n n n

t s
P x X x

n



 

 

   

   


   



   

  ):2-4مʰال (
) ʦال رقʲʺال ʝنف ʚأخʻب:1-4لʨلʢʺوال (  

1  ʛʽغʱʺلل ʧايॼʱاضي والȄʛقع الʨʱاد الʳǽـ إX.  
  ـ إʳǽاد تاǼع الʨʱزȄع ورسʺه. 2
3 ॽالات الآتʺʱاب الاحʶة: ـ ح  

       2 , 3 , 5 , 3 5P X P X P X P X      
  الʲل:

ـ الʨʱقع الȄʛاضي  1 E x :  
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 

 
1

1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6 3.5

6 6 6 6 6 6

n

i i
i

E X Px

E X





            


  

أو:                                                

  1 21
3.5

6

n

i
i

x
E X x

n
   


  

  

ʧايॼʱـ ال 2 x                 :ȑاوʶȄو 
2

2

1

n

i i
i

X P x x


     

       

 

2 2 2 2

2

1 1 1 1
1 3.5 2 3.5 3 3.5 ... 6 3.5

6 6 6 6

2.917X

        



  

  ـ تاǼع الʨʱزȄع وȄعʢى Ǽالʙʳول الآتي: 2

1 2 3 4 5 6 X 
1 1 1 1 1 1

6 6 6 6 6 6
  iP X x 

1 2 3 4 5 6

6 6 6 6 6 6
  F X 

  ي الآتي:وʛȄسʦ الȞʷل الॽʰان
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  )4-4الȞʷل (

  ـ حʶاب الاحʱʺالات: 3

 

   

3

1

2

1

1 3 1
3

6 6 2

1 2 4 2
2 1 2 1 1

6 6 6 3

i

i

P X

P X P X





   

         




  

 

   

 

4

1

5 3

1 1

5 1 5

1 4 2 1
1 1

6 6 6 3

1 1
3 5

6 6

5 3 2

6 6 6

i

i i

P X P X

P X



 

   

     

   

  



 
  

4-2 (ʥʻʯʠع على نقȂزʦʯال) لليʦنʙʻع بȂزʦن تʦقان :Bernulli triai:  
 Șقـʴإمـا ت :ʧʽـʱʻاث ʧʽـʱʳॽʱة لهـا نʙـة واحـȃʛʳت ʧارة عॼɺ للي هيʨونʛʽة بȃʛʳإن ت

فʽهــا، وȂمــا عــʙم تʴقــȘ وهــي الʳॽʱʻــة غʽــʛ الʺʛغــʨب فʽهــا. وعلــى  وهــي الʳॽʱʻــة الʺʛغȃʨــة
ــال، عʻـــʙما نقـــʚف قʢعـــة نقـــʙ فـــإن قʢعـــة الʻقـــʙ ســـʨف تʶـــʱقʛ علـــى الأرض،  ســـʽʰل الʺʲـ
وʤȄهʛ الʻاتج على الʨجه العلȑʨ للقʢعة الʻقǽʙة إما صʨرة أو ʱؗاǼة، وتؔـʨن الʳॽʱʻـة إمـا 

  أن تʴʱقȘ أو لاتʴʱقȘ الʴالة الʺʛغʨب فʽها.
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ʛــال آخــʲداء، مʨات ســʛــ ، إذا ؗــان لــʙيʻا صــʙʻوق ʱʴǽــȑʨ علــى ؗــʛات بॽʹــاء وؗ
فعʙʻما نقʨم ʶǼـʖʴ ؗـʛة مـʧ هـʚا الʸـʙʻوق فـإن هـʚه الؔـʛة سـʨف تؔـʨن إمـا بॽʹـاء وȂمـا 
ســʨداء، وȃــالآتي فــإن نʳॽʱــة الȃʛʳʱــة تؔــʨن إمــا أن تʴʱقــȘ أو لاتʴʱقــȘ الʴالــة الʺʛغــʨب 

  فʽها.
للʴالـة غʽـʛ الʺʛغـʨب  fنʛمـʜ بــ للʴالة الʺʛغʨب فʽها، أȑ الʳʻاح، و  Sلʛʻمʜ بـ

ـــي:  ــــʨللي تʸــــॼح ؗʺــــا يلـ ــــة بʛʽن ȃʛʳانــــات تȞـــإن فʹــــاء إم ــــالي فـ ʱالȃــــل، وʷالف ȑهــــا، أʽف
 ,s f  ًاॽائʨــʷلاً عʨــʴʱف مʛّأن نعــ ʧــȞʺǽ ــهʻوم ،X  ــاʺؗ Ȍفقــ ʧʽــʱʻاث ʧʽــʱʺॽʀ ʚأخــǽ

  يلي:
1X   ــــاح فــــيʳʻالs0، وX   ــــلʷفــــي حالــــة الفf ــا علــــى ، وȞʺȄــــʱؗ ʧابʱهʺــ

  الȞʷل الʱالي:
s :1Xفي حالة الʳʻاح    
f :0Xفي حالة الفʷل    

:ʧʽʱʢع على نقȄزʨʱالǼ ًاʹǽللي أʨنʛʽة بȃʛʳعى تʙت ʥلʚول  
مʶاوȄاً f، وعʙʻها ʨȞǽن لʙيʻا احʱʺال الفʷل ʶǽPاوʳʻs  ȑاح لʻفʛض أن احʱʺال تʴقȘ ال

1q p  :ا يليʺؗ ʥذل ʖʱؔون  
 
 

1

0 1

P x P

P x q P

 

   
  

  وʧȞʺȄ وضع هʚه الʱʻائج في الʙʳول الآتي:

1 0 X 

P q    i if x P X x  

ة بʛنـــʨللي، وʛȄســـʦ أشـــȞالاً بॽانॽـــة وȄـــʙعى هـــʚا الʳـــʙول ʳǼـــʙول الʨʱزȄـــع الاحʱʺـــالي لȃʛʳʱـــ
 ʦॽʀ ʖʶʴǼ لفةʱʵمq, P:ةॽال الآتȞالأشǼ ضحʨم ʨا هʺؗ ،  
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  )5-4الȞʷل (

  ومʺا سʧȞʺǽ Șʰ تعʅȄʛ قانʨن الʨʱزȄع الاحʱʺالي لȃʛʳʱة بʛنʨللي Ǽالعلاقة الآتॽة:

)4 -13(  
: 0,1x  

1

0

x xP q
f x

 
 


 
ʥا ذلʙع 

ʘʽ1أن:  حq P   :0وأن 1P .  
  : خʦاصه:1- 2- 4
ـ إن  1  0if x  ʧلأن ؗلاً م ،P وq  .ةॼن سالʨؔأن ت ʧȞʺǽلا  
  ـ إن مʨʺʳع الاحʱʺالات ʶǽاوȑ الʨاحʙ الॽʴʸح: 2

   
1 1

1 14 4
n n

i i
i i

f x P q P
 

       

  : ʸॻɾه الʚʻʸʸة:2- 2- 4
لʨʱقع الȄʛاضي ـ ا 1 E X:ةॽالعلاقة الآتǼ ىʢعȄو ،  

   
1

0 1 15 4
n

i i
i

E x Px q P P


        

  .P، والʵاضع لʨʱزȄع بʛʽنʨللي ʶǽاوX ȑنلاحȎ أن الʨʱقع الȄʛاضي للʺʨʴʱل 
2  ʧايॼʱـ ال 2 x:العلاقةǼ ىʢعȄو ،  

       2 2 22

1

0 1
n

i i
i

x P x E x q P P P


         

  نʙʳ أن: وȃالإصلاح
     22 2 2 21x qP P P qp pq qp p q q p           
   2 16 4x q P     

:ȑاوʶǽ ȑارॽɻʺاف الʛʴه فإن الانʻوم  

q = p q > p  q < p 



- 174  -  

   17 4x q P     
  : الʯاǺع الʦʸلʗ للعʚوم:3- 2- 4

  وȄعʢى Ǽالعلاقة الآتॽة:

     

   

0 1

1

. 18 4

i

n
t tt xt x

x i
i

t
x

t E e e P e q e P

t P e q






        

  

  

  وهʨ الʱاǼع الʺʨلʙ للعʜوم.
Ȟʺǽ عǼاʱا الʚقاق هʱاشȃوم وʜل على العʸʴأن ن ʧs :ȑأ ،ʖاتʛʺع الॽʺج ʧم  

    
0

19 4s
s x t

t 


   

  ومʻه: 
   

   

'
1

0

''
2

0

0

0

.......................................

t
x

t

t
x

t

Pe P

Pe P

 

 




  

    

:ȑاوʶة وتȄاوʶʱة مॽائʙʱوم الابʜع العॽʺأن ج ʙʳا نʚȞوه  
 1,2,3,4.... 20 4s P s      

Ȅʜــــــة  ʛؗʺوم الʜــــ ــــʱʻʱج العــ ــــʧ أن نʶــ ــــʚلȞʺǽ ʥــ ــ ــــMs ʧوؗ ــــʥ  مــ ــــʖ، وذلــ ــع الʺʛاتــ جʺॽــــ
  Ǽالاسʱعانة Ǽالعʜوم الابʙʱائॽة. ومʧ ثʧȞʺǽ ʦ إʳǽاد معامل الʻʱاʛʣ ومعامل الالʨʱاء.

: تاǺع الʦʯزȂع 4- 2- 4 F X :  
  وȄعʢى Ǽالعلاقة: 

     
1

21 4
ix

i i i
i

F x P X x P


     

  وʧȞʺȄ تʨضॽح تاǼع الʨʱزȄع Ǽالʙʳول الآتي:

1 0 X 

P+q q  F X 

  وʛȄسʦ الȞʷل الॽʰاني الآتي:
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  )6-4الȞʷل (

  ):3-4مʰال (
مʴʱــʨل عʷــʨائي ǽعʰــʛ عــX  ʧنلقــي قʢعــة نقــʨد أرضــاً مــʛة واحــʙة، ولʻفــʛض أن 

  ʣهʨر الʨʸرة، والʺʢلʨب:
ـ إʳǽــاد جــʙول الʨʱزȄــع الاحʱʺــالي  1 f xض أنʛفــǼ ʥــاني، وذلــॽʰله الȞشــ ʦوارســ ، 

  قʢعة الʻقʨد مʨʱازنة.
2  ʧايॼقع وتʨاد تʳǽـ إX.  
ـ إʳǽــاد الʱــاǼع الʺʨلــʙ للعــʜوم  3 x t ʧــايॼقــع وتʨت ʙأوجــ ʦثــ ،X  ʖلــʢوقارنــه مــع ال

  الʲاني.
ـ إʳǽاد تاǼع الʨʱزȄع  4 F X .وارسʺه  
5  ʛʣاʻʱاد معامل الʳǽـ إK.  

  الʲل:
ن فʹاء إمȞانات الȃʛʳʱة هʨ:                    ـ نلاحȎ أ 1 0 , 1X   

:ȑاوʶǽ ȑʛʤʻالي الʺʱع الاحȄزʨʱول الʙالي فإن جʱالȃو  

 1 0 X 

1 
1

2
 

1

2
  iP X x 

Ȟʷال ʦسʛȄاني الآتي:وॽʰل ال  
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2 :ʥايॺʯاضي والȂʙقع الʦʯـ ال  

  ʶǽاوX :ȑإن الʨʱقع الȄʛاضي لـ 

 

 

1
1

1

1 1 1
0 1

2 2 2

n

i i
i

E x P x

E x







  

     


  

 ʧايॼن تȂوX :ȑاوʶǽ2 2
2 1   :ʧؔول ،  

 

 

22
2

1

2
2 2

2 1

1 1 1
0 1

2 2 2

1 1 1

2 2 4

n

i i
i

x

P x

  



      

      
 


  

  وʖʶʴȄ مʧ العلاقة:ـ الʯاǺع الʦʸلʗ للعʚوم:  3

 

   

1

0 11 1 1 1
.

2 2 2 2

i

n
t xt x

x i
i

t t t

t E e P e

e e e




    

      

  

  وهʨ الʱاǼع الʺʨلʙ للعʜوم، ومʻه نʙʳ أن:

     

 

0'
1

2 2
2 1

1 1
0

2 2xE x e

x

 

  

    

 

  

ʶǽاو2                           :ȑوȃʺا أن    0''
2

1 1
0

2 2x e      

ومʻه نʙʳ أن:                                    
2

2 1 1 1

2 2 4
x     

 
  

.  
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  نʱائج الʢلʖ الʲاني نلاحȎ أن الʱʻائج مʶʱاوȄة في ؗلʱا الʴالʧʽʱ:وȃالʺقارنة مع 
ـ تاǺع الʦʯزȂع  4 F X:  

  وȄعʢى Ǽالʙʳول الآتي:

1 0 X 

1 
1

2
  F x 

  وʛȄسʦ الȞʷل الॽʰاني الآتي:

  
  )7-4الȞʷل (

  الالʦʯاء:ـ معامل الʯʹاʙʡ و  5
  ):                                        22-4وȄعʢى Ǽالعلاقة (

 
3

3

M
K

x
  

:ȑاوʶǽ ةʲالʲة الॼتʛʺال ʧم ȑʜ ʛؗʺم الʜا أن العʺȃو  
3

3 3 1 2 1

3

3

3 2

1 1 1 1
3 2 0

2 2 2 2

M

M

     

      
 

  

ومʻه:                                                     
3

0
0K


   

والʨʱزȄع مʻʱاǼ ʛʣالॼʶʻة للʨʱقع الȄʛاضي  E x.  
  ملاحʢة هامة:

   
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  ȋاॼʻʱال لاسʳʺح الʱة، فॽائʻة ثʛاهʣ ة علىʙة واحȃʛʳف على تʛّللي الʺعʨنʛʽع بȄزʨإن ت
مـʛة، ومــn  ʧعـʙة تʨزȄعـات مʱعلقـة بهــʚه الʤـاهʛة، وذلـʥ عʻــʙما يـʦʱ تؔـʛار الȃʛʳʱــة علʽهـا 

  ة هʚه الʨʱزȄعات سʙʵʱʶʻم الʺʢʸلʴات الآتॽة:أجل صॽاغ
، وهـȞʺǽ ʨــʧ أن Pـ احʱʺـال تʴقــȘ الʴالـة الʺʛغȃʨــة فـي تȃʛʳــة بʛʽنـʨللي، ونʛمــʜ لـه بـــ  1

مـــʛة، وذلـــʥ حʶـــʖ الʷـــʛوȋ الʺʛفقـــة  Ȟǽnـــʨن ثابʱـــاً أو مʱغʽـــʛاً عʻـــʙ تؔـــʛار الȃʛʳʱـــة 
  Ǽالȃʛʳʱة.

،  nالʺʙروســة، ونʛمـʜ لـه بـــ  ـ عـʙد الʳʱـارب الʱــي نȄʛـʙ إجʛاءهـا علــى الʤـاهʛة الʻʲائॽـة 2
  وهʧȞʺǽ ʨ أن ʨȞǽن مʙʴداً مॼʶقاً. أو ʢǽُلʖ مّ̒ا تʙʴيʙه ضʺʧ شʛوȋ معʻʽة.

تȃʛʳـة علـى الʤـاهʛة  nـ عʙد مʛات تʴقȘ الʴالة الʺʛغȃʨة (مʛات الʳʻـاح) عʻـʙ إجـʛاء  3
 ʜمʛـــال ــــ ـــــه Ǽــ ــــ ــــʜ ل ــــ ــــة، ونʛمـ ــــ ـــــة الʺʙروسـ ــــ ॽائʻʲالk ʦॽــــ ــــ ــــʚ الʁـ ــــ ــــʧ أن ǽأخـ ــــ ــــȞʺǽ ʨـ ــــ ، وهـ

: 0,1,2,3,.... ....k k n.  
تȃʛʳــة علــى الʤــاهʛة الʻʲائॽــة  nـ عــʙد مــʛات عــʙم الʴʱقــȘ (مــʛات الفʷــل) عʻــʙ إجــʛاء  4

 ʜمʛالǼ له ʜمʛروسة، ونʙʺال إلى أن ʛʽʷا نʻوه ،k n .  
وانʢلاقاً مʧ هʚه الʺʢʸلʴات سʻقʨم Ǽʺعالʳة وتقـʦǽʙ الʨʱزȄعـات الاحʱʺالॽـة 

  لاحقة.ال

4-3:(ʥيʗʲال ȏع ذȂزʦʯال) ائيʹʰع الȂزʦʯن الʦقان :  
ǽعالج هʚا القانʨن احʱʺالات تʴقـȘ الʴالـة الʺʛغȃʨـة فـي تȃʛʳـة بʛʽنـʨللي الʺعʛفـة 

مـʛة، وȃفـʛض أن احʱʺـال تʴقـȘ تلـʥ الʴالـة  nمـʛة عʻـʙ تʛؔاراهـا  kعلى الʤـʨاهʛ الʻʲائॽـة 
 ȑاوʶȄو ʗثابP مـʛن ʥلʚدة. لـʛفـʻʺـارب الʳʱـع الॽʺبــ في ج ʜX  الـةʴال Șقـʴات تʛد مـʙلعـ

A  اʻيʙن لʨȞॽɾ P A P .دةʛفʻʺارب الʳʱع الॽʺفي ج  

هA  :ʨوʚȃلʨȞǽ ʥن احʱʺال عʙم تʴقȘ الʴالة   1P A P q    

:ʨة هȃʛʳʱانات الȞالي فإن فʹاء إمʱالȃو  
  1 2 3, , ,.... ,... ;i n iu u u u u u sor f    

  ʷل.الف fالʳʻاح، و sحʘʽ تعʻي 
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4nلʻفـــʛض أنʻـــا ʛؗرنـــا الȃʛʳʱـــة    ـــة انـــʗ الʴال قـــʙ تʴققـــʗ خـــلال  Aمـــʛات، وؗ
مʛات Ǽالʛʱتʖʽ الآتي:                    3الʳʱارب  , , ,s s f s  

 Șقʴʱال الʺʱار أن احॼʱاعȃوP  الي فـإنʱالȃة، وʱاوٍ وثابʶʱاولات مʴʺع الॽʺفي ج
ʴʱ1qقȘ (الفʷل) ʶǽاوȑ احʱʺال عʙم ال P   Șقـʴـال تʺʱاب احʶع حॽʢʱʶه نʻوم .

  مʛات، وفʷلʗ مʛة واحʙة ؗʺايلي: 3خلال هʚه الʳʱارب مʨؗ ʧنها تʴققA  ʗالʴالة 
   
  3

3 1

3

P X P P P P

P X P q

     

  
  

وذلــʥ عʻــʙما Ȟǽــʨن تʛتʽــʖ الʳʻــاح والفʷــل خــلال  Aوهــʨ احʱʺــال تʴقــȘ الʴالــة 
رب ǼالȞʷل الآتي: الأرȃعة تʳا , , ,S S f S  (ـاحʳن) ققـاتʴا على ثلاثـة تʻلʨʸح ȑأ

 ʠعॼعʹــها الــǼ ʧقلة عــʱــʶــاولات مʴʺــا أن الʺǼ ʧولؔــ .(ــلʷف) ʙواحــ Șقــʴم تʙوعلــى عــ
  فإنʻا نʨʱصل إلى ثلاثة حالات تʴقȘ وحالة فʷل واحʙة Ǽعʙة ʛʡق هي:

, , ,

, , ,

, , ,

S f S S

f S S S

S S S f

  

,الȄʛʢقة الʶاǼقة:                        وذلǼ ʥالإضافة إلى , ,S S f S  
وفʷـــل واحـــʙ  (3S)وȃʺـــا أن ؗـــل Ȅʛʡقـــة مـــʧ هـــʚه الʢـــʛق تعʻʽʢـــا ثلاثـــة تʴققـــات 

 f ــــي ــــ ـــــي تعʢـ ــــȞال الʱــــ ــــ ــــʛق والأشـ ــــ ــــʙد الʢـ ــــ ــــــى عـ ــــʨل علـــ ــــ ــــʧ الʸʴـ ــــ 3f,، وȞʺȄـ S   
3بـــ 

4C  ȑــاوʶǽ قʛــʢه الʚهــ ʧقــة مــȄʛʡ ا علــى ؗــلʻلʨــʸــال حʺʱــالي فــإن احʱالȃقــة. وȄʛʡ
3 1P q الةʴال Șقʴال تʺʱأن اح ʙʳه نʻوم .A  لʨـʸʴق للʛـʢال ʥد تلـʙاء عʙج ȑاوʶǽ
على  ,3f S  ȑ3أ

4C قةȄʛʡ ر ؗلʨهʣ الʺʱاحǼ :ȑأ  
  3 3 1

43P X C P q     
حʽــــB  :ʘوالآن لʻأخــــʚ الʴــــادث  , , ,B S S f f  ــــادثʴأن ال ȑأB  نʨؔــــʱي

، وȃالʱـالي نʶـॽʢʱع حʶـاب احʱʺـال 2fو حالʧʽʱ اثʧʽʱʻ فʷل  2Sمʧ حالʧʽʱ اثʧʽʱʻ نʳاح 
  ǼالȞʷل: BتʴقȘ الʴادث 
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 
  2 2

P B P P q q

P B P q

   

 
  

وذلــʥ عʻــʙما Ȟǽــʨن تʛتʽــʖ الʳʻــاح والفʷــل خــلال  Bث وهــʨ احʱʺــال تʴقــȘ الʴــاد
الأرȃعة مʴاولات ǼالʷـȞل الآتـي: , , ,S S f f  Șقـʴت ʧʽـʱʻاث ʧʽʱا علـى حـالʻلʨـʸح ȑأ

(نʳـاح) ثـʦ حــالʧʽʱ اثʱʻـʧʽ (فʷــل). وȃʺـا أن الʺʴـاولات مʶــʱقلة عـǼ ʧعــʠ فإنʻـا نʨʱصــل 
  إلى اثʧʽʻ تʴقȘ واثʧʽʻ فʷل Ǽعʙة ʛʡق هي:

, , ,

, , ,

, , ,

, , ,

, , ,

S f S f

S f f S

f S f S

f f S S

f S S f

  

,Ǽالإضافة إلى الȄʛʢقة الʶاǼقة:                              , ,S S f f  
 Șقــʴت ʧʽــʱʻاث ʧʽʱــا حـــالʻʽʢق تعʛــʢه الʚهــ ʧقــة مـــȄʛʡ ــا أن ؗــلʺȃ2وS  ʧʽʱوحـــال

 (Șقـʴم تʙعـ) ـلʷف ʧʽـʱʻ2اثf ــيʱـة الʻȞʺʺق الʛـʢد الʙل علـى عـʨـʸʴال ʧــȞʺǽ ـا أنـهʺȃو ،
ʝــي نفــʢافقــات  تعʨʱʺد الʙعــ ʧقة مــǼــاʶــة الʳॽʱʻ2ال

4C ا علــىʻلʨــʸــال حʺʱــا أن احʺȃو ،
 ȑاوʶǽ قʛʢه الʚه ʧقة مȄʛʡ 2كل 2P q ادثʴال Șقʴال تʺʱفإن اح ،B  اءʙجـ ȑـاوʶǽ

ــــʛق  ــــ ـــ ــــ ــــ ــــʙد الʢــ ــــ ـــ ــــ ــــ 2عــ
4C     :ȑـــاو ــــ ـــ ــــ ــــ ــــــة أʶǽ ȑـــ ـــ ــــ ــــ ـــــل Ȅʛʡقــــ ــــ ــــ ـــ ــــ ــــʨر ؗـ ــــ ـــ ــــ ــــ ـــــال ʣهــ ــــ ــــ ــــ                                Ǽاحʱʺــــ

  2 2 2
42P X C P q    

أC  :ȑوȃــʻفʝ الأســلʨب Ȟʺǽــʧ الʸʴــʨل علــى احʱʺــال تʴقــȘ الʴــادث  P C 
 ʘʽح , , ,C S f f f:الʺʱا الاحʚه ȑاوʶȄو ،  

  1 1 3
41P X C P q    

أD  :ȑواحʱʺال تʴقȘ الʴادث  P D      :ʘʽح , , ,D f f f f  
وʶȄاوȑ هʚا الاحʱʺال:                         0 0 4

40P X C P q    
أE  : ȑواحʱʺال تʴقȘ الʴادث  P E        :ʘʽح , , ,E S S S S  

                وʶȄاوȑ هʚا الاحʱʺال:              4 4 0
44P X C P q    
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  وʧȞʺȄ وضع هʚه الʱʻائج Ǽالʙʳول الآتي:

 Xعʙد الʴʱققات  0 1 2 3 4

4 4 0
4C P q 3 3 1

4C P q 2 2 2
4C P q 1 1 3

4C P q 0 0 4
4C P q  الاتʺʱالاح P X k 

ــام، عʻــــʙ تؔـــʛار مʴاولــــة بʛʽنـــʨللي  ـــإن حــــادث تʴقـــȘ الʴالــــة  nوʷȃـــȞل عـ مــــʛة، ف
مــــʛة  kالʺʛغȃʨــــة   0 k n   ققهــــاʴم تʙوعــــn k  دʙعــــǼ ــــلʸʴǽ أن ʧــــȞʺǽ ،ةʛمــــ
ــات  kالʺʨʱافقـــ

nC ــــا أن ــــة، وȃʺـ ــــȄʛʡ  Șقـ ـــاوk  ȑاحʱʺـــــال تʴقـ ــــي ؗـــــل Ȅʛʡقـــــة ʶǽــ ـــاً فـ نʳاحــ
k n kP q  ل علىʸʴال أن نʺʱالي فإن احʱالȃو ،k  دʙعـ ȑـاوʶǽ قʛـʢـع الॽʺققاً في جʴت

kالʺʨʱافقات 
nC  Șقʴال تʺʱاحǼ ًاȃوʛʹمk  ʨق هʛʢال Ȑʙة في إحʛمk n kP q :ȑأ .  

   23 4k k n k
nP X k C P q     

والــǽ ȑʚعʰــʛ عــʧ عــʙد مــʛات الʳʻــاح عʻــʙ تؔــʛار  Xونقــʨل إن الʺʴʱــʨل العʷــʨائي 
مʛة له تʨزȄع مʧ نʨع ذȑ الʙʴيʧ وʶȄʺى Ǽقانʨن الʨʱزȄـع الʻʲـائي وȂن  nمʴاولة بʛʽنʨللي 

  كʲافʱه الاحʱʺالॽة تعʢى Ǽالعلاقة الآتॽة:

)4 -24( 
0,1,2,3,...k n 

 
0

k k n k
n

k

C P q
P P X k


   


 

ʥا ذلʙع 

 ʘʽح, 0P q  ـان، وॽʁॽʁدان حʙعP  ًمـاʨـاً ومعلʱقـى ثابॼȄـاح وʳʻـال الʺʱاح ʨهـ
  (احʱʺال تʴقȘ الʴالة الʺʛغȃʨة) في ؗل مʴاولة، وʸʱȄف Ǽʺايلي:

1 , 0 1q P P    ـــا أنʺȃو .n وP مʛـــالǼ لـــه ʜمـــʛي ʥلʚـــع لـــȄزʨʱا الʚـــا هـــʱʺمعل ʜ
 ,B n P) ـــة ـــة 24-4، وȃʺـــا أن العلاق ȃʨغʛʺالـــة الʴال Șقـــʴـــال تʺʱــا اح مـــʛة  k) تعʻʽʢـ
تȃʛʳة علـى الʤـاهʛة الʻʲائॽـة الʺʙروسـة، فإنـه ʻʻȞʺǽـا وضـع الاحʱʺـالات الʺقابلـة  nخلال 

 ʦॽʀ ʧة مʺॽʀ لؔلX :ول ؗالآتيʙʳفي ال  

….n k……. 3 2 1 0 X 

.... n n n n n
nCPq P   .. k k n k

nCPq  3 3 3n
nC P q  2 2 2n

nC P q  1 1 1n
nC P q  0 0 n n

nC P q q  kP P X k  

 ʦॽʁالات الʺقابلة لʺʱة أن الاحʤا ملاحʻʻȞʺȄكʺا وX  كʨؔمف ʧارة عॼɺ ماهي إلا
 ʙʴائي الʻث n

P q .ʙʴائي الʻع ثȄزʨن تʨقانǼ ىʺʶǽ ʥلʚل  
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  وʛȄسʦ هʚا الʨʱزȄع الȞʷل الॽʰاني الآتي:

  
) ʦل رقȞʷ8-4ال(  

  : خʦاص قانʦن الʦʯزȂع الʰʹائي:1- 3- 4
ـ إن  1  0kP P X k    ʦॽʀ عॽʺأجل ج ʧمk :0,1,2,3,...k n.  
  ʱʺالات في الʨʱزȄع الʻʲائي تʶاوȑ الʨاحʙ الॽʴʸح أȑ:ـ إن مʨʺʳع الاح 2

     
0 0

1 25 4
nn n

k k n k
n

k k

P X k C P q P q

 

        

  : الʤॻɿ الʚʻʸʸة:2- 3- 4
  ـ الʦʯقع الȂʙاضي: 1

مʨʴʱلاً عʨʷائॽاًَ◌ خاضعاً لقانʨن الʨʱزȄع الʻʲـائي، فـإن الʨʱقـع الȄʛاضـي  Xإذا ؗان 
 E X :العلاقةǼ ىʢعǽ  

   26 4E X n P    
  نعلʦ أن الʨʱقع الȄʛاضي ǽعʢى Ǽالعلاقة:الʙʮهان: 

 

 
   

 

0 0

1

1

1 1
1

1

1 !

1 ! !

27 4

n n
k k n k

k n
k k

n
k n k

k

n
k k n k
n

k

E X P k kC P q

n n
k P P q

k k n k

n P C P q



 

 



  




  


   

 

  

 





  

  ) ǼالȞʷل:27-4وʧȞʺȄ أن نʖʱؔ الʜʳء الأʧʺǽ مʧ العلاقة (

0  
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  11 1
1

1

n
nk k n k

n
k

C P q P q
  




   

  ) ǼالȞʷل الآتي:27-4وȃالʱالي تॼʸح العلاقة (

     1
28 4

n
E x n P P q

      

1Pوȃʺا أن:  q   :فإن  1
1

n
P q

 :أن ʙʳن ʥلʚȃو ،  
 E x n P   

2 :ʥايॺʯـ ال  
مʴʱــʨلاً عʷــʨائॽاً خاضــعاً لقــانʨن الʨʱزȄــع الʻʲــائي فــإن الॼʱــايX  ʧإذا ؗــان  2 x 

  ǽعʢى Ǽالعلاقة:

     22

0

29 4
n

k
k

x P k E x n P q


          

  نعلʦ أن:ن: الʙʮها
           2 2 2 2

2 1 30 4x E x E x x x        

لإʳǽاد  2 x :ةॽة الآتʛʽهʷم العلاقة الʙʵʱʶن  

   
0

31 4
n

n k k n k
n

k

P q C P q 



    

  فP :ʙʳʻ) مʛتǼ ʧʽالॼʶʻة لـ31-4نȘʱʷ العلاقة (

    2 2

0

1 1
n

n k k n k
n

k

n n P q k k C P q
  



     

  ʙʳ:ف2P ʻنʹʛب ʛʡفي العلاقة بـ

       22

0

1 1 32 4
n

n k k n k
n

k

n n P P q k k C P q
 



      

وȃʺا أن   2
1

n
p q

   :أن ʙʳن  

          2 2

0 0

1
n n

k k n k k k n k
n n

k k

n n P k C P q kC P q 

 

     

  وȃʺا أن: 



- 184  -  

 
0

n
k k n k
n

k

E x kC P q n P



    

) تʶاوȑ:     32-4فإن العلاقة (   2
21n n P x nP    

ومʻها نʙʳ أن:                               2
2 1x n n P nP     

  ) نʙʳ:30-4وȃالʱعʠȄʨ في العلاقة (
   

 
 

2 2 2 21

1 1

1

x n n P nP n P

nP n P nP

nP P

    

     
 

  

  Ǽالإصلاح نʙʳ أن:
   2 33 4x nPq    

الʵاضــع لقــانʨن  X) تعʻʽʢــا تॼــايʧ الʺʴʱــʨل العʷــʨائي 33-4وȃʺــا أن العلاقــة (
ʨجـــʖ للॼʱـــايʧ فإنـــه الʨʱزȄـــع الʻʲـــائي، وȂن الانʴـــʛاف الʺॽɻـــارȑ هـــॼɺ ʨـــارة عـــʧ الʳـــʚر الʺ

  ǽعʢى Ǽالعلاقة:
   34 4x nPq    

  وȄعʢى Ǽالعلاقة:: الʯاǺع الʦʸلʗ للعʚوم: 3- 3- 4
     

  k
0

35 4

e

t x
x

n
tk

x
k

t E e

t P






 

 
  

   
0

e 36 4
n

k k n k tk
x n

k

t C P q 



    

  ثʦ نʖʱؔ العلاقة الأخʛʽة على الȞʷل الآتي:

   
0

e
n kk t n k

x n
k

t C P q 



   

 ʙʳن ʙʴائي الʻك ثʨؔمف ʖʶائي الآتي:وحʻʲك الʨؔمف ȑاوʶǽ ʧʺǽف الأʛʢأن ال  

   
0

n knt k t n k
n

k

P e q C Pe q 



     
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  الʵاضع للʨʱزȄع الʻʲائي ʶǽاوX :ȑوهʚȞا نʙʳ أن الʱاǼع الʺʺʜʽ لـ

     37 4
nt

x t P e q      

Ȅʜـــة  ʛؗʺوم الʜوالعـــ ʧـــايॼʱاضـــي والȄʛقـــع الʨʱـــاد الʳǽع إॽʢʱـــʶع نǼـــاʱا الʚقاق هـــʱاشـــȃو
 ʨʱوالال ʛʣاʻʱاء.ومعامل ال  

  ):4-4مʰال (
  مʨʴʱلاً عʨʷائॽاً وʵȄʹع لʨʱزȄع ذȑ الʙʴيʧ الǽ ȑʚعʢى Ǽالعلاقة: Xإذا ؗان 

  k k n k
nP X k C P q    

إن الʲـل: اعʱʺـاداً علـى الʱـاǼع الʺʨلـʙ للعـʜوم.  Xإʳǽاد تʨقع وتॼايʧ الʺʨʴʱل  والʠʸلʦب:
  الʱاǼع الʺʨلʙ للعʜوم ǽعʢى Ǽالعلاقة:

   nt
x t P e q     

Ǽاشـــــʱقاق  x t ــــ ــف  ǼXالʶʻـــــॼة لــ ـــى العـــــʜوم الابʙʱائॽـــــة مـــــʧ مʱʵلـــ نʸʴـــــل علــ
.ʖاتʛʺال  

   1

0t

d t
E x

dt






   

   
      

1'
1 0 0

1 10 0

nt t
X t t

n n

t n P e q P e

n P e q P e n p q P

 


 

 

      

        
  

لأن   1
1

n
P q

                                   1 nP E x    
ॼʱاب الʶʴأن:ول ʙʳن ʧاي  
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 

 

    

    
           

2

2 2

0

''
2 0

2 1

0

2 1

0

2 1
0 0 0 0

1

1

1

x

t

X t

n nt t t t t

t

n nt t t t

t

n n

d t

dt

t

n P e n P e q P e nP e Pe q

n P e n P e q P e P e q

n P e n P e q P e P e q




 




 



 



 





          

            

            

  

وȃإجʛاء الإصلاحات الȄʛاضॽة نʙʳ أن:  2 1 1nP n P       

  ومʻه فإن:
 

 
 

 

2 2
2 2 1

2 2

2

1 1

1

.

M x

nP n P n P

nP P

x nP q

  



  

     
 



  

4 -3 -4 ʙʡاʹʯمعامل ال :K ::العلاقةǼ ىʢعȄو  

 
 3

3
38 4

x

M
K


   

0Kفإذا ؗان  عȄزʨʱاً. فإن الʛʣاʻʱن مʨȞǽ ائيʻʲال  
0K وȂذا ؗان  .ʧʽʺॽال ʨʴاً نȄʨʱن ملʨȞǽ لʨʴʱʺائي للʻʲع الȄزʨʱفإن ال  
0K وȂذا ؗان  .ارʶॽال ʨʴاً نȄʨʱن ملʨȞǽ لʨʴʱʺائي للʻʲع الȄزʨʱفإن ال  
  تعʢى Ǽالعلاقة: 3Mكʺا إن 

 3
3 3 1 2 13 2 39 4M         

  لقʙ وجʙنا مʧ الʺʲال الʶابȘ أن:

 
1

2 1 1

nP

nP n P







    
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  وهʶǽ ʨاو3 :ȑوȃالʱالي فإنʻا ʴǼاجة إلى حʶاب 
   

      

3

0

''' 3 2
3 0

1 2 3 1

x x

t

X t

d t d X

dt dt

t n n n P n n P nP

 


 




 

        

  

  ) فʙʳʻ أن:39-4نعʨض في (
    

     

3 2
3

3

1 2 3 1

3 1 1 2

M n n n P n n P

nP nP nP n P nP

      

      
  

  وȃالإصلاح نʙʳ أن:
   3 40 4M nPq P q    

  وȃالʱعʠȄʨ في العلاقة:
3
3

M
K


  

     41 4
nPq P q P q

K
nPq nPq nPq

 
    

0Kوȃالʱالي فإن الʨʱزȄع ʨȞǽن مʻʱاʛʣاً عʙʻما   ماʙʻع ȑ0، أP q  :  
P                  وهʚا ǽعʻي عʙʻما ʨȞǽن:                         q  

0KوʨȞȄن ملȄʨʱاً نʨʴ الʧʽʺॽ إذا ؗان   :ماʙʻع ȑأ ،P q.  
0KوʨȞȄن ملȄʨʱاً نʨʴ الʶॽار إذا ؗان   :ماʙʻع ȑأ ،P q.  

  ):5-4مʰال (
مʴʱـʨل عʷـʨائي ǽعʰـʛ عـX  ʧنلقي قʢعة نقǽʙة أرȃع مʛات مʱʱالॽـة، ولʻفـʛض أن 
 ʧـايॼقـع وتʨـاد تʳǽب: إʨلـʢʺرة. والʨʸر الʨهʣ اتʛد مʙعX  امʙʵʱاسـǼ ʛʣـاʻʱومعامـل ال

  الʱاǼع الʺʨلʙ للعʜوم.
  الʲل:

  إن الʱاǼع الʺʨلʙ للعʜوم ǽعʢى Ǽالعلاقة:
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   

   

     

1

0

1'
1 0 0

nt
x

x

t

nt t
X t t

t P e q

d t
E x

dt

E x t nP P e q e nP






 





 

  

 

      

  

1ل ʣهʨر الʨʸرة وȃʺا أن احʱʺا

2
P          :فإن

1

1
4 2

2
nP      

ولʶʴاب الॼʱايʧ نلاحȎ أن:                            2 2
2 1x     

   
   

   

 

''
2 0

2 2 2

2

1 1

1 1

1 1

1 1
. 4 1

2 2

x t
t nP n P

x nP n P n P

nP nP P nP nP P nPq

x nP q

 






     

     
      

    

  

  ولʶʴاب ॽʀʺة معامل الʻʱاʛʣ والالʨʱاء نʙʳ أن:
1 1
2 2 0

1 1
4

2 2

P q
K

nPq

 
  

 

  

  
.ʛʣاʻʱع مȄزʨʱأن ال ȑأ  

كان ʧȞʺǽ حʶاب الʨʱقع والॼʱـايʧ ومعامـل الʻʱـاʛʣ مـʧ العلاقـات الʵاصـة بهـا ملاحʢة: 
  مॼاشʛة.

  : تاǺع الʦʯزȂع الʰʹائي:5- 3- 4
وʛȄمʜ له بـ  F X :ةॽالعلاقة الآتǼ ىʢعȄو  

     
0

42 4
t

k k n k
n

k

F X P X t C P q 



     

  ت الʺʱʵلفة الآتॽة:ومʻه ʧȞʺǽ حʶاب الاحʱʺالا



- 189  -  

   

     

1

0

1 1

1 1 43 4

t
k k n k
n

k

P X t P X t C P q

P X t F t






     

    

  

ʚلʥ نʙʳ أن:                وؗ     1 1P X t P X t F t       

   

 

   
     

0

0

1 44 4

1 45 4

t
k k n k
n

k

k k n k
n

k

P X t C P q

P t X C P q

P X P X t

F F t









   

  

   

   












  

ــــʨل  ـــاد الʨʱزȄـــــع الاحʱʺـــــالي للʺʴʱـ ــــॽʴॽة لإʳǽــ ــــʠ الأمʲلـــــة الʨʱضـ ــــي Ǽعـ ــــا يلـ وॽɾʺـ
  .Xالعʨʷائي 

  ):6-4مʰال (
ــ ॽالʱʱات مʛــع مــȃــة أرǽʙعــة نقʢق ʟʵض أن يلقــي شــʛفــʻة، ولX  ائيʨــʷع ʛــʽغʱم

  ǽعʛʰ عʧ عʙد مʛات ʣهʨر الʨʸرة. والʺʢلʨب:
  ، Ǽاسʙʵʱام فʹاء الȃʛʳʱة ودراسة خʨاصه.Xـ إʳǽاد الʨʱزȄع الاحʱʺالي لـ  1
  ، Ǽاسʙʵʱام الʨʱزȄع الʻʲائي ودراسة خʨاصه.Xـ إʳǽاد الʨʱزȄع الاحʱʺالي لـ  2
  ).2) و(1ـ الʺقارنة بʧʽ الʱʻائج في ( 3
4 ʳǽع ـ إȄزʨʱع الǼاد تا F X.  
5  ʧايॼقع وتʨاد تʳǽـ إX.  
ـ رسʦ الȞʷل الॽʰاني الʲʺǽ ȑʚل  6   ,F X f x.  

  الʲل:
ـ إن فʹـــاء إمȞانـــات الȃʛʳʱـــة عʻـــʙ إلقـــاء قʢعـــة الʻقـــʙ أرȃـــع مـــʛات يʱـــألف مـــʧ جʺॽـــع  1

  الأشȞال الʺʺʻȞة، وهي:
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, , , , , , ,

, , , , , , ,

SSSS SSSf SSfS SfSS fSSS ffSS fSfS fSSf

SSff SfSf SffS Sfff fSff ffSf fffS ffff

 
   

 
  

 ʘʽحS رة، وʨʸر الʨهʣ يʻتعf .ȑʨجه العلʨعلى ال ʦقʛر الʨهʣ يʻتع  
:ǽأخʚ الʦॽʁ الآتॽة:  Xوهʻا نلاحȎ أن الʺʱغʛʽ العʨʷائي  0,1,2,3,4X  

 ʦॽʀ ʧة مʺॽʀ الات الʺقابلة لؔلʺʱاب الاحʶع حॽʢʱʶالي نʱالȃوX :ل الآتيȞʷالǼ  

      
      

 

1 1 1 1 1
0 0

2 2 2 2 16

1 1 , , ,

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 16 16
4

1
16

f P X P ffff

f P X P fffs ffSf fSff Sfff

P X

       

   

         

 

  

      2 2 , , , , ,

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 6

2 2 2 2 2 2 2 2 16 16 16 16 16

f P X P ffSS fSfS fSSf SSff SfSf SffS   

            

      

      

3 3 , , ,

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 4

2 2 2 2 2 2 2 2 16 16 16
1 1 1 1 1

4 4
2 2 2 2 16

f P X P SSSf SSfS SfSS fSSS

f P X P SSSS

   

          

       

  

) ʦول رقʙʳائج في الʱʻوضع ال ʧȞʺȄالآتي:1و (  

4 3 2 1 0 X 
1

16
 4

16
 6

16
 4

16
 1

16
 

 
 

i

i

f x

P X x
 

  خʦاصه:
 ʦॽʁالات الʺقابلة لʺʱع الاحॽʺأن ج Ȏـ نلاحX  ȑة أॼسال ʛʽغ  0if x .  

:ȑح، أॽʴʸال ʙاحʨال ȑاوʶǽ الاتʺʱع الاحʨʺʳـ م  
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   
4 4

0 0

1 4 6 4 1 16
1

16 16 16 16 16 16

i i
i i

f x P X x
 

 

      

   

4nـ نلاحȎ أن  2   :1وأن

2
P  رة، وأنʨʸر الʨهʣ الʺʱ1 اح

2
q  .  

:ǽأخʚ الʦॽʁ الآتॽة:                                 Xوأن  0,1,2,3,4X  
  وأن قانʨن الʨʱزȄع الʻʲائي ǽعʢى Ǽالعلاقة: 

    k k n k
nf K P X k C P q     

   وهʖʱȞǽ ʨ على الȞʷل الʱالي:
0,1,2,3,4k  

 
4

4

1 1

2 2

0

k k
kC

f K

    
         



 

ʥا ذلʙع 

  ومʻه نʙʳ أن:

 

 

0 4
0
4

1 3
1
4

1 1 1
0

2 2 16

1 1 4
1

2 2 16

P x C

P x C

        
   

        
   

  

 

 

 

2 2
2
4

3 1
3
4

4 0
4
4

1 1 6
2

2 2 16

1 1 4
3

2 2 16

1 1 1
4

2 2 16

P x C

P x C

P x C

        
   

        
   

        
   

  

) ʦول رقʙʳائج في الʱʻوضع ال ʧȞʺȄالآتي:2و (  

4 3 2 1 0 X 

1

16
 

4

16
 

6

16
 

4

16
 

1

16
    if K P X x  

16

16
 

15

16
 

11

16
 

5

16
 

1

16
  F x  
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  خʦاصه:
ـ نلاحȎ أن :  0if x .  

      ـ  
4

0

1 4 6 4 1 16
1

16 16 16 16 16 16i
i

P X x


         

3 ) ʦول رقـʙـʳها فـي الʽا إلʻصلʨي تʱائج الʱʻقارنة الʺǼ 1ـ) ʦول رقـʙـʳأن 2) وال Ȏنلاحـ (
الʱʻائج مʢʱاǼقة في ؗلʱا الȄʛʢقʧʽʱ، وʸʻȄح Ǽاسʙʵʱام قانʨن الʨʱزȄع الʻʲائي عʻـʙما 

  ʛʽʰؗاً، لأنه ʶǽهل العʺلॽات الʶʴابॽة. ʨȞǽن حʦʳ العʻʽة

ـ ʧȞʺǽ إʳǽاد تاǼع الʨʱزȄع مʧ خلال العلاقة: 4   
0

k

i
i

F X P X x


   

) ʦول رقʙʳفي ال ʘالʲال ʛʢʶائج في الʱʻوضع ال ʦت ʙ2ولق.(  

Ǽ ʖʶʴǽالعلاقة:             Xـ إن تʨقع  5  1
4 2

2
E X nP     

                       أو Ǽاسʙʵʱام العلاقة:      
4

0
i i

i

E X x f x


   

  1 4 6 4 1
0 1 2 3 4

16 16 16 16 16
E X            

  1 3 3 1 8
2

4 4 4 4 4
E X        

  ǽعʢى Ǽالعلاقة: XوȂن تॼايʧ الʺʨʴʱل 
 

 

2

2 1 1
4 1

2 2

X n P q

X





  

   
  

  أو Ǽاسʙʵʱام العلاقة:
               :ʧؔول       2 2

2 1 1X x x     

   

 

2
2

0

2

1 4 6 4 1 80
0 1 4 9 16 5

16 16 16 16 16 16

n

i i
i

X x f x

X







 

           

  

) فʙʳʻ أن:                           1نعʨض في ( 2 5 4 1x     
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.ʧʽʱقȄʛʢا الʱفي ؗل ʧايॼʱقع والʨʱة للॼʶʻالǼ قةǼاʢʱائج مʱʻأن ال Ȏنلاح  
ـ إن قانʨن الʨʱزȄع 6 f x :اني الآتيॽʰل الȞʷال ʦسʛي  

  
  )9-4الȞʷل (

Ȅع وȂن تاǼع الʨʱز  F X :اني الآتيॽʰل الȞʷال ʦسʛي  

  
  )10-4الȞʷل (

  ):7-4مʰال (
% مʧ الʢلاب في إحـȐʙ الؔلॽـات ǽʺلؔـʨن سـॽارات، فـإذا علʺـʗ أنـه 30إذا ؗان 

مʴʱـــʨل عʷـــʨائي ǽعʰـــʛ عـــʧ عـــʙد  ʡXـــلاب، ولʻفـــʛض أن  5يʨجـــʙ فـــي إحـــȐʙ القاعـــات 
  الʢلاب الʚيǽ ʧʺلʨؔن سॽارات. والʺʢلʨب:

  ورسʺه. Xـ إʳǽاد الʨʱزȄع الاحʱʺالي لـ 1
2  ʧايॼقع وتʨاد تʳǽـ إX.  
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  ـ حʶاب الاحʱʺالات الآتॽة: 3
       4 , 3 , 2 , 2 4P X P X P X P X      

  ʵǽʹع لقانʨن الʨʱزȄع الʻʲائي وȄأخʚ الʦॽʁ الآتॽة: XنلاحȎ أن الʲل: 
: 0,1,2,3,4,5X  

 :ʘʽ5ح, 0.7, 0.3n q P    
  ن دالة الʲؔافة الاحʱʺالॽة تॼʸح على الȞʷل الآتي: وȃالʱالي فإ

0,1,2,3,4k       5 0.3 0.7

0

k n kkC
P X k

  


 
ʥا ذلʙع 

ـ                     1     0 50
50 0.3 0.7 0.16807P X C    

     1 41
51 0.3 0.7 0.36015P X C    

 

     
     
     
     

2 32
5

3 23
5

4 14
5

5 05
5

2 0.3 0.7 0.3087

3 0.3 0.7 0.1323

4 0.3 0.7 0.02835

5 0.3 0.7 0.00243

P X C

P X C

P X C

P X C

  

  

  

  

  

  ي:وʧȞʺȄ وضع الʱʻائج في الʙʳول الآت

5  4 3 2 1 0 X 

0.00243  0.02835 0.1323 0.3087 0.36015 0.16807  P X k 

  وهʨ يʛسʦ الȞʷل الॽʰاني الآتي:
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  )11-4الȞʷل (
  
  ـ الʦʯقع: 2

 
  5 0.3 1.5

E x n P

E x

 

  
  

 :ʧايॼʱال  
 
 

2

2 5 0.3 0.7 1.05

x n P q

x





  

   
  

      :ȑاوʶǽ ȑارॽɻʺاف الʛʴه فإن الانʻوم    1.05 1.025x    
  ـ حʶاب الاحʱʺالات: 3

   
2

0

2

0.16807 0.36015 0.3087 0.83692
i

P X P X k


  

   

  

   
 

 

3 1 3

1 2

3 1 0.83692 0.16308

P X P X

P X

P X

   

  

   

  

Ȍفق   4 5P X P X    
 
     

 

4 0.00243

2 4 3 4

0.1323 0.02835

2 4 0.16065

P X

P X P X P X

P X

 

     

 

  

  

4 -3 -6 ʗʲع ثʹائي الȂزʦʯال الʦʹم :Mod:  
قابــل أكʰــʛ احʱʺــال الʸــʴॽʴة والʱــي ت Xإن الʺʻــʨال هــॽʀ ʨʺــة الʺʴʱــʨل العʷــʨائي 

 ʦॽــــ ـــــة لʁـ ــالات الʺقابل ــــʧʽ الاحʱʺـــ ــــʧ بـ ــــX ʧʽمـ ــــʨرة بـ ــــʴॽʴة الʺʸʴـ ــــʨ الॽʁʺـــــة الʸـ ، أȑ هـ
   ,np q nP P .  
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الʱـي تقابـل أكʰـʛ احʱʺـال مـʧ بـX  ʧʽمـʀ ʧـǼm  ʦॽاعॼʱار أن الʺʨʻال هـʨ الॽʁʺـة الʙʮهان: 
 ʦॽʁالات الʺقابلة لʺʱالاحX :فإن  

 
 

1

1

46 4

47 4

m m

m m

P P

P P





 

 
  

ʽح ʘm  ʦॽʀ ʧة مʺॽʁهي الX .الʺʱاح ʛʰي تقابل أكʱال  
  ʱؗ ʧȞʺǽاǼة الʺʛʱاجǼ ʧʽʱʴالȞʷل الآتي:

 

 

1

1

1 48 4

1 49 4

m

m

m

m

P

P

P

P





 

 

  

  ) نʙʳ أن:48-4مʧ الʺʛʱاجʴة الأولى العلاقة (

   
 1 1

1
! !!

1
1 ! 1 ! !

m n m
m

m n m
m

m n mP n P q

P m n m n P q

  




 
  

    
  

  وȃالإصلاحات الȄʛاضॽة نʙʳ أن:

 1 1 50 4
1

m

m

P m q

P n m P
    

 
  

  ومʻه:

 1 51 4
1m m

m q
P P

n m P    
 

  

. Ȟʺǽ (mPــʧ إʳǽــاد الاحʱʺــالات الʺʱʱالॽــة والʺʻʱاقʸــة اعॼʱــاراً مــʧ 51-4ومــʧ العلاقــة (
  ) نʙʳ:50-4ومʧ العلاقة (

     
 

 

1 1 1

52 4

mq n m P m P n m P

m mP nP mP P

m nP P

       

   

  

  

  ) نʙʳ:49-4ومʧ الʺʛʱاجʴة الʲانॽة العلاقة (
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 1 1 53 4
1

m

m

P n m P

P m q
 
   


  

  فعلʻا ساǼقاً أن: ومʻها نʙʳ ؗʺا

 1 54 4
1m m

n m P
P P

m q


   


  

. ومـʧȞʺǽ (mP ʧ إʳǽاد الاحʱʺالات الʺʱʱالॽـة الʺʜʱايـʙة اعॼʱـاراً مـʧ 54-4ومʧ العلاقة (
  ) نʙʳ:53-4العلاقة (

   1n m P m q nP mP mq q

nP mP m mP q

      

   
  

  ومʻه:
 55 4nP q m    
) ʧʽʱقارنة العلاقʺȃأن:55-4) و(52-4و ʙʳن (  
 56 4nP q m nP P      

ــــʨال  ــــ ʻʺـــــي أن ال ـــ ʻعǽ اʚــــ ــــm  ʧʽوهــــ ــــ ʱʺॽʁال ʧʽــــ ــــ ــــʨرة ب ــــʴॽʴة الʺʸʴــــ ـــــة الʸــــ ــــʚ الॽʁʺـــ ǽأخــــ
   ,nP P nP q  .  

nPإذا ؗان الʺقـʙار ملاحʢة:  P  ارʙاً فـإن الʺقـʴॽʴداً صـʙعـnP q ـʹǽن أʨـȞǽ ًا
ــان هʺـــــا  عـــــʙداً صـــــʴॽʴاً، وفـــــي هـــــʚه الʴالـــــة Ȟǽـــــʨن للʨʱزȄـــــع ʱʺॽʀـــــان مʨʻالʱʽـــــان مʳʱاورتـــ

   ,nP q nP P   ʦॽـــʁـــالات الʺقابلـــة لʺʱالاح ʧʽبـــ ʧمـــ ʧʽـــالʺʱاح ʛـــʰوتقـــابلان أك
  .Xالʺʨʴʱل العʨʷائي 

  ):8-4مʰال (
ات أن  ʛؗـʷال Ȑʙـاج إحـʱفي إن ʙفـإ40وج .ʙـʽʳع الʨـʻال ʧمـ ʨاجهـا هـʱإن ʧذا % مـ

 ʧنة مʨȞة مʻʽت عʚب: 25أخʨلʢʺاج، والʱالإن ʧة مʙوح  
  ـ إʳǽاد مʨʻال الʨʱزȄع الʻʲائي لعʙد الʨحʙات الʙʽʳة. 1
  ـ إʳǽاد الاحʱʺال الʺقابل للʺʨʻال. 2

  الʲل:
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  ـ نلاحȎ أن: 1
25 , 0.40 , 0.60n P q    

  نȘʰʢ العلاقة الآتॽة: mولإʳǽاد الʺʨʻال 

25 0.40 0.60 25 0.40 0.40

9.4 10.4

nP q m nP P

m

m

   
     
 

  

ǽmodأخॽʀ ʚʺة صʴॽʴة فإنه ʶǽاوmod    :ȑوȃʺا أن الʺʨʻال  10m   
  ـ ولإʳǽاد الاحʱʺال الʺقابل لʚلʥ الʺʨʻال نلاحȎ أنه عʙʻما نʹع: 2

10k m   :أن ʙʳʻف ʙʴائي الʻع ثȄزʨت Șʰʢن ʦث  
     10 1510

2510 0.4 0.6 0.1612P X C      
  ):9-4مʰال (

وحــــʙة مــــʧ  19) ولʻفــــʛض أن العʻʽـــة مʨȞنــــة مـــʲʺ4-8 ʧـــال رقــــʦ (لʻأخـــʚ نفــــʝ ال
  الإنʱاج، والʺʢلʨب:

1 .ʙʴائي الʻع ثȄزʨال تʨʻاد مʳǽـ إ  
  ـ إʳǽاد الاحʱʺال الʺقابل للʺʨʻال. 2

  الʲل:
19         ـ نلاحȎ أن: 1 , 0.4 , 0.6n P q    

  نȘʰʢ العلاقة الآتॽة: mلإʳǽاد الʺʨʻال 

19 0.4 0.6 19 0.4 0.4

7 8

nP q m nP P

m

m

   
     
 

  

  ونʰʶʴهʺا ؗʺا يلي: 8و 7وȃالʱالي فإن للʨʱزȄع ʱʺॽʀان مʨʻالʱʽان هʺا 
1

2

7 mod 7

8 mod 8

nP q m

nP P m

    
    

  

  ـ إن الاحʱʺالʧʽ الʺقابلʧʽ للʺʨʻالʧʽ مʶʱاوȄان وʶȄاوȄان: 2
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     
     

7 127
1 19

8 118
2 19

7 7 0.4 0.6 0.1797

8 8 0.4 0.6 0.1797

m P X C

m P X C

      

      
  

  ):10-4مʰال (
) ʦقʛر الʨهʣ الʨʻن مʨȞǽ د أرضاً لؔيʛن ʛʳإلقاء ح ʖʳǽ ةʛم ʦ2كǼ ( ارʙ32ʺق 

  مʛة.
  الʲل:

) ʦقʛر الـــʨهـــʤل ʜمــʛʻبــــ 2ل (X رʨهـــʤـــال الʺʱـــا أن احʺȃ1، و

6
P  مʙـــال عـــʺʱواح ،

ʣ5هʨره 

6
q  :الʨʻʺا أن الʺȃو .  

5 1
? , , 32

6 6
n q P m     

  نȘʰʢ الʺʛʱاجʴة الآتॽة: nولʶʴاب 

1 5 1 1
32

6 6 6 6

nP q m nP P

n n

   

     
  

ʱؔʻل:ʧʽʱʴاجʛʱل مȞدوجة على شʜʺة الʴاجʛʱʺال ʖ  
5

32 5 192 197
6

1
32 1 192 191

6

n
n n

n
n n


     


     

  

 ʧʽــة مــابȃʛʳʱار الʛتؔــ ʖــʳǽ ــي أنــهʻعǽ اʚة، و 192وهــʛال  196مــʨــʻن مʨــȞॽة, لʛمــ
 ʦقʛل على الʨʸʴاً لـ  2الȄاوʶة. 32مʛم  

  ):11-4مʰال (
 أʡلȘ أحʙ الʛماة على هʙف أرȃع ʡلقات فإذا علʺʗ أن احʱʺال الإصاǼة للهʙف

 ȑــاوʶǽ لقــةʡ ــلȞǼ0.7P  ض أنʛفــʻل .X  لقــاتʢد الʙعــ ʧعــ ʛــʰعǽ ائيʨــʷل عʨــʴʱم
  الʱي تʖʽʸ الهʙف.

  والʺʢلʨب:
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  ورسʺه ودراسة خʨاصه. Xـ إʳǽاد الʨʱزȄع الاحʱʺالي لـ 1
ـ إʳǽاد تاǼع الʨʱزȄع  2 F x .ورسʺه  
3 ʲف بʙة الهǼال إصاʺʱاب احʶلقات على الأقل.ـ حʡ لاث  
4 .ʛʲلقات على الأكʡ لاثʲف بʙة الهǼال إصاʺʱاب احʶـ ح  
  ـ حʶاب احʱʺال إصاǼة الهʙف ʢǼلقʧʽʱ أو بʲلاث ʡلقات. 5
  .Xـ إʳǽاد تʨقع وتॼايʧ والانʛʴاف الʺॽɻارȑ لـ 6
  ومʧ ثʦ الاحʱʺال الʺقابل لॽʁʺة الʺʨʻال. Xـ إʳǽاد مʨʻال الʨʱزȄع الاحʱʺالي لـ  7
8 ʳǽال.ـ إʨʻʺة الʺॽʁال الʺقابل لʺʱالاح ʧة عॽالʱʱʺة والʸاقʻʱʺالات الʺʱاد الاح  

  الʲل:
  ʵǽʹع لقانʨن الʨʱزȄع الʻʲائي وȄأخʚ الʦॽʁ الآتॽة: Xـ نلاحȎ أن  1

0,1,2,3,4x   
4وحʘʽ أن:                                     , 0,7 , 0,3n p q    

الʲؔافة الاحʱʺالॽة  وȃالʱالي فإن دالة f x :العلاقةǼ ىʢتع  
0,1,2,3,4x  

       4

4 0,6 0,4

0

k kk

i

C
f x P X k

   


 
ʥا ذلʙع 

 ʦॽʁالات الʺقابلة لʺʱاد الاحʳǽإǼ مʨه نقʻومX:أن ʙʳʻف ،  
     
     
     
     
     

0 40
4

1 31
4

2 22
4

3 13
4

4 04
4

0 0,7 0,3 0,0081

1 0,7 0,3 0,0756

2 0,7 0,3 0,2646

3 0,7 0,3 0,4116

4 0,7 0,3 0,2401

P x C

P x C

P x C

P x C

P x C

  

  

  

  

  

  

  وʧȞʺȄ وضع الʱʻائج في الʙʳول الآتي:

4 3  2 1 0 X 

0.2401 0.4116 0.2646 0.0756 0.0081    if x P x k  
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1 0.7599 0.3483 0.0837 0.0081  F x 

 ʦسʛȄو if x :اني الآتيॽʰل الȞʷال  

  
  )12-4الȞʷل (

  ومʧ دراسة خʨاصه نلاحȎ أن:
ـ إن   0if x   ʦॽʁالات الʺقابلة لʺʱلأن الاحX .ةॼسال ʛʽغ  

:ȑح، أॽʴʸال ʙاحʨال ȑاوʶǽ الاتʺʱع الاحʨʺʳـ إن م  

   
1 1

1
n n

i
i i

f x p x k
 

     

ـ إن تـــاǼع الʨʱزȄـــع الاحʱʺـــالي  2 F X  فـــي Șـــابʶول الʙـــʳـــاده ووضـــعه فـــي الʳǽإ ʦتـــ
  الʛʢʶ الʲالʘ، وهʨ يʛسʦ الȞʷل الآتي:

  
  )13-4الȞʷل (
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ـ إن إصاǼة الهʙف بʲلاث ʡلقـات علـى الأقـل تعʻـي أن إصـاǼة الهـʙف بـʲلاث ʡلقـات  3
  أو إصابʱه Ǽأرȃع ʡلقات، والاحʱʺال لهʚه الʴالة ʖʶʴǽ مʧ العلاقة:

     
 
 

3 3 4

3 0,4116 0,2401

3 0,6517

p x p x p x

p x

p x

    

  

 

  

4   :ȑاوʶǽ ʛʲلقات على الأكʡ لاثʲف بʙة الهǼال إصاʺʱـ إن اح  
         
 
   

3 0 1 2 3

3 0,0081 0,0756 0,2646 0,4116

3 0,7599 3

p x p x p x p x p x

p x

p x F

        

    

  

  

5   :ȑاوʶǽ أو ثلاث ʧʽʱلقʢǼ فʙة الهǼال إصاʺʱـ إن اح  
   2 3 0,2646 0,4116 0,6762p x p x       

ʶǽاوX       :ȑـ والʨʱقع الȄʛاضي لـ 6  4 0,7 2,8E x n p      
                   :ȑاوʶǽ ʧايॼʱوال 

2 4 0,7 0,3 0,84x np q        

               :ȑاوʶǽ ȑارॽɻʺاف الʛʴوالان  0,84 0,92x    
  ـ الʺʨʻال: ǽعʢى مʨʻال تʨزȄع ثʻائي الǼ ʙʴالعلاقة: 7

4 0,7 0,3 4 0,7 0,7

2,5 3,5

np q m np P

m

m

   
     
 

  

modومʻه فإن:                                                3m   
 Șــابʶول الʙــʳال ʧــاده مــʳǽإ ʧــȞʺǽ الʨــʻʺــة الʺॽʁــال الʺقابــل لʺʱــالي فــإن الاحʱالȃو

ʛةً، أȑ:                              مॼاش 3 0,4116mp p x    
  أو ǼالʱعʠȄʨ في علاقة الʨʱزȄع الʻʲائي:

     3 13
43 0,7 0,3 0,4116p x C    

  ـ وʧȞʺȄ حʶاب الاحʱʺالات الʺʻʱاقʸة والʺʱʱالॽة Ǽالعلاقة الآتॽة: 8

1 1m m

m q
p p

n m p   
 
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ʙايʜʱʺالات الʺʱاب الاحʶا حʻʻȞʺȄالعلاقة:و ʧة مॽالʱʱʺة وال  

1 1m m

n m P
p P

n q


  


  

4ومʻهʺا نʙʳ أن                    

4 3 0.7
0.4116 0.2401

3 1 0.3
p


   


  

2

1

0

3 0,3
0,4116 0,2646

4 3 1 0,7

2 0,3
0,2646 0,0756

4 2 1 0,7

1 0,3
0,0756 0,0081

4 1 1 0,7

p

p

p

   
 

   
 

   
 

  

  وهي الاحʱʺالات نفʶها الʱي حʸلʻا علʽها أثʻاء تȘʽʰʢ الʨʱزȄع الʻʲائي.

  :Poisson distribution: قانʦن تʦزȂع بʦاسʦن 4-4
ǽ :ـــا ــان هʺـ ـــانʨن علــــى الʳʱــــارب الʱــــي لهــــا نʱʳॽʱــ تʴقــــȘ الʴالــــة  ʰʢAــــȘ هــــʚا القـ

عـــʙم تʴقـــȘ الʴالـــة الʺʛغȃʨـــة Ǽالإضـــافة إلـــى ضـــʛورة تʴقـــȘ الʷـــA  ʧʽʡʛالʺʛغȃʨـــة ، و
:ʧʽʽالآت  

ـ إن ʨȞǽن احʱʺال تʴقȘ الʴالة الʺʛغȃʨة  P A  ȑاوʶȄاً وʙاً جʛʽصغP.  
ʛʽʰؗاً، وأن ʨȞǽن  nـ أن ʨȞǽن عʙد الʳʱارب 

n
im n P 


   

والأمʲلــة علــى هــʚه الʳʱــارب ʽʲؗــʛة مʻهــا: عــʙد الأخʢــاء فــي صــفʴات ʱؗــاب مــا، 
عـــʙد الإصــــاǼات الʺʛضــــॽة Ǽالʶـــل خــــلال أحــــʙ الأǽــــام، عـــʙد الأشــــʵاص الــــʚيʸǽ ʧــــلʨن 

  مʱأخʧȄʛ إلى الʺʛʶح لʨʹʴر مʛʶحॽة معʻʽة.... إلخ.
مʨʴʱل عʨʷائي ʲʺǽل عʙد الʺʛات الʱي تʦʱ فʽها ملاحʤة الʤاهʛة  ʛʱXض أن لʻف

العʨʷائॽة خلال فʛʱة زمॽʻة معʻʽة (وزن، مʶاحة، حʦʳ....إلخ) ونȄʛـʙ إʳǽـاد دالّـة الʲؔافـة 
الاحʱʺالॽة  f x.  
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ي فـإن ʡـʨل وȃالʱـال nإلى فʛʱات زمॽʻة قʸـʛʽة عـʙدها  tلʻقʦ بʱقʦॽʶ الفʛʱة الʜمॽʻة 
 ȑـاوʶǽ ةʛʽـʸة القॽʻمʜة الʛʱالفt

n
t، أt :ȑونʛمـʜ لهـا بــ  

t
n

   اتʛـʱأن الف ʛـʰʱعʻول

الʜمॽʻــة هــي مʳــالات تʳُــȐʛ علʽهــا تʳــارب مʶــʱقلة وأن احʱʺــال الʴʱقــȘ فــي ؗــل مʳــال 
 ȑــاوʶȄو ʗء ثابــȑʜجــP t  ) ʘــʽح  ــاربʳʱــار الॼʱاعȃو .(ʖجــʨم ʗد ثابــʙعــ

مـʛة عʻـʙ تؔـʛار  kفقـȌ وفقـA  Ȍمʱʶقلة عـǼ ʧعʹـها الـॼعʠ فـإن احʱʺـال تʴقـȘ الʴـادث 
  مʛة ʧȞʺǽ حʶاǼه Ǽاسʙʵʱام قانʨن تʨزȄع الʻʲائي الǽ ȑʚعʢى Ǽالعلاقة: nالȃʛʳʱة 

   57 4k k n k
nP X k C p q     

 :ʘʽ0,1,2ح,.....k n  
tوȃʺا أنه حʖʶ الفʛض لʙيʻا:                   t

P t
n n

        

1 1
t

q P
n


     

  )، فʙʳʻ أن:57-4نعʨض في العلاقة (

   1 58 4
k n k

k
k n

t t
P P X k C

n n

  
          
   

  

 :ʘʽ0,1,2ح,.....k n  
  تʶعى إلى اللانهاǽة، نʙʳ أن: n) عʙʻما 58-4(وȃأخʚ نهاǽة ʛʡفي العلاقة 

 
     

 

   

lim lim 1

!
lim lim lim lim 1

! !

1 2 .... 1 !
lim lim

!

1
lim lim 59 4

!
1

k n k
k

k n
n n

k n k

k
n n n n

k kn n

n

k

kn n

t t
P C

n n

n t t
P

k n k n n

n n n n k n k
P

n n k

t
t n

k t

n

 

 








 



   

 

 

       
   

              

    
 

 

  
  
  
 
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  ) نʙʳ أن نهاǽة الʙʴ الأول تʶاوȑ:59-4ومʧ العلاقة (
    1 2 .... 1

lim 1
kn

n n n n k

n

   
  

  وذلʥ لأن مʛتॼة الȌʶॼ والʺقام مʶʱاوȄة.
  وȂن نهاǽة الʙʴ الʲاني تʶاوȑ نفʶه، أȑ أنه:

   
lim

! !

k k

n

t t

k k

 


  

، وȃالʱـالي فـإن نهاǽـة الʺقـʙار الأʶǽـʛ تʶـاوn ȑوذلʥ لأنـه لا ʱʴǽـȑʨ الʺقـʙار علـى 
:ȑاوʶت ʘالʲال ʙʴفي مقام ال ȑʚال ʛʶؔة الǽن نهاȂه، وʶنف  

lim 1 1
k

n

t

n




   
 

  

limوذلʥ لأن  0
n

t

n




 الي فإنʱالȃو ، lim 1 1
k

n
  

limي ȌʶǼ الʙʴ الʲالʘ الʶǽ ȑʚاوȑ:    ولʶʴاب نهاǽة الʛʶؔ ف 1
n

n

t

n




  
 

  

1ونʧʴ نعلʦ أن:
lim 1

x

x
e

x

   
 

  وأن: 

 11
lim 1 60 4

x

x
e

x




    
 

  

1tلʻفʛʱض أن: 

n x


 أن ʙʳʻف ،n x t :  

  ) على الȞʷل الآتي:60-4لʖʱؔʻ العلاقة (

11 1
lim 1 lim 1 lim 1

tn x t x
t t

n x x

t
e e

n x x


  

 

  

                             
  

  ) فʙʳʻ أن:59-4ثʦ نعʨض ؗل ذلʥ في العلاقة (

   
lim 1

! 1

k t

k

t e
P P X k

k

 

      
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  ومʻه نʸʴل على أن:

     61 4
!

k

t t
P X k e

k
      

1tهي الʨاحʙ (وحʙة الॽʁاس  tوللʶهʨلة لʻعʛʰʱ أن الفʛʱة الʜمॽʻة   نʨفـإن قـان (
فــي واحــʙة الــʜمʶǽ ʧــʺى قــانʨن تʨزȄــع بʨاســʨن، وȄعʢــى Ǽالعلاقــة  Xـ الʲؔافــة الاحʱʺالॽــة لــ

  الآتॽة:

)4-62(  
0 , 0,1,2,......k    

  !
0

k

e
P X k k

 
  



 
ʥا ذلʙع 

 :اصهʦخ  
ـ إن  1  0P X k   ةʺॽʀ ʗمهʺا ؗانk.  
2 :ʙاحʨال ȑاوʶǽ الاتʺʱع الاحʨʺʳـ إن م  

  
0 0 0

63 4
! !

k k

k
k k k

p e e
k k

    
 

  

      

  ومʧ نʛʷ الʨʱاǼع وفȘ سلʶلة صʴॽʴة، نعلʦ أن:

 
2 3

0

1 ... .... 64 4
! 1! 2! 3! !

k k

k

e
k k

    



 
         

 
  

  ) فʙʳʻ:63- 4ومʻه نعʨّض في (
0

0

1k
k

p e e e 






     

Ȃʚة: -1- 4- 4 ʙؕʸال ʤॻɿال  
ـ الʦʯقع الȂʙاضي  1 E X : اضيȄʛقع الʨʱى الʢعǽ E X :ةॽالعلاقة الآتǼ  

 
0 0 !

k

k
k k

E X k p k e
k

  


 

      
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   

   

1

1

1

1

1 !

1 !

k

k

k

k

E X k e
k k

E X e e e
k



  

 

 







 




  



    





  

وʨȞȄن لʙيʻا:                          0E X e e e          

لأن الʺقʙار: 
 

1

1 1 !

k

k

e
k

 




 ) ارد فيʨع الǼاʨʱال ʛʷن ʖʶقة. 64-4حǼاʶال (  

  
2 :ʥايॺʯـ ال ॽالعلاقة الآتǼ ىʢعȄة:و  

       

   

22
2 1

2 2 2

0

2 2

0

65 4

!

k

k

k

X x x

X k f x

k e
k



  

 

 










    

  

  





  

ʖʽ الʺʢابȘ له  2kلʙʰʱʶʻل  ʛؗʱالǼ  1k k k  :أن ʙʳʻف  

   

 

    

   

2 2

0

2

0 0

2 2
2

2

2
2 2 2

2

1
!

1
! !

1
1 2 !

2 !

k

k

k k

k k

k

k

k

k

X k k k e
k

k k e k e
k k

k k e
k k k

X e
k



 





 

  

   

   






 
 

 











      

    


   

 

   




 





  

  ) ǽعʻʽʢا: 64-4وȃʺا أن نʛʷ الʨʱاǼع حʖʶ العلاقة (

0 !

k

k

e
k





  
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                         فإن:                        
 

2

2 2 !

k

k

e
k

 




  

ومʻه فإن:                            2 2 2X e e          

   

2 0 2

2 66 4

e

X

  

 

   

 
  

:ȑاوʶǽ ȑارॽɻʺاف الʛʴه فإن الانʻوم  
   67 4X    

  ):12-4مʰال (
 ʧلف مʕم ʦʳعلى  800مع ȑʨʱʴȄة وʴائي  1600صفʨʷل عȞʷǼ زعةʨأ مʢخ

مʨʴʱل عʨʷائي ǽعʛʰ عʧ عʙد الأخʢاء فـي  Xعلى صفʴات هʚا الʺعʦʳ، ولʻفʛض أن 
  الʸفʴة, نفʱح الʺعʦʳ على صفʴة ما وȞʷȃل عʨʷائي. والʺʢلʨب: 

ـ إʳǽــاد احʱʺـــال عــʙم وجـــʨد أȑ خʢــأ فــي الʸـــفʴة الʺفʨʱحــة، ثـــʦ إʳǽــاد الاحʱʺـــالات  1
  الآتॽة: 

         3 , 2 , 1 , 4 , 5P X P X P X P X P X      
  .Xـ إʳǽاد تʨقع وتॼايʧ الʺʨʴʱل  2

1600nنلاحȎ أن: الʲل:    

                 :ȑاوʶǽ ًاॽائʨʷة عʴفʸار الॽʱال اخʺʱن احȂ1و

800
P   

1ومʻه:                                       
1600 2

800
n P       

k....0,1,2,3,4,5          وȃالʱالي فإن:       ،  2 2

!

k

P X k e
k

   



- 209  -  

 

 

 

 

0
2

1
2

2
2

3
2

2
0 0.1353

0!

2
1 0.2707

1!

2
2 0.2707

2!

2
3 0.1804

3!

P X e

P X e

P X e

P X e









  

  

  

  

  

 

 

4
2

5
2

2
4 0.0902

4!

2
5 0.0361

5!
......................................

P X e

P X e





  

    

                   ـ 2  2E x    
 2 2x    

                               :ȑاوʶǽ ȑارॽɻʺاف الʛʴالان 2 2x   
: الʯاǺع الʦʸلʗ للعʚوم: 2- 4- 4 x t ::العلاقةǼ ىʢعȄو  

     

     

0

0 0

68 4

69 4
! !

t x t x
x

x

xtx
t x

x
x x

t E e e f x

e
t e e e

x x
 









 
 

 

     

    



 
  

وȃʺا أن الʺقʙار:                                   
0 !

t

xt

e

x

e
e

x







   

وȃالʱالي فإن:                                          te
x t e e      

     1
70 4

te

x t e
 

   
وهʨ الʱاǼع الʺʨلʙ للعʜوم. ومʧ هʚا الʱاǼع ʧȞʺǽ إʳǽاد العʜوم الابʙʱائॽة، وȃالʱالي العʜوم 

.ʖاتʛʺلف الʱʵم ʧة مȄʜ ʛؗʺال  
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  ):13-4مʰال (
 ʧايॼقع وتʨت ʙأوجX  ومʜللع ʙلʨʺع الǼاʱام الʙʵʱاسǼ x t .نʨاسʨع بȄزʨفي ت  

  نعلʦ أن الʱاǼع الʺʨلʙ للعʜوم ʶǽاوȑ:الʲل: 

 
0

t x t x
x x

x

t E e e P




       

)  نʙʳ أن:                         70-4ومʧ العلاقة (   1te

x t e





  
وȃاشʱقاق الʱاǼع  x t :ȑة أॽائʙʱوم الابʜل على العʸʴن  

       1'
1 0

00

tetx
x t

tt

d t
E x t e e

dt


   






        

 

       

2

0

21 1''
2 0 0

2
2

t t

x

t

e et t
x t t

d t

dt

t e e t e e
 




   

  



 

 



         
 

  

  ومʻه:
 
 

2 2
2 1

2 2 2

x

x

  

    

 

   
  

4 -4 -3 :ʙʡاʹʯالعلاقة:: معامل الǼ ʛʣاʻʱى معامل الʢعȄو  

 3
3

71 4
M

K


   

ȑʜ مʧ الʺʛتॼة الʲالʲة والǽ ȑʚعʢى Ǽالعلا 3Mوهʻا يلʜمʻا حʶاب   ʛؗʺم الʜقة:الع  
 3

3 3 1 2 13 2 72 4M         
وȃʺا أن:                             ''' 3 2

3 0
3x t

t    


     

  ) نʙʳ:72-4وȃالʱعʠȄʨ في العلاقة (
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3 2 2 3
3

3 2 2 3 3

3

3 3 2

3 3 3 2

M

M

      

     


       
     


  

  نعʨض في معامل الʻʱاʛʣ فʙʳʻ أن:

 

2

1
73 4

K

K

 
   



 
 

 

  

 Ȍـــʶॼن الʨـــȞǽ ماʙـــʻاً عʛʣـــاʻʱـــع مȄزʨʱن الʨـــȞȄو ʧمـــ Ȍـــʶॼـــار أن الॼʱاعȃوماً، وʙمعـــ
) لاʧȞʺǽ أن ʨȞǽن معʙوماً أبʙاً، لأنه ʶǽاوȑ الʨاحʙ، وȃالʱـالي فـإن تʨزȄـع 73-4العلاقة (

0kبʨاســʨن غʽــʛ مʻʱــاʛʣ، ؗʺــا نلاحــȎ مــʧ ناحॽــة أخــȐʛ أن:    ــالي فــإنʱالȃدائʺــاً، و
.ʧʽʺॽال ʨʴن ȑʨʱع ملȄزʨʱال  

  ):14-4مʰال (
) أوجʙ معامل الʻʱاʛʣ، وʧّ̔ȃ ذلʥ على 12-4د إلى معॽʢات الʺʲال رقǼ) ʦالاسʻʱا
  الʛسʦ الॽʰاني.

2نلاحȎ أن: الʲل:  .  

) ʧ73-4وم                        :ȑاوʶǽ ʛʣاʻʱ1) فإن معامل ال

2
K   

0KنلاحــȎ أن   ــȄزʨʱـــاني والॽʰال ʦســʛال ʧا واضـــح مــʚوهــ ،ʧʽــʺॽال ʨـــʴن ʨٍــʱع مل
  الآتي.
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  )14-4الȞʷل (

: تاǺع الʦʯزȂع 4- 4- 4 F X ::العلاقةǼ ىʢعȄو  

     
0

74 4
!

kt

k

F X P X t e
k

 



     

  وʧȞʺȄ حʶاب الاحʱʺالات الأخȐʛ الʺʱʵلفة الآتॽة:

     
0

1 1 75 4
t

k
k

P X t P X t P


        

   

       

1 1

0 0

1

0 0

76 4
!

77 4

!

kt t

k
k k

kS t S

k k
k k k t

P X t P e
k

P t X S P X S P X t

P P e
k









 


 




  

   

      

  

 

  

  

  ):15-4مʰال (
 Ǽ0.3احʱʺــــال قــــʙره  tلʻفــــʛض أن ʣــــاهʛة مــــا تʴــــʙث خــــلال ؗــــل دॽʀقــــة قــــʙرها 

  والʺʢلʨب:
  دقائȘ. 10مʛة في فʛʱة زمॽʻة قʙرها  3,2,1,0ـ احʖʶ احʱʺال رصʙ هʚه الʤاهʛة  1
  وتاǼع تʨزȄعه. Xـ حʶاب تʨقع وتॼايʧ عʙد مʛات الʤهʨر  2

  الʲل:
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  نلاحȎ أن:ـ  1
0.3 , 10

0.3 10 3

t

t



 
  

  

ؗʺʨʴʱل عʨʷائي ʵǽʹع لقانʨن تʨزȄـع بʨاسـʨن  Xوȃالʱالي فإن عʙد مʛات ʣهʨر  
  )]:61-4الآتي [انʛʤ العلاقة (

 
 

0,1,2,3,....
!

k
t t

P X k e k
k

     

ومʻه فإن:                                         3 3

!

k

P X k e
k

    

                          ومʻه:            
0

3 3
0 0.0498

0!
P X e     

 

 

 

1
3

2
3

3
3

3
1 0.1494

1!

3
2 0.2240

2!

3
3 0.2240

3!

P X e

P X e

P X e







   

   

   

  

  الʨʱقع الȄʛاضي:
    3E x E x    

:ʧايॼʱال  
   2 2 3x x      

تاǼع الʨʱزȄع  F X :العلاقةǼ ىʢعȄو  

 
0

S

k
k

P X S P


   

ʶح ʧȞʺȄالي:وʱول ؗالʙائج في جʱʻه ووضع الǼا  
... 3 2 1 0 X 

....  0.2240 0.2240 0.1494 0.0498  P X k 

.... 0.6472 0.4232 0.1992 0.0498    F S P X S  
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 :نʦاسʦع بȂزʦن تʦال قانʦʹم  
ل أكʰـʛ احʱʺـال الʸـʴॽʴة، والʱـي تقابـ Xإن الʺʨʻال هॽʀ ʨʺة الʺʨʴʱل العʷـʨائي 

 ʦॽʁالات الʺقابلة لʺʱالاح ʧʽب ʧمX ʧʽرة بʨʸʴʺة الʴॽʴʸة الʺॽʁال ʨوه ., 1  .  
  الʙʮهان:

 ʦॽʀ ʧة مʺॽʀ ʨال هʨʻʺار أن الॼʱاعǼX  ʧـال مـʺʱاح ʛـʰي تقابـل أكʱة والʴॽʴʸال
 ʦॽʁالات الʺقابلة لʺʱالاح ʧʽبX ض أنʛفʻل .m   ʦॽʀ ʧة مʺॽʁهي الX وال ʛـʰي تقابـل أكʱ

  احʱʺال عʙʻئʚ فإن:
 
 

1

1

78 4

79 4

m m

m m

P P

P P





 

 
  

) ʧʽʱʴاجʛʱʺة الǼاʱؗ ʧȞʺȄل الآتي:79-4) و(78-4وȞʷالǼ (  

 

 

1

1

1 80 4

1 81 4

m

m

m

m

P

P

P

P





 

 

  

  ) نʙʳ أن:80-4مʧ العلاقة (

   

1

1
1 !

1 82 4

!

m

m
m

m

e
mP m

P
e

m







 











   


  

  ومʻه نʙʳ أن:
 83 4m    

  ʙʳ أن:) ن81-4ومʧ العلاقة (

   

1

1
1 !

1 84 4
1

!

m

m
m

m

e
mP

P m
e

m




















   


  

  ومʻه:
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 1 85 4m     
) ʧʽʱقارنة العلاقʺǼ4-83)أن:85-4) و ʙʳن (  

 1 86 4m      
 ʧʽرة بʨʸʴʺة والʴॽʴʸة الʺॽʁال ʚأخǽ الʨʻʺي أن الʻعǽ اʚ1وه  و  

  :)16-4( مʰال
ــع لقـــانʨن تʨزȄـــع  مʴʱـــʨلاً  Xؗـــان  إذا انـــʗ  بʨاســـʨن،عʷـــʨائॽاً ʵǽʹـ  و n=100وؗ

0,025p ،  بوʨلʢʺال:  
  .Xـ إʳǽاد مʨʻال قانʨن تʨزȄع  1
  ـ إʳǽاد الاحʱʺال الʺقابل لॽʁʺة الʺʨʻال. 2

  :الʲل
0,025p و n=100ـ نلاحȎ أن  1   

100                                   :ومʻه 0,025 2,5np      
1 2,5 1 1,5      

Șʽʰʢʱȃ1                                        العلاقة: و m     
1,5 2,5m   

ʙʳال نʨʻʺأن الmod  ȑاوʶǽ:                             mod 2m   
  . Xمʦॽʀ ʧ الʺʨʴʱل العʨʷائي  صʴॽʴة  ॽʺةتأخm ʀ ʚ وذلʥ لأن

  علॽه بȘʽʰʢʱ العلاقة: فʸʴʻلالاحʱʺال الʺقابل لॽʁʺة الʺʨʻال  أما

 

   2

2,5

!
2,5

2 0,25652
2!

k

p x k e
k

p x m e

 



  

    
  

 ةʢملاح:  
1ن أن Ȟǽــــʨ  الॽʰʢعــــيصــــʴॽʴاً فʺــــʧ  عــــʙداً  ؗانـــʗ  إذا   ًداʙاً  عــــʴॽʴصــــ، 

,1هʺا  ʨالʱʽانʻموȃالآتي ʨȞǽن للʨʱزȄع ʱʺॽʀان  .  
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  :)17-4( مʰال
  )، الʺʢلʨب:15-4بॽانات الʺʲال رقǼ ) ʦاسʙʵʱام

  ـ حʶاب ॽʀʺة الʺʨʻال. 1
  ـ إʳǽاد الاحʱʺال الʺقابل لॽʁʺة الʺʨʻال. 2
  ـ حʙد ذلʥ على الȞʷل الॽʰاني. 3

  :الʲل
Ȏ                                                 3 أن:ـ نلاح 1   

1ومʻه:                                                 3 1 2      
  وȘʽʰʢʱȃ العلاقة:

1

2 3

m

m

   
 

  

  :وهʚȞا نʙʳ أن للʨʱزȄع ʱʺॽʀان مʨʻالʱʽان هʺا
 1mod 1 2m   2وmod 3m .  
  
  ـ ʧȞʺǽ إʳǽاد الاحʱʺال الʺقابل لॽʁʺة الʺʨʻالʧʽ على الȞʷل الآتي: 2

   

   

2

3
1

3

3
2

3
mod 2 0,224

2!

3
mod 3 0,224

3!

P p x e

P p x e





   

   

  

  ـ ʧȞʺǽ ملاحʤة الʺʨʻالʧʽ على الȞʷل الآتي: 3

  
  )15-4الȞʷل (
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ـــة (ملاحʢـــة:  ــالات الʺʱʱال82-4مـــʧ العلاق ـــة لهـــʚا الʨʱزȄـــع مʛتʢॼـــة )، نʳـــʙ أن الاحʱʺـ ॽ
  Ǽالعلاقة:

 1 87 4m m

m
p p

     

  ) ʧȞʺǽ حʶاب الاحʱʺالات الʺʱʱالॽة الʺʻʱاقʸة.87-4ومʧ العلاقة (
  ) نʙʳ أن:84-4ومʧ العلاقة (

 1 88 4
1m mp p

m


   


  

  ) ʧȞʺǽ حʶاب الاحʱʺالات الʺʱʱالॽة الʺʜʱايʙة.88-4ومʧ العلاقة (
  ):18-4مʰال (

ʵʱاسǼ) ʦال رقʲʺانات الॽام بʙ4 -16 ةॽالʱʱʺالات الʺʱاد الاحʳǽب إʨلʢʺال ،(
  الʺʜʱايʙة والʺʻʱاقʸة مʙʵʱʶماً ॽʀʺة الʺʨʻال والاحʱʺال الʺقابل لها.

  الʲل:
2لقʙ وجʙنا أن:  , 0,25652mm p   

) ʦم العلاقة رقʙʵʱʶة نʸاقʻʱʺة الॽالʱʱʺالات الʺʱاب الاحʶʴ87- 4ل:ʙʳها نʻوم ،(  
2

2 1 1

2 0,25652

2
0,25652 0,20522

2,5

m p

p p

  

   
  

1 1 0

1
0,20522 0,08209

2,5
p p      

) ʦم العلاقة رقʙʵʱʶة نʙايʜʱʺة الॽالʱʱʺالات الʺʱاب الاحʶʴ88-4ل:ʙʳها نʻوم ،(  
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2

2 1 3

3 1 4

4 1 5

2 0,25652

2,5
0,25652 0,21377

3
2,5

0,21377 0,13360
4

2,5
0,13360 0,0668

5
...................................................................

m p

p p

p p

p p







  

   

   

   

  

  ملاحʢة:
0qقॼȄʛة مʧ الʨاحʙ، فإن  pعʙʻما تʨؔن   .(ةʛʽصغ)  
 :ʗذا ؗانȂوlim

n
nq a


ان 0a، وؗ :  

فإنʻـــا نـــʧȞʺʱ مـــʧ تʽʰʢـــȘ تʨزȄـــع بʨاســـʨن علـــى الʨجـــه الآخـــʛ للʤـــاهʛة الʺʙروســـة 
 ʛجه الآخـʨعلى ال Șʰʢǽ ȑʚن  الʨاسʨع بȄزʨن تʨح قانॼʸǽ اليʱالȃو ،(ةʺʺʱʺة الʛاهʤال)

  ǼالȞʷل الآتي:  للʤاهʛة

   , 0 89 4
!

k
a a

p X k e a
k

     

ǽ ʥلʚأنهــا ذات لــǼ ʜّ̔ــʺʱــي تʱــادرة الʻال ʛاهʨــʤــع الȄزʨن تʨقــانǼ نʨاســʨن بʨــʺى قــانʶ
مـʛة، عʻـʙما نʳـȑʛ علʽهـا  kوجهʧʽ فقȌ. وȄعʻʽʢا احʱʺـالات تʴقـȘ لʱلـʥ الʤـʨاهʛ الʻـادرة 

ها عʙداً ʛʽʰؗاً مʧ الʺʛات. ʨؗع سلǼاʱارب أو نʳʱال ʧاً مʛʽʰؗ ًداʙع  
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ʛامʳل الʶالف  

  الʦʲʯʸلات العʦʵائॻة الʙʸʯʴʸة وقʦانʥʻ تʦزȂعها 
Random Variables Continues  

5-1:ʙʸʯʴʸائي الʦʵل العʦʲʯʸال ʃȂʙتع :  
الʺʻقʢــع Ǽأنــه الʺʴʱــʨل الــȑʚ  عʷــʨائيال ʺʴʱــʨللقــʙ عʛفʻــا فــي الفʸــل الʶــابȘ ال

ʱʻم ʛــʽــة أو غॽهʱʻم ʦॽــʁه الʚن هــʨوتؔــ ،ʙــة للعــ هॽــة. أمــا إذا ؗــان ǽأخــॽʀ ʚʺــاً مʻقʢعــة قابل
ǽأخــॽʀ ʚʺــاً مʶــʛʺʱة فــي مʳــال  Xالʺʴʱــʨل العʷــʨائي  ,a b لʨــʴʱʺفــإن ال ،X  أن ʧــȞʺǽ

ǽأخــʚ أǽــة ॽʀʺــة ضــʺʧ الʺʳــال الʺــʨؗʚر دون انقʢــاع، وȃالʱــالي فــإن الʁــʦॽ الʱــي ǽأخــʚها 
Ǽـالʺʨʴʱل   Xتʨؔن غʛʽ قابلة للعʙ وغʛʽ مʱʻهॽـة. عʙʻئـʢǽ ʚلـȘ علـى الʺʴʱـʨل العʷـʨائي 

  ... إلخ.Z, Y, Xالعʨʷائي الʺʛʺʱʶ، وʛȄمʜ لهʚا الʺʨʴʱل Ǽأحʛف ʛʽʰؗة مʲل 
  والأمʲلة على الʺʨʴʱلات العʨʷائॽة الʺʛʺʱʶة ʛʽʲؗة نʛؗʚ مʻها:

ـ عʺʛ إنʶان اخʛʽʱ عʨʷائॽاً، هʨ مʨʴʱل عʨʷائي مʛʺʱʶ في الʺʳال  0,120  
مʙيʻـــة مـــا، هـــي مʴʱـــʨل عʷـــʨائي مʶـــʛʺʱ ضـــʺʧ  ــــ درجـــة الʴـــʛارة خـــلال فʱـــʛة مـــا فـــي

الʺʳال  10,45.  
ـ ؗʺॽة الʺॽـاه الʺʸـʛوفة خـلال فʱـʛة مـا، هـي مʴʱـʨل عʷـʨائي مʶـʛʺʱ ضـʺʧ الʺʳـال 

 ,a b.  
ـ ؗʺॽة الؔهȃʛاء الʺʱʶهلؔة خلال فʛʱة ما، هي مʨʴʱل عʨʷائي مʛʺʱʶ ضʺʧ الʺʳال 

 ,c d.  
ــ ʡــʨل شــʟʵ مــا اخʽʱــʛ عʷــʨائॽاً، ، هــي مʴʱــʨل عʷــʨائي مʶــʛʺʱ ضــʺʧ الʺʳــال  ـ

 100,200 .ʦس  
 ʧʺضـ ʛʺʱـʶائي مʨـʷل عʨـʴʱائي، هـي مʨـʷل عȞـʷǼ تʛʽʱة اخʛلأس ȑʛهʷخل الʙـ ال

الʺʳال  5000,20000.  
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Ǽأنه مʨʴʱل ǽأخـX  ʚعʨʷائي الʺʛʺʱʶ وȞʷȃل عام ʻʻȞʺǽا أن نقʨل إن الʺʨʴʱل ال
ــة هــʚا الʺʴʱــʨل ضــʺʧ ذلــʥ الʺʳــال تʸʱــف  ʛؗه، حʛــʽــال تغʳفــي م ʛʺʱــʶل مȞــʷǼ ــهʺॽʀ
 ʛʺʱـʶʺل الʨـʴʱʺـالي للʺʱـع الاحȄزʨʱن الʨقـانǼ ـʺىʶǽ ـع لʺـاʹʵام، وهي تʤʻال ʧيء مʷǼ

X الʳʺال Ȍر في وسʛؔʱي ʙلاً قʲم ʨفه ، ,a b اره عʛتؔـ ʧم ʛʲرة أكʨـʸȃـه. وॽɾʛʡ لـى
 ʙيـʙʴت ʧمـ ʙلابـ ʛʺʱـʶائي مʨـʷل عʨـʴʱم ȑك أʨـة سـلॽɿॽؗ ف علـىʛعـʱـى نʱعامة فإنـه ح

  أمʧȄʛ هامʧʽ هʺا:
ـ مʳال ذلʥ الʺʨʴʱل، ونʛمʜ له بـ 1 ,a b.  
2  ʦॽـــʀ ʧʽبـــ Ȍȃʛـــي تـــʱـــة الॽولʙʳة أو الॽاضـــȄʛالعلاقـــة ال ʨـــالي هـــʺʱـــع الاحȄزʨʱن الʨـ قـــان

، Xوالاحʱʺـالات الʺقابلـة، ولʨʱضـॽح Ǽعـʠ خʸـائʟ الʺʴʱـʨل العʷـʨائي  ، Xالʺʨʴʱل 
  سʜʽʺʻ بʧʽ نʨعʧʽ مʧ قʨانʧʽ الʨʱزȄع الاحʱʺالॽة هʺا:

  ـ قʨانʧʽ الʨʱزȄع الإحʸائॽة أو الॽʰȄʛʳʱة.
  ـ قʨانʧʽ الʨʱزȄع الȄʛʤʻة أو الȄʛاضॽة. 

5-2 ʙʸʯʴل مʦʲʯʸالي لʸʯع الاحȂزʦʯن الʦقان :X:  
الʺʶـــʱʵǽ ʛʺʱلـــف عـــʧ الʺʴʱـــʨل العʷـــʨائي الʺʻقʢـــع Ǽأنـــه إن الʺʴʱـــʨل العʷـــʨائي 

 ʛʺʱʶل أو مʸʱال مʳم ʧʺض (ةʻȞʺʺه الʺॽʀ ʚأخǽ) لʨʴʱي ,a b ـةʺॽʀ دʙـا أن عـʺؗ .
الʺʺʻȞــة ضــʺʧ ذلــʥ الʺʳــال Ȟǽــʨن لانهائॽــاً. لــʚلʥ فإنʻــا نلاحــȎ أنــه مــʧ الʺʱعــʚر عــʛض 

ʻـا مـع الʺʴʱـʨلات الʺʻقʢعـة) دون أن نقـʨم هʚه الʦॽʁ الʺʺʻȞة ضʺʧ جʙول واحʙ (كʺا فعل
بــʙمʳها وتʰȄʨʰهــا ضــʺʧ مʳــالات جʜئॽــة مʳʱــاورة وغʽــʛ مʱقاʡعــة، ثــʦ حʶــاب الʱؔــʛارات 

  الʺقابلة لؔل مʻها. وحʱى نʨʱصل إلى ذلʥ نقʨم Ǽالإجʛاءات الʱالॽة:
ॽʀاســـاً عـــʙدǽاً أو  n، فʸʴʻـــل علـــى Xتȃʛʳـــة علـــى ســـلʨك الʺʴʱـــʨل  nـ نقـــʨم Ǽـــإجʛاء  1

  .نॽɺʨاً له
ʨȞǽ ʘʽʴǼن مʸʱلاً أو شاملاً، ولʻفʛʱض أنه  Xـ نʙʴد مʳال تʨʴل  2 ,a b.  
  ـ نقʦʶ الʺʳال إلى مʳالات جʜئॽة مʶʱاوȄة ʨʡل ؗل مʻها: 3

 1 5
b a

m


   
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 ʘʽحm  ʖʶʴȄة، وȃʨلʢʺات الʯد الفʙع ʨة أو هȃʨغʛʺة الॽئʜʳالات الʳʺد الʙع
  ʧ علاقة (سʨʱرجʜʽ) الʱالॽة:ȞʷǼل تقʰȄʛي م

 1 3.322 g 2 5m L n    
  ـ نقʨم بʖȄʨʰʱ الॽʁاسات الʱي حʸلʻا علʽها في جʙول مʦʤʻ ؗالʱالي: 4

 m .... i .... 5 4 3 2 1  الʳʺال ʦرقi 

-  1,mx b ....  1,i ix x ....  4 5,x x  3 4,x x  2 3,x x  1 2,x x  1,a x ئيʜʳال الʳʺال 

n mn .... in .... 5n 4n 3n 2n 1n لقةʢʺارات الʛؔʱال 

1 mn

n
 .... in

n
 .... 5n

n
 4n

n
 3n

n
 2n

n
 1n

n
 الʛؔʱارت الॽʰʶʻة 

1 mP .... iP .... 5P 4P 3P 2P 1P 
الاحʱʺالات 
 الإحʸائॽة

فʸʴʻـــل علـــى الʱؔـــʛارات  nعلـــى مʨʺʳعهـــا  inـ نقʶـــʦ ؗـــل مـــʧ الʱؔـــʛارات الʺʢلقـــة  5
الʶʻـــॽʰة الʺʨضـــʨعة فـــي الʶـــʛʢ الأخʽـــʛ مـــʧ الʳـــʙول الʶـــابȘ. وȂن هـــʚه الʱؔـــʛارات 

ʱالات الʺʱة هي الاحॽʰʶʻة الʻʽʰʺة الॽئʜʳالات الʳʺة الʺقابلة للॽائʸة أو الإحॽʰȄʛʳ
  في الʙʳول.

ʽʰؗـــʛاً وʴȄقـــȘ تعʯʰـــة مʷـــॼعة  nوهʻـــا نʷـــʛʽ إلـــى أنـــه ؗلʺـــا ؗـــان عـــʙد الʳʱـــارب 
 ʧـــــة مـــــॼȄʛة قॽـــائ ــالات الʜʳئॽـــــة، ؗلʺــــا أصـــــʗʴॼ الاحʱʺـــــالات الإحʸـ ــع الʺʳـــ لॽʺʳــ

  .Xالاحʱʺالات الȄʛʤʻة للʺʨʴʱل 
  ، ونʹع الʺعادلة الʱالॽة:iPالʶاǼقة، Ǽالʛمʜ  لʚلʥ نʛمʜ للاحʱʺالات الإحʸائॽة

 :1,2,3,... 3 5i
i

n
P i m

n
   

.Șابʶول الʙʳال ʧم ʛʽالأخ ʛʢʶعة في الʨضʨʺة الॽʁॽʁʴاد الʙوهي الأع  
  الX :ʙʸʯʴʸ: خʦاص قانʦن الʦʯزȂع الإحʶائي لـ 1- 2- 5

ـــانʨن تʨزȄـــــع  ʺالॽـــــة ʴǽقـــــȘ الʵاصـــــʧʽʱʽ ؗغʽـــــʛه مـــــʧ قـــــʨانʧʽ الʨʱزȄـــــع الاحX ʱإن قــ
:ʧʽʱʽالآت  

ـ إن:  1  0if x .  
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2 :ȑ؛ أʙاحʨال ȑاوʶǽ الاتʺʱع الاحʨʺʳـ إن م  

   
1 1

1 4 5
m m

i
i i

i i

n n
f x P

n n 

        

5 -2 -2) ʙʸʯʴʸائي الʶل الإحʦʲʯʸع الȂزʦن تʦاني لقانॻʮل الȜʵال :X:(  
هــॼɺ ʨــارة عــʧ قʢــع الʺʶــX  ʛʺʱإن الʷــȞل الॽʰــاني لقــانʨن الʨʱزȄــع الإحʸــائي لـــ 

مʶـــॽʁʱʺة تʨʱضـــع فـــʨق الʺʳـــالات الॽʯȄʜʳـــة، وتؔـــʨن أʨʡالهـــا ʢǼـــʨل الʺʳـــالات الʜʳئॽـــة 
قॼȄʛـة  Xوقʙ تʨؔن الأشـȞال الॽʰانॽـة الʱـي يʛسـʺها تʨزȄـع ، iPالʺʨافقة وتॼعʙ عʻها Ǽʺقʙار 

،ʧʽʺॽار أو الʶॽال ʨʴة نȄʨʱن ملʨؔت ʙعي، أو قॽʰʢع الȄزʨʱال ʧم  ʙقـ ʥالإضافة إلى ذلȃو
 ʦॽʀ ʖʶح ʥة، وذلʢʶॼʻأو م (ةॼبʙم) اولةʢʱال مȞه الأشʚن هʨؔتiPال  ، ؗʺا فيȞالأش

  الآتॽة:

  
             ) ʦل رقȞʷ1-5ال) ʦل رقȞʷ2-5)                              ال(  

  
) ʦل رقȞʷ3-5ال(  

Ǽ ةʺॽʁʱʶʺع الʢاف القʸل أنʸن ʦعى ثʙـي يـʻʴʻـل علـى مʸʴʻة، فʙمʺهـ ȋʨʢʵ
  .ǼXالʺʻʴʻي الʛؔʱارȑ، أو مʻʴʻي تʨزȄع 

: تاǺع الʦʯزȂع الاحʸʯالي الإحʶائي3- 2- 5 F X :  
وȄعʢى تاǼع الʨʱزȄع الاحʱʺالي  F X :ةॽالعلاقة الآتǼ  
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     
1

5 5
t

t i
i

F X P X x P


     

 ʘʽحtx  هॼʽتʛت ȑʚال الʳʺالأعلى لل ʙʴل الʲʺتt.  
 ʗأما إذا ؗانtx  هॼʽتʛت ȑʚال الʳʺالأعلى لل ʙʴل الʲʺلاتt ʧʺة ضʢبل هي نق ،

  الʺʳال، عʙʻئʚ فإنʻا نʸʴل على الاحʱʺال الʺʢلʨب Ǽالعلاقة:

   
1

1

1

6 5
t

t t
t i t

i t

x x
P X x P P







    


  

 ʘʽحt  الʳʺل الʨʡ ʨهt.  
  وʧȞʺȄ حʶاب الاحʱʺالات الأخȐʛ الʺʱʵلفة:

   
1

1 1

7 5
t s

s t i i
i i

P x X x P P


 

       

 ʘʽحs .الʳʺاً أدنى للʙل حʲʺت  

   
1 1

8 5
t S

s t i i
i i

P x X x P P
 

       

 ʘʽحs .الʳʺاً أعلى للʙل حʲʺت  
: خʦاص تاǺع الʦʯزȂع 4- 2- 5 F X:  

Șقʴǽ عȄزʨʱع الǼة: إن تاॽالʱاص الʨʵال  
  ـ إن تاǼع الʨʱزȄع تاǼع مʜʱايʙ دوماً. 1
ـ  2   0 9 5F a    
ـ  3   1 10 5F b  .  
4  ʗـ إذا ؗانs t :فإن  
      11 5s tF x F x   

الȜʵل الॻʮاني لʯاǺع الʦʯزȂع F X:  
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لȞʷل الॽʰاني لʱاǼع الʨʱزȄع هॼɺ ʨارة عʧ قʢع مॽʁʱʶʺة أʨʡالها تʶاوȑ أʨʡال إن ا
الʺʳالات الʜʳئॽة الʺقابلة لها وتʨʱضع فʨق Ǽعʹها مȞّʷلةً رسʺاً بॽانॽاً ॼʷǽه الʙرج ؗʺا 

  في الȞʷل الʱالي:

  
) ʦل رقȞʷ4-5ال(  

Ȃʚة:5- 2- 5 ʙؕʸال ʤॻɿال :  
  اضيȂʙقع الʦʯال E x:  

  كʺا هʨ معʛوف إن الʨʱقع الȄʛاضي ǽعʢى Ǽالعلاقة الآتॽة:

    ' '

1 1

12 5
m m

i
i i i

i i

n
E x P x x x

n 

         

 :ʘʽح'
ix .الاتʳʺال ʜاكʛل مʲʺت  

 :ʥايॺʯال  
  الإحʸائي Ǽالعلاقة: XوȄعʢى تॼايʧ الʺʨʴʱل 

     

   

2 22

1 1

2

2 21 13 5

m n
i

i i ix
i i

m

i i
i

x

n
P x E x x E x

n

n x x

n



 

 



         

  
  

 


  

  ȏارॻɹʸاف الʙʲالان x:  

:ȑأ ،ʧايॼʱلل ʖجʨʺر الʚʳال ʨوه  

   
 2 14 5x x    
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 :ومʚالع  
ـ العʚوم الابʗʯائॻة  s x  ::ةॽالʱالعلاقة الǼ ىʢوتع  

     '

1

15 5
m s

s i i
i

x P x


    

  عʙʻما:

   

     

 

0'
0

1 1

1' '
1

1 1

1

0 1

1

m n

i i i
i i

m n

i i i i
i i

s x P x P

s x P x P x E x

x





 

 

 

     

      



 

   

Ȃʚة  ʙؕʸوم الʚـ الع sM x:  
Ȅʜة Ǽالعلاقة العامة: ʛؗʺوم الʜى العʢوتع  

     ' 16 5
s

s iM x E x E x      

  أو Ǽالعلاقة:

     '

1

17 5
m s

s i i
i

M x P x E x


      

  عʙʻما:

   

   

     

0'
0

1

1'
1

1

2' 2
2

1

0 1

1 0

2

m

i i
i

m

i i
i

m

i i x
i

s M x P x E x

s M x P x E x

s M x P x E x 







      

      

      







  

  ʙʡاʹʯمعامل الk:  
  وȄعʢى معامل الʻʱاǼ ʛʣالعلاقة الآتॽة:
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 
 

 3
3

18 5
x

M x
K


   

  اولʠʯمعامل الL:  
  ة الآتॽة:وȄعʢى Ǽالعلاق

 
 

 4
4

19 5
x

M x
L


   

 ʘʽح 4M x .عةǼاʛة الॼتʛʺال ʧم ȑʜ ʛؗʺم الʜالع ʨه  
  ):1-5مʰال (

قامــʗ مʨʺʳعــة مــʡ ʧــلاب الʙراســات العلॽــا Ǽــإجʛاء دراســة إحʸــائॽة حــʨل دخــل 
 ʧلفـة مــʕة مॽائʨــʷـة عʻʽع ʗʰʴسـ ʥأجـل ذلــ ʧة مــا، ومـॽʻȞقـة سـʢʻفــي م ȑʛـهʷة الʛالأسـ

  أسʛة، ونʳॽʱة للʙراسات الأولॽة وجʙت أن: 2000
minـ  20X  وmax 20X  .(ةȄرʨة سʛʽة ألف لʺॽʁال)  

:ȑاوʶǽ ةʻȞʺʺة الॽئʜʳالات الʳʺد الʙـ ع 1 3.322 2000 12m og  .  
 :ȑاوʶǽ ئيʜʳال الʳʺل الʨʡ ـ  

20 2
1.5

12
L


   

ــا أن نʳعـــل ʡـــʨل الʺʳـــال ولؔـــʧ مـــ ʧ2L الأســـهل علʻʽـ  دʙن عـــʨـــȞǽ ʥلʚـــȃو ،
9mالʺʳالات   ا علـىʻـلʸʴقة فǼـاʶـائج الʱʻال Șانات وفॽʰغ الȄʛتف ʦض أنه: تʛʱفʻول ،

  الʨʱزȄع الʛؔʱارȑ الʱالي:
 9 8 7 6 5 4 3 2 1 i 

  18 20  16 18  14 16  12 14  10 12  8 10  6 8  4 6  2 4 
ʳʺالاتال  

 (ألف لʛʽة سʨرȄة)

2000 25 75 100 250 300 500 400 250 100 iN 

  مʨʴʱل عʨʷائي ǽعʛʰ عʧ دخل الأسʛة الʷهȑʛ، والʺʢلʨب: Xوȃفʛض أن 

  ثʦ رسʺه. Xـ إʳǽاد  قانʨن تʨزȄع  1

ـ ادرس خʨاص  2 f x .ائيʸالإح  
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3 Ȅزʨʱع الǼاد تاʳǽع ـ إ F X :ةॽالʱالات الʺʱالاح ʖʶاح ʦوارسʺه، ث  

       8 16 , 14 , 13 , 8 14P X P X P X P X       

4  ʧايॼقع وتʨاد وتʳǽـ إX .ȑارॽɻʺاف الʛʴوالان  

Ȅʜة حʱى الʺʛتॼة الʛاǼعة. 5 ʛؗʺوم الʜة والعॽائʙʱوم الابʜاد العʳǽـ إ  

  ـ إʳǽاد معامل الʻʱاʛʣ ومعامل الʱفʡʛح والʢʱاول. 6
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  لʲل:ا
  , نȘʰʢ العلاقة الʱالॽة:Xـ لإʳǽاد قانʨن الʨʱزȄع الإحʸائي لـ 1

i
i

n
P

n
  

  ونʹع الʱʻائج في الʙʳول الʱالي:
 9 8 7 6 5 4 3 2 1 i 

  18 20  16 18  14 16  12 14  10 12  8 10  6 8  4 6  2 4 الاتʳمX 

1 
25

2000
 

75

2000
 

100

2000
 

250

2000
 

300

2000
 

500

2000
 

400

2000
 

250

2000
 

100

2000
 iN

N
 

1 0.0125  0.0375  0.05  0.125  0.15  0.25  0.2  0.125  0.05    if x P  

  1  0.9875  0.95  0.90  0.775  0.625  0.375  0.175  0.05   F x  

  19  17  15  13  11  9  7  5  3  '
iX  

  وʛȄسʦ الȞʷل الॽʰاني الʱالي:

  
) ʦل رقȞاني لـ5-5شॽʰل الȞʷال ( f x  

0ipلاحـــȎ أن الʵاصـــة الأولـــى مʴققـــة Ǽاعॼʱـــار أن: ـ ن 2  اصـــةʵة للॼـــʶʻالǼ أمـــا ،
:ȑأ ،ʙاحʨال ȑاوʶǽ الاتʺʱع الاحʨʺʳاً، لأن مʹǽققة أʴة فهي مॽانʲال  

1

1
m

i
i

P


  

ـ إن تاǼع الʨʱزȄع ǽعʢى Ǽالعلاقة:  3   
1

t

t i t
i

F x P P X x


    

 ʘʽحtx  .ئيʜʳال الʳʺالأعلى لل ʙʴل الʲʺت  
.Șابʶول الʙʳال ʧم ʝامʵال ʛʢʶع في الȄزʨʱع الǼتا ʛهʤȄو  
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 ʦسʛȄو F X :اني الآتيॽʰل الȞʷال  

  
) ʦل رقȞاني 6-5شॽʰل الȞʷال ( F X  

   
 

14 14 0.90

8 16 0.95 0.625 0.325

P X F

P X

  

    
  

 

 

8 14 0.90 0.625 0.275

13 12
13 0.775 0.125 0.8375

14 12

P X

P X

    


    



  

ـ                                                      4  '

1

m

i i
i

E x P x


   

 
0.05 3 0.125 5 0.2 7 .... 0.0125 19

9.325E x 
        

 
   

     

   

         
 

2 2
2

2'
2

1

2 2 2 2

2

2

0.05 3 0.125 5 0.2 7 .... 0.0125 19

99.5

x

m

i i
i

x x

x P x

x

x

  









 

 

        




  

   :ʙʳه نʻوم  
                              22 99.5 9.325 12.54x     

  12.54 3.54x    

  ـ العʜوم الابʙʱائॽة: 5
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   

   

     

   

'

1

0'
0

1

1'
1

1

2'
2

1

0 1

1 9.325

2 99.5

m S

s i i
i

m

i i
i

m

i i
i

m

i i
i

x P x

S x P x

S x P x E x

S x P x

















 

    

     

    









  

   

       
 

   

       
 

3'
3

1

3 3 3 3

3

4'
4

1

4 4 4 4

4

3

0.05 3 0.125 5 0.2 7 ...... 0.0125 19

1179.93

4

0.05 3 0.125 5 0.2 7 ...... 0.0125 19

15261.2

m

i i
i

m

i i
i

S x P x

x

S x P x

x













   

        



    

        






  

Ȅʜة: ʛؗʺوم الʜـ الع  
Ȅʜة Ǽاسʙʵʱام العلاقة العامة للعʜوم: ʛؗʺوم الʜاد العʳǽإǼ مʨقʻس  
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   

   

   

   

     
         

 
           

'

0'
0

1'
1

2'
2

22 2
2

3
3 3 1 2 1

3

2
4 4 1 3 1 2

0 1

1 0

2

99.5 9.325 12.54

3 3 2

1179.93 3 9.325 99.5 2 9.325 18.14

4 4 6 3

S

S

x x

x x x x

x x x x x

M x E x E x

s M x E x E x

s M x E x E x

s M x E x E x

s M x

s M x

  

   

    

   

      

      

      

     

     

      

         

     
 

4
1

2 4

4

15261.2 4 9.325 1179.93 6 9.325 99.5 3 9.325

478.48

x

x




      



  

6 :ʛʣاʻʱـ معامل ال  
 
 

3
3

18.14
0.41

12.54 3.54x

M x
K


  


  

0KنلاحȎ أن   فـي ʛهـʤǽ اʺؗ ،ʧʽʺॽال ʨʴلاً نʽقل ʨٍʱع ملȄزʨʱي أن الʻعǽ اʚوه ،
  الȞʷل الॽʰاني.

  معامل الʠʯاول:
 
 

4
4

478.48
3.04

12.54 12.54x

M x
L


  


  

3LنلاحȎ أن    ،عـيॽʰʢـع الȄزʨʱال ʧاً مـʙجـ ʖـȄʛـع قȄزʨʱـالي فـإن الʱالȃل ، وʽقلǼ
  كʺا ʤǽهʛ في الȞʷل الॽʰاني.

  حʢة: ملا

وʶȄــʱفاد مـــʧ قـــانʨن الʨʱزȄـــع الإحʸـــائي لʨʱضـــॽح فؔـــʛة قـــانʨن الʨʱزȄـــع الاحʱʺـــالي 
الʤʻـــȑʛ، ولـــʚلʥ نفʱـــʛض أن عـــʙد الॽʁاســـات أو الʳʱـــارب أصـــॼح ʽʰؗـــʛاً جـــʙاً، وأن أʡـــʨال 
الʺʳالات الʜʳئॽة أصʗʴॼ صغʛʽة جـʙاً ʽʴǼـʘ يʴʱـʨل ؗـل مʳـال جʜئـي إلـى نقʢـة علـى 
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) ســـʨʴʱʽل إلـــى مʻʴʻـــي انʶـــॽابي 1-5لॽʰـــاني (، وعʻـــʙها ســـʙʳʻ أن الʷـــȞل اOXالʺʴـــʨر 
  مʸʱل ؗʺا في الȞʷل الآتي:

  
) ʦل رقȞʷ7-5ال(  

وȂنʻـــا ســـʴʻاول أن نعʰـــʛ عـــʧ هـــʚا الʺʻʴʻـــي الانʶـــॽابي بʨاســـʢة معادلـــة رȄاضـــॽة 
مʻاسॼة  f x لʨʴʱʺلل ȑʛʤʻالي الʺʱع الاحȄزʨʱن الʨى قانʺʶت ،X.  

5-3 ȏʙʢʹع الȂزʦʯن الʦقان :  ʙʸʯʴʸل الʦʲʯʸللX:  
، والاحʱʺـــالات XوȄعـــʛف Ǽأنـــه العلاقـــة الȄʛاضـــॽة الʱـــي تـــȌȃʛ بـــʀ ʧʽـــʦॽ الʺʴʱـــʨل 

 ʅȄʛعʱال الʳم ʧئي مʜال جʳالʺقابلة لؔل م ,a bن بـʨا القانʚله ʜمʛون . f x.  
  ونॼʱؔه على الȞʷل الآتي:

)5 -20( 
: a x b  

   
0

f x
P x


 


 
ʥا ذلʙع 

  .Xكʺا تʙعى هʚه العلاقة بʱاǼع الʲؔافة الاحʱʺالॽة للʺʨʴʱل العʨʷائي 
ــالات الʺقابلـــــة لأȑ مʳـــــال  ـــاب الاحʱʺـــ ـــانʨن ʻʻȞʺǽـــــا حʶــ واعʱʺـــــاداً علـــــى هـــــʚا القــ

جʜئي ,c d  الʳʺال ʧم ,a b ة:، مॽالعلاقة الآت ʧ  

     21 5
d

c

P c X d f x dx     

ॽʀʺـــاً تقـــع فـــي مʳـــال  XوȂذا أردنـــا حʶـــاب احʱʺـــال أن ǽأخـــʚ الʺʴʱـــʨل العʷـــʨائي 
أȑ في الʺʳال  dxصغʨʡ ʛʽله  ,x x dx :أن ʙʳن  
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     22 5
x dx

x

P x X x dx f x dx


      

  الʱي تʴقȘ العلاقة: د ومʧ نȄʛʤة الॽʁʺة الʨسʢى للʱؔامل نʱʻʱʶج أنه ʧȞʺǽ إʳǽا

     23 5P x X x dx f x dx dx        

  وʧȞʺȄ الʱعʛʽʰ عʧ ذلʥ بॽانॽاً ؗʺا على الȞʷل الآتي:

  
) ʦل رقȞʷ8-5ال(  

  نʙʳ أن: ॽʀcʺة معʻʽة  Xأما إذا أردنا حʶاب احʱʺال أن ǽأخʚ الʺʨʴʱل العʨʷائي 

     0 24 5
C

c

P c X C f x dx      

ʱأن اح ȑأ ʛʺʱʶʺل الʨʴʱʺال ʚأخǽ ال أنʺX  ةʻʽة معʺॽʀC .ًدوما ʛفʸال ȑاوʶǽ  
  وʻȃاءً على ذلʻʻȞʺǽ ʥا أن نʱʻʱʶج العلاقة الهامة الآتॽة:

   0 25 5P X c    
 ʥلʚاً. لॽة لانهائʻȞʺʺه الʺॽʀ دʙلأن ع ،Ȍفق ʛʺʱʶʺل الʨʴʱʺف بها الʸʱوهي خاصة ي

  نقاȋ مʙʴدة، بل على مʳالات جʜئॽة. لاʨʳǽز حʶاب الاحʱʺالات الʺʛʺʱʶة على
 الي لـʸʯع الاحȂزʦʯن الʦاص قانʦخX :ʙʸʯʴʸال  

ـــان  Xإذا ؗـــان  مʴʱـــʨلاً عʷـــʨائॽاً مʶـــʛʺʱاً، وؗ f x  ،ـــاليʺʱعـــه الاحȄزʨن تʨقـــان
:ʧʽʱʽالآت ʧʽʱاصʵال Șقʴǽ أن ʖʳॽɾ  

   (غʛʽ سالॼة)، أȑ:ـ إن الاحʱʺالات الʺقابلة للʺʳالات الʜʳئॽة مʨجॼة دائʺاً  1
   0 26 5f x X        

  ـ إن الʺʶاحة الʺʨʸʴرة تʗʴ الʺʻʴʻي تʶاوȑ الʨاحʙ، أȑ أن: 2
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   1 27 5f x dx




   

.ʙاحʨال ȑاوʶع تȄزʨʱى الʻʴʻم ʗʴاحة تʶʺأن ال ȑأ  
  ):2-5مʰال (

ـــانʨن تʨزȄعــــه الاحʱʺــــالي  Xإذا ؗــــان  مʴʱــــʨلاً عʷــــʨائॽاً مʶــــʛʺʱاً قـ f x  ــــىʢمع
  Ǽالعلاقة:

 
0 2x : 

 
1

2
0

x
f x


 


 

ʥا ذلʙع 

  والʺʢلʨب: دراسة خʨاصه ورسʦ شȞله الॽʰاني، وحʶاب الاحʱʺالات الآتॽة:
     1 1.5 , 0 1 , 1.5 2P X P X P X       

  الʲل:
ـ Ǽاعॼʱــار أن  1 f x  ʨن تʨائي قــانʨــʷل العʨــʴʱʺــع للȄزX ʧʽʡʛــʷال Șقــʴǽ أن ʖــʳॽɾ ،

                                       :ʧʽʽالآت 1) 0f x   

 2) 1f x dx




  

0إن الȋʛʷ الأول مʴقȘ لأن:   2X .  
  أما Ǽالॼʶʻة للȋʛʷ الʲاني فإنا نʙʳ أن:

 
0 2

0 2

1
0 0

2
f x dx dx dx dx

 

 

        

   
22 2

0 0

1 1 1
0 0 2 0 1

2 2 2 2

x
f x dx xdx





 
       

 
   

  أȑ أن الȋʛʷ الʲاني مʴقȘ أǽʹاً.
ـ الʛسʦ الॽʰاني لـ  2 f x:ايليʺॽɾ ʧʽʰʺل الȞʷال ʚأخǽ ʨوه :  
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) ʦل رقȞʷاني لـ 9-5الॽʰل الȞʷال :( f x  

  ـ حʶاب الاحʱʺالات: 3

 

 

 

11 2

0 0

1.51.5 2

1 1

22 2

1.5 1.5

1 1 1 1 1
0 1 0

2 2 2 2 2 4

1 1 1 2.25 1 1.25
1 1.5

2 2 2 2 2 2 4

1 1 1 4 2.25 1.75
1.5 2

2 2 2 2 2 2 4

x
P X xdx

x
P X xdx

x
P X xdx

              

              

              







  

 :ʙʳة نʳاتʻالات الʺʱع الاحʺʳȃ1و 1.25 1.75 4
1

4 4 4 4
     

.ʙاحʨال ȑاوʶت ʦॽʁʱʶʺال Ȍʵال ʗʴرة تʨʸʴʺللة الʤʺاحة الʶʺالي فإن الʱالȃو  
  ):3-5مʰال (

  مʨʴʱلاً عʨʷائॽاً مʛʺʱʶاً قانʨن تʨزȄعه الاحʱʺالي معʢى Ǽالعلاقة: Xإذا ؗان 
0x  

 
3

0

xke
f x


 


 
ʥا ذلʙع 

  والʺʢلʨب:
1  ʗابʲة الʺॽʀ ادʳǽـ إk.  
ـ دراسة خʨاص  2 f x.  
ـ رسʦ الȞʷل الॽʰاني لـ  3 f x.  
في الʺʳال  Xـ حʶاب احʱʺال أن ǽقع  4 0.5,1  الʳʺوفي ال 2,3.  
  الʲل:
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1 :ʖʱؔالي نʺʱع الاحȄزʨʱن الʨاص قانʨخ ʧة مॽانʲاصة الʵام الʙʵʱاسǼ ـ  

 

0 3
3 3

0 0 0

1

0 1
3

1
0 1 3

3 3

x
x x

f x dx

e
dx ke dx k e dx k

k
k k





  
 





 
      

        



    

  ومʻه ॼʸǽح قانʨن الʨʱزȄع الاحʱʺالي على الȞʷل الآتي:
0x  

 
33

0

xe
f x


 


 
ʥا ذلʙع 

مʴقȘ أȑ:  ـ نلاحȎ أن الȋʛʷ الأول 2  0f x   :لأن ʥ0وذلX .  
  أما Ǽالॼʶʻة للȋʛʷ الʲاني فʙʳʻ أنه مʴقȘ أǽʹاً لأن:
3

3

0 0

1 3
3 1 3 3 0 1

3 3 3

x
x e

e dx
 

               
  

ـ نلاحȎ أن  3 f x :اني الآتيॽʰل الȞʷال ʦسʛي  

  
) ʦل رقȞʷ10-5ال(  

  ـ             4 
11 3

13 3

0.5
0.5 0.5

0.5 1 3 3
3

x
x xe

P X e dx e


  
          

  

 

 
33 3

33 3

2
2 2

0.0498 0.223 0.173

2 3 3 3 0.0024
3

x
x xe

P X e dx e


 

   

 
           


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إذاً الʺʶــــاحة الʺʸʴــــʨرة تʴــــʗ مʻʴʻــــى  f x  ــــالʳʺفــــي ال 0.5,1  ȑـــاو تʶـ
0.173 ȑــاوʶــال  0.0024، وتʳʺفــي ال 2 ، وهــي الʺʻــاȘʡ الʺʤللــة علــى الʷــȞل 3,

ॽʰال.ʖʽتʛʱاني على ال  

5-4 ʙʸʯʴʸل الʦʲʯʸالي للʸʯع الاحȂزʦʯع الǺتا :X:  
ان  Xإذا ؗان  مʨʴʱلاً عʨʷائॽاً مʛʺʱʶاً، وؗ f x  اʻالي، فإنʺʱعه الاحȄزʨن تʨقان

ॽʀʺــاً فــي الʺʳــال   Xنʶــॽʢʱع حʶــاب احʱʺــال أن ǽأخــʚ الʺʴʱــʨل  ,s tx x  العلاقــة ʧمــ
  الآتॽة:

     28 5
t

s

x

s t

x

P x X x f x dx            

sxوعʻــــʙما:    حॼــــʸǽ ؔامــــلʱالأدنــــى لل ʙــــʴفــــإن ال ــــالي فــــإنʱالȃو ،
  ) تॼʸح مʧ الȞʷل:28-5العلاقة (

       29 5
tx

t tF x P X x f x dx


     

وȄـــʙعى  F X  ـــعȄزʨʱع الǼـــا ʱب ʛـــʽغʱʺـــة لل ॽʺاكʛʱــع ال ـــة الʨʱزȄـ الاحʱʺـــالي أو بʙال
ــــʨائي  ــــʛʺʱ. وȃالʱــــــالي فــــــإن  Xالعʷــ الʺʶــ F X  لʨــــ ــــʚ الʺʴʱــ ــا احʱʺــــــال أن ǽأخــ ǽعʻʽʢــــ
. وȞʺȄـــʧ تʙʴيـــʙ هـــʚا الاحʱʺـــال ॽʀtxʺـــة أصـــغʛ أو تʶـــاوȑ الॽʁʺـــة الʺعʻʽـــة  Xالعʷـــʨائي 

  تي:على الȞʷل الॽʰاني الآ

  
) ʦل رقȞʷ11-5ال(  

ʲʺǽل  tP X x للةʤʺقة الʢʻʺالǼ  

  إذا ؗـــــانX ــــالي ــــه الاحʱʺـ ـــانʨن تʨزȄعـ ــــʛʺʱاً، قــ ــــʨائॽاً مʶـ ــــʨلاً عʷـ مʴʱـ f x  عǼــــا ، وتـ
تʨزȄعه F x ائيʨʷل العʨʴʱʺال ʚأخǽ ال أنʺʱفإن اح ،X ةʺॽʀ ةǽأ ʛʺʱʶʺال  ʧʺض
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مʳال جʜئي ,a b ʘʽح a b :العلاقةǼ ىʢعǽ هʛʽال تغʳم ʧم  
       30 5P a X b F b F a      

لأن العلاقة تǼ ʖʱؔالȞʷل:                 
b

a

P a X b f x dx     

     31 5
b a

f x dx f x dx
 

     

) وʻȃاءً على ذلـʥ 9-5هʨ نفʝ العلاقة () 11-5إن ؗل حʙ مʧ حʙود العلاقة (
:ʙʳن  

     
     32 5

P a X b P X b P X a

F b F a

     

  
  

وʧȞʺȄ تʺʽʲل الاحʱʺال  P a X b   انيॽʰل الȞʷللة على الʤʺة الʢقʻʺالǼ
  الآتي:

  
) ʦل رقȞʷ12-5ال(  

  Ǽالاسʱفادة مʺا تقʙم ʻʻȞʺǽا حʶاب الاحʱʺال الآتي:

         33 5
t

t

x

t

x

P X x f x dx f x dx f x dx
 

 

        

   
     

1

1 34 5

t t

t t

P X x P X x

P X x F x

   

   
  

مʴʱـــʨلاً عʷـــʨائॽاً مʶـــʛʺʱاً، فـــإن قـــانʨن تʨزȄعـــه الاحʱʺـــالي  Xإذا ؗـــان ملاحʢـــة:  f x 
 ʛʽال تغʳاءً ؗان مʨس ʛأثʱلايX :ȑحاً أو مغلقاً أʨʱمف  

     
     

P a X b P a X b P a X b

P a X b F b F a

        

   
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ʛʽال لاتغʳʺة إلى الʙة واحʢف نقʚلأن إضافة أو ح ʥال،  وذلʺʱة الاحʺॽʀ ʧم
 ʥوذل  0P X c  .ًقاǼا ساʻا رأيʺؗ  

  : خʦاص تاǺع الʦʯزȂع الاحʸʯالي:5-5
  ـ إن تاǼع الʨʱزȄع ʴǽقȘ العلاقة: 1

     0 35 5tF X P X x     
2  ʙʻع عȄزʨʱع الǼة تاʺॽʀ ـ إن  :لأن ،ʛفʸال ȑاوʶت  

       0 36 5
x x
im F x im P X x P X
 

         

                                    :ȑأ    0P X F      
  وتʺʲل احʱʺال حʙوث حادث مʽʴʱʶل.

3  ʙʻع عȄزʨʱع الǼة تاʺॽʀ ـ إن  :لأن ʙاحʨال ȑاوʶت  
       1 37 5

x x
im F x im P X x P X
 

         

                أȑ أن:                                      1F    
.ʙʽوث حادث أكʙال حʺʱل احʲʺوت  

b,ـ إذا ؗان  4 a  :أن ʘʽʴǼ ʧʽʽقॽʁح ʧديʙع ȑأa b :فإن  
     38 5F a F b   

بॽاني ʴǽقȘ  أȑ أن تاǼع الʨʱزȄع هʨ تاǼع غʛʽ مʻʱاقʟ، وȃالʱالي يʛسʦ شȞل
  الʨʵاص الʶاǼقة.

ان قانʨن تʨزȄعه الاحʱʺالي  Xـ إذا ؗان  5 مʨʴʱلاً عʨʷائॽاً مʛʺʱʶاً وؗ f x عǼفإن تـا ،
تʨزȄعه الاحʱʺالي  F X :العلاقةǼ ىʢعǽ  

       39 5
x

F x P X x f x dx


     

  مل نʙʳ أن:وȃالʱالي حʖʶ الȄʛʤʻة الأساسॽة للʱؔا
   dF x

f x
dx

  
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أو:                                                 
xd

f x dx f x
dx 

  

     ' 40 5F x f x   
  أȑ أنه Ǽاشʱقاق تاǼع الʨʱزȄع ʧȞʺǽ أن نʸʴل على قانʨن الʨʱزȄع الاحʱʺالي.

  ):4-5مʰال (
)، أوجـــʙ تـــاǼع 3-5لي الʻـــاتج فـــي الʺʲـــال رقـــǼ) ʦاســـʙʵʱام قـــانʨن الʨʱزȄـــع الاحʱʺـــا

واحX  ʖʶالʨʱزȄع الاحʱʺالي لـ 0.5 1P X .انيॽʰله الȞش ʦارس ʦث ،  
ن أ نلاحȎالʲل:  f x :العلاقةǼ ىʢمع  

0x  
 

33

0

xe
f x


 


 
ʥا ذلʙع 

ن وȃالʱالي فإ F x            :العلاقةǼ ىʢعǽ   
sx

sF x f x dx


   

 

 

3
33 3

0
0 0

3

3 3 1
3

1

ss
s

s

s

xx x
x xx x

s

x
s

e
F x e dx e e

F x e


 



 
           

 

 

  

وʻȃاءً على ذلʥ نʖʱؔ تاǼع الʨʱزȄع  F X :ل الآتيȞʷعلى ال  

 
31 3 0

0 0

sxe X
F X

X

  
 


  

     0.5 1 1 0.5 0.95 0.777 0.173P X F F        
  ).2- 5حʱʺال الȑʚ حʸلʻا علॽه في الʺʲال رقʦ (وهʨ نفʝ الا

أما Ǽالॼʶʻة للȞʷل الॽʰاني لـ F X، :ل الآتيȞʷال ʦسʛأنه يǼ  
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) ʦل رقȞʷ13-5ال(  

  ):5-5مʰال (
  مʨʴʱلاً عʨʷائॽاً مʛʺʱʶاً، تاǼع تʨزȄعه الاحʱʺالي معʢى Ǽالعلاقة: Xإذا ؗان 

 
0 0

0 1

1 1

X

F x x x

x

 
   
  

  

رســʦ الʷــȞل الॽʰــاني لـــ  الʠʸلــʦب:و  F x عــهȄزʨن تʨــاد قــانʳǽإ ʦاصــه. ثــʨدراســة خ ʦثــ ،
الاحʱʺــــالي  f x  اصʨدراســــة خـــــ ʦارســـــʺه، ثـــــ ʦثـــــ f x  :ـــــالʺʱـــاب الاح ، ثـــــʦ حʶــ

 0.4 0.6P X .  
  الʲل:

لॽʰاني لـ ـ إن الȞʷل ا 1 F X:ل الآتيȞʷال ʚأخǽ ،  

  
) ʦل رقȞʷ14-5ال(  

0Xـ نلاحــــȎ أنــــه عʻــــʙما:  2  ȑأ  ʧمــــ ʛــــʶǽالأ ʦــــʶرفــــي القʨــــʴات فــــإن  مॽاثʙالإحــــ
  0F x ،  :ماʙʻأنه ع ʥلʚ 1Xوؗ  فإن :  1F x  ضـح علـىʨم ʨا هـʺؗ ،

 الȞʷل الॽʰاني.
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                                ـ نعلʦ أن: 3     'dF x
f x F x

dx
   

   '

0 0

1 0 1

0 1

X

f x F x x

x

 
    
  

  

الاحʱʺالي لـ  الʨʱزȄععلى قانʨن  وȃالإصلاح نʸʴل f x الآتي:  
0 1x  

 
1

0
f x


 


 
ʥا ذلʙع 

ʦسʛȄو  f x لȞʷاني الآتي: الॽʰال  

  
) ʦل رقȞʷ15-5ال(  

4  ȋʛــــʷأن ال Ȏلأن الأولـ نلاحــــ Șقــــʴم  1f x  ــال 0ضــــʺʧ الʺʳــ 1x  أمــــا .
 الʲاني فإنه مʴقȘ أǽʹاً، لأن: للǼȋʛʷالॼʶʻة 

     
1

1

0
0

1 1 0 1f x dx dx x




        

  ولʶʴاب الاحʱʺال الʺʢلʨب نʙʳ أن:

   
06

0.6

0.4
0.4

0.4 0.6 1 0.6 0.4 0.2P X dx x         

  مॼاشʛة: الʨʱزȄععȘȄʛʡ ʧ تاǼع  أو
     0.4 0.6 0.6 0.4 0.6 0.4 0.2P X F F        

  : الʤॻɿ الʚʻʸʸة:5-6
هـــي نفʶـــها ؗʺـــا  الʺʶـــX ʛʺʱللʺʴʱـــʨل العʷـــʨائي  الʺʺʽـــʜةعʺلॽـــة إʳǽـــاد الʁـــʦॽ  إن

ـــʦ إʳǽادهـــا   العʷـــʨائي الʺʻقʢـــع، ولؔـــǼ ʧاســـʙʰʱال إشـــارة الʺʳʺـــʨع  ʨلللʺʴʱـــســـȘʰ، وت
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Ȅʜـــة ومقـــايʝॽ الʷʱـــʗʱ، ومقـــاي ʝॽالʱؔامـــل  Ǽإشـــارة ʛؗʺال ʝॽارســـة الʺقـــايʙم بʨقʻوســـ .

ʛʣاʻʱالي ؗʺايلي:الʨʱها على الʻح ؗلٍ مʛأتي على شʻوس .  

5 -6 -1ʛॻقايʸة : الȂʚ ʙؕʸال:  

  والʺʨʻال. والʨسȌॽالʨʱقع الȄʛاضي  ʷʺلوت

  : الȂʙاضي: الʦʯقع 1- 1- 6- 5

ʜمʛالǼ له ʜمʛȄبـ و  E x ىʢعȄالعلاقة: وǼ  

     41 5E x x f x dx




   

  الʦʯقع الȂʙاضي: خʦاص
، قانʨن تʨزȄعه الاحʱʺالي اً مʛʺʱʶ  اً عʨʷائॽ مʨʴʱلاً  Xؗان  إذا f x،  قعهʨفإن ت
الȄʛاضي  E x عʱʺʱاص  يʨʵالǼةॽالآت:  

ان  اً مʛʺʱʶ  اً عʨʷائॽ مʨʴʱلاً  xـ إذا ؗان  1 X، وؗ C اضي  فإنȄʛقعه الʨت ȑـاوʶǽ C، 
:ȑه، أʶد نفʙالع  

       1 42 5E C C f x dx C f x dx C C
 

 

        

ـــ  2 ــع الȄʛاضــــي لــ Cـ الʨʱقــ X  ȑــــاوʶǽ  لʨــــʴʱʺــع ال Ǽالعــــʙد الʲابــــʗ أȑ:  مʹــــʛوȃاً تʨقــ
 C E x:  

       43 5E C X Cx f x dx C x f x dx
 

 

       

                                         أن: وȃʺا   x f x dx E x




   

  :فإن

     44 5E C X C E x     
Xـ الʨʱقع الȄʛاضي لـ  3 C  ȑاوʶǽ  لʨʴʱʺقع الʨتX  ًمʹافا  :ȑأ ʗابʲد الʙالع

 E x C:  
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            1E X C X C f x dx x f x dx C f x dx E X C
  

  

             

     45 5E X C E X C     
aـ إذا ؗان:  4 X b  فإن:  

   46 5a E X b    
  ن فإن:ان مʛʺʱʶ اعʨʷائॽ نمʨʴʱلا Y, Xـ إذا ؗان:  5

       47 5E X Y E X E Y     
axـ الʨʱقع الȄʛاضي لـ  6 b  ȑاوʶǽ  aE x b ȑأ:  

     

       

     48 5

E aX b ax b f x dx

axf x dx bf x dx a x f x dx b f x dx

E aX b aE X b





   

   

  

    

   



     

  ):6-5( مʰال
الʺعʛف  X)، أوجʙ الʨʱقع الȄʛاضي للʺʨʴʱل 3-5رقʦ ( الʺʲالمعॽʢات  Ǽاسʙʵʱام
على الʺʳال  0,.  

  Ǽالعلاقة: ǽعʢىالʨʱقع الȄʛاضي  إن :الʲل

              E X xf x dx




   

 
3 3

3

0 0 0

1 1
3 3

3 3 3 3

x x
x e e

E X x e dx x
   


    

               
  

5 -6 -1 -2:Ȋॻسʦال :  

ʜمʛȄله بـ  وMe فʛعȄو  Ȑʙأنه إحǼȋقاʻل  الʨʴʱʺها الʚأخǽ يʱالX،  ʘʽʴǼ
  تʴʱقȘ العلاقة الآتॽة:

     1
49 5

2
P X Me P X Me      
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  العلاقة: تؔافئ) 49- 5العلاقة ( وأن

    1
1

2
P X Me P X Me      

     1
1 50 5

2
F Me F Me     

  جʺॽع الʻقاȋ الʱي ʧȞʺǽ أن تʨؔن حلاً للʺعادلة الآتॽة: هʨفإن الʨسȌॽ وȃالʱالي 

   1
51 5

2
F Me    

  ):7-5( مʰال

ــــʨلاً  Xؗـــــان  إذا ــــʨائॽ مʴʱـ ــــʛʺʱ  اً عʷـ ــــاǼع ت اً مʶـ ــــالي تـ ــــه الاحʱʺـ ʨزȄعـ F x ــــى  معʢـ
  Ǽالعلاقة:

 
2

0 0

0 3
9

1 3

x

x
F x x

x

 

  




  

ʙ ذلـʥ علـى يـʙʴتو  ،ॽʀʺة الʨسȌॽ إʳǽادالʨʱزȄع، ثʦ  لʱاǼعالȞʷل الॽʰاني  ارسʦ :والʺʢلʨب
   الȞʷل الॽʰاني نفʶه.

  يʛسʦ الȞʷل الॽʰاني الآتي: Xإن تʨزȄع الʲل: 

  
) ʦل رقȞʷ16-5ال(  

  :فx ʙʳʻنفʛʱض أن الʨسȌॽ هʨ الʨسȌॽ  ولإʳǽاد

 
2

2 21 1 9 3
2 9

2 9 2 2 2

x
F x X X X           
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   وȃالʱالي فإن: مʛفʨضة،الإشارة الʶالॼة  لʧؔو 

        2.12X Me   
  :Mod : الʦʹʸال3- 1- 6- 5

ــان ، اً مʶــʛʺʱ  اً عʷــʨائॽ مʴʱــʨلاً  Xؗــان  إذا قــانʨن الʨʱزȄــع الاحʱʺــالي لــه وؗ f x، 
ʷـȘʱ ن Xمʨʻال الʺʨʴʱل ه لإʳǽاد فإن f x،  ʦنثـȑأ ʛـفʸاً للȄـاوʶم Șʱـʷʺا الʚـع هـʹ 

  :نʹع الʺعادلة الʱالॽة
   ' 0 52 5f x    

ʦث Ǽ مʨل نقʴة  الʺعادلةʺॽʀ اجʱʻʱة واسʳاتʻالX .الʨʻʺى الʺʶي تʱال  

  ):8-5( مʰال

  ن تʨزȄعه الاحʱʺالي معʢى Ǽالعلاقة الآتॽة:قانʨ  اً عʨʷائॽ مʨʴʱلاً  Xؗان  إذا

0 1X     6 1

0

x x
f x

 
 


 
 

  :الॽʰانيذلʥ على الȞʷل حʙد و  ، X الʺʨʴʱل: إʳǽاد مʨʻال والʺʢلʨب

  :الʲل

 إن f x ʦسʛاني  يॽʰل الȞʷالآتيال:  

  
) ʦل رقȞʷ17-5ال(  
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نȘʱʷ  الالʺʨʻ  ولإʳǽاد f x ʦث  ʙجʨالʺعادلة: حلن       ' 0f x    
وȃʺا أن:                                               26 6f x x x   

فإن:                      ' 1
6 12 0 12 6

2
f x x x x        

1                                                    :ومʻه

2
Mod x   

  .الॽʰانيهʨ مʧʽʰ على الȞʷل  كʺا

5-6-2ʕʯʵʯال ʛॻمقاي ::  

  الॼʱايʧ والانʛʴاف الʺॽɻارȑ والعʜوم. وتʷʺل 

5 -6 -2 -1:ʥايॺʯال :  

ʜمʛȄله بـ  و 2 x ىʢعȄالعلاقة: وǼ  

     22 53 5x E X E x       
فإن  اً مʛʺʱʶ  مʨʴʱلاً   X  وȃاعॼʱار 2 x  ȑاوʶǽ:  

       22 54 5x X E x f x dx




      

 ؗــــان  إذاX  ًلاʨــــʴʱم ॽائʨــــʷــــالي  اً عʺʱعــــه الاحȄزʨن تʨقــــان f x ــــه  فــــإنʻايॼت

 2 x ىʢعǽ :العلاقةǼ                    2 2 2x E x E x    
  :حʘʽ في فʸل الʺʨʴʱلات العʨʷائॽة الʺʻقʢعة. العلاقةتʦ بʛهان هʚه  قʙو 

     2 2 55 5E x x f x dx




   

:ʥايॺʯاص الʦخ  
  ـ إن: 1

  
 2 0 56 5x    

Xـ إذا ؗان  2 c  :فإن 
2 0c                                     :لأن                         
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             2 22 0 57 5c E c E c E c c          
Xـ إذا ؗان  3 cx                          :فإن   

2 2 2
cx xc    

لأن:                                  22
c x cx E cx f x dx






      

     

   

     

22

22

2 2 2 58 5

c x

c x x

c x cE x f x dx

c x E x f x dx

c



 












      

    

  



  

X ـ إذا ؗان  4 x b                              :فإن   
2 2
x b x    

لأن:                           22
x b x b E x b f x dx






        

Ǽإجʛاء الاخʸʱار نʙʳ أن:              22
x b x E x f x dx






      

     2 2 59 5x b x     

Xـ إذا ؗان  5 ax b  :فإن  

     2 2 2 60 5ax b xa      

مʨʴʱلان عʨʷائॽان مʱʶقلان، فإن yو  xـ إذا ؗان  6 2 x y  :ȑاوʶǽ  

       2 2 2 61 5x y x y       

  غʛʽ مʱʶقلʧʽ، فإن: yو  xأما إذا ؗان 

         2 2 2 2cov , 62 5x y x y x y        

وȄـــʙعى  cov ,x y ʱه بʱأتي علـــى دراســـʻك. وســـʛʱـــʷʺال ʧـــايॼʱأو ال ʗʱـــʷʱـــام الʺ
  عʙʻما نʙرس جʺلة مʨʴʱلات عʨʷائॽة.

ـ إذا ؗان:  7 Y g x  :فإن  



- 249  -  

  
      

22 2 63 5y g x
E g x E g x         

 :ʘʽح g x  ائيʨʷل العʨʴʱʺع للǼتاY.  

5 -6 -2 -2:ȏارॻɹʸاف الʙʲالان :  

وʛȄمʜ له بـ  x ʧايॼʱاص الʨʵǼ عʱʺʱȄو ،ʧايॼʱلل ʖجʨʺر الʚʳأنه الǼ فʛعȄو ،
:ȑاوʶǽ ʨر وهʚʳاه للॼʱها. مع الانʶنف  

     2 64 5X x    
  ):9-5مʰال (

  ).8- 5الʨارد في الʺʲال رقX ) ʦأوجʙ تॼايʧ الʺʨʴʱل 
  إن الॼʱايǽ ʧعʢى Ǽالعلاقة:الʲل: 

       

     

22

1
22

0

1

6 1

x

x

x E x f x dx

x E x x x dx









    

    




  

:ȑاوʶǽ اضيȄʛقع الʨʱال ʧؔول  

   
1

2 3

0 0

13 4

0

6 1 6

1 1 1
6 6 0

3 4 3 4 2

E X x x x dx x x dx

x x



      

                

 
  

ومʻه نʙʳ أن:                          
21

2 2

0

1
6 0.05

2x x x x dx      
   

  أو Ǽاسʙʵʱام العلاقة الآتॽة :

       

     

2 2 2

1 1
2 2 2

0 0

2

6
6 1

20

x E x E x

E x x f x dx x x x dx

  

      
  

ومʻه:                                          
2

2 6 1
0.05

20 2
x     

 
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) وȄʛʢȃقـة أسـهل، لـʚلʥ 1وهʨ نفʝ الॼʱايʧ الȑʚ حʸلʻا علॽه Ǽاسـʙʵʱام العلاقـة (
  ).2عʙʻ حʶاب الॼʱايǼ ʧفʹل اسʙʵʱام العلاقة (

 ȑارॽɻʺاف الʛʴه فإن الانʻوم x  :ȑاوʶǽ  0.05 0.22x    

  : العʚوم:3- 2- 6- 5

  وهي على نʨعʧʽ هʺا:
 اʗʯوم الابʚة:العॻقعـة لــ  ئʨʱʺـة الʺॽʁال ʧارة عـॼɺ وهيX  ـةॼتʛʺال ʧمـs  ،أʙـʰʺل الʨحـ

. وتعʢــى Ǽالعلاقــة Sهــي العــʜم الابʱــʙائي مــʧ الʺʛتॼــة  sحʽــs  :ʘوʛȄمــʜ لهــا بـــ 
  الآتॽة:

     65 5s
s x x f x dx





     

0Sعʙʻما:                       نʨȞǽ   0
0 1x x f x dx





    

1Sعʙʻما:                  نʨȞǽ     1
1 x x f x dx E x





    

ــع الȄʛاضــــي  أȑ أن العـــʜم الابʱــــʙائي مــــʧ الʺʛتॼــــة الأولــــى هـــॼɺ ʨــــارة عــــʧ الʨʱقــ
  .Xللʺʨʴʱل 

 ومʚــة العـȂʚ ʙؕʸال ʨʱʺــة الʺॽʁال ʧــارة عـॼɺ قعـة لـــ : وهـيX  ــةॼتʛʺال ʧمـs   قــعʨʱل الʨحـ
 E x لها بـ ʜمʛȄو ، sM x:ةॽالعلاقة الآتǼ ىʢعȄو ، 

    S

sM x E x E x      
  :ʘʽح sM x  ةॼتʛʺال ʧم ȑʜ ʛؗʺم الʜهي العS ار أنॼʱاعȃو ،X  فإن ʛʺʱʶل مʨʴʱم

ȑʜ مʧ الʺʛتॼة  العʜم ʛؗʺالS  :ةॽالعلاقة الآتǼ ىʢعǽ  

       1 66 5
S

sM x x f x dx




     

ȑʜ مʧ الʺʛتॼة  ʛؗʺم الʜأما العS  لʲة ما، مʢل نقʨحC :ȑاوʶǽ  



- 251  -  

       67 5
S

sM x x c f x dx




     

Ȅʜة الآتॽة:66- 5مʧ العلاقة ( ʛؗʺوم الʜاب العʶح ʧȞʺǽ (  

0Sعʙʻما:          نʨȞǽ           0

0 1 1M x x f x dx




                        

1Sعʙʻما:                 نʨȞǽ     1

1 1 0M x x f x dx




                    

2Sعʙʻما:         نʨȞǽ       2 2
2 1M x x f x dx x 





     

ــȑʜ مــʧ الʺʛتॼــ      ʛؗʺم الʜأن العــ ȑل أʨــʴʱʺال ʧــايॼت ʧــارة عــॼɺ ʨــة هــॽانʲة الX ʧومــ .
 ȑʜــ ʛؗʺم الʜالعلاقــة العامــة للعــ sM x ʧــة مــॽالʱʱʺــة الȄʜ ʛؗʺوم الʜــاب العــʶح ʧــȞʺǽ ،

  العʜوم الابʙʱائॽة ؗʺايلي:
           3 2 3

3 3 2 68 5M x E x E x E x E x      

وȃʺــــا أن      3 2, ,E x E x E x  ًــــة، إذاॽائʙʱوم الابʜح العلاقــــة  هــــي العــــॼــــʸت

Ǽ (الȞʷل الآتي:                 5-68(  3
3 3 2 1 13 2M x         

  وॽʀاساً على ماتقʙم ʧȞʺǽ إʳǽاد:
   
 

2 4
4 4 3 1 2 1 1

5

4 6 3

...................

..............................

M x x

M x

         

  

 ʖــــ ــــف الʺʛاتـ ــــʧ مʱʵلـ Ȅʜـــــة مـ ʛؗʺوم الʜــــ ــاب العـ ــــॽʢʱع حʶـــ ــــʱʻʱج، أنʻـــــا نʶـ   ومʻـــــه نʶـ
S:لفةʱʵʺة الॽائʙʱوم الابʜاب العʶا حʻعʢʱإذا اس ،  

 ):10-5( مʰال

)، أوجʙ العʜوم الابʙʱائॽة حʱـى الʺʛتॼـة الʛاǼعـة، 8-5رقʦ ( الʺʲالبॽانات  Ǽاسʙʵʱام
ʥلʚ Ȅʜةالعʜوم  وؗ ʛؗʺعة. الǼاʛة الॼتʛʺى الʱح  
  Ǽالعلاقة: ǽعʢى X الʺʨʴʱلقانʨن تʨزȄع  إن :الʲل
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0 1X  
   6 1

0

x x
f x

 
 


 
ʥا ذلʙع 

  Ǽالعلاقة: ǽعʢى sمʧ الʺʛتॼة  ائي العʜم الابʙʱ وȂن

   S
s x x f x dx





 
  

   

   

   

   

 

1
0

0

0

1
1

1

0

1
2

2

0

1
3

3

0

4

0 6 1 1

1
1 6 1

2

6
2 6 1

20

6
3 6 1

30

6
4

42

s x x x x dx

s x x x x dx

s x x x x dx

s x x x x dx

s x











     

     

     

     

  









  

ȑʜ  أما ʛؗʺم الʜة  العॼتʛʺال ʧمs، ىʢعॽɾ :العلاقةǼ 

     1

S

sM x x f x dx




    

  :ومʻه

   

   

01

0

0

11

1

0

1
0 6 1 1

2

1
1 6 1 0

2

s M x x x x dx

s M x x x x dx

         

         




  

   
21

2

0

1
2 6 1 0.05

2
s M x x x x dx           

Ǽ                                        اسʙʵʱام العلاقة: أو 
2 2

2 1x     

 

2
2 6 1 6 1 1

0.05
20 2 20 4 20x        

 
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ʨه وهॽا علʻلʸح ȑʚاب الʨʳال ʝقاً  نفǼسا.  
 

 

3
3 3 2 1 1

3

2 4
4 4 3 1 2 1 1

2 4

3 3 2

6 6 1 1
3 2 0

30 20 2 2

4 4 6 3

6 6 1 6 1 1
4 6 3 0.0054

42 30 2 20 2 2

s M x

s M x

   

     

     

         
      

                  

  

: الʯاǺع الʦʸلʗ للعʚوم 4- 2- 6- 5 x t:  

 لعʜوملما، فإن الʱاǼع الʺʨلʙ  اً عʨʷائॽ مʨʴʱلاً  Xؗان  إذا x t،  العلاقـةǼ ىʢعǽ
  الآتॽة:

   69 5tx
x t E e      

عʨʷائي مʛʺʱʶ، فإن:  مʨʴʱل Xأن  وȃاعॼʱار x t حॼʸǽ :ل الآتيȞʷالǼ  

     70 5t x
x t e f x dx





    

الʱاǼع الʺʨلʙ للعʜوم  وȃاشʱقاق x t، الǼة لــॼʶʻt ʧومـ  ʦما ثـʙـʻهـا عʱʺॽʀ ـابʶح
0t  ـــلʸʴـــل علـــى  علـــى، نʸʴن ʦثـــ ʧومـــ ʖاتـــʛʺلـــف الʱʵم ʧـــة مـــॽائʙʱوم الابʜالعـــ

Ȅʜة. ʛؗʺوم الʜالع  

  ):11-5( مʰال

ــــʙʵʱام ـــات الʺʲــــــال ( Ǽاســ ــــʙ  )،3-5معॽʢـــ ــــاǼع الʺʨلــ ـــاد الʱــ ــــʨب: إʳǽـــ ــــʜومالʺʢلــ  للعــ
 x t،  ʦادثʳǽة  إॼتʛʺى الʱح ȑʜ ʛؗʺوم الʜة والعॽائʙʱوم الابʜعةالعǼاʛال.  
قانʨن الʨʱزȄع الاحʱʺالي  إن :الʲل f x ǽىʢالعلاقة: عǼ  

0x  
 

33

0

xe
f x


 


 ʥا ذلʙع 

  ǽعʢى Ǽالعلاقة: للعʜومالʱاǼع الʺʨلʙ  وȂن
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     

   

 

33

0 0

3

0

3 3

1
3 , 3

3

3
, 3

3

t xt x t x x
x

t x
x

x

t e f x dx e e dx e dx

t e t
t

t t
t







  







     

     

 


  

  

ʨوهــ  ʙلــʨʺع الǼــاʱوم،الʜع  للعــǼــاʱا الʚقاق هــʱاشــȃوضــعو ʦ0 ثــt  ــلʸʴعلـــى  ن
 الابʙʱائॽةالعʜوم  s x ʧم :ȑأ ،ʖاتʛʺلف الʱʵم   

   
 

     
 

'
1 20

0

''
2 40

0

3 3 1

9 33

6 3 18
9

813

x t

t

x t

t

t x
t

t
t x

t

 

 







   



   



  

ʝفʻȃأن: و ʙʳب نʨالأسل  

   

   

'''
30

''''
40

2

9
40

81

x t

x t

t x

t x

 

 





 

 
  

Ȅʜةفإن العʜوم  ومʻه ʛؗʺال :ȑاوʶت  
   

   

1

1

2 2
2 2 1

0

2 1 1

9 9 9

M x E x E x

M x x  

    

     
  

 

 

3
3

3 3 2 1 1

2 4
4 4 3 1 2 1 1

2 4

2 2 1 1 2
3 2 3 2

9 9 3 3 27

4 6 3

40 2 1 2 1 1 25
4 6 3

81 9 3 9 3 3 81

M x

M x

   

     

            
 

      

              
   
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5 -6 -3 ʙʡاʹʯال ʛॻاء: مقايʦʯوالال:  

5 -6 -3 -1 ʛॻمقاي :ʙʡاʹʯال:  

ــــʨلاً  Xؗـــــان  إذا ــــʨائॽ مʴʱـ ــــʛʺʱ  اً عʷـ ــــاً مʶـ ــــاʛʣ ه، فإنـ ــــع  X لʙراســـــة تʻـ ــــॼة للʨʱقـ Ǽالʶʻـ
  العلاقة الآتॽة: نȘʰʢالȄʛاضي، 

 
   3

3
71 5

M x
K

x
   

  ؗان: فإذا
0K  ع  فإنȄزʨى تʻʴʻمX  نʨȞǽ .اضيȄʛقع الʨʱة للॼʶʻالǼ ًاʛʣاʻʱم  
0K  ع  فإنȄزʨى تʻʴʻمX  نʨȞǽ .ʧʽʺॽال ʨʴاً نȄʨʱمل  
0K  ع  فإنȄزʨى تʻʴʻمX  نʨȞǽ .ارʶॽال ʨʴاً نȄʨʱمل  

  ل:: مقايʛॻ الʠʯاو2- 3- 6- 5

Ȅʜـة، فـإذا ؗـان  تʨزȄـعهʚا الʺॽʁاس  وʙȄرس ʛؗʺال ʝॽة للʺقـايॼـʶʻالǼ ʦॽـʁالX  ًلاʨـʴʱم 
ॽائʨـــʷاً ع  ʛʺʱـــʶـــاول ت، فإنـــاً مʢراســـة تʙـــعه لȄزʨ X ال ʧـــع عـــȄزʨʱعـــي، الॽʰʢȘـــʰʢالعلاقـــة  ن
  :الآتॽة

 
   4

4
72 5

M x
L

x
   

ʗ :3Lإذا ؗانف  ل  فإنȞع شȄزʨʱاً الॽɻॽʰʡ نʨȞǽ.  
3Lإذا ؗان:  أما  ع فإنȄزʨʱن  الʨȞǽ  ًاولاʢʱم.  
Ȃ3Lذا ؗان: و   ع  فإنȄزʨʱاً.الʢʶॼʻن مʨȞǽ  

  ):12-5( مʰال

  )، أوجʙ معامل الʻʱاʛʣ والʢʱاول.11-5( الʺʲالمعॽʢات  Ǽاسʙʵʱام
  أن: وجʙنا) 11- 5الʺʲال ( مʧ :الʲل

       1 2 3 4

1 2 25
0 , , ,

9 27 81
M x M x M x M x     

  Ǽالعلاقة: ǽعʢىمعامل الʻʱاʛʣ  وȃالʱالي نʙʳ أن
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 
 

3
3

2 2
227 27 2

1 1 1 1
9 3 27
2 0

M x
K

x

K

K




   


 

  

0Kأن  وȃʺا  ع  فإنȄزʨى تʻʴʻمX  نʨȞǽ ًاȄʨʱمل ʧʽʺॽال ʨʴن.  

ǽ                         عʢى Ǽالعلاقة: الʢʱاولمعامل  أنو  
 

4
4

M x
L

x
  

25
25 8181

1 1 81 1
9 9
25 3

L

L

  


 

  

3Lأن  وȃʺا  ل فإنȞاول شʢʱع مȄزʨʱعي. الॽʰʢل الȞʷال ʧع  

 : تغʙʻʻ الʦʲʯʸلات:5-7

تـاǼع ʲؗافʱـه  مʶـʛʺʱاً،عʷـʨائॽاً  مʨʴʱلاً  Xؗان  إذا f x مʨـان معلـ  مʴʱـʨلاً  Y. وؗ
 ،ʛاً آخـــॽائʨـــʷـــاً عʢॼتʛبــــ   مX Șالعلاقـــة:  وفـــ Y U x، ـــان  الʱـــاǼع وؗ U x  ًعـــاǼتا 
. أو ȞʺǽـــY ʧ، وقـــابلاً للاشـــʱقاق وقـــابلاً للعȞـــʝ أȞʺǽ ȑـــʧ حʶـــاǼه بʙلالـــة مʶـــʛʺʱاً أǽʹـــاً 

الʨʸʴل على  1X U y.  
نʛمʜ له بـ  والY ȑʚلـ الاحʱʺاليماهʨ تاǼع الʲؔافة  والʕʶال g y؟  
  :نȂʙʢة

ان قـانʨن تʨزȄعـه  مʛʺʱʶاً عʨʷائॽاً  مʨʴʱلاً  Xؗان  إذا وؗ f x  ًمـاʨـان معل  Y. وؗ
العلاقــة:  وفــX Șبـــ  مʛتʢॼــاً عʷــʨائॽاً آخــʛاً  مʴʱــʨلاً  Y U x،  ــان وؗ U x  ًاʛʺʱــʶم

 بــلـه  ونʛمـY ʜالاحʱʺـالي لــ  الʨʱزȄـع، فإن قانʨن ʝȞوالع للاشʱقاق قابلاً  g y ـىʢعǽ 
  Ǽالعلاقة:

     73 5
dx

g y f x
dy

    
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  بʧʽ ثلاث حالات: نʺʜʽ) 73- 5العلاقة ( ʛʰهانل
  :الأولى الʲالة
أن  نفʛض U x عǼا  تاʺؗ ،ʙايʜʱوم ʛʺʱʶمʛهʤǽ انॽʰل الȞʷي الآتي:على ال  

  
  )18-5رقʦ ( الȞʷل

إلـــى الʺʳــــال  تʱʻʺـــي Xفـــإذا ؗانـــॽʀ ʗʺـــة  ،X الʺʴʱـــʨلنʳـــȑʛ تȃʛʳـــة حـــʨل  الآن
 ,x x x  ــه  فــإنʺॽʀY ʖجــʨʺǼ  :ــةॽɻǼاʱالعلاقــة ال Y U x ــيʺʱʻــال  تʳʺإلــى ال
 ,y y y .  

الʺʳـــال إلـــى  لاتʱʻʺـــي Xؗانـــॽʀ ʗʺـــة  وȂذا ,x x x ،  ـــةʺॽʀ فـــإنY ـــيʺʱʻلات 
ــال بـــʙورها إلـــى الʺʳـ ,y y y  ـــالʺʱم أن احʙج مʺـــا تقـــʱʻʱـــʶن . ,X x x x   

 ȑاوʶǽ  الʺʱاح ,Y y y y  ، :اʻيʙا انه لʺȃو  

     74 5
x x

x

P x X x x f x dx


       

ʥلʚ   فإن: وؗ

     75 5
y y

y

P y Y y y g y dy


       

ʘʽح  g y  نʨالي  قانʺʱع الاحȄزʨʱلالʨʴʱʺلل Y،  ʖلʢǽُ مʨمعل ʛʽع غȄزʨت ʨوه
 ʖʶاده. وحʳǽمإʙماتق ǽف الأʛʢفإن الʧʺ ) ʧʽʱالعلاق ʧ75-5) و(74-5م ،ʧʽȄاوʶʱم (

  :نʖʱؔوȃالʱالي فإنʻا 

     76 5
y y x x

y x

g y dy f x dx
 

    

Șʽʰʢʱȃة ال وʺॽʁة الȄʛʤن:ʙʳؔامل نʱى للʢسʨ  
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     . . . . 77 5y g y y x f x x          
ʘʽ0 ح 1  ʦʶعلى  نق ʧʽفʛʢالy ʙʳʻف:  

     . . . 78 5
x

g y y f x x
y

 
     


  

0y: عʙʻما  0 فإنx .  
اسʛʺʱار الʱاǼع  ʨʺȃجʖو  U x. ل الآتي:78-5العلاقة ( فإنȞʷالǼ حॼʸت (  

     79 5
dx

g y f x
dy

    

ʧأن97-5العلاقة ( وم Ȏ0 ) نلاح
dx

dy
  عǼاʱلأن الU ʙايʜʱوأنم ،   0f x .  

فإن: وȃالʱالي g y  نʨالي لـ قانʺʱع الاحȄزʨʱالY  ʨمʖج .(ʖسال ʛʽغ)  
  الʰانॻة: الʲالة

أن:  نفʛض Y U x عǼا  تاʺؗ ،ʟاقʻʱوم ʛʺʱʶمʛهـʤǽ  ـانيॽʰل الȞـʷعلـى ال
  الآتي:

  
  )19-5رقʦ ( الȞʷل

  نʖʱؔ: وȃاخʸʱار
     80 5P x X x x P y y Y y           

ȑأ:  

     81 5
yx x

x y y

f x dx g y dy




    



- 259  -  

Șʽʰʢʱȃو :ʙʳؔامل نʱى للʢسʨة الʺॽʁة الȄʛʤن  
   '. . . .x f x x y g y y         

ʦʶعلى  نق ʧʽفʛʢالy- :ʙʳʻف  

     '. , , 82 5
x x

f x x g y y
y y

  
        
 

  

0y:                                         عʙʻما  0x   
اسʛʺʱار الʱاǼع  ʨʺȃجʖو  U x، ) ح العلاقةॼʸل الآتي:28-5تȞʷعلى ال (  

     83 5
dx

g y f x
dy


    

ʧأن:38-5العلاقة ( م Ȏنلاح (    0f x  0و
dx

dy
  .  

فإن وȃالʱالي g y  نʨالي لـ قانʺʱع الاحȄزʨʱالY ʖجʨم (ʖسال ʛʽغ).  
  :نʱॻʯة

تʨزȄعه الاحʱʺالي  قانʨن  اً عʨʷائॽاً مʛʺʱʶ  مʨʴʱلاً  Xؗان  إذا f x مʨان معل . وؗ
Y  ًلاʨـــʴʱم  ʛاً آخـــॽائʨـــʷـــاً عʢॼتʛــــ م Ǽ :العلاقـــة Xب Y U x،  ـــان وؗ U x  ًاʛʺʱـــʶم 

ع الاحʱʺالي قانʨن الʨʱزȄ فإنمʜʱايʙاً أو مʻʱاقʸاً  g y لʨʴʱʺلل Y ىʢعǽ :العلاقةǼ  

     84 5
dx

g y f x
dy

    

  الʰالʰة: الʲالة
أن  نفʛض U x عǼتا  ʟـاقʻʱوم ʙايـʜʱم ʛʺʱʶخـلالم  ʛهـʤǽ فـه ؗʺـاȄʛـال تعʳم

  على الȞʷل الॽʰاني الآتي:

  
  )20-5رقʦ ( الȞʷل
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Ȏأجـل أ نلاحـ ʧأنـه مــ ȑـةʺॽʀ لـــX قابلهـاǽ  ة لــʙـʽــة وحʺॽʀY،  ȑأجــل أ ʧمـ ʧولؔــ
  على ذلʥ نʖʱؔ: وʻȃاءً . ʱʺॽʀXان لـ ǽقابلها ॽʀYʺة لـ

       1 1 1 2 2 2, , , 85 5Y y y y X x x x X x x x         
  :نʙʳ ومʻه

       1 1 1 2 2 2 86 5P y Y y y P x X x x P x x X x             
ȑأ:  

       
1 1 2

1 2 2

87 5
x x xy y

y x x x

g y dy f x dx f x dx




      

  مʺا تقʙم نʙʳ: وȃالاسʱفادة

       1 2
1 2 88 5

dx dx
g y f x f x

dy dy
      

  العامة: الʲالة
ʨȞǽن  عʙʻما U x  ًاॼقلʱاً  مʙايʜʱاً (مʸاقʻʱل ومʨʴال تʳم ʦॽʶقʱم بʨا نقʻفإن ،(X 

مʳالات جʜئॽة ʽʴǼـȞǽ ʘـʨن  إلى U x اً أو  إمـاʙايـʜʱـاً،مʸاقʻʱن  مʨقـان ʙجـʨن ʦثـ ʧومـ
فʸʴʻــل  القــʨانʧʽʺــʨع هــʚه ؗــل مʳــال جʜئــي. وثــʦ نأخــʚ مʳ عʻــY ʙالʨʱزȄـع الاحʱʺــالي لـــ 

ـــ  ؗʺــا هــʨ مʰــʧʽ علــى  ،Xؗامــل مʳــال تʴــʨل  علــى Yعلــى قــانʨن الʨʱزȄــع الاحʱʺــالي ل
  :الȞʷل الآتي

  
  )21-5رقʦ ( الȞʷل

ʝفʻب  ȑʚب الـʨـاهالأسـلʻعॼـالي  اتʺʱـع الاحȄزʨʱن الʨقـان ʙجـʨقة نǼـاʶـالات الʴفـي ال
  مʧ العلاقة:

       1 2
1 2 .... n

n

dx dx dx
g y f x f x f x

dy dy dy
      
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 :أو     
1

89 5
n

i
i

i

dx
g y f x

dy

    

ʨب. وهʨلʢʺال  

  ):13-5( مʰال

  ؗان قانʨن تʨزȄعه معʢى Ǽالعلاقة:، و مʛʺʱʶاً عʨʷائॽاً  مʨʴʱلاً  Xؗان  إذا
0 2x  

 
1

2
0

x
f x


 


 

ʥا ذلʙع 

ـــــان ـ ــــʨلاً  Y وؗ ــــʛ  مʴʱــ ــــʨائॽاً آخــ ــــاً عʷــ ـــ  مʛتʢॼــ ــــ ــــX Șب ــــة:  وفــ 2العلاقــ 1Y x  
لʨʱزȄـع  الॽʰـانيتʨقعه وتॼايʻه، ورسـʦ الʷـȞل  إʳǽاد. ثY ʦ  تʨزȄع: إʳǽاد قانʨن الʺʢلʨبو 

Y.  
  الآتॽة: الॽʸغة) الʵاصة بʱغʛʽ الʺʨʴʱلات والʱي تأخʚ 84-5العلاقة ( بȘʽʰʢʱ :الʲل

   

1
2 1

2
1

2

dx
g y f x

dy

y
y x x

dx

dy

 


   



  

 أX، ȑو Yعلــى العلاقــة الʱــي تــȌȃʛ بــʧʽ  نعʱʺــY ʙ الʺʴʱــʨلمʳــال تغʽــʛ  ولإʳǽــاد
                                    العلاقة: على  2 1y U x x    

0 1

2 3

x y

x y

   
  

  

  في العلاقة الʶاǼقة فʙʳʻ: نعʨض

   1 1 1 1
1

2 2 2 8

y
g y y

      
 

  

ʨالي لـ  وهʺʱع الاحȄزʨʱن الʨقانY  نوॼʱؔل ه علىȞʷالآتي ال:  

: 1 3y   
   1

1
8

y
g y

  

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ʥا ذلʙع 

     
   

2

33 3 3 2

1 1 1

1

1 1 1
1

8 8 8 3 2

10

6

y y
E y y y dy y y dy

y E y

  

 
      

 

 

 
  

     

     

2 2
2 1

33 3 4 3
2 3 2

2

1 1 1

1 1 1 11
1

8 8 8 4 3 3

y y y

y y
y y y dy y y dy

  


  

 

 
       

 
   

         في علاقة الॼʱايʧ فʙʳʻ: نعʨض 

2
2 11 10 32

0.89
3 6 36y      

 
  

  وʛȄسʦ الȞʷل الॽʰاني الآتي:

  
  )22-5رقʦ ( الȞʷل

  ):14-5( مʰال

ــــʨلاً  Xؗـــــان  إذا ــــʨائॽاً  مʴʱـ ــــʛʺʱاً عʷـ ـــانʨن تʨزȄعـــــه  مʶـ ـــــان قــ ــــى وؗ الاحʱʺـــــالي معʢـ
  Ǽالعلاقة:

 
21

21

2

x
f x e X




      

ان 21العلاقة:  وفX Șعʨʷائॽاً آخʛاً مʛتʢॼاً بـ  مʨʴʱلاً  Y وؗ

2
y x.  

  .Y: إʳǽاد قانʨن تʨزȄع والʺʢلʨب
  :الʲل
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         قانʨن تغʛʽʽ الʺʨʴʱلات الآتي:  ʙʵʱʶمن    dx
g y f x

dy
   

 نوȃʺا أ f x ،مʨمعل Ȃنو  U x ه ؗʺايليʳا نعالʻفإن ،ʙايʜʱت ʦث ʟاقʻʱت:  
2 21

2
2

1 1
2

2 2

y x x y

dx
x y dx dy

dyy y

  


      

  

ـــانʨن  وȃالʱـــالي 0xمـــʧ جـــʜأيʧ: الأول عʻـــʙما تؔــــʨن  يʱـــألف Y تʨزȄـــعفـــإن ق ، 
0xوالʲاني عʙʻما تʨؔن   ȑأ:  

     
0 0x x

dx dx
g y f x f x

dy dy 

     

ʖʰʶȃو ʛʣاʻʱلـ ال f x ة نʛʽالعلاقة الأخ ʖʱؔ ل الآتي:علىȞʷال  

     2 1
dx

g y f x
dy

    

ʠȄʨعʱالȃ1في العلاقة ( و:ʙʳن (  

   1
2

21 1
2

2 2

y
g y e

y
  

     
 

  

نʙʳ:                وȃالإصلاح 
1

21
: 0yg y e y y


    

ʨع  وهȄزʨʱن الʨاليقانʺʱلـ  الاحY، فʛعȄع  وȄزʨن تʨقانǼ ȑʚرسه لاحقـاً  الʙʻس
ʘʽ0: ح Y   ʨب. وهʨلʢʺال  
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  تȂʙʸʹات
  الاحʱʺالॽة معʢى Ǽالعلاقة: ʲؗافʱهعʨʷائي تاǼع  مʨʴʱل Xـ إذا ؗان  1

1 2x   
 

2

3
0

x
f x


 


 
 ذلʥ عʙا

  :والʺʢلʨب
  .رسʺهخʨاصه ثʦ  ةسادر  ـ
  .وتॼايʻهتʨقعه  إʳǽادـ 
لـ  الȄʛاضيالʨʱقع  إʳǽادـ  2 1x .  

  الاحʱʺالॽة معʢى Ǽالعلاقة: ʲؗافʱهتاǼع  اً عʨʷائॽ مʨʴʱلاً  Xـ إذا ؗان  2
0 2x  

 
 3 2

4
0

x x
f x

 
 


 

 ذلʥ عʙا

  :والʺʢلʨب
 الʨʱزȄعـ إʳǽاد تاǼع  F X.  

ـ حʶاب احʱʺال:  1 3
, 1

2 2
P x P x    
 

.  

  .الʺʨʻالـ إʳǽاد ॽʀʺة 
  للعʜوم. الʺʨلʙـ إʳǽاد الʱاǼع 

  .الʻʱاȑʛʣ واقعه  ةساـ در 
  معʢى Ǽالعلاقة: تاǼع ʲؗافʱه الاحʱʺالॽة اً مʛʺʱʶ  اً عʨʷائॽ مʨʴʱلاً  Xـ إذا ؗان  3

0 3x  
 

2

9
0

x
f x


 


 
 ذلʥ عʙا

  :والʺʢلʨب

رسʦ الȞʷل الॽʰاني  ـ f x.  
  .الʨسȌॽـ إʳǽاد ॽʀʺة 



- 265  -  

3yالعلاقة:  وفX Șبـ  اً مʛتʢॼو  اً آخʛ  اً عʨʷائॽ مʨʴʱلاً  Yـ إذا ؗان  x.  
ʢʺبوالʨل:  

  .Yالاحʱʺالॽة لـ  الʲؔافةـ إʳǽاد تاǼع  أ
  .Yلـ  الʨʱزȄعـ إʳǽاد تاǼع  ب
  .Yـ إʳǽاد تʨقع وتॼايʧ  ج

  قانʨن تʨزȄعه الاحʱʺالي معʢى Ǽالعلاقة: اً عʨʷائॽ مʨʴʱلاً  Xـ إذا ؗان  4
  xf x Ae  

  :والʺʢلʨب
 ʗابʲة الʺॽʀ ʙيʙʴـ تA ʦت ثʙʴسʺه يʛي ȑʚى الʻʴʻʺال ʙ f x.  

  .Xللʺʨʴʱل العʨʷائي  الʺʺʜʽة ʦॽʁـ حʶاب ال
  معʢى Ǽالعلاقة: ʲؗافʱهتاǼع  اً عʨʷائॽ مʨʴʱلاً  Xـ إذا ؗان  5

0 1x   
0

ax
f x


 


 
 ذلʥ عʙا

  :والʺʢلʨب
  .aإʳǽاد ॽʀʺة الʲابʗ  ـ
ادرس خʨاص  ـ f x وارسʺه.  

1  ـ حʶاب احʱʺال 3

4 4
P x   
 

.  

2Yآخــʛ حʽــʘ:  اً عʷــʨائॽ مʴʱــʨلاً  Yـــ إذا ؗــان  x،  ــعȄزʨن تʨــاد قــانʳǽب إʨلــʢʺوال

Y عهȄزʨع تǼتا ʙأوج ʦث , F Y.  
  Ǽالعلاقة: مʛʺʱʶ تاǼع ʲؗافʱه معʢى اً عʨʷائॽ مʨʴʱلاً  Xـ إذا ؗان  6

0 2x  
   2 1

2
0

a
x

f x
  


 

 ذلʥ عʙا

  .aإʳǽاد ॽʀʺة الʲابʗ  ـ   :والʺʢلʨب
إʳǽاد تاǼع الʨʱزȄع  ـ          F x  ورسʺه.  
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1  حʶاب احʱʺال ـ 3

2 2
P x   
 

.  

  إʳǽاد الʱاǼع الʺʨلʙ للعʜوم. ـ
Ȅʜة حʱى الʺʛتॼة الʛاǼعة. إʳǽاد ـ ʛؗʺة والॽائʙʱوم الابʜالع  
  واقعه الʻʱاȑʛʣ. ةسادر  ـ

تʴʺل ʡائʛة حॽȃʛـة ثـلاث قʻابـل وتʴلـȘ فـʨق خـȌ سـȞة حʙيǽʙـة، فـإذا سـقʗʢ القʰʻلـة  ـ 7
مʛʱ على الأكʛʲ فإنها سʨؔʱن ؗاॽɾة لʢʴʱـʦॽ الʵـȌ الʙʴيـȑʙ، لʻفـʛض  Ǽ 40عʙعلى 
ـــع القǽʚفــــة عــــʧ الʵــــȌ ا ʲʺǽــــل Xأن  ــــاǼع ʲؗافʱــــه Ǽعــــʙ مʨقـ لʙʴيــــȑʙ ت f xــــىʢمع 

  Ǽالعلاقة:
100 0

0 100

x

x

  

 

 
 

100

10000
100

10000
0

x

x
f x





 




 

 ذلʥ عʙا

ثـلاث قʻابـل  ألقـʗ: حʶاب احʱʺـال قʢـع الʵـȌ الʙʴيـȑʙ علʺـاً Ǽـأن الʢـائʛة قـʙ والʺʢلʨب
.Ȍʵا الʚعلى ه  

8  ʧȞॽـ لX  ًلاʨʴʱم ॽائʨʷع  اً عǼهتاʱافʲؗ العلاقة:اǼ ىʢة معॽالʺʱلاح  
0 3x  

   2 2

0

a x
f x

  


 
 ذلʥ عʙا

  :والʺʢلʨب
 ʗابʲة الʺॽʀ دʙـ حa.  

 ʧايॼقع وتʨاد تʳǽـ إx.  
 الʨʱزȄعـ إʳǽاد تاǼع  F x.  

لـ الॽʰانيـ ارسʦ الȞʷل    ,F x f x.  
ل ـ حʶاب احʱʺا 1 2P x .  

  .Xلـ الʻʱاȑʛʣ ـ ادرس الʨاقع  6
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  الفʶل الʴادس
  الʦʯزȂعات الاحʸʯالॻة الʙʸʯʴʸة

  : مقʗمة:6-1
إن الʲʯلʻل الȂʙاضي لʴلʦك العʗيʗ مʥ الʦʲʯʸلات العʦʵائॻة الʙʸʯʴʸة 

أʡهʙ أنه Ȝʸǻʹʹا أن نȊॺʹʯʴ قʦانʥʻ نȂʙʢة لهʘه الʦʲʯʸلات، وأنه Ȝʸǻʹʹا في 
الʙʻʰؒ مʥ الأحॻان أن نॻʶغ تلʣ القʦانʥʻ بʦاسʠة علاقات رȂاضॻة مʗʲدة. 

الʺʻقʢعة. ونʳॽʱة للأʴǼاث  وذلʸؕ ʣا فعلʹا مع الʦʲʯʸلات العʦʵائॻة
الʺʹॽʻة الʱي قام بها الॼاحʨʲن أمʧȞ الʨʱصل إلى عʙة قʨانʧʽ احʱʺالॽة 

  نȄʛʤة، نʛؗʚ مʻها:
الʺʛʺʱʶ في الʺʳال  Xـ قانʨن الʨʱزȄع الʺʦʤʱʻ لـ 1 ,a b :العلاقةǼ ىʢعȄو  

   1
: 1 6f x a x b

b a
   


  

  الʺʛʺʱʶ والʺʨجʖ، وȄعʢى Ǽالعلاقة: Xـ قانʨن الʨʱزȄع الأسي لـ 2
   : 0 2 6kxf x k e x     

الʺʛʺʱʶ على الʺʳال  Xـ قانʨن الʨʱزȄع الॽʰʢعي العام لـ 3 ,  ىʢعȄو ،
  Ǽالعلاقة:

   
21

21
: 3 6

2

X

f x e x




 

   
       


  

  الʺʛʺʱʶ، وȄعʢى Ǽالعلاقة: ॽɻʺXارȑ لــ قانʨن الʨʱزȄع الॽʰʢعي ال 4

   
21

2
1

: 4 6
2

x
x e x




        

  الʺʛʺʱʶ والʺʨجʖ، وȄعʢى Ǽالعلاقة: Xـ قانʨن تʨزȄع غاما لـ 5
   1 : 0 5 6P kx

P x C x e x       
الʺʛʺʱʶ والʺعʛف على الʺʳال  Xـ قانʨن تʨزȄع (بʱʽا) لـ 6 0,1:العلاقةǼ ىʢعȄو ، ،  
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     11 1 : 0 1 6 6
qP

P q x C x x x 
        

  الʺʛʺʱʶ والʺʨجʖ، وȄعʢى Ǽالعلاقة: Xـ قانʨن تʨزȄع (كاȑ مȃʛع) لـ 7

     12 2 2 : 0 7 6
n x

f x x C x e x
 

      
8  ʗʻديʨʱع سȄزʨن تʨـ قانT لـX  على ʛʺʱʶʺال , :العلاقةǼ ىʢعȄو ،  

     

1
2 2

1 : 8 6

k

k

x
f x T x C x

k




 
         

 
  

9  ʛʷॽɾ عȄزʨن تʨـ قانF لـX :العلاقةǼ ىʢعȄو ،ʖجʨʺوال ʛʺʱʶʺال  

     2
, 1 : 0 9 6

k

k m

k
f x F x C x x x

m

         
 

  

  الʺʛʺʱʶ والʺʨجʖ، وȄعʢى Ǽالعلاقة: Xـ قانʨن الʨʱزȄع الॽʰʢعي اللʨغارʱȄʺي لـ 10

   

2

1

2
1

0 10 6

y
n

m

g y C e y
y



 
 
 
    


  

  الʺʛʺʱʶ والʺʨجʖ، وȄعʢى Ǽالعلاقة: Xـ قانʨن تʨزȄع (إيʛلانغ) لـ 11

 
 

 11
0 11 6

1 !
m x

mf x x e x
m

     


  

الʺʛʺʱʶ على  Xـ قانʨن تʨزȄع (كʨشي) لـ 12 , :العلاقةǼ ىʢعȄو ،  

   
2

1 1
12 6

1
f x x

x
      


  

الʺʛʺʱʶ على  Xـ قانʨن تʨزȄع (ǼارʨʱȄ) لـ 13 1,:العلاقةǼ ىʢعȄو ،  
     1 1 13 6kf x k x x        

الʺʛʺʱʶ على  Xلـ ـ قانʨن الʨʱزȄع الʺʙʱرج 14 0,1:العلاقةǼ ىʢعȄو ،  
   1 0 14 6kf x k x x     

  وȄعʢى Ǽالعلاقة: Maxأو  Minـ قانʨن تʨزȄع الʦॽʁ العʤʺى  15
   15 6

x ax a ef x e e x
         

  الʺʛʺʱʶ والʺʨجʖ، وȄعʢى Ǽالعلاقة: Xـ قانʨن تʨزȄع (وايʨʰل) لـ 16
       1

, 0 16 6P kx P
p qf x W x P k x e x         
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وسʻقʨم ضʺʧ هʚا الفʸل Ǽاسʱعʛاض هʚه القʨانʧʽ ودراسة خʨاصها الأساسॽة ومʺʜʽاتها 
 ʧʽانʨه القʚام هʙʵʱة اسॽɿॽؗ حॽضʨʱها لʽة علॽقات العʺلॽʰʢʱال ʠعǼ مʙقʻة، وسǽدʙالع

 في الʨʴॼث العلʺॽة.

  الX :ʙʸʯʴʸ: قانʦن الʦʯزȂع الʤʢʯʹʸ لـ 6-2
6-2-1:ʃـــȂʙإذا ؗـــان  : تعX  ًاʛـــʽغʱـــة فـــي مʻȞʺʺـــه الʺॽʀ ـــعॽʺج ʚأخـــǽ ًاʛʺʱـــʶاً مॽائʨـــʷع

الʺʳال  ,a b لـ ʦʤʱʻʺع الȄزʨʱن الʨفإن قان ،X :العلاقةǼ فʛعǽ ʛʺʱʶʺال  

)6-17(  
a x b  

 
1

0
f x b a


 


 

ʥا ذلʙع 

  كʺا يʙعى هʚا الʨʱزȄع أǽʹاً ǼالʨʱزȄع الʺʽʢʱʶلي.
6 -2 -2:ʤʢʯʹʸع الȂزʦʯن الʦاص قانʦخ :  

:ʧʽʱʽالʱال ʧʽʱاصʵن الʨا القانʚه Șقʴǽ  
  ـ نلاحȎ أن: 1

   1
0 18 6f x

b a
  


  

  ـ  2

   

 

 

1
19 6

1 1

1
1

b

a

b
b

a
a

f x dx dx
b a

dx x
b a b a

b a
b a





  


 
 

  


 

  

  وʛȄسʦ هʚا القانʨن الȞʷل الॽʰاني الآتي:



- 270  -  

  
) ʦل رقȞʷ1-6ال(  

  الX :ʤʢʯʹʸ: تاǺع الʦʯزȂع الاحʸʯالي لـ3- 2- 6
  ʨʱزȄع ǽعʢى Ǽالعلاقة:إن تاǼع ال

       20 6
x

F x P X x f x dx


      

       1 1 1x
x

a
a

F x P X x dx x x a
b a b a b a

      
    

  ومʻه :

     21 6
x a

F x P X x
b a


   


  

  ومʻه فإن تاǼع الʨʱزȄع Ǽعʛف Ǽالعلاقة الʱالॽة:

     

0

22 6

1

x a

x a
F x P X x a x b

b a
x b


       



  

  وȂن تاǼع الʨʱزȄع يʛسʦ الȞʷل الॽʰاني الʱالي:
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) ʦل رقȞʷ2-6ال(  

  :ومʻه فإن
   
   

0

1

F a P X a

F b P X b

  

  
  

  وȃالʱالي ʧȞʺǽ حʶاب الاحʱʺالات الأخȐʛ الʱالॽة:
       
       1 1 1 1

1 1 23 6

24 6

P X x P X x F x

P a X b F b F a

      

    
  

  ):1-6مʰال (
  مʱغʛʽاً عʨʷائॽاً مʛʺʱʶاً قانʨن تʨزȄعه معʢى Ǽالعلاقة: Xإذا ؗان 

0 8x  
 

0

k
f x


 


 
ʥا ذلʙع 

 ʘʽحk  دʙب:عʨلʢʺه. والʙيʙʴت ʖʳǽ ʗثاب  
1  ʗابʲة الʺॽʀ ادʳǽـ إk  حॼʸǽ ىʱح f x .اليʺʱع احȄزʨن تʨقان  
ـ إʳǽاد تاǼع الʨʱزȄع  2 F X.  
ـ ارسʦ الȞʷل الॽʰاني لـ 3 f x  و F X.  
حʱʺالات الآتॽة:ـ حʶاب الا 4     5 , 3 , 2 6P X P X P X     

حʱى ʨȞǽن الʲل:  f x :نʨȞǽ أن ʖʳǽ اليʺʱع احȄزʨن تʨقان  

  1f x dx




   

X  
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 ʗابʲة الʺॽʀ ʙيʙʴت ʧȞʺǽ اصةʵه الʚام هʙʵʱاسȃوk:ȑأ ،  

   
8

8

0
0

8 0 1

1
8 1

8

k dx k x k

k k

   

  


  

  الʺǼ ʛʺʱʶالȞʷل الʱالي: Xلاحʱʺالي الʺʦʤʱʻ لـوȃالʱالي ॼʸǽح قانʨن الʨʱزȄع ا
0 8x  

 
1

8
0

f x

 


 
ʥا ذلʙع 

ـ تاǺع الʦʯزȂع  2 F x ::العلاقةǼ ىʢعȄو  

   

 0
0 0

1 1 1

8 8 8 8

x

x x
x

F x f x dx

x
dx dx x



 

    



 
  

  ومʻه فإن تاǼع الʨʱزȄع الاحʱʺالي ǽأخʚ الॽʸغة الʱالॽة:

 

0 0

0 8
8
1 8

x

x
F X x

x


  




  

ـ الȞʷل الॽʰاني لـ  3   ,F x f x:  

    
الȞʷل الॽʰاني لـ           F X               اني لـॽʰل الȞʷال f x  

ـ لʶʴاب  4 3P x         
3

3

0
0

1 1 3
3

8 8 8
P x dx x     

  أو مʧ خلال الʱعʠȄʨ بʱاǼع الʨʱزȄع:
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    3
3 3

8
P x F    

     

     

5 3
5 1 5 1 5 1

8 8
6 2 4

2 6 6 2
8 8 8

P x P X F

P X F F

        

      
  

  أو ȄʛʢǼقة ثانॽة:

     
6

6
2

2

1 1 1 4
2 6 6 2

8 8 8 8
P X dx x         

Ȃʚة:4- 2- 6 ʙؕʸال ʤॻɿال :  
: الʦʯقع الȂʙاضي 1- 4- 2- 6 E x:  

والʵاضـع للʨʱزȄـع الʺʻـǼ ʦʤʱالعلاقـة الʺʶـǽX  ʛʺʱعʛف الʨʱقـع الȄʛاضـي للʺʴʱـʨل 
  الآتॽة: 

     

 

  

   

2 2 2 2 2

25 6

1 1

1 1 1

2 2 2 2

1

2

26 6
2

b b

a a

b

a

E x x f x dx

E x x dx x dx
b a b a

x b a b a

b a b a b a

b a b a

b a
b a

E x 





   

    
 

    
            

 
 




  



 

  

6 -2 -4 -2 Ȋॻسʦال :Me ::حل للʺعادلة ʨه Ȍॽسʨا أن الʻʺعل ʙلق  

   1
27 6

2
F X    
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1وȃالʱالي فإن:                        
2 2

2

x a
x a b a

b a


    


  

  ومʻه فإن:

 28 6
2

b a
Me x


    

  وهي نفॽʀ ʝʺة الʨʱقع الȄʛاضي لهʚا الʺʨʴʱل.
6 -2 -4 -3 ʥايॺʯال : 

2
x ::ةॽالعلاقة الآتǼ ʧايॼʱى الʢعȄو  

        2 2
2 29 6x x E x     

نʖʶʴ العʜم الابʙʱائي مʧ الʺʛتॼة الʲانॽة  2 x الǼ ىʢعǽ ȑʚعلاقة:وال  

 

   
  

 

3
2

2

2 23 3

2

1 1

3

3 3

bb

a a

x
x x dx

b a b a

b a b ab ab a
x

b a b a





 
       

  
 

 


  

:ʙʳه نʻوم                                     
2 2

2 3

b ab a
x  
  

  ) فʙʳʻ أن:29- 6نعʨض في (

   22 2
2

3 4

b ab ab a
x

 
   

  وȃإجʛاء الإصلاحات الȄʛاضॽة نʙʳ أن:

     
2

2 30 6
12

b a
x


   

:ȑارॽɻʺاف الʛʴه فإن الانʻوم  

     
2

31 6
2 3 2 3

b a b a
x

 
    

  : العʚوم:4- 4- 2- 6
العʚوم الابʗʯائॻة  S x ::العلاقةǼ ىʢوتع  
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     32 6s
S x x f x dx





   

0sوعʙʻما   :فإن        0
0

1
1

b

a

x x dx
b a

   
   

1sوعʙʻما    :فإن       1

1

2

b

a

b a
x x dx E x

b a
 

   
   

          أȑ أن: 
2

b a
E x  

   

Ȃʚة  ʙؕʸوم الʚالع SM x ::العلاقة العامةǼ ىʢوتع  

     33 6
S

SM x E X E x      
  أو Ǽالعلاقة:

       34 6
s

SM x x E x f x dx




       

0sعʙʻما   :فإن      0

0

1
1

b

a

M x x E x dx
b a

        

1sوعʙʻما   :فإن      1

1

1
0

b

a

M x x E x dx
b a

        

:ȑوم، أʜة العॽʁǼ ادʳǽإ ʧȞʺǽ ام العلاقة العامةʙʵʱاسȃو  

0sعʙʻما   :فإن         2
2 2

2 12

b a
M x E x E x x


       

0sوعʙʻما   :فإن          3

3M x E x E x      

  3
3 3 1 2 13 2 0M x          

  وهʚȞا ʧȞʺǽ اسʱʻʱاج ॽʁǼة العʜوم.
6 -2 -5 ʙʡاʹʯمعامل ال :K ::العلاقةǼ ىʢعȄو  

 
   

 3
23

0
0 35 6

12
x

M x
k K

b a
    


  

  أȑ أن الʨʱزȄع مʻʱاʛʣ لؔل الʺʨʴʱلات الʺʤʱʻʺة.



- 276  -  

6 -2 -6 :ʤʢʯʹʸوم الʚللع ʗلʦʸع الǺاʯة:: الॽالʱالعلاقة الǼ فʛعȄو  

     

 

 
 

1

1 1 1

b
t tx tx tx

x

a

b
t tx tb at

x
a

E e e f x dx e dx
b a

e e e
b a t t b a





 

 

      
 

      

 
  

       وهʚȞا نʙʳ أن: 

 
 1t bt at

x e e
t b a

  


  

  ):2-6مʰال (
) ʦال رقʲʺات الॽʢام معʙʵʱاسǼ6-1:بʨلʢʺوال ،(  

  .Xـ إʳǽاد الʨʱقع والॼʱايʧ، ثʦ الانʛʴاف الʺॽɻارȑ لـ  1
2  Ȍॽسʨاد الʳǽـ إMe.  
Ȅʜة 3 ʛؗʺوم الʜة والعॽائʙʱوم الابʜاد العʳǽة. ـ إʲالʲة الॼتʛʺى الʱح  
4 .ȑʛʣاʻʱـ ادرس واقعه ال  

  الʲل:
ـ الʨʱقع الȄʛاضي  1 E x:  

 

 

88 2

0 0

1 1 1 64 64

8 8 2 8 2 16

4

x
E x x dx

E x

            


  

 ʧايॼʱال 2 x:  
     

 

2 2
2 1

88 3
2

2

0 0

1 1 64

8 8 3 3

x x x

x
x x dx

  



 

 
   

 


  

  ومʻه:

 2 64 16
16

3 3
x     
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 ȑاوʶǽ ȑارॽɻʺاف الʛʴه الانʻوم                         :  4

3
x   

2  Ȋॻسʦـ الMe ::ةॽالʱحل الʺعادلة ال ʧاده مʳǽإ ʧȞʺȄو  

  1 1

2 8 2
8

2 8 4
2

x
F x

x x

  

   
  

                  :(ʛʣاʻʱلأنه م) قعʨʱال ȑاوʶǽ Ȍॽسʨ4إذاً، الMe x   
  الابʗʯائॻة:ـ العʚوم  3

وتعʢى Ǽالعلاقة الʱالॽة:                        S
S x x f x dx





   

0Sوعʙʻما    :فإن         
8

8

0 0
0

1 1
1

8 8
x dx x     

1Sوعʙʻما    :فإن         
8

1

0

1
4

8
x x dx   

  

2Sوعʙʻما           
8

2
2

0

1 64

8 3
x x dx     

        

3Sوعʙʻما    :فإن     

 

88 4
3

3

0 0

3

1 1
3

8 8 4

128

x
S x x dx

x





 
      

 


  

Ȃʚة: ʙؕʸوم الʚالع  

                وتعʢى Ǽالعلاقة:     S

SM x x E x f x dx




       

0sوعʙʻما    :فإن       
8

0

0

0

1
1

8
M x x E x dx       
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1sوعʙʻما    :فإن         
8

1

1

0

1
0

8
M x x E x dx       

2sوعʙʻما    :فإن           2
2 2 1M x x x    

   2

2

64 16
4

3 3
M x     

3sوعʙʻما    :3        فإن
3 3 1 2 13 2M         

 3

3

64
128 3 4 2 4 0

3
M         

4 :ʙʡاʹʯالعلاقة: ـ معامل الǼ ىʢعȄو  

(ʛʣاʻʱع مȄزʨʱأن ال ȑأ)     
 

3
3

0
0

16 4
3 3

x

M x
k k


   


  

  : الʦʯزȂع الأسي:6-3
  :Xللʦʲʯʸل  : تعʃȂʙ الʦʯزȂع الأسي1- 3- 6

مʴʱــــʨلاً عʷــــʨائॽاً مʶــــʛʺʱاً، وȄأخــــʚ جʺॽــــع ॽʀʺــــه الʺʺʻȞــــة فــــي الʺʳــــال  Xإذا ؗــــان 
 0 , :العلاقةǼ ىʢعǽ ع الأسي لهȄزʨʱن الʨفإن قان ،  

)6-36( 
0x  

 
0

kxke
f x


 


 
ʥا ذلʙع 

، حʽـــǼ (k ʘــالʨʱزȄع الأســي وســʢॽه 36-6الʺعــʛف Ǽالعلاقــة ( XوȄــʙعى تʨزȄــع 
0k  .(ʖجʨد مʙع)  
  ʴǽقȘ هʚا الʨʱزȄع الʵاصʧʽʱ الʱالʧʽʱʽ:: : خʦاص قانʦن الʦʯزȂع الأسي2- 3- 6

ـ نلاحȎ أن:   0f x .  
ـ الʺʶاحة الʺʨʸʴرة تʗʴ الʺʻʴʻي الȑʚ يʛسʺه  f x :ȑأ ،ʙاحʨال ȑاوʶت  
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 
0 0

0

1 1
1

kx kx

kx

f x dx ke dx k e dx

k e k
k k

  
 






    

             

  
  

  ل الॽʰاني الʱالي:وʛȄسʦ الʨʱزȄع الأسي الȞʷ: الȜʵل الॻʮاني للʦʯزȂع الأسي: 3- 3- 6

  
) ʦل رقȞʷ4-6ال(  

ǽقʢع الʺʨʴر العʺʨدȑ في الʻقʢة  xنلاحȎ أن مʻʴʻى تʨزȄع  0,k .ًدوما  
: تاǺع الʦʯزȂع 4- 3- 6 F X:  

  وȄعʢى تاǼع الʨʱزȄع Ǽالعلاقة: 

       37 6
sx

s sF x P X x f x dx


     

   

     
00

1

1 38 6

xx
kx kx

kx

F x P X x ke dx k e
k

F x P X x e

 



        

    

  

وȃالʱالي فإن تاǼع الʨʱزȄع الأسي  F X :ةॽالʱالعلاقة الǼ فʛعǽ  

 39 6 
0x  

  1

0

kxe
F X

 
 


 
ʥا ذلʙع 

  وʛȄسʦ تاǼع الʨʱزȄع الȞʷل الॽʰاني الʱالي:
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) ʦاني رقॽʰل الȞʷ5-6ال(  

ʶاب الاحʱʺالات الʺʱʵلفة ǼالʱعʠȄʨ في تاǼع الʨʱزȄع وʧȞʺȄ ح F X .ةʛاشॼم  
  ):3-6مʰال (

ـــع الأســـــي الʺعʢـــــى  Xإذا ؗـــــان  ــان خاضـــــعاً للʨʱزȄــ ـــ مʴʱـــــʨلاً عʷـــــʨائॽاً مʶـــــʛʺʱاً وؗ
  Ǽالعلاقة:

 
0x  

 
4

0

xke
f x


 


 ʥا ذلʙع 

  والʺʢلʨب:
1  ʗابʲة الʺॽʀ ادʳǽـ إk.  
ـ رسʦ الȞʷل الॽʰاني لـ  2 f x.  
ـ إʳǽاد تاǼع الʨʱزȄع  3 F X .ارسʺه ʦث  

ـ حʶاب الاحʱʺالات الʱالॽة:  4  1
0.5 1 ,

4
P X P X    

 
  

  Ǽاسʙʵʱام الʵاصة الʱالॽة:الʲل: 

ʨȞǽ                              ن لʙيʻا:  1f x dx




  

4 4

00

1
1

4
x xk e dx k e


         

1 1 1
0 0 1 4

4 4 4
k k k          
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 ʚأخǽ اليʱالȃو f x :ةॽغة الآتॽʸال  

 
0x  

 
44

0

xe
f x


 


 ʥا ذلʙع 

  ـ وʛȄسʦ الȞʷل الॽʰاني الʱالي: 2

  
Ȟʷاني لـ 6-6ل (الॽʰل الȞʷال ( f x  

ـ تاǼع الʨʱزȄع  3 F X:  

   

 

4 4

00

4

1
4 4

4

1

xx
x x

x

F x P X x e dx e

F x e

 



       

 

  

  ومʻه نʙʳ أن تاǼع الʨʱزȄع ǽأخʚ الॽʸغة الʱالॽة:

 
0x  

 
41

0

xe
F x

 
 


 ʥا ذلʙع 

  ॽʰاني الʱالي:وʛȄسʦ الȞʷل ال

  
)الȞʷل الॽʰاني لـ 7-6الȞʷل ( F X  

  ـ حʶاب الاحʱʺالات: 4
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         

 

1
4 14

4 1 4 0.5

1 1
1 1 0.632

4 4

0.5 1 1 0.5 1 1

0.5 1 0.98 0.86 0.12

P X F e e

P X F F e e

P X

 
   

 

            
   

             
    

  

.Șابʶاني الॽʰل الȞʷللة على الʤʺاء الʜوهي الأج  
Ȃʚة:5- 3- 6 ʙؕʸال ʤॻɿال :  
  : الʦʯقع الȂʙاضي:1- 5- 3- 6

ــع الȄʛاضـــي للʺʴʱـــʨل العʷـــʨائي  ـــع ال ǽXعـــʛف الʨʱقـ Ȅزʨʱــع لل ـــʵǽ ȑʚʹـ ʺʶـــʛʺʱ ال
  الأسي Ǽالعلاقة الآتॽة:

     40 6E x x f x dx




     

 
00 0

1 1kx kx kxE x k x e dx k x e k e dx
k k

 
                 

  نؔامل Ǽالʜʳʱئة:

   

00

1 1
0

1
41 6

kx kxe dx e
k k

E x
k


          

 


  

6 -3 -5 -2 Ȋॻسʦال :Me ::ةॽالʱل الʺعادلة الʴǼ Ȍॽسʨل على الʸʴون  

   1
42 6

2
F x     

1 1
1

2 2
kx kxe e    

  
  وȃأخʚ اللʨغارʦʱȄ الȑʛʰʽʻ للʛʢفʧʽ وȂجʛاء الإصلاحات الȄʛاضॽة نʙʳ أن:

 
1
2 43 6

n
Me x

k
  


  
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6 -3 -5 -3 ʥايॺʯال : 
2
x ::العلاقةǼ ʧايॼʱى الʢعȄو  

       

   

 

2 2
2 1

2
2

2
2

44 6x

kx

x x

x x f x dx

x k x e dx

  














  

  

  





   

  :ونʖʶʴ الʱؔامل Ǽالʜʳʱئة فʙʳʻ أن
2 2

1kx kx

u x du xdx

dv e dx v e
k

 

  

    
  

:ʙʳه نʻوم  

2 2

00 0

1 2kx kx kxk x e dx k x e x e dx
k k

 
  

               
   

  وʱʺȃاǼعة الʱؔامل وȂجʛاء الإصلاحات الȄʛاضॽة نʙʳ أن:

   2 2

2
45 6x

k
    

  وȃالʱعʠȄʨ في علاقة الॼʱايʧ نʙʳ أن:

 

   

2
2

2

2
2

2 1

1
46 6

x

x

k k

k





    
 

 

   

:ȑاوʶǽ ȑارॽɻʺاف الʛʴه فإن الانʻوم  

   1
47 6x k

    

  : العʚوم:6- 3- 6
العʚوم الابʗʯائॻة  s x ::ةॽالʱالعلاقة الǼ ةॽائʙʱوم الابʜى العʢتع  
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     

 
0

48 6s
S

s kx
S

x x f x dx

x k x e dx












  

 




  

0Sعʙʻما                            :أن ʙʳن  0
0

0

1kxx k x e dx


    

1Sعʙʻما   :أن ʙʳن           1
1

0

1kxx k x e dx E x
k




     

Ȃʚة  ʙؕʸوم الʚالع SM x ::ةॽالʱالعلاقة الǼ ةȄʜ ʛؗʺوم الʜى العʢتع  

       

   
0

49 6
s

S

s kx
S

M x x E x f x dx

M x k x E x e dx








     

    




  

0sعʙʻما    :أن ʙʳن    0

0

0

1kxM x k x E x e dx


        

1sوعʙʻما     :أن ʙʳن    1

1

0

0kxM x k x E x e dx


        

2sوعʙʻما     :أن ʙʳن    2

2 2
0

1kxM x k x E x e dx
k


        

      أȑ أن:   2
2 2

1
x M x

k
    

ǽعʛف الʱاǼع الʺʨلʙ للعʜوم Ǽالعلاقة : الʯاǺع الʦʸلʗ للعʚوم للʦʯزȂع الأسي: 7- 3- 6
  ॽة:العامة الآت

   50 6txx t E e      

  مʨʴʱل مʛʺʱʶ، فإن الʱاǼع الʺʨلʙ للعʜوم ǽعʢى Ǽالعلاقة الʱالॽة: Xوȃʺا أن 

     51 6tx
x t e f x dx





      
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 

 

0 0

0

1

t k xtx kx

t k x

k e e dx k e dx

k e
t k

 





    

    

 
  

  وȃإجʛاء الإصلاحات الȄʛاضॽة نʙʳ أن:

   52 6x

k
t t k

k t
   


  

 ʙلʨʺع الǼاʱالي للʱʱʺقاق الʱالاشȃة لـ وॼʶʻالǼ ومʜللعt  ضعʨȃ0وt   ل علـىʸʴن
:ȑة، أȄʜ ʛؗʺوم الʜل على العʸʴن ʦث ʧلفة، ومʱʵʺال ʖاتʛʺال ʧة مॽائʙʱوم الابʜالع  

   
 

     
 

   

'
1 2 2

0

''
2 2 2

0

'''
3 3

1

2 2

6

x

t

x

t

x

k k
x t

k kk t

k k t
x t

kk t

x t
k











    



   



  

  

  وهʚȞا...

Ȅʜة نʙʵʱʶم العلاقة:  ʛؗʺوم الʜة للعॼʶʻالǼ أما    S

SM x E x E x     

s...,1,2,3وعʙʻما:   :أن ʙʳ1، ن 2 2

1
0 , .....M M

k
   

Ȅʜــة مــʧ مʱʵلــف الʺʛاتــʖ مــع الاســʱعانة Ǽــالعʜوم  ʛؗʺوم الʜــل علــى العــʸʴا نʚــȞوه
  الابʙʱائॽة.

6 -3 -8 :ʙʡاʹʯالعلاقة:: معامل الǼ ʛʣاʻʱى معامل الʢعǽ  
 
 

 3
3

53 6
x

M x
K


    

0Kفإذا ؗان:   .ʛʣاʻʱع مȄزʨʱفال  
0Kأما إذا ؗان:   .ʧʽʺॽال ʨʴن ʨٍʱع ملȄزʨʱال  
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0Kأما إذا ؗان:   .ارʶॽال ʨʴن ʨٍʱع ملȄزʨʱال  
  ):4-6مʰال (

) ʦال رقʲʺات الॽʢام معʙʵʱاسǼ6-3:بʨلʢʺوال (  
  ʛاف الʺॽɻارȑ.والانX ʴـ إʳǽاد الʨʱقع والॼʱايʧ للʺʨʴʱل  1
2  Ȍॽسʨاد الʳǽـ إMe .  
Ȅʜة حʱى الʺʛتॼة الʲالʲة. 3 ʛؗʺوم الʜة والعॽائʙʱوم الابʜاد العʳǽـ إ  
Ȅʜـة حʱـى الʺʛتॼـة  4 ʛؗʺوم الʜـة والعـॽائʙʱوم الابʜالعـ ʙأوجـ ʦوم ثـʜللعـ ʙلʨʺع الǼاʱاد الʳǽـ إ

ʖلʢوم في الʜالع ʧʽȃها وʻʽقارن ب ʦة، ثʲالʲال .ʘالʲال  
5 .ʛʣاʻʱاد معامل الʳǽـ إ  

  الʲل:

ـ الʨʱقع الȄʛاضي  1 E x                   :   E x x f x dx




    

 
4

4 4

0 00

4

0

4 4
4

1 1
0 0

4 4 4

x
x x

x

e
E x x e dx x e dx

e

 
 



 
        

 

             

 
  

):                     41-6أو مॼاشʛة مʧ العلاقة (  1 1

4
E x

k
   

 ʧايॼʱال 
2
x:العلاقة ʧم ʖʶʴȄو ،  

     

 

2 2 2

2 2 4
2

0

2 2
4

16

x

x

E x E x

E x x e dx
k






 

    
  

:ʙʳʻف ʧايॼʱض في علاقة الʨنع  
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 

 

2
2

2

2 1 2 1 1

16 4 16 16 16

1

16

x

x





      
 



  

                        :ȑاوʶǽ ȑارॽɻʺاف الʛʴه فإن الانʻوم 
1

4x   

  ॽه ʴǼل الʺعادلة:الʵاضع للʨʱزȄع الأسي، ونʸʴل عل Xـ وسȌॽ الʺʨʴʱل  2

 

4 4

1

2
1 1 1

1 4 ln
2 2 2

x x

F x

e e x 



      
  

0.173Meومʻه فإن:                                           x   
  ) مॼاشʛة:43-6أو مʧ العلاقة (

1 1
2 2

4
0.173

n n
Me x

k
Me x

  
 

 

 
  

ـ العʜوم الابʙʱائॽة  3 S x:العلاقةǼ ىʢوتع ،  

   

  4

0

4

s
S

s x
S

x x f x dx

x x e dx












 

  




  

0sوعʙʻما   :فإن        0 4
0

0

4 1xx x e dx


     

1sوعʙʻما   :فإن         1 4
1

0

1
4

4
xx x e dx E x


      

2sوعʙʻما   :فإن        2 4
2

0

2
4

16
xx x e dx


     

3sوعʙʻما   :فإن        3 4
3

0

6 3
4

64 32
xx x e dx


      
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Ȅʜة  ʛؗʺوم الʜالع sM x:  

وتعʢى Ǽالعلاقة:             s

sM x x E x f x dx




       

0sوعʙʻما   :فإن        0 4
0

0

4 1xM x x E x e dx


        

1sوعʙʻما   :فإن        1 4
1

0

4 0xM x x E x e dx


        

Ȅʜة ʧȞʺॽɾ إʳǽادها مʧ العلاقة العامة: ʛؗʺوم الʜة العॽʁǼ أما  
    S

SM x E x E x     

2sوعʙʻما    :فإن        
2

2
2 2 1

2 1

16 4
M        

 
  

   2

1

16
M x   

3sوعʙʻما    :فإن      3
3 3 2 1 13 2M x          

 

3

3

3 2 1 1
3 2

32 16 4 4

1

32
M x

       
 



  

ـ الʱاǼع الʺʨلʙ للعʜوم  4 x t:  

   

   

 

 

44

0 0

4

0

4 4

1 4
4

4 4

4
4

4

tx
x

t xtx x
x

t x

x

t e f x dx

t e e dx e dx

e
t t

t t
t





 





   

     

       

  




 
  

وهʨ الʱاǼع الʺʨلʙ للعʜوم  x t.  
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Ǽــاʱال Șʱــʷوم، نʜللعــ ʙــ ع ولإʳǽــاد العــʜوم الابʙʱائॽــة Ǽاســʙʵʱام الʱــاǼع الʺʨل x t ،
:ʙʳʻف  

   

   
 

     
 

   

0 0

'
1 2

0

''
2 4

0

'''
3

1

4 1

44

8 4 1

84

6 3

64 32

x t

x

t

x

t

x

x t

x t
t

t
x t

t

x t















  

   



   



   

  

Ȅʜة فʙʳʻ أن: ʛؗʺوم الʜة للعॼʶʻالǼ أما  

    S

SM x E x E x     

0sوعʙʻما    :فإن          0

0 1M x E x E x      

1sوعʙʻما    :فإن        1

1 0M x E x E x      

2sوعʙʻما    :فإن      2
2 2 1

1 1

8 16
M x       

 2

1

16
M x   

3sوعʙʻما    :فإن      3
3 3 2 1 13 2M x         

3
3 1 1 1 1

3 2
32 8 4 4 32

        
 

  

اǼع الʺʨلـــʙ للعـــʜوم، نʳـــʙ أنهـــا وȃʺقارنـــة العـــʜوم الʱـــي حʸـــلʻا علʽهـــا Ǽاســـʙʵʱام الʱـــ
.ʘالʲال ʖلʢها في الʽا علʻلʸي حʱوم الʜقة مع العǼاʢʱم  

  ـ معامل الʻʱاʛʣ: وȄعʢى Ǽالعلاقة: 5

 
 

3
3

1
32 2 0

1 1
16 4

x

M x
K


   


  



- 290  -  

. ʧʽʺॽال ʨʴن ʨٍلʱبل م ،ʛʣاʻʱم ʛʽع غȄزʨʱوال  
  ):5-6مʰال (

ȑ فـي الʺʵـʜن مʨʴʱلاً عʨʷائॽاً مʶـʛʺʱاً ǽعʰـʛ عـʧ زمـʧ خʙمـة الʺʷـX  ʛʱإذا ؗان 
 ȑـاوʶǽ ȑʛʱـʷʺمـة الʙʵالـلازم ل ʧمʜالـ Ȍسـʨʱض أن مʛفـʻع الأسـي. ولȄزʨʱع للʹʵȄ20و 

 ʧʽمـة بـʙʵدوره فـي ال ʟʵـار شـʤʱـال انʺʱاح ʨب: مـاهʨلʢʺقة. والॽʀقـة،  40و 20دॽʀد
  وماهʨ احʱʺال انʤʱار دوره عʛʷ دقائȘ وأقل.

  الʲل:
الǽ ȑʚأخـʚ الʸـॽغة مʨʴʱل عʨʷائي ʵǽʹع لقانʨن الʨʱزȄع الأسي،  XنلاحȎ أن 

  الʱالॽة:
  0kxf x k e k     

             :ȑاوʶǽ ع الأسيȄزʨʱاضي للȄʛقع الʨʱأن ال ʦنعل  1
E x

k
   

ومʻه فإن:                                   1 1
20

20
E x k

k
      

  مʧ الȞʷل: XوॼʸȄح قانʨن الʨʱزȄع الأسي للʺʨʴʱل 

 
1

201

20

x
f x e


   

وȃالʱالي فإن تاǼع  F X :اليʱل الȞʷال ʧح مॼʸǽ  

 
1

201 1
xkxF X e e

     
  ومʻه فإن:

     

 

1 1
40 20

20 20

2 1

2 1 1 2

20 40 40 20

1 1

1 1

1 1

20 40 0.233

P X F F

e e

e e

e e e e

P X

   

 

   

   

   
      
   
         

     

  

  



- 291  -  

   
1 1

10
20 210 10 1 1 0.393P X F e e

  
        

  : قانʦن الʦʯزȂع الॻʮʠعي العام:6-4
6 -4 -1ʮʠع الȂزʦʯن الʦقان ʃȂʙل : تعʦʲʯʸعي العام للॻX:  

مʴʱــــʨلاً عʷــــʨائॽاً ॽɻॽʰʡــــاً أو مʶــــʛʺʱاً علــــى الʺʳــــال  Xإذا ؗــــان  ,  فــــإن ،
  قانʨن الʨʱزȄع الॽʰʢعي العام له ǽعʛف Ǽالعلاقة:

   
2

1

2 : 54 6
x

f x k e X



   

          
 ʘʽح,  ان وǽدʙان عʢॽ0وس, 0k  ʙعǼ اʺॽɾ ʦة ؗل سهʺॽʀ دʙʴʻوس .  

 ʗابʲة الʺॽʀ ادʳǽولإk :اني ؗʺايليʲال ȋʛʷال ʖʱؔن  

 
2

1

2

1

1
x

f x dx

k e dx








    
 



 

 




   

ــــʛض أن:                                                 ــــ ـــ ــــ ــــ ـــ ــــالي، نف ــــ ــــ ــــ ــــ ــــل الʱــ ــــ ـــ ــــ ــــ ــــȑʛ الȄʨʴʱـــ ــــ ـــ ــــ ــــ ــــل نʳـــ ــــ ــــ ــــ ــــ ــــʚا الʱؔامــ ــــ ـــ ــــ ــــ ــــʛاء هـــ ــــ ـــ ــــ ــــ لإجـــ
x

t





  نʨȞॽɾ ،x t x t          

  dx dt   
xنʖʶʴ حʙود الʱؔامل الʙʳيʙة فʙʳʻ أنه عʙʻما  t   

x t   
  وȃالʱعʠȄʨ في الʱؔامل الʶابȘ نʙʳ أن:

 
2 21 1

2 2 1 55 6
t t

k e dt k e dt 
 

 

 

         

ونعلʦ أن:                  2

55 6qte dt a
q






    

 ʘʽ0حq   الʲأم ʨه ʗد ثابʙ2عt) ه فإن العلاقةʻالي:55-6، ومʱل الȞʷال ʚتأخ (  
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21

2
1
2

1 2 1
t

k e dt k k
   

 


 

        

1      أȑ أن:

2
K

 
  

ـــالʱعʠȄʨ فـــــي العلاقـــــة ( زȄـــــع ) نʸʴـــــل علـــــى الʸـــــॽغة الʻهائॽـــــة الʺʴـــــʙدة للʨʱ 54-6وȃــ
  الॽʰʢعي العام الʱالي:

   
21

21
56 6

2

x

f x e X




 

   
         

 ʘـــʽح,   ان وǽدʙان عـــʢॽ0وســـ  ل إنʨـــا أن نقـــʻʻȞʺǽ ـــالي فإنـــهʱالȃو ،X 
وتॼــاي  ʧالʺʴʱــʨل العʷــʨائي الʺʶــʵǽ ʛʺʱʹــع للʨʱزȄــع الॽʰʢعــي العــام، بʨʱقــع رȄاضــي 

2 له بـ ʜمʛȄو ، 2: ,X  .  

 ʧعي مॽʰʢع الȄزʨʱال ʛʰʱعȄو .(ص ـ لابلاسʨغ) عȄزʨʱاً بʹǽع أȄزʨʱا الʚى هʺʶȄو
  أهʦ الʨʱزȄعات الاحʱʺالॽة على الإʡلاق.
Xولʙʴʱيʙ شȞله الॽʰاني، نلاحȎ أنه عʙʻما     ـيʱـى الʺʤـه العʱنهاي ʚأخǽ عǼاʱفإن ال

1إحʙاثॽاتها 
,

2

 

 
 
 

.  

Xوعʙʻما:    :فإن  0f x  .  
كʺــا نلاحــȎ أن:  f x  ʦॽʁʱــʶʺة للॼــʶʻالǼ ʛʣــاʻʱمX ــʢــا انعʱʢاف ، ولــه نق

 ʧʽʱʢقʻتان مقابل الʛʣاʻʱ2م 1,x x       ه فإنʻوم . f x  لȞʷال ʦسʛي
  الॽʰاني الʱالي:

  
) ʦل رقȞʷ8-6ال(  
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 ȑدʨر العʺـʨـʴʺة للॼـʶʻالǼ ًاʛʣـاʻʱـي مʻʴʻʺل الȞن شـʨȞǽ أن ʧȞʺȄو f x ماʙـʻع ʥوذلـ ،
ʨȞǽ0ن    ماʙـʻع ʥوذلـ ،(ـانيʲـع الȃʛال) ʖـالʶء الʜـʳـي فـي الʻʴʻʺقـع الǽ أن ʧȞʺȄو ،
ʨȞǽaن   ) ʦاني رقॽʰل الȞʷضح في الʨم ʨالي:9-6، ؗʺا هʱال (  

  
) ʦل رقȞʷ9-6ال(  

فإن مʻʴʻي الʨʱزȄع ॼʸǽح أكʲـ   ʛ، فʻلاحȎ أنه عʙʻما تʜداد 2أما Ǽالॼʶʻة لـ 
فـإن مʻʴʻـي الʨʱزȄـع ʸǽـॼح أكʲـ  ʛ. وعʙʻما تʻʱـاقOX ʟانʶॼاʡاً على ʨʡل الʺʨʴر 

 ʧلفـة، ومـʱʵʺـالات الʴـاً فـي الʱقـع ثابʨʱقـاء الǼ مـع ʥوذل ،ʧʽʰانʳال ʧاً مʡاولاً وانʹغاʢت
ʻا ثلاثــة مʴʱــʨلات خاضــعة للʨʱزȄعــات أجــل إǽʹــاح ذلــʥ. نفʱــʛض أنــه لــʙي 3,1X N 

و 3,0.5Y N و 3,0.25Z N ــــى ــــة لهــــʚه الʨʱزȄعــــات عل ॽانॽʰال الȞالأشــــ ʦســــʛʻل .
  نفʝ الȞʷل الॽʰاني الآتي:

  
) ʦل رقȞʷ10-6ال(  

ʻʴʻـى الʨʱزȄـع حʶـʖ مʧ الȞʷل الॽʰـاني الʶـابȘ نلاحـȎ مـȐʙ تʢـاول أو تفـʡʛح م
 ʦॽʀ.  

: خʦاص قانʦن الʦʯزȂع الॻʮʠعي 2- 4- 6 f x :  
حʱى ʨȞǽن  f x :ʧʽʽالʱال ʧʽʡʛʷال Șقʴǽ أن ʖʳǽ عȄزʨن تʨقان  

ـ إن   0f x   ار أنॼʱاعǼ ققةʴاصة مʵه الʚ0وه .  
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ـ إن الʺʶاحة الʺʨʸʴرة تʗʴ الʺʻʴʻي الॽʰاني لـ f x :ȑأ ،ʙاحʨال ȑاوʶت  

  1f x dx




    

 ʙــــ ــــʨل جʙيـ ــــt  :ʘوȃإدخـــــال مʴʱـ xحʽـ
t





 اءʛــــ ــــل وȂجـ ــــʙود الʱؔامـ ، وʳǽȂـــــاد حـ

ʻة ؗʺا فعلॽاضȄʛالي:الإصلاحات الʱل الȞʷح على الॼʸقة تǼاʶقاً، فإن العلاقة الǼا سا  
21

21 1
2 1

2 2

t
e dt 

  






      

: تاǺع الʦʯزȂع الॻʮʠعي 3- 4- 6 F X :ةॽالعلاقة الآتǼ ىʢعǽ   

     
2

1

21
57 6

2

xx

F X P X x e dx




 

   
 



       

xلʺعالʳة هʚا الʱؔامل نفʛض أن:                              
t





  
t x

x t dx dt

 
  
 
       

  كʺا نʙʳ أنه عʙʻما:
X t

x
X x t




  


     

  ǼالʱعʠȄʨ في الʱؔامل الʶابȘ نʙʳ أن:

     
21

2
1

58 6
2

x

t
P X x F x e dt












       

ــالات الʺʱʵلفــــة. إلا أن حʶــــاب الʱؔامــــل  ــاد الاحʱʺــ ومــــʧ هــــʚه العلاقــــة Ȟʺǽــــʧ إʳǽــ
ʚلʥ تــʦ إʳǽــاد ॽʀʺـة تقॽʰȄʛــة لــه، وذلــʥ عــȄʛʡ ʧــȘ نʷــʛه الʶـابȘ غʽــʛ مʺȞــʧ حʱــى الآن، لــ

 ʦتـ ʛـʷʻلة الʨـهʶة. ولʛʽات صـغʨـʢـة، وذات خॽالʱʱم ȋار نقـاʨر في جـʨلة تايلʶسل ʖʶح
2اخॽʱار الʴالة الʱي ʨȞǽن فʽها  1 , 0    غةॽـʸالǼ ـعȄزʨʱع الǼح تـاॼـʸǽ ـاليʱالȃو ،

  الʱالॽة:
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   
21

2
1

59 6
2

x
x

F x e dx






     

Ȅة (وʛرسه في الفقʙʻس ȑʚال ȑارॽɻʺعي الॽʰʢع الȄزʨʱع الǼاʱؔامل بʱا الʚعى هʙ6-
) اللاحقـة، واعʱʺـاداً علॽـه سـʨف نʨʱصــل إلـى حʶـاب الاحʱʺـالات الʺʱʵلفـة للʺʴʱــʨلات 5

الʵاضعة للʨʱزȄع الॽʰʢعي العام  2,N  .  

Ȃʚة:4- 4- 6 ʙؕʸال ʤॻɿال :  
  :  Xلॻʮʠعي ـ الʦʯقع الȂʙاضي للʦʲʯʸل ا

  وȄعʢى Ǽالعلاقة الʱالॽة:

   
2

1

21
60 6

2

x

E x x e dx




 

    
 



       

xولʶʴاب هʚا نفʛض أن:                                   
t





  

x t

x t dx dt

 
  

 
    

   

ʚلʥ نʙʳ أن حʙود الʱؔامل الʙʳيʙة تॼʸح نفʶها ؗʺا يلي:   وؗ
X t

X t

 
  

   

  ) فʙʳʻ أن:60-6نعʨض في العلاقة (

   
2

2 2

1

2

1 1

2 2

1

2

1 1

2 2

t

t t

E x t e dt

t e dt e dt

  
 

 
 






 
 

 

   

     



 
  

  نʙʳ أن: (55a-6)وȃإجʛاء الإصلاحات الȄʛاضॽة مع الاسʱفادة مʧ العلاقة 

 

   

21

2 2 0
2 2

61 6

t
E x e

E x

   
 








 
       

 
 
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  .Xالʨارد في الʱعʅȄʛ هʨ الʨʱقع الȄʛاضي لـ  أȑ أن العʙد 
 ʥايॺʯال 

2
x :  

     2 2
2 1x x x      

 ʧؔول   
2

1
2 2

2

1
62 6

2

x

x x e dx



 

    
 



     

  نفʛض أن:
x

t x t

dx dt

  





   

 
   

ومʻه:                           22 2 2 22x t t t           
  ونلاحȎ أن حʙود الʱؔامل تॼقى نفʶها.

  ) نʙʳ أن:62-6وȃالʱعʠȄʨ في العلاقة (

 

 

2

2 2

1
2 2 2

2

1 12
2 2

1

2

2
63 6

2 2

t

t t

x t e dt

t e dt e dt

  
 

  
   






 
 

 

   

    



 
  

  لʻأخʚ الʱؔامل الأول ونॼʱؔه ؗʺا يلي.
2 21 12 2

2 2 2

2 2

t t
A t e dt t t e dt

 
  

 
 

 

        

udvوȃاسʙʵʱام الʱؔامل Ǽالʜʳʱئة الʺعʛّف بـ  u v v du
 

 

      :نʹع  
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2
2

2 2

2 2

2 2

1
2 2

2 2
22 2

1 1

2 2

1 12 2
2 2

2
2

0 2
2 2

2 2
0

2 2

2 2

2
2

t
t

t t

t t

t t

u t du dt

dv t e dt v e

A t e e dt

B t e dt e

C e dt e dt

C

  
 

 
  

 
  

  


 




 




 

 

 
 

 

  

    

             
    

 
      

 

   

  





 

  

 ʧؗلٍ م ʠȄʨعʱȃوA وB وC ) أن:63-6في العلاقة ʙʳن (  

   2 2 2 2
2 0 64 6x            

:ʙʳن ʧايॼʱفي علاقة ال ʠȄʨعʱالȃو  

   2 2 2 2 2 65 6x           
:ȑاوʶǽ ȑارॽɻʺاف الʛʴه فإن الانʻوم  

   2 66 6x    
 ʖجʨʺد الʙأن الع ȑأ  لـ ȑارॽɻʺاف الʛʴالان ʧارة عॼɺ ʨه ʅȄʛعʱارد في الʨال

X 

مʨʴʱلاً عʨʷائॽاً مʶـʛʺʱاً وʵȄʹـع لقـانʨن الʨʱزȄـع  Xا ؗان ومʻه ʧȞʺǽ القʨل إنه إذ
الॽʰʢعـي العــام  2,N   ȑــاوʶǽ قعــهʨفــإن ت ، ȑــاوʶǽ ــهʻايॼ2، وت  ʧعــ ʛــʰونع ،

 ʜمʛالǼ ʥذل 2,X N  .  

  ):6-6مʰال (
إذا ؗان  100,25X N   لʨʴʱʺع للȄزʨʱن الʨغة قانॽص ʙفأوجX.  
  ʵǽʹع لقانʨن الʨʱزȄع الॽʰʢعي العام، الǽ ȑʚأخʚ الȞʷل الʱالي: XنلاحȎ أن الʲل: 

 
21

21

2

x

f x e




 

   
   
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100وȃاعॼʱــار أن   ȑــاوʶǽ ـــهʻايॼ2، وت 25 ʴوان ، ȑـــارॽɻʺافـــه الʛ5  
  ॼʸǽح على الȞʷل الʱالي: Xفإن قانʨن تʨزȄع 

 
2

1 100

2 51

5 2

x

f x e


   
   

 : العʚوم:5- 4- 6

الابʗʯائॻة  العʚوم s x ىʢة: وتعॽالʱالعلاقة الǼ  

   
2

1

21
67 6

2

x
s

S x x e dx



 

    
 



     

0sفعʙʻما   فإن:     
2

1
0 2

0

1
1

2

x

x x e dx



 

    
 



     

1sوعʙʻما   فإن:     

   

2
1

1 2
1

1

1

2

x

x x e dx

x E x




 
 

    
 



  

 

  

2sوعʙʻما   فإن:     

   

2
1

2 2
2

2
2 1

1

2

x

x x e dx

x x




 
  

    
 



  

 

  

  
  Ǽالॼʶʻة لॽʁॼة العʜوم الابʙʱائॽة الʺʱʵلفة. نʱاǼع وهʚȞا

Ȃʚة العʚومـ  ʙؕʸال  SM x ىʢوم تعʜة: العॽالʱالعلاقة العامة الǼ ةȄʜ ʛؗʺال  

     68 6
S

SM x E x E x      

0s عʙʻماف  فإن:        0

0 1M x E x E x      

1s عʙʻماو   فإن:        1

1 0M x E x E x      

Ȅʜة  العʜوم ولʶʴاب ʛؗʺالالʱʱʺة الॽ ةॼتʛʺال ʧمs ʰʱؔها ؗʺا يلين:  

     
2

1

2
1

1
69 6

2

x
s

SM x x x e dx



 

    
 



        
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x            :أن نفʛض
t





  
x t

dx dt

 


  
    

  أما حʙود الʱؔامل الʙʳيʙة فॼʱقى نفʶها لأن:
X t

X t

 
 

   

  الȞʷل الʱالي:على ) 69- 6( العلاقة وتॼʸح

   

   

2

2

1

2

1

2

1

2

70 6
2

ts

S

S
ts

S

M x t e dt

M x t e dt

 
 














  

   




  

ʖʱؔʻالي:على ) 70- 6( العلاقة لʱل الȞʷال  

   
21

1 2 71 6
2

S
ts

SM x t t e dt








      

  نفʛض أن:Ǽالʜʳʱئة الʱؔامل  هʚا لʶʴاب
 

   

2 2

2 2

1 2

1 1

2 2

1 1
1 22 2

1

1
2

S S

t t

S t tS s
S

u t du s t dt

dv t e dt V e

M x t e s t e dt



 

 

 
  



    

    

           
   



  

  :لاحȎ أن الʙʴ الأول ʶǽاوȑ الʸفʛ، وʚȃلʥ نʙʳ أنالȄʛاضॽة ن الإصلاحات وȃإجʛاء

     
21

2 21 72 6
2

S
tS

SM x s t e dt








       

  : تلʥ العلاقة على الȞʷل الʱالي نʻʻȞʺǽʖʱؔا أن ) 70- 6قة (العلا على وॽʀاساً 

   
212

2 2
2

2

S
tS

SM x t e dt




 




  
  

2Sوالʱقʦॽʶ على  ،2العلاقة الأخʛʽة  ʛʡفي ʛʹǼب  ʙʳأن ن:  
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   
 

21
2 2 2

2

2
73 6

tS S
S

M x
t e dt






 





     

  ) فʙʳʻ:72-6) في العلاقة (73- 6( العلاقة نعʨض

       2

2

2
1

2

s
S

S S

M x
M x S









    

  اللازمة نʙʳ: الاخʸʱارات وȃإجʛاء

         2
21 74 6S SM x s M x      

ʧه ومʚلفة  هʱʵʺال ʖاتʛʺال ʧة مȄʜ ʛؗʺوم الʜاد ؗافة العʳǽإ ʧȞʺǽ العلاقة
ȑʜ مʧ الʺʛتॼة الʲانॽة ابʙʱاءاً والʺʱʱالॽة  ʛؗʺم الʜالع ʧا ،مʻيʙن لʨȞॽɾ:  

2sعʙʻما    :نʨȞǽ     
2 2 2 2

2 02 1 2 2 1M x M M            

3sعʙʻما   :نʨȞǽ      2 2
3 12 2 0 0M x M       

4sعʙʻما    :نʨȞǽ     2 2 2 4
4 23 3 3M x M x         

5sعʙʻما   :نʨȞǽ       2 2
5 34 4 0 0M x M x       

6sعʙʻما   :نʨȞǽ     2 2 4 6
6 45 5 3 15M x M x         

Ȅʜة جʺॽع العʜوم  أن نلاحȎو  ʛؗʺلأن ال ʥوذل ،ʛفʸال ȑاوʶة تǽدʛالف ʖاتʛʺال ʧم
  عʙʻ دراسة الʨاقع الʻʱاȑʛʣ للʨʱزȄع. سȐʛʻ  ؗʺا، للʨʱقعالʨʱزȄع مʻʱاǼ ʛʣالॼʶʻة 

  :ʻا نʱʻʱʶج العلاقة الهامة الʱالॽةفإن وȃالʱالي

)6-75(  
 اً فʛدs ǽ ؗان إذا

   
0

1 !!S S
M x

S 
  

 
 اً زوجs ॽ ؗان إذا

ʘʽح  1 !!S  يʻتع  ،ȑدʛالعاملي الفȑأ:  
       1 !! 1 3 5 ....3 1S S S S         

10sعلى هʚا العاملي نʹع  ʺʲالوؗ :أن ʙʳʻف ،  

                           1 !! 10 1 !! 9 7 5 3 1S          
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: الʯاǺع الʦʸلʗ للعʚوم 6- 4- 6 x t:  
  الآتॽة: ǼالعلاقةالʱاǼع الʺʨلʙ للعʜوم  ǽعʛف

       76 6tx tx
x t E e e f x dx





       

 
2

1

21

2

x
tx

x t e e dx




 

    
 



    
  

  :أن نفʛض
x

u

x u

dx du




 





  
   

  :نʙʳ أن ومʻه

   

 

2

2 2

2 2 2 2 2

1
2

1 1

2 2

1
2

2

1

2

1

2 2

2

ut u
x

tu u t ut u t

t u t u t t

t e e du

e
e e du e du

e
e du

 

  

   


 

 








 
  

 


   



    

    

 



 



  

  الȄʛاضॽة نʙʳ أن: الʛʱتॼʽات Ǽعʠ وȃإجʛاء

   
2 2

21

2 21

2

t
t u t

x t e e du
 




  



     

Zأن: الآن نفʛض u t  هʻوم  :ʙʳنdz du  
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 

   

2 2
2

2 2

2 2

1

2 2

2

2

1

2

1
2

2

77 6

t
t z

x

t
t

t
t

x

t e e dz

e

t e













 







   

  

  



  

ʨوم  وهʜللع ʙلʨʺع الǼاʱال x t،  ـةॽائʙʱوم الابʜـاد العـʳǽإ ʧـȞʺǽ عǼـاʱا الʚهـ ʧومـ
 ʖاتʛʺال ʧلفة،مʱʵʺال ʙʻن  اهفعʨȞǽ:  

   
     

'
1 0

'' 2 2
2 10

x t

x t

x t

x t x

  

   




 

  
  

  Ǽالॼʶʻة لॽʁॼة العʜوم الابʙʱائॽة. نʱاǼع وهʚȞا
Ȅʜة ʧȞʺॽɾ إʳǽادها مʧ العلاقة ( Ǽالॼʶʻة أما ʛؗʺوم الʜ75- 6للع.(  
6 -4 -7 :ʛॻمقاي :ʙʡاʹʯال  
 معامل ʙʡاʹʯال k ،ىʢعȄا وʚالعلاقة:  هǼ الʺعامل  

 
 

 3
3

78 6
x

M x
k


   

 ادلإʳǽــ 3M x مʙʵʱــʶأن و )، 6-75العلاقــة ( ن ȎنلاحــS ،ȑدʛــالي فــʱالȃفــإن  و
 3 0M x ، :أن ʙʳه نʻوم  

3

0
0k

 
 

  
  مʻʱاǼ ʛʣالॼʶʻة للʨʱقع الȄʛاضي.الॽʰʢعي الʨʱزȄع  أن نʱʻʱʶج

 اول: معاملʠʯال  

 الʱالॽة: Ǽالعلاقة وȄعʢى 
 

 4
4

78 6
x

M x
L


   

 لإʳǽاد 4M x مʙʵʱʶ6-75العلاقة ( ن (ʙʳʻأن: ف  

    4 4 4
4 4 1 !! 3 1 3M x           
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ʠȄʨعʱالȃأن:6-79العلاقة ( في و ʙʳن (  
4 4

2 2 4

3 3
3L

 
  

  


  

3L: أن وȃʺا  ا فʚاول هʢعإن تȄزʨʱعي الॽʰʡ  ʦقʛال ʚأخ ʦت ʥلʚاس  3لॽʁؗأساس ل
  .الʢʱاول

  ):7-6( مʰال
حʘʽ  اً عʨʷائॽ مʨʴʱلاً  X ؗان إذا 5,25X N ، :بʨلʢʺوال  
  .ورسʺه Xإʳǽاد صॽغة قانʨن تʨزȄع  ـ 1
  .Xإʳǽاد تʨقع وتॼايʧ  ـ 2
إʳǽاد الʱاǼع الʺʨلʙ للعʜوم  ـ 3 x t.  
  واقعه الʻʱاȑʛʣ. دراسة ـ 4
الॽʰاني لــ الʺʻʴʻيسʦ ـ ر  5 f x ،  ماʙـʻ1ع , 2   ،  ʦهʺـا الʺقارنـةثـʻʽو  ،ب ʧʽـȃ

5 عʙʻما Xالॽʰاني لـ الʺʻʴʻي ، .Șابʶاني الॽʰل الȞʷال ʝعلى نف ʥوذل  
  :الʲل

  :لقانʨن الʨʱزȄع الॽʰʢعي مʧ الȞʷل ʵǽʹع Xـ نلاحȎ أن  1

 
2 21 1 5

2 2 51 1

2 5 2

x x

f x e e




  

        
        

                      ـ 2 
2 2 25x          5E x    

   

  
  )11- 6شȞل (

  :) الʱالॽة77- 6( الʱاǼع الʺʨلʙ للعʜوم وȄعʢى Ǽالعلاقة ـ 3
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 

 
 
   
   

2 2

2

2

25
5

2

0

'
10

'' 2 2
2 10

1

5

25 25 50

t
t

x

t
t

x

x t

x t

x t

t e

t e

t

t x

t x





  











 

 

 

  

      

  

  مʧ الʺʛاتʖ الʺʱʵلفة.Ǽالॼʶʻة لॽʁॼة العʜوم الابʙʱائॽة  ʱاǼعن وهʚȞا
  وȄعʢى Ǽالعلاقة الʱالॽة:الॻʮʠعي، معامل الʯʹاʙʡ  ـ 4

 
 

3
3
x

M x
K


  

 أن وȃʺا 3 0M x ، فإن:                             
 3

0
0K

x
   

  .مʻʱاʛʣ الʨʱزȄعو 

                 ة:الʱالǼ ॽالعلاقة وȄعʢىالॻʮʠعي،  الʠʯاول معامل 
 

4
4
x

M x
L


  

ʖʶأن:6- 75( العلاقة وح ʙʳن (    4 4 4
4 4 1 !! 3 1 3M x            

 :ومʻه
4

4

3
3L




  عȄزʨʱاول  والʢعي ذو تॽʰʡ.  

6-5:ȏارॻɹʸعي الॻʮʠع الȂزʦʯال :  
6 -5 -1:ȏارॻɹʸعي الॻʮʠع الȂزʦʯال ʃȂʙتع :  

 ʧإنــه حالــة خاصــة مــ ʨʱن الʨعــي قــانॽʰʢــع الȄهــا الزʽن فʨــȞǽ ــيʱقــع والʨʱاضــي الȄʛ
0  ،  اف الاوʛـــʴالن ȑـــارॽɻʺ1 ، ʚئـــʙʻل  عʨلالن إنقـــʨـــʴʱʺ ائيالʨـــʷع X  ـــعʹʵǽ
له  نʛمʜو ʨʱزȄع يʙعى ǼالʨʱزȄع الॽʰʢعي الʺॽɻارȑ ل x ʚأخȄالي: وʱل الȞʷال  

   
21

2
1

: 80 6
2

x
x e X




        
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وʛȄمʜ له بـ  : 0,1X N. ʦسʛȄالي: وʱاني الॽʰل الȞʷال  

  
  )12- 6شȞل (

  : خʦاصه:2- 5- 6
  :إن

 
 

 

0

1

x

x dx











  

Ȏــــ ــــع  نلاحـ ــــʚا الʨʱزȄـ ــــʅ هــ ــــʧ تعȄʛـ ــــي  أنمــ تʨقعــــــه الȄʛاضـ  0E x  ،  ــــــهʻايॼوت
2 1 .  

: تاǺع الʦʯزȂع 3- 5- 6 x :  
ʜمʛȄعي  وॽʰʢع الȄزʨʱع الǼاʱل ȑارॽɻʺبـ  ال x، :ةॽالʱى العلاقة الʢعȄو  

     

     
21

2
1

81 6
2

x

x
x

P X x x x dx

P X x x e dx











    

     




  

 ʧʺǽف الأʛʢلل ʜمʛي ʥلʚالعلاقةلǼ ةॽالʱرة الʨهʷʺال:  

   
21

2
1

82 6
2

z
x

z e dx






     

  وهʚȞا نʸʴل على أن:
     82 6P x z z a     

  وهʚȞا نʙʳ أن:
     1 82 6P x z z b     

x 
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 ʦॽـʁــالات الʺقابلـة لʺʱـا الاحʻʽʢاول خاصـة تعʙــاب جـʱؔال ʛفـي آخـ ʙجـʨوت z ʥوذلــ ،
 ʦॽʀ أجل ʧ0مz  ) ن العلاقةȂ82-6. وa يʻʴʻʺال ʗʴرة تʨʸʴʺاحة الʶʺا الʻʽʢتع (

 ʧم   دةʙʴة مʢى نقʱحX z  لʨʴʱʺع الʨال وقʺʱل احʲʺوت ،X  في] , ]z ،
  كʺا في الȞʷل الॽʰاني الʱالي:

  
) ʦل رقȞʷ13-6ال(  

 ʗأنـه إذا ؗانــ ʦة  نعلــॼـالʶال ʦॽــʁــع الʺقابلـة للȄزʨʱع الǼتـا ʦॽــʀ ـابʶʴ0ولZ   فــإن
  تʖʶʴ مʧ العلاقة الʱالॽة: Zالاحʱʺالات الʺقابلة للʦॽʁ الʶالॼة 

       1 1 83 6z P X z z         
ʚلʧȞʺǽ ʥ حʶاب الاحʱʺالات الʱالॽة:   وؗ

         
     

1

2 1 84 6

P z X z z z z z

P z X z z

          

      
  

]في الʺʳال  XوʲʺȄل هʚا الاحʱʺال وقʨع الʺʨʴʱل  , ]z z.  
  كʺا في الȞʷل الॽʰاني الʱالي:

  
) ʦل رقȞʷ6-14ال(  

ومʧ أهʦ خʸائʟ مʻʴʻى الʨʱزȄع الॽʰʢعي الʺॽɻارȑ أنه مʻʱاǼ ʛʣالॼʶʻة للʺʨʴر 
  الʷاقʨلي والʺʶاحة الʺʨʸʴرة تʱʴه تʶاوȑ الʨاحʙ، ومʨزعة على الȞʷل الʱالي:
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) ʦل رقȞʷ15-6ال(  

  تʗʴ الʺʻʴʻى Ǽالاحʱʺالات أȑ: وʧȞʺȄ الʱعʛʽʰ عʧ الʺʶاحة الʺʨʸʴرة
       

   
   

1 1 1 1 2 1 1

2 0.8413 1 0.6826

2 2 2 2 1 2 0.9772 1 0.9544

3 3 2 3 1 2 0.9987 1 0.9974

P x

P x

P x

         

   

         

         

  

ــــʨر  ــــʨق الʺʴـ ــــي وفـ ــــʗ الʺʻʴʻـ ــــʨرة تʴـ ــــॼة للʺʶـــــاحة الʺʸʴـ ــــا Ǽالʶʻـ ــــOX  ʧʽأمـ وȃـ
 ʧʽʺॽʁʱʶʺالX a  ʘʽح,a b X b  :اليʱالي الʺʱالاح ȑاوʶت  

     85 6
b

a

P a x b x dx      

فــي الʺʳــال  Xقــʨع وهــي تʺʲــل احʱʺــال و  ,a b  ʧــال مــʺʱا الاحʚهــ ʖــʶʴȄو ،
  تاǼع الʨʱزȄع على الȞʷل الʱالي:

     
b a

P a x b x dx x dx 
 

        

       86 6P a x b b a       
  وهي تʺʲل بॽانॽاً على الȞʷل الʱالي:

  
) ʦل رقȞʷ16-6ال(  
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  ):8-6مʰال (
ـــــان  ــــا Xإذا ؗـ ــ ــــع لق ــــʨائॽاً وʵȄʹــ ــــʨلاً عʷــ ــــارȑ، مʴʱــ ــ ॽɻʺـــــي ال ــع الॽʰʢعـ نʨن الʨʱزȄــــ

  والʺʢلʨب حʶاب الاحʱʺالات الʱالॽة:
       
     
     

2 , 1 , 3 , 2

3 , 2 2 , 2

0 , ,

P X P X P X P X

P X P X P X

P X P X P X

    

      

    

  

سʻقʨم ʶʴǼاب هʚه الاحʱʺالات اعʱʺاداً على جʙاول الʲل:   z .Șʴفي الʺل  
   2 2 0.9772P X      
     
   
     
       

3 1 3 1 3 1 0.9986 0.0014

1 1 0.8413

2 1 2 1 2 1 0.9772 0.0228

2 1 2 1 1 2 2 0.9772

P X P X

P X

P X P X

P X P X

        

   

          

            

  

         
 

     

2 2 2 2 2 1 2

2 2 1 2 0.9772 1 0.9544

3 3 3 2 3 1

2 0.9986 1 0.9972

X

P X P X

          

      

       

   

  

   
   
   

0

1

0 0 0.5

P X

P X

P X

     

     

   

  

  الʳاضع للʦʯزȂع الॻʮʠعي العام: X: معايʙة الʦʲʯʸل 4- 5- 6
 2وتॼايʻـه   مʨʴʱلاً عʨʷائॽاً ʵǽʹـع للʨʱزȄـع الॽʰʢعـي العـام الـȑʚ تʨقعـه  Xإذا ؗان 

ʙ مــʧ اســʙʵʱام علاقــة الȄʨʴʱــل الʺॽɻارȄــة، ومــʧ ، فلʶʴــاب الاحʱʺــالات الʺʱʵلفــة لــه لابــ
  ، ʨȞॽɾن:Xأجل ذلʥ نʨجʙ تاǼع الʨʱزȄع للʺʨʴʱل 

     
2

1

21
87 6

2

xx

F X P X x e dx




 

   
 



      

xنفʛض أن:                      xولإجʛاء عʺلॽة معايʛة لـ 
t





  
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x t

dx dt

 


 
    

  ؗʺا يلي: وʚȃلʥ نʙʳ أن حʙود الʱؔامل تॼʸح
x t

x
X x t




  


    

  وȃالʱعʠȄʨ في العلاقة الʶاǼقة نʙʳ أن:

   

   

2

2

1

2

1

2

1

2

1
88 6

2

x

t

x

t

F x P X x e dt

P X x e dt








 















    

    





  

بـ  z) تأخʚ (Ǽعʙ اسʙʰʱال 88- 6) فإن العلاقة (82- 6وॽʀاساً على العلاقة (
x 

 

 
 

  ) الȞʷل الʱالي:

   89 6
x

P X x



     

 
  

ــالات الʺʱʵلفـــة للʺʴʱـــʨل 89-6قـــة (وتʶـــʙʵʱم العلا ــاد الاحʱʺـ الʵاضــــع  X) لإʳǽـ
  للʨʱزȄع الॽʰʢعي العام.

  أما إذا ؗـانX  ـالʺʱعـي العـام، فـإن احॽʰʢـع الȄزʨʱن الʨـع لقـانʹʵǽ ًاॽائʨـʷلاً عʨـʴʱم
في الʺʳال  Xأن ǽقع  ,a b  :ȑاوʶǽ  

   
21

21
90 6

2

xb

a

P a X b e dx




 

   
       

  لى الȞʷل الʱالي:ونʖʱؔ هʚه العلاقة ع

 
2 2

1 1

2 21 1

2 2

x xb a

P a X b e dx e dx
 

 

   

        
   

 

        

  ولإجʛاء الʺعايʛة نفʛض أن:



- 310  -  

x
t





  

ʨȞॽɾtن:                            x x t dx dt             
X      أما حʙود الʱؔامل الʙʳيʙة فʨؔʱن:  t    

 
b

X b t

a
X a t








  


  

  

ʻالي:ومʱل الȞʷال ʚأخǽ Șابʶال الʺʱأن الاح ʙʳه ن  

 
2 21 1

2 21 1

2 2

b a

t t
P a X b e dt e dt

 
 

 

 

 

 

        

) ʧʽʱاساً على العلاقॽʀأن:89- 6) و(88-6وʙʳن (  

 

   91 6

b a
P a X b P X P X

b a
P a X b

 
 

 
 

             
   

            
   

  

  ـــــان b,إذا ؗــ k a k       ــــع ــــــال أن ǽقــــ ـــإن  احʱʺـ ـــــال  X، فـــــ ـــــي الʺʳـــ فــ
 ,k k     :ȑاوʶǽ  

   
   
   

       1

P a X b P k X k

P X k P X k

k k

k k k k

   

   

     
 

       

     

      
     

   
       

  

     2 1 92 6P a X b k       
  ومʻها نʱʻʱʶج أنه:

1kعʙʻما   :فإن ،   2 1 1

2 0.8413 1 0.6826

P X         

   
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2kعʙʻما   :فإن ،   2 2 2 2 1

2 0.9772 1 0.9544

P X         

   
  

3kعʙʻما   :فإن ،   3 3 2 3 1

2 0.9986 1 0.9972

P X         

   
  

ــʜه  XوȄعʻــي مʺــا تقــʙم، احʱʺــال أن ǽقــع  ʛؗــال مʳفــي م  ــه ، kونʸــف ʨʡل
 ȑاوʶȄو 2 1x  .  
  ):9-6مʰال (

8مʴʱـʨلاً عʷـʨائॽاً ʵǽʹـع لقـانʨن الʨʱزȄـع الॽʰʢعـي العـام بʨʱقــع  Xإذا ؗـان   ،
 ȑارॽɻاف مʛʴ6وان :ةॽالʱالات الʺʱاب الاحʶب حʨلʢʺوال ،  

       
     
6 10 , 10 , 6 , 8

8 2 8 2 , 10 12 , 4 10

P X P X P X P X

P X P X P X 

    

       
  

  الʲل:

   

   

8 8
8 0 0.5

6

6 8 1
6 1 6 1 1

6 3

1 1 1
1 1 1 1 0.6293

3 3 3

P X

P X P X

       
 

              
   

                          

 

 

 

 

10 8 1
10 0.6293

6 3

10 8 6 8 1 1
6 10

6 6 3 3

1 1 1
1 2 1

3 3 3

2 0.6293 1 0.2586

P X

P X

           
   

                       
       

                        
   
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 

 

 

10 8 4 8
4 10

6 6

1 2
1 0.6293 0.7454 1 0.3747

3 3

12 8 10 8
10 12

6 6

2 1
0.7454 0.6293 0.1161

3 3

8 2 8 8 2 8
8 2 8 2

2

P X

P X

P X
  
 

            
   
             
   

            
   
           
   

                
   

 2 1 2 0.9772 1 0.9544    

  

): قانʦن تʦزȂع 6-6 )P x :(غاما)  
)لʙراسة تʨزȄع  )x  عǼـاʱال ʅـȄʛتع ʧمـ ʙـاني لابـॽʰله الȞة لـه وشـʜـʽʺʺـفات الʸ(غاما) وال

أو الʱؔامل  P .  

): تعʃȂʙ الʯؒامل 1- 6- 6 )P:  

 ʜمʛالǼ ؔاملي غاماʱع الǼاʱلل ʜمʛن P:ةॽالعلاقة الآتǼ فʛعȄو ،  

   1

0

94 6P xP x e dx


       

 ʘʽحP  و ʗد ثابʙ0عP :ةॽاص الآتʨʵالǼ عǼاʱا الʚع هʱʺʱȄو ،  
1Pعʙʻما   :فإن       1 1   

1عʙʻما 

2
P  :1      فإن

2
   

 
  

2Pعʙʻما   :فإن       2 1   
  

ʚلʧȞʺǽ ʥ الʛʰهان على أن:   وؗ
       

         
1 1 94 6

1 1 1 94 6

P P P A

P P P P P P B

     

         
  



- 313  -  

 ʨؔما تʙʻن وعP  ʧȞॽاً ولʴॽʴداً صʙعM :فإن  
     1 ! 95 6M M     

أو:                                                   1 !M M    
أȑ أن  5 4! 4 3 2 1       

  على أن: (94B-6)كʺا ʻʻȞʺǽا الʛʰهان اعʱʺاداً على 
 

 

1 1 1 1 1
1 1 1 95 6

2 2 2 2 2

1 1 1 1 1
1 1 1 95 6

2 2 2 2 2 2 2 2 2

P P P P P A

P P P P P
B

                                 
         

                                
         

  

تعʃȂʙ قانʦن تʦزȂع : 2- 6- 6 P x :  

ـــانʨن تʨزȄعــــه  Xنقــــʨل عــــʧ الʺʴʱــــʨل العʷــــʨائي  إنــــه ʵǽʹــــع لʨʱزȄــــع غامــــا، إذا ؗــــان قـ
  الاحʱʺالي معʛفاً Ǽالعلاقة العامة الآتॽة:

)6 -96( 
0X  

     

1 :

0

P
P kx

pP

k
x e

x f x
 

    



 
ʥا ذلʙع 

 ʘʽحk وP انॽʁॽʁدان حʙان و عॼجʨم P  ʧع ʛʰقاً. ونعǼف ساʛتؔامل غاما الʺع
الʵاضع لʨʱزȄع غاما ǼالȞʷل الآتي:  Xالʺʨʴʱل  ,X P k .  
 ماʙʻ1وعP  :ع الأسيȄزʨʱل الȞش ʚأخǽ ع غاماȄزʨن تʨفإن قان  

)6 -97( 
0x  

   1
0

kxk e
x f x

 
   


 

ʥا ذلʙع 

  .ʵǽkʹع للʨʱزȄع الأسي بʨسx  Ȍॽوȃالʱالي فإن 
  ماʙـــʻ1وعk    Ȍॽســـʨـــاص بʵل الآتـــي الȞـــʷال ʚأخـــǽ ـــع غامـــا العـــامȄزʨن تʨفـــإن قـــان
1k :  

)6 -98( 
0x  

     

11

0

p x

PP

x e
x f x

      



 
ʥا ذلʙع 

1kوسʻقʨم بʙراسة تʨزȄع غاما في الʴالة الʱي ʨȞǽن فʽها  .  
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  :: خʦاص قانʦن تʦزȂع غاما 3- 6- 6

ـ إن:                                                1  0P x   
2 ʶʺـ إن ال:ʙاحʨال ȑاوʶع تȄزʨʱي الʻʴʻم ʗʴرة تʨʸʴʺاحة ال  

 

   

 

0

1

0

1

1 1
1

P

P x

P P

x dx

x e dx P




 

  

    
 




   

: الȜʵل الॻʮاني لـ4- 6- 6 P x:  

يʛسʦ الʨʱزȄع  P x  Ȍॽسʨال ʦॽʀ ʖʶʴǼ لفةʱʵة مॽانॽالاً بȞأشP.  

1فعʙʻما: 

2
P   عȄزʨفإن تX :انيॽʰل الȞʷال ʦسʛي  

  
) ʦل رقȞʷ17-6ال(  

1Pوعʙʻما:    عȄزʨʱفإن ال  1 x :ل الآتيȞʷال ʦسʛي  

  
) ʦل رقȞʷ18-6ال(  

1Pوعʙʻما:    عȄزʨʱفإن ال  P x :ل الآتيȞʷال ʦسʛي  
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  )19-6رقʦ (الȞʷل 

  ) نفʝ الأشȞال الॽʰانॽة.96- 6الʨارد في العلاقة العامة ( XوʛȄسʦ تʨزȄع 

: تاǺع الʦʯزȂع 5- 6- 6 F X :  

ǽعʢى تاǼع الʨʱزȄع  F X  لʨʴʱʺللX  عȄزʨʱاضع لʵال x :ةॽالعلاقة الآتǼ  

     

   
 

 1

0

1
99 6

x

P

x
P x

P

P X x F x x dx

P X x F x x e dx



 

    

     






  

وʷȄــــʛʽ تــــاǼع الʨʱزȄــــع  F X  لʨــــʴʱʺــع ال فــــي الʺʳــــال  Xإلــــى احʱʺــــال أن ǽقــ 0, x .
  وʱʺʱȄع هʚا الʱاǼع بʻفʝ خʨاص تʨاǼع الʨʱزȄع الاحʱʺالॽة الʺʱʵلفة الʶاǼقة.

Ȃʚة:6- 6- 6 ʙؕʸال ʤॻɿال :  

الʦʯقع الȂʙاضي  E X  ، :العلاقةǼ ىʢعȄو  

     

   

 

 
 

 
 

   

1 11

0 0

1

100 6

1 1

1 1

101 6

P

PP x x

P P

P P
P P

E x x x dx

x x e dx x e dx

P

E x P





 
   



    

      
 

      
 

 



   

الʵاضع للʨʱزȄع  Xأȑ أن الʨʱقع الȄʛاضي لـ  
P x  ȑاوʶǽP.  

 ʥايॺʯال 
2
x :ةॽالعلاقة الآتǼ ىʢعȄو  
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           22
Px x E x x dx





       

  أو Ǽالعلاقة:
2 2

2 1     

 
 

 

   
 

   

     

   

2 12 1
2

0 0

2

2
2

1 1

1 1
1 1

1
1

1 102 6

PP x x

P

P
P

x x e dx x e dx
P

P P
P

P P P
P

P P P P





 
   



      
 

      
 

    


    

 

  

:ʙʳه نʻوم  

   2 2 2 103 6x P P P P       

  
الʵاضع للʨʱزȄع  Xأȑ أن تॼايʧ الʺʨʴʱل  P x  ȑاوʶǽP .ًاʹǽأ  

ــــʨل  ــع للʺʴʱــ ـــايʧ والʨʱقــــ ــــȎ أن الॼʱـــ ــــع  Xنلاحــ ـــع لʨʱزȄــ الʵاضـــ P x  ــــا ـــاوȄان، أمــ مʶʱـــ
  ف الʺॽɻارʶॽɾ ȑاوȑ:الانʛʴا

   104 6x P    

  ) فإن:96- 6الʨارد في العلاقة العامة ( Xأما Ǽالॼʶʻة لʨʱقع 

     1

0

105 6
P

P kxk
E x x x e dx

P


      

   

  وللʛʰهان، نفʛض أن:
1 1

kx y x y dx dy
k k

      

:ʙʳن ʠȄʨعʱالȃو  

 
 

 

 
 

1 1

11
0

1P
P y

PP
P P

k
E x y e dy

k k


  

     
   
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:ʙʳة نॽاضȄʛاء الإصلاحات الʛإجȃو  

   106 6
P

E x
k

   

  ولإʳǽاد الॼʱايʧ العام:

 
 

 2 2 1

0

107 6
P

P kx

P

k
E x x x e dx


     

   

:ʙʳه نʶب نفʨالأسلȃو  

     2
2

1
108 6

P P
E x

k


   

:ʙʳه نʻوم  

 
   

2
2

2 2 2

1
109 6x

P P P P

k k k



     

:ȑاوʶǽ ȑارॽɻʺاف الʛʴأن الان ʙʳن ʥلʚȃو  

   110 6x

P

k
    

1kوعʻــʙما    ــعȄزʨʱل ȑــارॽɻʺاف الʛــʴوالان ʧــايॼʱقــع والʨʱال ʝــل علــى نفــʸʴــا نʻفإنX 
  ).98-6الʺعʢى Ǽالعلاقة الʵاصة (

  : العʚوم:7- 6- 6

  :sـ العʚوم الابʗʯائॻة مʥ الʙʸتॺة 
1kلʖʶʴʻ هʚه العʜوم للʴالة الʱي ʨȞǽن فʽها   :العلاقةǼ ىʢأنها تع ʙʳʻف ،  

 
 

 

 

 

 
 

   

1

0

1

0

1
111 6

1

1
112 6

s P x
S

P

P S x

P

S

P

x x x e dx

x e dx

x P S






 


  

   


 


   




  
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0sفعʙʻما   :فإن       

 
0 1P

P

x


 


  

1sوعʙʻما   :فإن    
 

 

 

   

1

1

1
1

P

x P P

x E x P





   


 
  

2sوعʙʻما   :فإن     
 

   2

1
2 1

P

x P P P     


  

  الابʙʱائॽة مʧ الʺʛاتʖ الʺʱʵلفة. وهʚȞا نʱاǼع Ǽالॼʶʻة لॽʁॼة العʜوم
  ةॺتʙʸال ʥة مȂʚ ʙؕʸوم الʚالعs ،:العلاقةǼ ىʢوتع  

 
 

   1

0

1
113 6

S P x
S

P

M x x E x x e dx


           

0sفعʙʻما   :فإن     0 1M x   

1sفعʙʻما   :فإن 
 

  1 1
1

0

1
0P x

P

M x x E x x e dx


           

Ȅʜة ومʧ أجل حʶاب  ʛؗʺوم الʜاب العʶلة حʨهʶم العلاقة العامة لʙʵʱʶت Ȑʛوم الأخʜالع
:ȑها، أʻم  

     114 6
S

SM x E x E x      
2sفعʙʻما    :فإن          2

2 2 1M x     
   
   

2
2

2
2

1

x

M x P P P

M x P

  

 
  

3sفعʙʻما   :فإن        3
3 3 1 2 13 2M x        

      
 

3
3

3

2 1 3 1 2

2

M x P P P P P P P

M x P

       


  

Ȅʜة مʧ الʺʛاتʖ الʺʱʵلفة. ʛؗʺوم الʜة العॽʁॼة لॼʶʻالǼ عǼاʱا نʚȞوه  
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1k: الʯاǺع الʦʸلʗ للعʚوم لʦʯزȂع غاما عʹʗما 8- 6- 6 :العلاقةǼ ىʢعȄو ،  

       

   
 11 1

0 0

115 6

1 1

tx tx
x

t xtx P x P

t E e e f x dx

e x e dx e x dx
P P





 
   

     

      
 



 
  

  ولʺʱاǼعة الʛʰهان نفʛض أن:  1 t x u :  

 1 1

1 1
x u dx du

t t
   

 
  

     

     

   

1
1

0

1

0

1 1 1

11

1 1

1 1

1
116 6

1

u P
x P

u P
P P

P

x

t e u du
P tt

e u du
t P t

t
t


 




 

    
 

   
  

     



  

0t، ومــʧ ثــʦ جعــل tوهــʨ الʱــاǼع الʺʨلــʙ للعــʜوم وȃاشــʱقاقه ʷǼــȞل مʱʱــالي Ǽالʶʻــॼة لـــ    ،
  نʸʴل على العʜوم الابʙʱائॽة الʺʱʱالॽة، أȑ مʲلاً:

       

     

1

'
1 20

0

''
2 0

1 1

1 1

1

P

x t

t

x t

x t P P
t t

x t P P













 
        

   

  

  وهʚȞا نʱاǼع Ǽالॼʶʻة لॽʁॼة العʜوم الابʙʱائॽة مʧ الʺʛاتʖ الʺʱʵلفة.
Ȅʜة فʙʵʱʶʻم العلاقة العامة: ʛؗʺوم الʜة للعॼʶʻالǼ أما  

    S

SM x E x E x     
ॽʀʺاً مʱʱالॽـة وȃالاسـʱفادة مـʧ العـʜوم الابʙʱائॽـة  Sوȃإعʢاء  S x  ومʜـل علـى العـʸʴن
Ȅʜة ʛؗʺلفة. الʱʵʺال ʖاتʛʺال ʧم  
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ـــإن الʱـــاǼع الʺʨلـــʙ للعـــʜوم 96-6الـــʨارد فـــي العلاقـــة العامـــة ( Xأمـــا Ǽالʶʻـــॼة لʨʱزȄـــع  ) ف
:ȑاوʶǽ  

     1

0

117 6
p

tx tx P kx
x

k
t E e e x e dx

P


             

وȃإتॼــاع نفــʝ الʢʵــʨات الʶــاǼقة نʸʴــل علــى الʱــاǼع الʺʨلــʙ للعــʜوم الــǽ ȑʚأخــʚ الʸــॽغة 
  الآتॽة:

   118 6
P

x

k
t

k t
     

  

1kوعʙʻما     ـعȄزʨʱوم لʜللع ʙلʨʺع الǼاʱال ʝل على نفʸʴا نʻفإنX  العلاقـةǼ ـىʢالʺع
)6-98.(  

Ȅʜة لʨʱزȄع  ʛؗʺة والॽائʙʱوم الابʜاد العʳǽإ ʧȄʛʺʱل الʽʰعلى س ʖالʢك للʛʱونX.  

6 -6 -9 ،ʙʡاʹʯالعلاقة:: معامل الǼ ىʢعȄو  

  
 
 

3
3

2 2

.x

M x P
K

P P P
    

0Kوȃʺا أن    .ʧʽʺॽال ʨʴن ȑʨʱع ملȄزʨʱفإن ال  
مʨʴʱلاَ عʨʷائॽاَ ʵǽʹع لʨʱزȄع  Xإذا ؗان  

P x  ـالʳʺفاً على الʛومع ، ,a  فـإن ،
  قانʨن الʨʱزȄع الاحʱʺالي ǽأخʚ الȞʷل الآتي:

)6 -119( 
x a 

         1

0

p
P k x a

P

k
x a e

f x x P
  

    


 
ʥا ذلʙع 

Xوابʱــʙاء مــʧ الʵــȌ الʺʶــP  ʦॽʁʱوʛȄســʦ أشــȞالاً بॽانॽــة مʱʵلفــة ʶʴǼــॽʀ ʖʺــة  a  ȑأ ،
  على سʽʰل الʺʲال:
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  )20-6الȞʷل (

الـʵǽ ȑʚʹـع لʨʱزȄـع غامـا  Xونʛʱك للʢالـʖ إʳǽـاد تـاǼع الʨʱزȄـع والʁـʦॽ الʺʺʽـʜة للʺʴʱـʨل 
  )119-6( الʨارد في العلاقة

  ):10-6مʰال (

ـــ  Xإذا ؗــان  مʴʱــʨلاً عʷــʨائॽاً وʵȄʹــع ل 2,N     :أن ʗــʰفأث 2

22

x
u





  نʨــȞǽ

خاضعاً لـ  1
2 u.  

  ǽعʢي Ǽالعلاقة: Xإن الʨʱزȄع الॽʰʢعي لـ الʲل: 

 
2

1

21

2

x

f x e




 

   
   

  ولʻفʛʱض أن:

   
2

22
2

2
2

2

x
u u x

u x


 


 


   

  
  

وȃأخʚ الʚʳر الʺʨجʖ نʙʳ أن 
2 2

dx
dx du

duu u

 
    

  ǼالʱعʠȄʨ في قانʨن تغʛʽʽ الʺʨʴʱلات الʺʻʱاʛʣة نʙʳ أن:

   

 

 
1

2

2

1 1 1
2 2

2 2 2 2

1

u u

u

dx
g u f x

du

g u e e
u u

g u e u


  



 



  

       
 

  
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وȃʺا أن  1
2    :فإن   

1
1

12
2

1
1
2

ug u u e u
     

  
 

  

وهʨ تʨزȄع  
1
2

x  Ȍॽسʨ1ب

2
P .  

مʨʴʱلاً عʨʷائॽاً خاضعاً للʨʱزȄع الॽʰʢعي العام  Xإذا ؗان ملاحʢة:  20,N   :فإن
2

22

x
u


  اً خاضعاً لـʹǽن أʨȞǽ 1

2 u .(حالة خاصة)  

ــʚلʥ إذا ؗــان  عʷــʨائॽاً خاضــعاً للʨʱزȄــع الॽʰʢعــي الʺॽɻــارȑ  مʴʱــʨلاً  Xوؗ 0,1N  :فــإن
2

2

x
u   ن خاضعاً لـʨȞǽ 1

2 u .(Ȑʛحالة خاصة أخ)  

: قانʦن تʦزȂع 6-7 ,p q x :(اʯʻب)  
لʙراسة تʨزȄع  x  ؔامـلʱال ʅـȄʛتع ʧمـ ʙاني لابـॽʰله الȞة له وشʜʽʺʺفات الʸوال (اʱʽب)

 ,p q.  

: تعʃȂʙ الʯؒامل 1- 7- 6 ,p q:  

Ǽالʛم  ʜيʛمʜ للʱؔامل  ,p q :ةॽالعلاقة الآتǼ فʛّعȄو  

     
1

11
,

0

1 120 6
qp

p q x x dx      

 ʘʽح, 0p q  و,p q :ʧʽʱثاب ʧديʙع  
وʧȞʺȄ أن نॽʸغ الʱؔامل  ,p q  ؔاملʱلالة الʙب P :ل الآتيȞʷالǼ  

 
   

 
 , 121 6P q

p q
P q




 
 


  

ʺॽʀ ʙʳأن ن ʧȞʺǽ ه العلاقةʚه ʧة وم ,p q  ة لـʺॽʁال ʠعǼ ʙʻعp وq :لʲم  
 1,1

1 1
,

2 2

1

  
 
 



  

ـ لʙيʻا علاقات هامة يʱʺʱع بها الʱؔامل  ,p q :ل الآتيȞʷال ʚوتأخ  
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     

     

1, ,

, 1 ,

122 6

123 6

p q p q

p q p q

p

p q

q

p q

 

 





 


 


  

لʵاضع لʨʱزȄع ا Xوتʙʵʱʶم هʚه العلاقات عʙʻ إʳǽاد الʸفات العʙدǽة للʺʨʴʱل 
 x.  

: تعʃȂʙ قانʦن تʦزȂع 2- 7- 6 ,p q x:  

الʺعــــʛّف علــــى الʺʳــــال   Xنقــــʨل عــــʧ الʺʴʱــــʨل العʷــــʨائي  0,1  ــــعȄزʨʱــــع لʹʵǽ إنــــه
 

p q x   اليʺʱعه الاحȄزʨن تʨإذا ؗان قان f x :العلاقةǼ ًفاʛّمع  

 124 6 
0 1x  

        11

,

1
1

,

0

qp

p q

x x
p qf x x 

    



 
ʥا ذلʙع 

 ʘــــ ,حʽـ 0p q و ،p وq  و ،ʧʽʰجʨــــ ــــʙديʧ مـ عـ ,p q  تؔامـــــل  و ,p q x  عǼــــا تـ
ǼالʷـــȞل  الʵاضـــع لʨʱزȄـــع  X، ونعʰـــʛ عـــʧ الʺʴʱـــʨل Xالʲؔافـــة الاحʱʺالॽـــة للʺʴʱـــʨل 

الآتي:  ,: p qX   
  ǽأخʚ الȞʷل الآتي: X) نʙʳ أن تاǼع الʲؔافة الاحʱʺالॽة لـ 121-6وȃاسʙʵʱام العلاقة (

 125 6 
0 1x  

 
 

      11

,

1

0

qp

p q

p q
x x

P qx
 

    



 
ʥا ذلʙع 

1pـ عʙʻما   :فإن  
     1

, 1 : 0 1 126 6
q

p q x q x x       
1qـ عʙʻما   :فإن  

   1
, : 0 1 127 6P

p q x px x      

: خʦاص قانʦن تʦزȂع 3- 7- 6 ,p q x:  

 ـ إن:                                                 1 , 0p q x   
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ـ إن                                             2   
1

,
0

1p q x dx   

 
 

 
 

1
11

,
0, ,

1 1
1 1

qp
p q

p q p q

x x dx 
 

       

: الȜʵل الॻʮاني لـ 4- 7- 6 ,p q x:  

يʛسʦ الʨʱزȄع  ,p q x  ʧؗلاً م ʦॽʀ ʖʶʴǼ لفةʱʵة مॽانॽالاً بȞأشp وq:  

  
) ʦل رقȞʷ21-6ال) ʦل رقȞʷ22-6)              ال(  

   
) ʦل رقȞʷ23-6ال) ʦل رقȞʷ24-6)              ال(  

: تاǺع الʦʯزȂع 5- 7- 6 F X :  

Ȅزʨʱع الǼى تاʢعǽ:ةॽالعلاقة الآتǼ ع  
   

     

,

11

0

1
1 128 6

,

P q

x
qP

F x P X x

x x dx
P q



  

     
  

 ʧʽʢॽسـʨـة الʺॽʀ ʙيـʙʴت ʙعـǼ ـعȄزʨʱع الǼـاد تـاʳǽإ ʦʱȄو,q P  قـعǽ ـال أنʺʱإلـى اح ʛʽـʷȄو .
في الʺʳال  Xالʺʨʴʱل  0, x .  
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Ȃʚة:6- 7- 6 ʙؕʸال ʤॻɿال :  

 ،اضيȂʙقع الʦʯالعلاقة: الǼ ىʢعȄو  

     

 
       

   

   

1
11

0

1
11 1

0

1
1

,

1 1
1 1,

, ,

1
,

,

129 6

qP

qP

E x x x x dx
P q

x x dx P q
P q P q

P
P q

P q P q

P
E x

P q




 






 

    

      

  


 





  

 ʥايॺʯال  
2
x:ةॻالعلاقة الآتǺ ىʠعȂو ،  

 

 

   

 
       

 
 

      
  

 
 

    

     
 

2 2
2 1

1
12 1

2

0

1
12 1

0

2
2

2

2
2

1
1

,

1 1
1 2,

, ,

1 11
,

, 1 1

1

1

130 6
1

x

qP

qP

x

x

x x x dx
P q

x x dx P q
P q P q

P P P P
P q

P q P q P q P q P q

P P P

P q P q P q

P q

P q P q

  





 










 

 

    

      

 
   

     


 

   


 

  




  

 :ȑاوʶǽ ȑارॽɻʺاف الʛʴه فإن الانʻوم  

       
 2

2
130 6

1
x x

p q
A

p q p q
  

  
  
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  : العʚوم:7- 7- 6

  ومʚةالعॽائʙʱالاب  S x ،العǼ ومʜى العʢلاقة:وتع  

       

       

1
11

0

1
1

,

1
, 131 6

,

qs S P
S

S

x E x x x x dx
P q

x p s q
p q




 


     

   


  

  .sومʧ هʚه العلاقة ʧȞʺǽ إʳǽاد العʜوم الابʙʱائॽة مʧ الʺʛاتʖ الʺʱʵلفة 
0sفعʙʻما   :نʨȞǽ     0

0 1x E x    

1sوعʙʻما   :نʨȞǽ         1
1

1
,

,

p
x E x p q

p q p q
 


   


  

         1

p
x E x

p q
  


  

2sوعʙʻما   :نʨȞǽ       
  

2
2

1

1

p p
x E x

p q p q



 

  
  

  
  وهʚȞا نʱاǼع Ǽالॼʶʻة لॽʁॼة العʜوم.

  ةȂʚ ʙؕʸوم الʚالع SM x ،:العلاقةǼ ىʢوتع  

         
1

11

0

1
1 132 6

,

S qP
SM x x E x x x dx

p q
          

0sفعʙʻما   :فإن     0 1M x   
1sوعʙʻما   :فإن     1 0M x   

:ȑة، أȄʜ ʛؗʺوم الʜاب العʶلة حʨهʶم العلاقة العامة لʙʵʱʶوم نʜة العॽʁॼة لॼʶʻالȃو  
2sفعʙʻما   :فإن       2 2 2

2 2 1M x E x E x      

       
     

2
2 2

1
x

p q
M x

p q p q


 
  

  

3sفعʙʻما   :فإن    3
3 3 1 2 13 2M x         
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   
     

 3 3

2
133 6

1 2

p q q p
M x

p q p q p q

 
 

    
  

6 -7 -8،ʙʡاʹʯة: : معامل الॽالعلاقة الآتǼ ىʢعȄو  

 
 

 
 

 3
3

2 1
134 6

2x

x q p P q
k

P q P q




  
  

  
  

qوعʙʻما تʨؔن  P  ،ʧʽʺॽال ʨʴاً نȄʨʱن ملʨȞǽ عȄزʨʱفإن ال  ʗأما إذا ؗانq P    فإن
) ʦرقـــ ʧʽلȞــʷال ʛـــʤـــار، انʶॽال ʨــʴـــاً نȄʨʱن ملʨـــȞǽ ــعȄزʨʱما 24-6)   و(23-6الʙـــʻوع .(

q P .ًاʛʣاʻʱن مʨȞǽ عȄزʨʱفإن ال  
مʨʴʱلاً عʨʷائॽاً خاضعاً لʨʱزȄع  Yإذا ؗان  x   فʛال  والʺعʳʺعلى ال ,a b  ـاʻفإن

، أY ȑنʶـॽʢʱع إʳǽــاد قــانʨن الʨʱزȄــع الاحʱʺــالي لـــ y  ــاداً علــىʺʱاع 
p q x   ʥوذلــ

  Ǽاسʙʵʱام الȄʨʴʱل الآتي:
 y a b a x     

  وȘʽʰʢʱȃ قانʨن تغʛʽʽ الʺʨʴʱلات نʙʳ أن:

   ,p q

dx
g y x

dy
   

1ومʧ الȄʨʴʱل نʙʳ أن:  1
y a b y

x
b a b a

 
   

 
yوأن   a

x
b a





  

   
1

y a b a x dy b a dx

dx

dy b a

     




  

 ʛʽود تغʙأما حy :ȑاوʶʱ0  ف

1

x y a

x y b

  
  

  

  وȃالʱعʠȄʨ في قانʨن تغʛʽʽ الʺʨʴʱلات، نʙʳ أن:

 
 

 
 

 
 

1 1

1 1
,

1 1
P q

P q
p q

y a b y
g y

b ab a b a

 

 

 
   

 
  

  Ǽالإصلاح نʙʳ أن:
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   
   

 

1 1

1

1

,

P q

P q

y a b y
g y

p q b a

 

 

  
 


  

  ǽأخʚ الȞʷل الآتي: yأȑ أن تʨزȄع 

)6-135( 
a y b : 

    
   1 1

1

,

1

,

0

P q

P q

p q

y a b y
P q b ay 

 

 
      



 

ʥا ذلʙع 

 ʘـــʽح,q P   ʖـــʶلفـــة حʱʵـــة مॽانॽالاً بȞع أشـــǼـــاʱا الʚهـــ ʦســـʛȄـــان، وॼجʨدان مʙـــان عـــʱثاب
,q P اضيȄʛقعه الʨقة، أما تǼاʶال الȞابهة للأشʷم ، E y  :ȑاوʶǽ  

         

 

   136 6

E y E a b a x E a b a E x

P
a b a

P q

aq bq
E y

P q

       

   



 



  

أو تॼايʻه  
2
y  :ȑاوʶǽ  

     

     
   

 
 

   
 

2

2 2

2

2

2
2

var var

var
1

137 6
1

y

y

y a b a x

Pb
b a x b a

P q P q

b a Pb

P q P q





     

    
  

 
 

  

   

  :2قانʦن تʦزȂع ؕاȏ مȁʙع  :8- 6

  :2مȁʙع  ؕاȏتعʃȂʙ قانʦن تʦزȂع  :1- 8- 6

ـــاً و  اً عʷـــʨائॽ مʴʱـــʨلاً  Xؗـــان  إذا ॼجʨم ʛʺʱـــʶـــالي ،اً مʺʱعـــه الاحȄزʨن تʨــان قـــان ـ معʢـــى  وؗ
  :الآتॽةǼالعلاقة 

)6 -138( 0x  

   

1
2 2

1 n x

n
x e

n

   
 


 

  
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 ذلʥ عʙا

 ٍʚئــʙʻل إن الʺ عʨل نقــʨــʴʱX ــعʹʵǽ  ــعȄزʨʱل 2 x بـــ n درجــة  ʥذلــ ʧعــ ʛــʰــة، ونعȄʛح
 ʜمʛــالǼ 2

nX x،  ʘــʽحn دʙح عــॽʴصــ  ،ʖجــʨم ʧعــ ʛــʰعǽــة درجــاتȄʛʴال ʥلʚلــ ،
  Ǽعʙد درجات الȄʛʴة. ʶǽnʺى 

حʘʽ أنو 
 2

n  
 

  ʨتؔامل ه  Ȍॽسʨغاما ب
2

n
p  .  

 تʨزȄع فإن n=2 وعʙʻما 2
2 x  ًاȄاوʶح مॼʸǽ عȄزʨʱالأسي لل   1 2

2

x

f x e


.  

خʦاص تʦزȂع  :2- 8- 6 2
n x:  

ـ إن:  1   2 0nf x x   

                           ـ وأن:  2
1

2 2

02

1
1

2
2

n x

n x e dx
n

    
   

   
 

  

  أن: نفʛضللʛʰهان 

2 2
2

x
u x u dx du      

0    أما حʙود الʱؔامل فॼʱقى لأن: 0x u

x u

  
 

  

ʠȄʨعʱالȃو :ʙʳن  

  1
2

02

1
2 2

2
2

n
u

n u e du
n


   

   
 

  

  ات الȄʛاضॽة نʙʳ:الإصلاح وȃإجʛاء
1

2

0

1 1
1

2
2 2

n
u n

u e du
n n


                  

   

  

وȃالآتي فإن    2
nf x x عǼل تاʱʺǽ  لʨʴʱʺة للॽالʺʱافة احʲؗX.  
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: الȜʵل الॻʮاني لـ 3- 8- 6 2
n x:  

  ، ومʧ هʚه الأشȞال:nأشȞالاً بॽانॽة مʱʵلفة حʖʶ درجة الȄʛʴة  Xيʛسʦ قانʨن تʨزȄع 

  
) ʦل رقȞʷ25-6ال(  

  

: تاǺع الʦʯزȂع الاحʸʯالي 4- 8- 6 F X :  

     
1

2 2

02

2

1
139 6

2

Px n x

P n

n

F x P X x x e dx
 

 
 
 

     


   

وȄعʻʽʢا هʚا الʱاǼع الاحʱʺالي   PP X x.  
إلا أن الاحʱʺـــال الأكʲـــʛ أهʺॽـــة هـــʨ الاحʱʺـــال الآتـــي:  PP X x  ʧمـــ ʖـــʶʴǽ ȑʚوالـــ

  العلاقة:

   
1

2 2

2

2

1
140 6

2 P

n x

P on
x

n

P X x x e dx P


 

 
 
 

     


   

الاحʱʺال الʺʶاحة الʺʤللة على الʷـȞل الॽʰـاني  ȐʨʱʶʺǼ الʙلالة، وʲʺȄل هʚا  oPوتʙعى 
  الآتي:
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) ʦل رقȞʷ26-6ال(  
) تॽʰʢقـــات إحʸـــائॽة هامـــة فـــي مʳـــال اخॼʱـــار 140-6وللاحʱʺـــال الـــʨارد فـــي العلاقـــة (
.ʙاحʨاه الʳات ذات الاتॽضʛالف  

 ʦॽـــʀ وأنpx  ب ʥـــاب، وذلــــ ʱؔال ʛــــآخǼ Șــــʴاول خاصــــة فـــي الʺلʙــــى فـــي جــــʢلالــــة تعʙn 
  . oPدرجات الȄʛʴة، ومȐʨʱʶ الʙلالة 

  ):11-6مʰال (

0.05عʙʻما:  pxأوجॽʀ ʙʺة  , 20oP n .  
0.10عʙʻما:  pxأوجॽʀ ʙʺة  , 30oP n .  

  
  الʲل:

Ǽاʱل Șʴول الʺلʙʳال ʧع مȄزʨʱع ال 2
n x :أن ʙʳن  

 0.05 0.050.05 31.41P X x x     
ʚلʥ أǽʹاً:   وؗ

 0.10 0.100.10 40.256P X x x     

6 -8 -5:ʥايॺʯة والȂʚ ʙؕʸال ʤॻɿال :  

  قعʦʯاضيالȂʙال  E x : :العلاقةǼ ىʢعȄو  

   

 

1
2 2

02

1 1
2 2

02

1
141 6

2
2

1

2
2

n x

n

n x

n

E x x x e dx
n

E x x e dx
n


 

     
 

    
  
 

  
  
 




  

ʛ    2ض أن:ǼالʺʱاǼعة Ǽالʛʰهان نف 2
2

x
u x u dx du        

0أما حʙود الʱؔامل الʙʳيʙ فॼʱقى نفʶها 0x u

x u

  
 
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  وȃالʱعʠȄʨ نʙʳ أن:

    1 1
2

02

1
2 2

2
2

n
u

nE x u e du
n

     
    

  
 

  

  وȃإجʛاء الإصلاحات الȄʛاضॽة نʙʳ أن:

 

   

1
2

2

2 2
1

2 2 2
2

22

142 6

n

n

n n n
E x

nn

E x n


                       

 

  

  .nأȑ أن الʨʱقع الȄʛاضي ʶǽاوȑ عʙد درجات الȄʛʴة 
 ʥايॺʯال  

2
x ،:العلاقةǺ ىʠعȂو 

   2 2
2 1 143 6x      

 
 

12 2 2
2

02

2 1
2 2

02

1

2
2

1
144 6

2
2

n x

n

n x

n

x x e dx
n

x e dx
n




 

     
 

   
  
 

   
  
 




  

2نفʛض أن:                               2
2

x
u x u dx du      

:ʙʳن ʠȄʨعʱالǼ ،هاʶؔامل نفʱود الʙوح  
  

   
2 1

2

2

02

1
2 2 145 6

2
2

n

u
n u e du

n


   
 


    

  
 

  

  ت الȄʛاضॽة نǼ:ʙʳإجʛاء الإصلاحا
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 2
2

4
2 2 1 2 146 6

2 2
2

n n
n n n

n
                   

 
  

  ومʻه ʨȞǽن:

 

   

2 2 2

2

2

2 147 6

x

x

n n n

n





  

 
  

  أȑ أن الॼʱايʶǽ ʧاوȑ ضعف عʙد درجات الȄʛʴة.
:ȑاوʶॽɾ ȑارॽɻʺاف الʛʴأما الان  

                             2 148 6x n    

: الʯاǺع الʦʸلʗ للعʚوم 6- 8- 6 x t ،:ةॽالعلاقة الآتǼ ىʢعȄو  

     
1

22

02

2

1
1

2 2

02

2

1
149 6

2

1

2

nx
tx tx

x n

n

nt x

n

n

t E e e e x dx

e x dx




 
 
 

     
 

 
 
 

        


  





  

  ولʺʱاǼعة الʛʰهان نفʛض أن:
1 1 1

1 12
2 2

x t u x u dx du
t t

         
   

   

  ǼالʱعʠȄʨ نʙʳ أن:
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 

 

 

     

1
2

1
02 2

1
2

02
2

2

2

1 1 1
112
22 2

1

1
2 1 2

2 2

1 2

2
2

1 2 150 6

n
u

x n n

n
u

n
n

n

n

x

t e u du
n t

t

u e du
n

t

t n
n

t t







 





    
              

   
          

        
 

   




  

  .Xوهʨ الʱاǼع الʺʨلʙ للعʜوم للʺʨʴʱل 
0tة، ومــʧ ثــʦ جعــل عــʙة مــʛات مʱʱالॽــ tوȃاشــʱقاق الʱــاǼع الʺʨلــʙ للعــʜوم Ǽالʶʻــॼة لـــ     ،

نʸʴل على العʜوم الابʙʱائॽة  S x  :ȑلفة، أʱʵʺال ʖاتʛʺال ʧم  
0sفعʙʻما   :فإن     

0
1x t

t


   

1sوعʙʻما   :فإن       '
10x t

t x n


    

2sوعʙʻما   :فإن       '' 2
20

2x t
t x n n


     

3sوعʙʻما   :فإن       ''' 3 2
30

6 4x t
t x n n n


      

  وهʚȞا نʱاǼع Ǽالॼʶʻة لॽʁॼة العʜوم الابʙʱائॽة مʧ الʺʛاتʖ الʺʱʵلفة.
Ȅʜة  ʛؗʺوم الʜة للعॼʶʻالǼ أما SM x  :العلاقة العامة Șʰʢا نʻفإن  

     151 6
S

SM x E x E x      
0sفعʙʻما                            :فإن    0

0 1M x E x E x      
1sوعʙʻما                           :فإن    1

1 0M x E x E x      
2sوعʙʻما            :فإن       2 2

2 2 1M x E x E x x x        

   2 2 2
2 2 2x M x n n n n       

3sوعʙʻما        :فإن    3 3
3 3 1 2 13 2M x E x E x                     
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 3 2 2 36 8 3 2 2 8n n n n n n n n        
ʧم Ȑʛة الأخȄʜ ʛؗʺوم الʜة العॽʁॼة لॼʶʻالǼ عǼاʱا نʚȞوه  ʖاتʛʺلف الʱʵمS.  

6 -8 -7 :ʙʡاʹʯة:: معامل الॽالعلاقة الآتǼ ا الʺعاملʚى هʢعȄو  
 
 

 3
3

152 6

8 4

2 2 2

x

M x
K

n
K

n n n


 

 


  

0Kوهʻا نلاحȎ أن    أنـه ؗلʺـا Ȏـا نلاحـʺؗ .ʧʽـʺॽال ʨʴن ȑʨʱع ملȄزʨʱالآتي فإن الȃو ،
تي فـإن الʨʱزȄـع ǽقʱـʛب مـʧ مـʧ الʸـفʛ، وȃـالآ kؗلʺا اقʱـʛب  nازداد عʙد درجات الȄʛʴة 

.ʛʣاʻʱال  
  نȂʙʢات هامة:: 6-8-8
1  ʗ1ـ إذا ؗان 2 3, , ,.... ,...,i nX X X X X   ـان مʴʱـʨلات عʷـʨائॽة مʶـʱقلة مʻʲـى مʻʲـى، وؗ

 ʧــــ ــــل مـــ ــــع   iXكـــ ــع للʨʱزȄـــ ʵǽʹـــــ 2 x   ـــ ــــة،   inوȃـــــ ــــة حȄʛـــ ـــا: درجـــ ـــــإن مʨʺʳعهــــ فــ

1

n

i
i

X X


   عȄزʨʱن خاضعاً لʨȞǽ2  بـ
1

n

i
i

n

 .ةȄʛدرجة ح  

1ـ إذا ؗــان  2 2,X X   لʨــʴʱʺــان ال ʵǽʹــع لʨʱزȄــع  1Xمʴʱــʨلان عʷــʨائان مʶــʱقلان، وؗ
 

1

2
nX x  لʨــــʴʱʺـــان ال ـ 1، وؗ 2X X X   ــــعȄزʨʱــــع لʹʵǽ2   ـــ درجــــة حȄʛــــة،   nوȃــ
 ʘʽ1حn n  2، فإنX  عȄزʨʱع لʹʵǽ2  ـȃ2و 1n n n    .ةȄʛدرجة ح  

مʨʴʱلاً عʨʷائॽاً ʵǽʹع للʨʱزȄع الॽʰʢعـي الʺॽɻـارX  ȑـ إذا ؗان  3 0,1N   عـهȃʛفـإن م
  بʙرجة حȄʛة واحʙة. ʨȞǽ2ن خاضعاً للʨʱزȄع 2Xالʺʨʴʱل 

فʙʳʻ أن: نʙʵʱʶم Ȅʛʡقة تغʛʽʽ الʺʨʴʱل الʙʮهان:  
2

2
1

2

x

f x e



  

2وأن:                              1

2
y X x y dx dy

y
       

1

2

dx

dy y
  

  نعʨض في قانʨن تغʛʽʽ الʺʨʴʱلات الʺʻʱاʛʣة فʙʳʻ أن:
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 
1 1

1
2 2 2

1

2

1 1 1
2

12 2
2

2

y
y

g y e y e
y

  
     

  
 

  

وهʨ تʨزȄع    2
1g y x.  

4  ʗــــ 1ـ إذا ؗان 2 3, , ,........, nX X X X  هـــــاʻــــان ؗــــل م مʴʱــــʨلات عʷــــʨائॽة مʶــــʱقلة، وؗ
 ȑـارॽɻʺعـي الॽʰʢع الȄزʨʱع للʹʵǽ 0,1N   لʨـʴʱʺفـإن الX عʨـʺʳم ʧعـ ʛـʰعǽ ȑʚالـ ،

  :ȑعاتها، أȃʛ2م 2 2 2
1 2 3 ........ nX X X X X      

  درجة حȄʛة. nبـ  ʵǽ2ʹع لʨʱزȄع 
ـــــان  5 ـــــام   Xـ إذا ؗـــ ــــي العـــ ــع الॽʰʢعــــ ــــ ــع للʨʱزȄــ ــــ ــــʨائॽاً ʵǽʹــ ــــʨلاً عʷــــ مʴʱــــ 2,N   

فإن:
2

x
Y



   

 
  بʙرجة حȄʛة واحʙة. ʨȞǽ2ن خاضعاً لـ  

ـــʚلʥ إذا ؗـــان: 1وؗ 2 3, , ,........, nX X X X  ʨʱقلة وخاضـــعة للʱـــʶة مॽائʨـــʷلات عʨـــʴʱـــع مȄز

 2,N    :فإن
2

1

n
i

i

x
Y




   
 

  ن خاضعاً لـʨȞǽ2  بـn .ةȄʛدرجة ح  

ـــــان  6 ــــ ــــ ـــ  Xـ إذا ؗــ ــــ ــــ ــــ ـــعاً لـ ــــ ــــ خاضــــ P x  :ــــإن ــــ ــــ 2Yفـــ X   ًـــعا ـــ ــــ ــــ ــــʨن خاضـ ــــ ـــ   Ȟǽــــ
لـ:  2

2P y.  
  الʙʮهان:

هX                       :ʨنعلʦ إن تʨزȄع  
 

11 P x
P

P

x x e    


  

1للʛʰهان نʹع:              1 1
2

2 2 2

dx
y x x y dx dy

dy
        

        وȃالʱعʠȄʨ نʙʳ أن:    dx
g y f x

dy
   

   

   

1 1
1 2

1 2

1 1 1

2 2

1

2

P
yP

y
P

P

g y y e
P

g y y e
P






        

  

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2     ونلاحȎ أن:                                      
2

n
n P P     

ومʻه:                                                     2
2

xg y P  

6-9 ʕʹديʦʻʯع سȂزʦن تʦقان :T:  
6 -9 -1: ʕʹديʦʻʯع سȂزʦن تʦقان ʃȂʙتع :  

ان قانʨن تʨزȄعه معʢى Ǽالعلاقة: Xإذا ؗان    مʨʴʱلاً عʨʷائॽاً مʛʺʱʶاً، وؗ
  

)6-153( 
X    

1
2 2

1
2

1

2

kk
x

k kk




            
 

  
   kf x T x



  



 

ʥا ذلʙ0  ع  

درجــة حȄʛــة، ونعʰــʛ عــk  ʧبـــ ʵǽTʹــع لʨʱزȄــع ســʨʽʱديX  ʗʻعʙʻئــʚ نقــʨل إن الʺʴʱــʨل  
 ʜمʛالǼ ʥذل : kX T x   :ʘʽحk ʴد درجات الʙع ʧع ʛʰعǽ ʖجʨح مॽʴد صʙة.عȄʛ  

  : خʦاصه:2- 9- 6

ـ إن:                                                     1  0kT x    

ـ وȂن:                                              2  1f x dx




   

 
   

   
1

2

0

21
2

0 2

2

2 1 1

k

k k

k

k

T x dx T x dx

x
dx

kk



 



 

  

  
     

 



   

  للʛʰهان نفʛض أن:



- 338  -  

 

2
2

2

1

1

1

2 1

x
u ku k x

k

x ku k k u

x k u

k
dx du

u

    

   

   




   

  وعʙʻما:
0 1x u

x u

  
 

  

  ) وȂجʛاء الاخʸʱارات نǼ1:ʙʳالʱعʠȄʨ في (

   
 

   
1

2

1 1
2 2

12

1 2
k

k

k
f x dx k u u du

k


 





   

   

  نفʛض أن:ولʺʱاǼعة الʛʰهان 

 2

1 1

1
1

1

u
v u

u v

du dv
v


  






   

  أما حʙود الʱؔامل الʙʳيʙ فॼʸʱح ؗʺايلي:
1 0

1

u v

u v

  
 

  

  ) فʙʳʻ:2نعʨض في (
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   
 

 
 

     

 
 

 

 
 

 

 
 

   
 

1
2

1
2

2

1
11 22

02

1 11 1
22 22

02

1 11 112 2

02

1
2 1

2 2

2

1 1
2 2 2 2

1
2 22

1 1

1 1 1

1 1 1

1

,

1

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k
k

k

k k

kk

v
f x dx k dv

v v vk

k v v v v dv
k

k v v dv
k

k
k

k

k
















  



  

 



                 


       

 


    

 


   

 

     
  

   

 



  

 ʦسʛȄو kT x   ʦॽʀ ʖʶʴǼ لفةʱʵة مॽانॽالاً بȞأشk :ة ؗʺايليȄʛʴد درجات الʙوع  

  
) ʦل رقȞʷ27-6ال(  

6 -8 -3:ʥايॺʯة والȂʚ ʙؕʸال ʤॻɿال :  

  اضيȂʙقع الʦʯال E x :  
  ʶǽاوȑ الʸفʛ، أʨT :ȑدنʗ الʵاضع لʨʱزȄع سX ʱإن الʨʱقع الȄʛاضي للʺʨʴʱل 

   0 154 6E x     
وȃʺا أن الʱاǼع  f x  :ه فإنʻات ومॽاثʙأ الإحʙʰʺة لॼʶʻالǼ ʛʣاʻʱم   f x f x    

  ʥايॺʯال 
2
x:  

 ʧايॼى تʢعȄوX  عȄزʨʱاضع لʵالT :العلاقةǼ  

    2 , 2 155 6
2x

k
k

k
   


  

:ȑاوʶǽ ȑارॽɻʺاف الʛʴه فإن الانʻوم  
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  2x

k

k
 

  

1kعʙʻما     عȄزʨفإن تt :ل الآتيȞʷح على الॼʸǽ  

     1 2

1
, 156 6

1
T x x

x
     


   

1kوʙȄعى هʚا الʨʱزȄع بʨʱزȄع ʨؗشي، وهʨ حالة خاصة مʧ تʨزȄع سـʨʽʱديʗʻ عʻـʙما   
  . وأن تʨقعه ʶǽاوȑ الʸفʛ وتॼايʻه غʛʽ معʛوف.

: تاǺع الʦʯزȂع 4- 9- 6 F X:  

  إن تاǼع الʨʱزȄع ǽعʢى Ǽالعلاقة الآتॽة:

       157 6
Px

P kF X P X x T x dx


      

:ʨة هॽʺأه ʛʲال الأكʺʱالاح ʧؔول  

     158 6
P

P k

x

P X x T x dx


     

  فإنʻا نP  :ʙʳ) مʶاوȄة لـ 158-6وȂذا وضعʻا العلاقة (

     159 6
p

P k

x

P X x T x dx P


      

  تعʛʰ عʧ مȐʨʱʶ الʙلالة والʺʻʽʰة على الȞʷل الॽʰاني الآتي: Pوأن 

  
) ʦل رقȞʷ28-6ال(  

إذا ؗانʗ درجات الȄʛʴـة معلʨمـة،   pxمʙʴدة فإنʻا نॽʢʱʶع إʳǽاد ॽʀʺة  Pوعʙʻما تʨؔن 
  : الʱي تʴقȘ العلاقة pxل الʺʨجʨدة في الʺلȘʴ، الʱي تعʻʽʢا ʦॽʀ مʧ خلال الʙʳاو 
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 PP X x P   
فʺʲلاً، إذا ؗان:                                   0.05 0.05P X x   

انʗ درجات الȄʛʴة:  15kوؗ   
ʳال ʧم ʙʳا نʻاول:                     فإنʙ   0.05,15 0.05,15 1.753x t   

ــــʨارد فـــــي العلاقـــــة ( ـــار 159-6إن للاحʱʺـــــال الـ ـــي مʳـــــال اخॼʱــ ـــائॽة فــ ) تॽʰʢقـــــات إحʸــ
 ʖانʳائي الʻار ثॼʱقة. أما إذا ؗان الاخʲالات الʳاد مʳǽȂو ʙاحʨاه الʳات ذات الاتॽضʛالف

  فإنʻا نʙʵʱʶم العلاقة:

     1 160 6
t

S

x

S t k

x

P x X x T x dx         

ـــالي نʴॼـــʘ فـــي الʳـــʙاول الإحʸـــائॽة عـــॽʀ ʧʺـــة  ʱالȃو
2

t  ـــةȄʛʴرجات الʙوالʺقابلـــة لـــk ،

ولʺʶـــȐʨʱ دلالـــة 
2

P


 ، أن ȑأ   ارʙقـــʺǼ ـــعȄزʨʱي الʰزع علـــى جـــانʨـــʱت
2

  ʧـــȞʺȄو ،

  ʢʻقʧʽʱ الʺʤللʧʽʱ على الȞʷل الॽʰاني الآتي:بॽان ذلǼ ʥالʺ

  
) ʤل رقȜʵ29-6ال(  

20kعʙʻما   PXفʺʲلاً، ماهي ॽʀʺة    :نʨȞǽ ʘʽʴǼ  
 
   

   
   

     0.025,20 0.025,20

0.95

0.95

1 0.95

1 2 0.95 2 0.05

0.025 2.086

P P

P P

P P

P P

P

P x X x

P X x P X x

P X x P X x

P X x P X x

P X x x t

   

    

    

     

    

  

وȃالʱالي فإن:                        2.086 2.086 0.95P X     
  ملاحʢات:
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1  :ȑة أʛʽــات صــغʻʽم العʨــʳن حʨما تؔــʙــʻع ʗʻديʨʽʱــع ســȄزʨن تʨقــان Șــʰʢǽ 30ـk   ،
وȃاعॼʱــار أن الʨʱزȄــع مʻʱــاʛʣ حــʨل الʨʱقــع الȄʛاضــي   0E x   ــعȄزʨفــإن ت ،T  ʧــȞʺǽ

 ȑــارॽɻʺعــي الॽʰʢــع الȄزʨʱــه إلــى الॼȄʛتق 0,1N ʥن  ، وذلــʨما تؔــʙــʻ30عk  ماʙــʻوع .
ʛʽʰؗkة جʙاً، أk  ȑتʨؔن    :فإن  

             0,1kT x N  
وȃالʱالي فإن:                                                   0E x     

 
2 1x    

مʴʱـــʨلاً عʷـــʨائॽاً ʵǽʹـــع للʨʱزȄـــع الॽʰʢعـــي العـــام  Xـ إذا ؗـــان  2 2,N   ʛيʙقـــʱول ،
30nو  nنʶـــʖʴ عʻʽـــة مـــʧ هـــʚا الʺʱʳʺـــع ʳʴǼـــ   ʦمʨʱســـȌ الʺʱʳʺـــع    ʖـــʶʴون ،

  ʘʽ:ح xمʨʱسȌ العʻʽة 

1

n

i
i

x
x

n



   

  .ونعʛʰʱه تقʙيʛاً لʺʨʱسȌ الʺʱʳʺع 
 Ȍسʨʱʺقة للʲال الʳاد مʳǽإ ʙʻوع :ارʙم الʺقʙʵʱʶا نʻفإن  

 161 6
/

x
t

s n


    

ʵǽ1nʹع لʨʱزȄع سʨʽʱدنʗ بـ  tوأن الʺقʙار  k   .ةȄʛدرجة ح  
 ʘʽحs :العلاقةǼ فʛة والʺعʻʽح للعʴʸʺال ʧايॼʱر الʚج ʧم ʖʶʴت  

2 2

1

1
( )

1

n

i
i

S x x
n 

 
    

  ـ Ǽʺا أن الʨʱزȄع مʻʱاʛʣ حʨل الʨʱقع، فإن: 3

   , 1 162 6k kt t      

  :F: قانʦن تʦزȂع ʙʵॻɼ أو تʦزȂع 6-10
  :F: تعʃȂʙ قانʦن تʦزȂع 1- 10- 6

ان قانʨن تʨزȄعه معʢى Ǽالعلاقة الآتॽة: Xإذا ؗان    مʨʴʱلاً عʨʷائॽاً مʨجॼاً ومʛʺʱʶاً، وؗ
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)6-163( 
0 x  

 
       2 2 2 12

2 2

1
k k m k

k m
k k
m mk m

x x


 
   

 
 

   ,k mf x F x


  



 

ʥا ذلʙ0  ع 

 ʘʽحm, k .ةȄʛʴي الʱدرج ʧان عʛʰعǽ انॼجʨان مʴॽʴدان صʙع  
درجــات حȄʛــة، ونعʰــʛ عــm, k  ʧبـــ ʵǽFʹــع لʨʱزȄــع ʷॽɾــX  ʛعʙʻئــʚ نقــʨل أن الʺʴʱــʨل 

 :ʜمʛالǼ ʥذل ,k mX F x .  
  خʦاصه:

ـ إن:                                                      1 , 0k mF x   

ـ وȂن:                                               2 ,

0

1k mF x dx


  

، وʷȃــȞل عــام يʛســʦ الʷـــȞل m, kوʛȄســʦ أشــȞالاً بॽانॽــة مʱʵلفــة حʶــʖ درجʱــي الȄʛʴــة 
  الॽʰاني الآتي:

  
  )30-6الȜʵل (

:ȑاوʶॽɾ اضيȄʛقعه الʨأما ت  

   , 2 164 6
2

m
E x m

m
  


   

 :ȑاوʶǽ هʻايॼوت  

 
 

   
 

2
2

2

2 2
, 4 165 6

2 4
x

m k m
m

k m m


 
  

 
  

: تاǺع الʦʯزȂع 2- 10- 6 F X:  

إن تاǼع الʨʱزȄع  F X :ةॽالعلاقة الآتǼ ىʢعǽ  
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       .

0

166 6
PF

P k mF x P X F F x dx       

:ʨة هॽʺأه ʛʲال الأكʺʱالاح ʧؔول  

     . 167 6
P

P k m

F

P X F F x dx


     

  فإنʻا نP :ʙʳ) مʶاوȄة لـ 167-6وȂذا وضعʻا العلاقة (

     . 168 6
P

P k m

F

P X F F x dx P


      

  Ȑʨʱ الʙلالة والʺʻʽʰة على الȞʷل الآتي:تعʛʰ عʧ مP ʶوȂن 

  
) ʤل رقȜʵ31-6ال(  

حʖʶ درجات الȄʛʴـة مـʧ خـلال   PFمʙʴدة فإنʻا نॽʢʱʶع إʳǽاد ॽʀʺة  Pوعʙʻما تʨؔن  
.Șʴدة في الʺلʨجʨʺاول الʙʳال  
20عʙʻما تʨؔن   0.01Fفعلى سʽʰل الʺʲال، أوجॽʀ ʙʺة  , 14m k  .  

  نF :ʙʳمʧ الʙʳاول الʺلʴقة والʵاصة بʨʱزȄع 

 0.01 14,20 3.132F   
  هʨ أن: Fومʧ خʨاص تʨزȄع 

   
 

1

1
, 169 6

,
F k m

F m k


    

1Fوتʙʵʱʶم العلاقة الأخʛʽة عʙʻما نʨؔن ʴǼاجة لʶʴاب ॽʀʺة    ʧمF.  
20نʙʴد درجات حȄʛة   0.95Fفعلى سʽʰل الʺʲال، أوجॽʀ ʙʺة  , 14m k  .  
:ʙʳة نʛʽالعلاقة الأخ Șʽʰʢʱȃو  

   0.95
0.05

1 1
14,20 0.418

20,14 2.39
F

F
    
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وتʙʵʱʶم الʙʳاول الʺʨؗʚرة في مʳال اخॼʱار الفʛضॽات وتʴلʽـل الॼʱـايʧ وȂنʷـاء مʳـالات 
  الʲقة.

  ملاحʢات:
مʨʴʱلاً عʨʷائॽاً ʵǽʹع لʨʱزȄع X   ʛʷॽɾـ إذا ؗان  1 .k mF x   ـعȄزʨʱا الʚى هـʻʴʻفإن م

  . ॼʷǽ2ه مʻʴʻى تʨزȄع 
2  ʗانــ 2ـ إذا ســʻʰʴا عʱʻʽــʧʽ مــʧ مʱʳʺــع واحــʙ، وؗ 2

2 1,S S   ʖــʽتʛʱعلــى ال ʧʽــʱʻʽــا العʻايॼت
 :ʘʽ2ح 2

2 1S S :ارʙفإن الʺق  

 
2

1
2
2

1 170 6
S

F
S

    

2بʙرجات حȄʛة  ʵǽFʹع لʨʱزȄع  11 , 1m n k n   .  
2وأن  2

1 2,S S :ʧʽʱالعلاق ʧان مॼʶʴǽ  
1 2

2 2 2 2
1 21 1 2 2

1 11 2

1 1
( ) , ( )

1 1

n n

i i
i i

S x x S x x
n n 

   
    

3  ʦـــʳʴǼ ʧʽـــʽعॽʰʡ ʧʽعـــʺʱʳم ʧمـــ ʧʽـــʱʻʽا عʻʰʴ2ـ إذا ســـ 1,n n  اتهʺاʢســـʨʱم ʗانـــ ، وؗ
2 1,X X  اتهʺاʻايॼ2، وت 2

2 1,S S  ان 2على الʛʱتʖʽ وؗ 2
2 1S S :ارʙفإن الʺق  

 
2 2

1 1
2 2
2 2

/
171 6

/

S
F

S




   

2بʙرجات حȄʛة  ʵǽFʹع لʨʱزȄع  11 , 1m n k n   .  

  نʦن الʦʯزȂع الॻʮʠعي اللʦغارʸʯȂي:: قا6-11
ــع الॽʰʢعــــي العــــام  ــــع مــــʧ الʨʱزȄــ Ȅزʨʱا الʚج هــــʛʵʱــــʶȄو 2,N   ضʛــــʱنف ʥلʚــــ  X، ل

خاضعاً للʨʱزȄع  2,N   وأن ،Y  ʦॽʁǼ Ȍॼتʛائي مʨʷل عʨʴʱمX  العلاقـةǼ ةॼجʨʺال
  اللʨغارॽʺʱȄة الآتॽة:

: 0xy e x   

xفʙʳʻ أن:  XنY  ʖʶʴولإʳǽاد تʨزȄع  n  أن ʙʳها نʻ1، ومdx

dy y
.  



- 346  -  

eولʻفʛʱض أن  m  أن ʙʳن ʥلʚȃو ،n  .  
  وȘʽʰʢʱȃ قاعʙة تغʛʽʽ الʺʨʴʱلات نʙʳ أن:

   

 

 

2

2

1

2

1

2

1 1

2

1

2

x

n y n m

dx
g y f x

dy

g y e
y

g y e
y






 

 

   
 

   
 



  

 


 

  

  ǽعʢى Ǽالعلاقة: xوȃالʱالي فإن قانʨن الʨʱزȄع اللʨغارʱȄʺي لـ 

)6-172(  : 0y   

2

1

21

2

0

y
n

m

eg y y


 

 
 

  
 


   




 

ʥا ذلʙع 

  وهʨ يʛسʦ الȞʷل الॽʰاني الآتي:

  
) ʤل رقȜʵ32-6ال(  

                         :ȑاوʶǽ اضيȄʛقعه الʨن تȂو 
2

2E y m e


   

                                           :ȑاوʶǽ الهʨʻن مȂ2و

m
Mo

e
  

                                            :ȑاوʶǽ هʢॽن وسȂوMe m  
                            :ȑاوʶǽ هʻايॼن تȂو 

 2 22 2 1y m e e      

Ȃن العʜم الابʙʱائي الʛائي ǽعʢى Ǽالعلاقة:                و 
2 2

2.
r

r
r m e



   
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  : قانʦن تʦزȂع (إيʙلانغ):6-12
وهʨ حالة خاصة مʧ تʨزȄع    

P x  نʨȞǽ ماʙʻعP  ȑاوʶȄاً. وॼجʨاً مʴॽʴداً صʙع
P mʱة الʺॽʀ أن ʙʳها نʙʻؔامل ، وع P :ȑاوʶت  

     1 !P m m      
  وهǽ ʨعʛف Ǽالعلاقة:

)6 -173(  
: 0x  

   

1

1 !
0

m x

m

x e
f x m

  
 


 
ʥا ذلʙع 

  وهʨ يʛسʦ الȞʷل الآتي:

  
) ʤل رقȜʵ33-6ال(  

                            :ȑاوʶǽ اضيȄʛقعه الʨن تȂو     E x m  
                                            :ȑاوʶǽ هʻايॼن تȂو 

2
x m   

                                        :ȑاوʶǽ الهʨʻن مȂ1وMo m   

وȂن الʱاǼع الʺʨلʙ للعʜوم الابʙʱائॽة:        
 

 1
1

1
mt t

t
  


  

  : قانʦن تʦزȂع ʦؕشي:6-13
1Kوهــʨ حالــة خاصــة مــʧ تʨزȄــع ســʨʱديʗʻ عʻــʙما    العلاقــةǼ ــىʢعǽ أنــه ʙــʳن ʘــʽح

  الآتॽة:

   
2

1 1
174 6

1
f x x

x
      


  

  وهʨ يʛسʦ الȞʷل الॽʰاني الآتي:
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) ʤل رقȜʵ34-6ال(  

 ȑــاوʶǽ اضــيȄʛقعــه الʨن تȂو  0E x  نȂلي، وʨــاقʷر الʨــʴʺة للॼــʶʻالǼ ʛʣــاʻʱنــه مȂو ،
  تॼايʻه غʛʽ معʛوف. وهʚا ماجعل تॽʰʢقاته مʙʴودة.

6-14:ʦʯȂارǺ عȂزʦن تʦقان :  
وهǽ ʨعʛف على الʺʳال  1, ًاॼجʨاً مʙاً واحʢॽوس  ʧʺʹʱȄو ،k العلاقـةǼ ـىʢعȄو ،

  الآتॽة:

)6 -175(  
1 x    

 1

0

kk x
f x

  
 


 
ʥا ذلʙع 

  وهʨ يʛسʦ الȞʷل الॽʰاني الآتي:

  
) ʤل رقȜʵ35-6ال(  

                          :ȑاوʶǽ اضيȄʛقعه الʨن تȂو 
1

k
E x

k



  

ʶǽاوr        :ȑوȂن العʜم الابʙʱائي مʧ الʺʛتॼة  
r

k
k r

k r
  


   

          :ȑاوʶǽ هʻايॼن تȂو 
2

2 2
2 1

k k
k

k k
         

    
  

  : قانʦن الʦʯزȂع الʗʯʸرج:6-15
وهǽ ʨعʛف على الʺʳال  0,1 :ةॽالعلاقة الآتǼ ىʢعȄو  
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)6 -176(  
0 x 

 
1

0

kk x
f x

 
 


 ʥا ذلʙع 

  الآتي:وȂنه يʛسʦ الȞʷل الॽʰاني 

  
) ʤل رقȜʵ36-6ال(  

                         :ȑاوʶǽ اضيȄʛقعه الʨن تȂو 
1

k
E x

k



  

                         :ȑاوʶǽ هʻايॼن تȂو
   

2
2

1 2

k

k k
 

 
  

                    :ȑاوʶǽ ائيʛائي الʙʱمه الابʜن عȂوr

k

k r
 


    

6-16 Ȏʙغʶة الʸॻɿع الȂزʦن تʦقان :Min:  
وهـــǽ ʨعــــʛف عــــʧ ؗامـــل الʺʳــــال  ,  Ȑʛــــغʸــــة الʺॽʁة للʙان: واحــــʱغॽولــــه صـــ ،

Min Ȑʛʰؔة الʺॽʁلل Ȑʛوأخ ،Max ةʺॽʁالǼ اصʵع الȄزʨʱن الʨض قانʛعʱʶʻا سʻا هʻنȂو .
 ȐʛغʸالMin  Ȍॽسʨال ȑذa :ةॽالعلاقة الآتǼ فʛعǽ ȑʚوال ،  

 
 

 177 6
x ax a ef x e e x
         

  وهʨ يʛسʦ الȞʷل الॽʰاني الآتي:

  
) ʤل رقȜʵ37-6ال(  

                    :ȑاوʶǽ اضيȄʛقعه الʨن تȂو  0.57721E x a   
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                                            :ȑاوʶǽ الهʨʻن مȂوMo a  

                                      وȂن تॼايʻه:             
2

2 


  

6-17 Ȏʙʮؒة الʸॻɿع الȂزʦن تʦقان :(Max):  
 Ȑʛʰؔة الʺॽʁالǼ اصʵع الȄزʨʱن الʨل على قانʨʸʴللMax Șـابʶـع الȄزʨʱل في الʙʰʱʶن ،

  فʸʴʻل على مايلي: (x-)بـ  xكل 
   178 6

x ax a eg x e e x
            

  ॽʰاني الآتي:وهʨ يʛسʦ الȞʷل ال

  
) ʦل رقȞ38- 6ش(  

                     :ȑاوʶǽ اضيȄʛقعه الʨن تȂو  0.57721E x a   
                                             :ȑاوʶǽ الهʨʻن مȂوMo a  

وتॼايʻه:                                                       
2

2 


  

  : قانʦن تʦزȂع وايʦʮل:6-18
ــــʨل  ــــ ـــ ــــʧ الʺʴʱــ ــــ ـــ ــــʨل عــ ــــ ـــ ــ ــــʨل  Xنق ــــ ـــ ــ ʰـــــع واي ــــ ـــ ـــع لʨʱزȄـ ــــ ــــ ـــــه ʵǽʹــ ــــ ــــ ـــــه  Wإن ــــ ــــ ــــʜ ل ــــ ـــ   ونʛمــ

بـ  ,p qW x  اليʺʱعه الاحȄزʨن تʨإذا ؗان قان f x :العلاقةǼ ىʢمع  
  

)6 -179( 
0x  

   
 1

,
0

p
P kx

p q

pkx e
f x W x

    


 
ʥا ذلʙع 
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 ʘʽح,k P   لʨʴʱʺال ʧع ʛʰان، ونعॼجʨدان مʙعX  عȄزʨʱاضع لʵالW  ل الآتـيȞʷالǼ
 ,X W P K ʘʽح ،,k P :ل الآتيȞʷال ʦسʛي ʨان وهǽدʙان عʢॽوس  

  
  )39- 6شȞل (

1pـ عʙʻما   :ل الأسي الآتيȞʷح على الॼʸǽ لʨʰع وايȄزʨفإن ت  
     . 180 6Kx

p qf x W x k e     
  ʵǽʹع للʨʱزȄع الأسي. Xوȃالʱالي فإن 

وȂن الʨʱقع الȄʛاضي لʺʨʴʱل وايʨʰل =  

1c
cE x

k

  
   

:ȑاوʶॽɾ الʨʻʺأما ال  

 
1

1 1
1 181 6

c

kMo
c

     
  

:ȑاوʶǽ ʧايॼʱوال  

 
2

2 1 2 1
182 6

c c

k c c


                     
  

وʱʺʱȄع  ,p qW x  لفـةʱʵـة مॽانॽالاً بȞأشـ ʦسـʛȄـة، وॽالʺʱـع الاحȄزʨʱال ʧʽانʨاص قʨخ ʝفʻب
 ʦॽـــʀ ʖـــʶʴǼp وk) ʦالعلاقـــة رقـــ ʧع 179-6. ومـــǼة لـــه وتـــاʜـــʽʺʺال ʦॽـــʁـــاد الʳǽإ ʧـــȞʺǽ (

الʨʱزȄع  F X .هǼ اصʵال  

  رȂلي):: تʦزȂع (6-19
إنه ʵǽʹـع لʨʱزȄـع رȄلـي إذا ؗـان قـانʨن تʨزȄعـه الاحʱʺـالي  Rنقʨل عʧ الʺʨʴʱل  f r 

  معʢى Ǽالعلاقة:
)6 -183( 0r  

 
2 222

0

h rh r e
f r

  


 
ʥا ذلʙع 

 ʘʽحh و ،ȑدʙع ʗثابh :ليȄع رȄزʨʱل Ȍॽوس  
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ـــــه  ــــ ــــ ــــــى تʨقعــــ ـــ ــــ ــــ ــــان عل ـــ ــــ ــــ ــــʧ الʛʰهــ ــــ ـــ ــــ وȞʺȄــ  1

4
E r

h


  ȑـــاو ــــ ـــ ــــ ـــــه ʶǽـــ ــــ ــــ ــــ ʻايॼوأن ت ،

 
2

2

1
2

2 2r h

    
 

  

ـــانʨن الʨʱزȄــــع  ــــي بــــʻفʝ خــــʨاص قــــʨانʧʽ الʨʱزȄــــع الاحʱʺالॽــــة، ومــــʧ قـ ـــع رȄل ـــع تʨزȄـ وʱʺʱȄـ
ʜʽة وتاǼع الʨʱزȄع ) ʧȞʺǽ إʳǽاد الʦॽʁ الʺʺ183-6الاحʱʺالي الʺعʢى Ǽالعلاقة ( F R.  

  : تʦزȂع (ماكȂʦʴل):6-20
إنــه ʵǽʹــع لʨʱزȄــع ماكʶــȄʨل إذا ؗــان قــانʨن تʨزȄعــه الاحʱʺــالي  Xنقــʨل عــʧ الʺʴʱــʨل 

 f x :العلاقةǼ ىʢمع  
)6 -184( 0x  

 
23

22 2
2

0

p
x

P x e
f x 


 




 
 ذلʥعʙا 

ʘʽح P ʗثاب .ʖجʨم ȑدʙع  
قــʨانʧʽ الʨʱزȄــع الاحʱʺالॽــة، ومــʧ قــانʨن الʨʱزȄــع  خــʨاصتʨزȄــع ماكʶــȄʨل بــʻفʝ  وʱʺʱȄــع

ʧȞʺǽ ( إʳǽاد الʦॽʁ الʺʺʜʽة وتاǼع الʨʱزȄع 841-6الاحʱʺالي الʺعʢى Ǽالعلاقة ( F X.  
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  تȂʙʸʹات
ـ إذا ؗــان:  1 10,9X N  لʨــʴʱʺــع لــه الʹʵǽ ȑʚــع الــȄزʨʱن الʨغة قــانॽصــ ʙفأوجــ ،
X.  
ــع للʨʱزȄــــع  1000مʴʱـــʨلاً عʷــــʨائॽاً ǽعʰـــʛ عــــʧ أʡـــʨال  Xـ إذا ؗــــان  2 شــــʟʵ، وʵȄʹـ

 ʨاص هʵلاء الأشʕال هʨʡأ Ȍسʨʱأن م ʗʺعي العام، فإذا علॽʰʢاف  170الʛʴانȃو ،ʦس
 ȑارॽɻب: 10مʨلʢʺوال ،ʦس  

  .Xـ إʳǽاد قانʨن تʨزȄع 
  سʦ. 170شʵاص الʚيʧ تʨؔن أʨʡالهʦ أقل مʧ ـ إʳǽاد عʙد الأ

 ʧم ʛʲأك ʦالهʨʡن أʨؔت ʧيʚاص الʵد الأشʙاد عʳǽ190ـ إ .ʦس  
 ʧʽبـــ ʦالهʨـــʡاوح أʛـــʱت ʧيʚاص الـــʵد الأشـــʙـــاد عـــʳǽو 160ــــ إ ʦ180ســـ  ʥـــل ذلـــʲوم ،ʦســـ

  بॽانॽاً.
  ـ إʳǽاد الاحʱʺالات الآتॽة:

 
 
170 2 170 2

170 3 170 3

P X

P X

 

 

   

   
   

ــــع مʴʱــــʨلاً عʷــــʨائ Xـ إذا ؗــــان  3 Ȅزʨʱـــع ل ـــ   ॽ2اً ʵǽʹـ ــات حȄʛــــة، فأوجــــʙ  10بــ درجــ
 2P X   ةʺॽʀ ʙأوج ʦث ،X  :نʨȞǽ لؔي  0.7P X x .  

  مʨʴʱلاً عʨʷائॽاً مʛʺʱʶاً وقانʨن تʨزȄعه معʢى Ǽالعلاقة: Xـ إذا ؗان  4

0x  
 

1

21

2
0

x
e

f x


 


 
ʥا ذلʙع  

  والʺʢلʨب:
ـ إʳǽاد تاǼع الʨʱزȄع  F X .وارسʺه  

ـ إʳǽاد ॽʀʺة الاحʱʺال  1 2P x  .  
ـ إʳǽاد الʱاǼع الʺʨلʙ للعʜوم  x t.عةǼاʛة الॼتʛʺى الʱة حॽائʙʱوم الابʜالع ʙأوج ʦث ،  
  .Xـ دراسة الʨاقع الʻʱاȑʛʣ لـ 
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مʴʱـــʨلاً عʷـــʨائॽاً ʵǽʹـــع لقـــانʨن الʨʱزȄـــع الॽʰʢعـــي الʺॽɻـــارX  ȑـ إذا ؗـــان  5 0,1N ،
  والʺʢلʨب:
  حʶاب الاحʱʺالات الآتॽة:          

   
   

0,5 , 1,95 2

2 , 1,95

P x P x

P x P x

  

 
  

  Ǽالعلاقة: مʨʴʱلاً عʨʷائॽاً مʛʺʱʶاً وقانʨن تʨزȄعه معʢى Xـ إذا ؗان  6

a X b  
 

0

k
f x


 


 
ʥا ذلʙع  

  والʺʢلʨب:
 ʗابʲة الʺॽʀ ʧʽʽـ تعK  نʨȞǽ ىʱح f x  الي لـʺʱع احȄزʨن تʨقانX .وارسʺه  

10ـ إذا ؗان  , 6b a   ʧʽعK  ʖʶاح ʦث 7 9P x .  
ـ تʙʴيʙ تاǼع الʨʱزȄع  F X.  
 ʧايॼقع وتʨاد تʳǽـ إX.  

  مʨʴʱلاً عʨʷائॽاً مʛʺʱʶاً وقانʨن تʨزȄعه معʢى Ǽالعلاقة: Xـ إذا ؗان  7

  21

A
f x

x



  

 :ʘʽحx   :بʨلʢʺوال ،  
 ʗابʲة الʺॽʀ ادʳǽـ إA  يʻʴʻم ʦوارس f x.  
ـ إʳǽاد تاǼع الʨʱزȄع  F X.  

ـ إʳǽاد 0 5P x .  
  مʨʴʱلاً عʨʷائॽاً ʵǽʹع للʨʱزȄع الأسي الآتي: Xـ إذا ؗان  8

  , 0
x

f x e x    
  والʺʢلʨب:

  ـ رسʦ مʻʴʻي هʚا الʨʱزȄع.
  ـ دراسة خʨاصه.
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  ʱاǼع الʺʨلʙ للعʜوم، ثʦ أوجʙ العʜوم الابʙʱائॽة حʱى الʺʛتॼة الʲالʲة.ـ إʳǽاد ال
.ȑʛʣاʻʱاقع الʨـ دراسة ال  

 ʧايॼقع وتʨاد تʳǽـ إX.  
ـ حʶاب احʱʺال   P x E x  

ـــʜ الهـــʙف وقـــانʨن  Rـ إذا ؗـــان  9 ʛؗم ʧة عـــǼـــة الإصـــاʢنق ʙعـــǼ ـــلʲʺǽ ًاॽائʨـــʷلاً عʨـــʴʱم
  تʨزȄعه معʢى Ǽالعلاقة:

0r  
 

2 2

0

h rAre
f x

 


 
ʥا ذلʙع  

  والʺʢلʨب:
  ثʦ ارسʦ مʻʴʻي الʨʱزȄع. Aـ إʳǽاد ॽʀʺة 

.ʧايॼʱقع والʨʱال والʨʻʺة الʺॽʀ ادʳǽـ إ  
  ـ إʳǽاد تاǼع الʨʱزȄع.
ـ حʶاب الاحʱʺال:  P R Mod.  

للʨʱزȄع مʨʴʱلاً عʨʷائॽاً ʵǽʹع  Xإذا ؗان ـ  10 kT x:إذا ؗان ʧهʛʰف ،  

2

1

1
Y

k





     

ʵǽʹع للʨʱزȄع:  Yفإن  1
,

2 2

k y  الʳʺفي ال 0,1  ʙأوج ʦث ،   2 ,y E y .  

خاضعاً لـ  Xـ إذا ؗان  11 
1 2,k kF x :على أنه إذا ؗان ʧهʛʰف ،  

 
2

2 1

k
Y

k k x



  

ʵǽʹع للʨʱزȄع:  Yفإن  1
,

2 2

k y  

  ثʦ بʛهʧ على أنه إذا ؗان:
1

2 1

k x
Z

k k x



  



- 356  -  

ʵǽʹع للʨʱزȄع:  Zفإن  
1 2,
2 2

k k Z  

، والʺʢلــʨب: رســʦ مʴʱــʨلاً عʷــʨائॽاً ʵǽʹــع لʨʱزȄــع بʱʽــا Xـ إذا ؗــان  12 f x  ماʙــʻع

2 , 2q P    
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  الفʶل الʴاǺع

  الʦʯزȂعات الاحʸʯالॻة لʸʱلة مʦʲʯلات عʦʵائॻة مʹقʠعة
  : مقʗمة:7-1

الॽʴـاة العʺلॽــة الʽʲؔـʛ مـʧ الʳʱـارب الʱــي لا تʱعـʧʽ نʱʳॽʱهـا ʴʱʺǼــʨل  نʸـادف فـي
واحــʙ وȂنʺــا ʴʱʺǼــʨلʧʽ أو ثلاثــة مʴʱــʨلات أو أكʲــʛ. فʺــʲلاً عʻــʙما نʳــȑʛ تȃʛʳــة إحʸــائॽة 
حـــʨل الʺʨالʽـــʙ فإنʻـــا نأخـــॽʀ ʚـــاس أʡـــʨال وأوزان هـــʕلاء الʺʨالʽـــʙ، نلاحـــȎ أن هـــʚه الȃʛʳʱـــة 

ʚلʥ عʙʻما نȑʛʳ  تʱعلʨʴʱʺǼ Șلʧʽ، أحʙهʺا ǽعʛʰ عʧ الʨʢل والآخǽ ʛعʛʰ عʧ الʨزن. وؗ
 ʨــʺʻال Ȑʨʱــʶراســة مʙفــال لʡالأ ʧعــة مــʨʺʳال وأوزان مʨــʡــاس أॽʀ لʨة حــॽــائʸــة إحȃʛʳت
ــا نلاحـــȎ أن هـــʚه الȃʛʳʱـــة تʱعلـــȘ بʲلاثـــة مʴʱـــʨلات، الأول ǽعʰـــʛ عـــʧ الʢـــʨل  لـــʙيهʦ فإنʻـ

ॽائʨــʷلات العʨــʴʱʺلل ʜمــʛون ʛالعʺــ ʧعــ ʛــʰعǽ ʘالــʲزن والʨالــ ʧعــ ʛــʰعǽ ــانيʲف والʛــأحǼ ة
أمــا Ǽالʶʻــॼة لʽʲʺʱــل  (X,Y,Z)، ونʛمــʜ لʳʺلــة هــʚه الʺʴʱــʨلات ǼــالʛمX,Y,Z  ʜكʽʰــʛة مʲــل

هــʚه الʺʴʱــʨلات علــى جʺلــة مʴــاور إحʙاثॽــة فــإن ذلــʥ يــʦʱ حʶــʖ عــʙد الʺʴʱــʨلات الʱــي 
 ʧʽʽائʨʷع ʧʽلʨʴʱا أمام مʻؗ لة، فإذاʺʳها الʻʺʹʱت(X,Y)  ʧمـ ʧʽʱقـابلʱم ʧʽʱʺॽʀ فإن ؗل

X  وY  ةʢان نقʻʽتع ,x y  اثيʙالإح ȑʨʱʶʺعلى الXoY :اليʱل الȞʷا في الʺؗ  

  
) ʦل رقȞʷ1-7ال(  

فـــإن الʁـــʦॽ الʺʱقابلـــة لهـــʚه الʺʴʱـــʨلات  (X,Y,Z)أمـــا إذا ʻؗـــا أمـــام ثلاثـــة مʴʱـــʨلات 
تعʧʽ أǽʹاً نقʢة  , ,x y z ʙعॼاغ ثلاثي الʛا.وه… في فʚȞ  



- 358  -  

وفي هʚا الفʸل سʨف نʙرس الʨʱزȄعات الاحʱʺالॽة الإحʸائॽة وصفاتها العʙدǽة 
 ʧʽʽائʨـــʷع ʧʽلʨـــʴʱلـــة مʺʳل ,x y  ʦॽتعʺـــ ʧـــȞʺǽ بʨالأســـل ʝفʻـــȃـــع. وʢقʻʺع الʨـــʻال ʧمـــ

.ʧʽʽائʨʷع ʧʽلʨʴʱم ʧم ʛʲائج على أكʱʻال  

  :(X,Y): الʦʯزȂعات الاحʸʯالॻة للʰʹائॻة 7-2
7 -2 -1 ::ʃȂʙتع  

 ʧʽʽائʨــʷالع ʧʽلʨــʴʱʺجʺلــة ال ʧل عــʨنقــ(X,Y)  ــع، إذا ؗــانʢقʻʺع الʨــʻال ʧأنهʺــا مــ
ॽʀʺة وʧȞʺȄ تʛتʰʽها  ǽnأخX  ʚكل مʧ الʺʨʴʱلǽ ʧʽأخॽʀ ʚʺاً ȞʷǼل مʻقʢع، ولʻفʛʱض أن 

  كʺايلي:

1 2 3 4: , , , ,.... ,...i nX x x x x x x  
  ॽʀʺة وʧȞʺȄ تʛتʰʽها ؗʺايلي: ǽmأخY  ʚكʺا نفʛʱض أن 
 

1 2 3 4: , , , ,.... ,... 1 7j mY y y y y y y   
 ȑʨʱʶʺالي فإن الʱالȃوXoY  ʦॽʁات الॽائʻث ʧاً مॽهʱʻداً مʙع ȑʨʴǽ ,i jx y.  

  :(X,Y): الʦʯزȂع الاحʸʯالي الإحʶائي للʸʱلة 2- 2- 7

، فؔانـʗ الʁـʦॽ الʱـي  ॽʀ(X,Y)اساً أو تȃʛʳة على الʻʲائॽة لـ  Nلʻفʛض أنʻا أجʻȄʛا 
مʛتॼــة فــي جــʙول ʽʴǼــʘ أن ؗــل ثʻائॽــة مــʧ هــʚه الʁــʚY,X   ʦॽها ؗــل مــʧ الʺʴʱــʨلǽ ʧʽأخــ

 ,i jx y  اراتʛؔʱال ʧد مʙقابلها عǽijN:اليʱول الʙʳا في الʺؗ ،  

)7 -2(  

1

m

j

Nij

  y1     y2       y3  …   yj…… ym 

Y 
X 

1.

2.

3.

i.

n.

N

N

N

:

N

:

N

 

11 12 13 1j 1m

21 22 23 2j 2m

31 32 33 3j. 3m

i1 i2 i3 ij im

N   N    N ...  N ... N

N   N    N ...  N ... N

N   N    N ...  N .. N

..........................................

N  N    N ...  N ... N

..........................................

Nn1 n2 n3 nj nm N    N ...  N ... N  

 

1

2

3

i

n

x

x

x

:

x

:

x
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N 
 .1 .2 .3 .j .mN  N    N ...  N ... N  

1

n

i

Nij

  

  
ـــ  وȂذا رمʜنـــا بـ Ni   ʛʢـــʶال ʛاصـــʻع عʨـــʺʳʺل ʜمـــʛتi  دʨفها فـــي العʺـــʻـــʸون

ـــى عʺـــʨد يʱʹـــʺʧ مʳʺـــ ʨع تؔـــʛارات الأســـʛʢ. ؗʺـــا نʛمـــʜ لʺʳʺـــʨع الأخʽـــʛ فʸʴʻـــل عل
Ǽــالʛمj  ʜعʻاصــʛ العʺــʨد  Nj   دʨــل علــى عʺــʸʴʻف ʛــʽالأخ ʛʢــʶفها فــي الʻــʸون ،

ـــ  فهـــي مʳʺـــʨع عʻاصـــʛ الأســـN  ʛʢيʱʹـــʺʧ مʳʺـــʨع تؔـــʛارات الأعʺـــʙة، أمـــا Ǽالʶʻـــॼة لـ
  والأعʺʙة ، وʚȃلʥ تʨؔن لʙيʻا العلاقات الʱالॽة:

  
 

. . . .
1 1

. .
1 1 1 1

3 7

m n

i i j j i j
j i

n m n m

ij i j
i j i j

N N N N

N N N N

 

   

 

   

 

  
  

ـــ   ijNنقــʨم بʱقʶــʦॽ الʱؔــʛارت  (X,Y)ولإʳǽــاد قــانʨن الʨʱزȄــع الاحʱʺــالي الʺʷــʛʱك ل
 ʧة مॽائʻالʺقابلة لؔل ثi j(x , y فʸʴʻل على نʖʶ عʙدǽـة  Nعلى مʨʺʳع الʛؔʱارات   (

  وتʶاوijp :ȑنʛمʜ لها بـ  

   4 7ij
ij

N
p

N
   

 :ʘʽح :1,2,3,....i n و :1,2,3,...j m  
iالʻقʢة  (X,Y)احʱʺال  أن تأخijp  ʚوتعʻي  j(x , y   ونعʛʰ عʧ ذلǼ ʥالعلاقة: (

   ( , ) 5 7i j ijP X x Y y p     
 :ʘʽح :1,2,3,....i n و :1,2,3,...j m  

وȞʺȄــʧ تʛتʽــʖ هــʚه  الاحʱʺــالات فــي جــʙول يــʙعى ǼــالʨʱزȄع الاحʱʺــالي الʺʷــʛʱك لـــ 
(X ,Y)   له بـ ʜمʛونf (x,y) :ايليʺؗ  

X)جʙول الʨʱزȄع الʺʛʱʷك لـ  ,Y)   

1

m

j
  

1 2 3 j my      y        y ..... y .... y  Y 
X 
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1.

2.

3.

i.

n

P

P

P

:

P

:

P

 

11 12 13 1j 1m

21 22 23 2j 2m

31 32 33 3j 3m

i1 i2 i3 ij im

n1 n2 n3

p   p   p ...  p ... p

p   p    p ...  p ... p

p   p    p ...  p ... p

......................................

p  p    p ...  p ... p

....................................

p  p  p nj nm ...  p ... p

 

1

2

3

i

n

x

x

x

:

x

:

x

 

1 
 .1 .2 .3 .j .mP  P    P ...  P ... P  

1

n

i
  

 ʦॽـʁال ʧـة مـॽائʻالي فإن ؗـل ثʱالȃوi j(x , y ومـا عـʙا ذلـǽijp  ʥقابلهـا الاحʱʺـال  (
تقابل الاحʱʺال صـفʛ. وȃالاعʱʺـاد علـى مـا تقـʙم فـإن قـانʨن الʨʱزȄـع الاحʱʺـالي الʺʷـʛʱك 

f(x,y) :اليʱل الȞʷالǼ هʱابʱؗ ʧȞʺǽ  

 6 7 
,i jX x Y y  ماʙʻع 

 ,
0

i jp
f x y


 


 
ʥا ذلʙع 

ʱن الʨع قانʱʺʱȄة:وॽالʱاص الʨʵالǼ كʛʱʷʺالي الʺʱع الاحȄزʨ  
  ـ نلاحȎ أن: 1
  :1,2,3,....i n :1,2,3,...j m:           , 0i j ijf x y p   
2 :ȑأ ʙاحʨال ȑاوʶǽ الاتʺʱع الاحʨʺʳـ إن م  

  
1 1 1 1

1
n m n m

ij
ij

i j i j

N N
p

N N   

         

  لاقة:فإنه ǽعʢى Ǽالع F(x,y)أما تاǼع الʨʱزȄع 
 

   
( , ) ,

( , ) , 7 7
i s j t i s j t

s t

i j ij
x x y y x x y y

F x y P X x Y y

F x y f x y p
   

  

       

  وʧȞʺȄ حʶاب الاحʱʺالات الأخȐʛ الʺʱʵلفة ؗʺايلي:
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 

1 1

1

1

1 1

1 1

( , )

( , ) 8 7

( , )

( , )

( , )

( , )

s t

s t i j
i j

s m

s t i j
i j t

n t

s t i j
i s j

n m

s t i j
i s j t

k

s k t i j
i s j t

k

s k t l i j
i s j t

P X x Y y p

P X x Y y p

P X x Y y p

P X x Y y p

P x X x y Y y p

p x X x y Y y p

 

 

 

 

 

 

   

  

   

  

  

    

    

 

 

 

 

 

 







    

  ):1-7مʰال (
ʡفل وقʺʻا Ǽأخॽʀ ʚاس الʨزن والعʺʛ لهʦ، ورتʻʰا الʱʻائج  100أجʻȄʛا تȃʛʳة على 

ــافʛʱاض أن  ǽعʰـــʛ عـــʧ  مʴʱـــʨل عʷـــʨائي Xفʸʴـــلʻا علـــى الʳـــʙول الʱؔـــʛارȑ اللاحـــǼ ،Șـ
  مʨʴʱل عʨʷائي ǽعʛʰ عʧ العʺǼ ʛالʻʶة ؗʺايلي: Yالʨزن Ǽالʽؔلʨغʛام، و

  1       2      3       4       5 j  

 3        4        5      6     7 
Y  

X 
i 

32 
24 
21 
23 

4       10       9      5     4 
5        4        6      6     3 
3        4        5      7      2 
1        5        7      6      4 

18 
20 
22 
25 

1  
2  
3  
4 

100 13       23     27    24    13    

  والʺʢلʨب:
  .  f(x,y)إʳǽاد قانʨن الʨʱزȄع الاحʱʺالي الʺʛʱʷك  - 1
 دراسة خʨاصه. - 2

3 - ʱالاح ʖʶة:احॽالʱالات الʺ 
( 22, 5), ( 20, 6), ( 20, 6)

( 22, 4), (20 25, 4 6), (20 25, 4 6)

P x y P x y P x y

P x y P x y P x y

     
         
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  الʲل:
لؔـل ثʻائॽـة مـʧ الʁـijp ʦॽنʖʶʴ الاحʱʺالات الʺقابلة  -1 ,i iX x Y y   العلاقـةǼ

ijN

N
  ونʹع الʱʻائج في الʙʳول الʱالي: 

5  4  3  2  1  j    

7 6 5 4 3 
X 

Y 
i 

 ,i if x y  0.04 0.05 0.09 0.1 0.04 18 1 
0.0 3 0.06 0.06 0.04 0.05 20 2  
0.0 2 0.07 0.05 0.04 0.03 22 3  
0.0 4 0.0 6 0.07 0.05 0.01 25 4  

  .Y,Xللʳʺلة  f(x,y)وهʨ قانʨن الʨʱزȄع الاحʱʺالي الʺʛʱʷك 
0ijpت مʨجॼـــة وȃالʱـــالي فـــإن الʵاصـــॽة نلاحـــȎ أن جʺॽـــع الاحʱʺـــالا -2   ققـــة أمـــاʴم

للʵاصـــॽة الʲانॽـــة: Ǽالʶʻــॼة
1 1

1
n m

j
i j

pi
 

   ʥع تلـــʨـــʺʳم ʚأخــǼ هـــاʻم Șقـــʴʱــا الʻʻȞʺॽɾ

  الاحʱʺالات فʙʳʻ أن:
0.04 0.1 0.09 ......0.05 0.04 ....0.03 .... 0.01 ....0.04 1          

  إذاً الʵاصة الʲانॽة مʴققة أǽʹاً:
  إʳǽاد الاحʱʺالات: -3

3 3

1 1

4 5

2 4

2 5

1 4

( 22, 5) 0.04 0.1 0.09 ...0.03 0.04 0.05 0.5

( 20, 6) 0.07 0.02 0.06 0.04 0.19

( 20, 6) 0.05 0.04 0.06 0.03 0.18

( 22, 4) 0.03 0.04 0.01 0.05 0.1

ij
i j

ij
i j

ij
i j

ij

p x y p

p x y p

p x y p

p x y p

 

 

 

         

       

       

       






4 2

3 1

4 4

2 2

3 3

33
3 3

3

(20 25, 4 6) 0.04 0.06 0.06 ....0.06 0.5

(20 25, 4 6) 0.05

i j

ij
i j

ij
i j

p x y p

p x y p P

 

 

 

         

      






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  ʸǺفʙده): X(تʦزȂع  X: الʦʯزȂع الهامʵي لـ 3- 2- 7

  وȄعʢى Ǽالعلاقة: p(x)أو  f(x)بـ  Xيʛمʜ للʨʱزȄع الهامʷي لـ 

 .
.( ) , 1.2,.... 9 7i

i i

N
P X x p i n

N
      

  وʧȞʺȄ الʛʰهان على أن:

 .
1

( ) 10 7
m

i ij i
j

P X x p p


     

مʧ أجل  :1,2,3,....i n   
هʚه الاحʱʺالات مʧ العʺʨد الأخʛʽ في جʙول الʨʱزȄع الاحʱʺالي  ونʸʴل على

الʺʛʱʷك ,f x y ي لـʷع الهامȄزʨʱل الȞʷت ʨوهX نا أنʛʰʱذا اعȂو ،X  ائيʨʷل عʨʴʱم
وحʙʽ فإن قانʨن تʨزȄعه الاحʱʺالي  f x :ول الآتيʙضه في جʛع ʧȞʺǽ  

1 2 3 i nX   X   X ... X ... X  x 

1. 2. 3. i. n.p   p   p ...  p ... p     P x f x 

الʺــʛتǼ ȌॼــالʨʱزȄع الاحʱʺــالي الʺʷــʛʱك  xوȄــʙعى هــʚا الʳــʙول ǼــالʨʱزȄع الهامʷــي لـــ 
 ,f x y :ةॽالʱاص الʨʵع الȄزʨʱا الʚه ȘقʴȄو  

.
1 1

( ) ( ) 0

( ) 1

i i

n n

i i
i i

f x P x

f x P
 

 

    

أمــا تــاǼع الʨʱزȄــع  F X ــي لـــʷــع الهامȄزʨʱع الǼــاʱعى بʙــȄو ،x  العلاقــةǼ ــىʢعॽɾ
  الʱالॽة:

 .( ) ( ) 11 7
i

i
x x

F X p X x p


     

وفȘ ما سـX  ȘʰوʧȞʺȄ حʶاب الاحʱʺالات الʺʱʵلفة والʺʱعلقة ǼالʨʱزȄع الهامʷي لـ 
.ʙاحʨل الʨʴʱʺفي حالة ال  

7 -2 -4ʵع الهامȂزʦʯي لـ : الY  عȂزʦت)Y :(دهʙفʸǺ  

  وȄعʢى Ǽالعلاقة : p(y)أو  f(y)بـ  Yيʛمʜ للʨʱزȄع الهامʷي لـ 
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 .

.
( ) , 1.2... 12 7j

j j

N
P y y p j m

N
      

  أو Ǽالعلاقة:

 .
1

( ) ( , ) 13 7
n

j i j j
i

P Y y f x y p


     

وذلʥ مʧ أجل  :1,2,3,...j m   
لʺʷـʛʱك نʹع هʚه الاحʱʺالات في الʛʢʶ الأخʛʽ في جʙول الʨʱزȄـع الاحʱʺـالي ا

 ,f x y ـــيʷـــع الهام Ȅزʨʱـــى ال ـــا أن Y، فʸʴʻـــل عل مʴʱـــʨل عʷـــʨائي  Y، وȂذا  اعʛʰʱن
وحʙʽ، فإن قانʨن تʨزȄعه الاحʱʺالي  f y :اليʱد ؗالʛفʻول مʙضه في جʛع ʧȞʺǽ  

1 2 3 j my   y   y ... y ... y  y 

.1 .2 .3 .j .mp   p   p ...  p ... p     P x f y 

الʺـʛتǼ ȌॼـالʨʱزȄع الاحʱʺـالي الʺʷـʛʱك  YوʙȄعى هʚا الʙʳول ǼالʨʱزȄع الهامʷي لـ 
 ,f x y:ةॽالʱاص الʨʵع الȄزʨʱا الʚه ȘقʴȄو ،  

)ـ إن:                                       ) ( ) 0j jf y p y   

                 ـ وأن:                   
1 1

( ) . 1
m m

j
j j

f y p j
 

   

أمــا تــاǼع الʨʱزȄــع  F y  ــي لـــʷــع الهامȄزʨʱع الǼــاʱعى بʙــȄوY  العلاقــةǼ ــىʢعॽɾ
  الʱالॽة:

 .( ) ( ) 14 7
j

j
y y

F y p Y y p


     

وفȘ ماسـy  ȘʰوʧȞʺȄ حʶاب الاحʱʺالات الʺʱʵلفة والʺʱعلقة ǼالʨʱزȄع الهامʷي لـ 
  الʺʨʴʱل الʨاحʙ.في حالة 

  ):2-7مʰال (
) ʦال رقʲʺات الॽʢعʺǼ عانةʱالاسǼ7-1 ـي لــʷـع الهامȄزʨʱال ʙأوجـ :(X  ـيʷـع الهامȄزʨʱوال

ــــ ــــ ـــ ــــع Yلـــــ ــــ ــــ ــــاǼع الʨʱزȄـــ ــــ ــــ ــــʙ تـــ ــــ ـــ ــــʦ أوجــــ ــــ ـــ ــا. ثــــ ــــ ــــ ــــل مʻهʺـــــ ــــ ــــ ــــʨاص ؗـــ ــــ ـــ ، وادرس خــــ F X 

و   F y :ــــة ــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ـــ ــالات الʱالॽـ ــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ـــ ــــʖ الاحʱʺـــ ــــ ـــ ــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ــــʦ احʶـ ــــ ـــ ــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ). ثـ 20)P x  
( 5), (18 22), (4 7),P y P x P y      
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  الʲل:
) ونأخʚ الʛؔʱارات مʧ العʺʨد 9- 7نȘʰʢ العلاقة ( Xلʶʴاب الʨʱزȄع الهامʷي لـ 

  الأخʛʽ ونعالʳها ؗʺا في الʙʳول الآتي:
18      20      22      25 X 
32      24      21      23 Ni 

32

100
  

24

100
   

21

100
   

23

100
 .( ) i

i

N
P x x

N
   

0.32   0.24  0.21    0.23  
.if x p  

0.32   0.56  0.77   1.00  F x  

)            أما Ǽالॼʶʻة لʨʵاصه فʻلاحȎ أن:          ) ( ) 0iP X f x   

.      وأن:                 
1

0.32 0.24 0.21 0.23 1
n

i
i

p


      

) ونأخʚ الʛؔʱارات مʧ 12- 7نȘʰʢ العلاقة ( yولʶʴاب الʨʱزȄع الهامʷي لـ 
  الʛʢʶ الأخʛʽ ونعالʳها ؗʺا في الʙʳول الʱالي:

3         4        5        6        7 Y 

0.13  0.23  0.27    0.24   
0.13   .

. ( ) j
j j

N
f y p P y y

N
     

0.13   0.36    0.63   0.87    1  F y  

أما Ǽالॼʶʻة لʨʵاص  f y .ققةʴأنها م Ȏنلاح  
، لقـʙ تـʦ إʳǽادهʺـا ووضـع ؗـل مʻهʺـا فـي الʶـʛʢ الأخʽـY ʛو  Xـ إن تاǼع  الʨʱزȄع لــ  2

  الʙʳولʧʽ الʶاǼقʧʽ. في
  

2

1

5

.
3

( 20) 0.32 0.24 0.56

( 5) 0.27 0.24 0.13 0.64

(18 22) (22) (18) 0.45

(4 7) (6) (3) 0.74

ij
i

j
j

P X p

P X p

P x F F

P y F F





    

     

    
    



  
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  : الʦʯزȂعات الॻʟʙʵة واسʯقلال الʦʲʯʸلات العʦʵائॻة:5- 2- 7

  : X: الʦʯزȂع الʟʙʵي لـ 7-2-5-1
. أو Ǽʺعʻـى Y، ولʻؔـه الʺʷـʛوॽʁǼ ȋʺـة معʻʽـة لــ  Xوهॼɺ ʨـارة عـʧ قـانʨن تʨزȄـع 

tYتأخॽʀ ʚʺة معʻʽة مʲل:   Yعʙʻما  Xآخʛ، هʨ تʨزȄع  y اʚل على هʨʸʴال ʦʱȄو ،
 tN.علــى مʳʺــʨع الʱؔــʛارات  tyفــي عʺــʨد itNبʱقʶــʦॽ الʱؔــʛارات  XالʨʱزȄــع الʷــʡʛي لـــ 

أȑ حʶــاب  tyالʺقابلــة لـــ
.

it

t

N

N
i...1,2,3:وعʻــʙما نʳعــل   n ــلةʶــل علــى سلʸʴــا نʻفإن ،

 Xنــʙعʨها ǼــالʨʱزȄع الاحʱʺــالي الʷــʡʛي لـــ  Xمــʧ الʁــʦॽ الॽʁॽʁʴــة والʺقابلــة لʁــʦॽ الʺʴʱــʨل 
tYعʻــʙما  y ʜمʛــالǼ ــعȄزʨʱا الʚلهــ ʜمــʛون ، / tP X y  ʜمʛــالǼ أو / tf X y  أو

 ʜمʛالǼ ًاراʸʱاخ/i tp:اليʱل الȞʷالǼ عȄزʨʱا الʚه ʛهʤȄو ،  

)7-15(  

1 2 3.... ....i nX X X X X  X: 

1 2 3

. . . . .

....... ......t t t i t nt

t t t t t

N N N N N

N N N N N
  / tP X y : 

/tnt….P/i/t …. P3/t  P2/t  P1P  :/i tp 

ـــ  ــ ــع الʷــــʡʛي ل ــ Ȅزʨʱن الʨـــان ــــʙ إʳǽــــاد قـ Ȅʛما نʙــــ ʻأمــــا عX  ــــةʺॽʁال ʙــــ ʻعjy  ʘــــʽح
:1,2,3...j m  ة لـــॽʡʛــʷعــات الȄزʨʱال ʧد مــʙــل علــى عــʸʴــا نʻفإن ،X  ʦॽــʀ دʙعــǼY  .

. ونʛمʜ لها ǼـالʛمX ʜتʨزȄعاً شॽʡʛاً لـ  mأȑ يʨجʙ لʙيʻا  / jP X y  أو/i jp  ʛهـʤوت

  هʚه الʨʱزȄعات ؗʺايلي:
  

)16-7(  

1 2 3.......... ..........i nx x x x x  X: 

31 1 111 21

.1 .1 .1 .1 .1

........ .......i nN N NN N

N N N N N
 

1( / ) :P X y  

32 2 212 22

.2 .2 .2 .2 .2

....... .......i nN N NN N

N N N N N
 

2( / ) :P X y  

………………………………. ……………… 

1 2 3

. . . . .

....... ......m m m im nm

m m m m m

N N N N N

N N N N N
 ( / ) :mP X y  

  وتʴقȘ هʚه الʨʱزȄعات الʨʵاص الʱالॽة:
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/إن :                                          - ( / ) 0i j jp P X y   

ʚلʥ فإن:                             / وؗ
1 1

( / ) 1
n n

i j i j
i i

p P X x y
 

     

  :Y : الʦʯزȂع الʟʙʵي لـ7-2-5-2
.  أو Ǽʺعʻـى X، ولʻؔـه الʺʷـʛوॽʁǼ ȋʺـة معʻʽـة لــ Yوهॼɺ ʨـارة عـʧ قـانʨن تʨزȄـع 

sXتأخــॽʀ ʚʺــة معʻʽــة مʲــل:  Xعʻــʙما  Yآخــʛ، هــʨ تʨزȄــع  x ل علــىʨــʸʴال ʦʱــȄو .
 sN.علـى مʳʺـʨع الʱؔـʛارات  sxفـي سـsjN  ʛʢبʱقʶـʦॽ الʱؔـʛارات  YالʨʱزȄع الʷـʡʛي لــ 

sjأsx  ȑالʺقابلــة لـــ 

s

N

N
j...1,2,3:. وعʻــʙما نʳعــل  m  ʧــلة مــʶــل علــى سلʸʴــا نʻفإن

عʻـʙما  Yي الʡʛʷي لـ نʙعʨها ǼالʨʱزȄع الاحʱʺال Yالʦॽʁ الॽʁॽʁʴة والʺقابلة لʦॽʁ الʺʨʴʱل 
:iX x : ʜمʛـــال ــــع Ǽــــ ـــ Ȅزʨʱا الʚــــ ــــʜ لهـــ . ونʛمـــ / sP X x ʜمʛـــال أو Ǽــــ / sf Y x  أو

ʜمʛالǼ ًاراʸʱاخ/j sp:ع ؗʺايليȄزʨʱا الʚه ʛهʤȄو ،  

)7 -17(  

y1          y2           y3 ………..…yj……...ym Y: 

1 2 3

. . . . .

........... .......sjs s s sm

s s s s s

NN N N N

N N N N N
 ( / ) :sp Y x  

1/ 2 / 3 / / /....... ..s s s j s m sp p p p p  /j sp  

ـــ  ــع الʷــــʡʛي لــ ــاد قــــانʨن الʨʱزȄــ (حʽــــix  ʘعʻــــʙ الॽʁʺــــة    Yأمــــا عʻــــʙما نȄʛــــʙ إʳǽــ
:1,2,3...i n ة لــ ) فإॽʡʛـʷعـات الȄزʨʱال ʧد مـʙـل علـى عـʸʴا نʻنY  ʦॽـʀ دʙعـǼX ȑأ ،
، ونʛمـʜ لهـا ǼـالʛمY :ʜتʨزȄعاً شـॽʡʛاً لــ  nيʨجʙ لʙيʻا  / iP Y x أو/j ip  هʚهـ ʛهـʤوت

  الʨʱزȄعات ؗʺايلي:

)7 -18( 

1 2 3 .... ....j my y y y y  Y: 

113 111 12

1. 1. 1. 1. 1.

..... .....j m
NN NN N

N N N N N
 1( / ) :p y x  

223 221 22

2. 2. 2. 2. 2.

..... ....j m
NN NN N

N N N N N
 2( / ) :p y x  

……………………………… ……… 

1 2 3 ..... .....
. . . . .

njn n n nm
NN N N N

Nn Nn Nn Nn Nn
 ( / ) :np y x  
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  وتʴقȘ هʚه الʨʱزȄعات الʨʵاص الʱالॽة:
/    إن:                                              ( / ) 0j i ip P y x   

ʚلʥ فإن:                              /وؗ
1 1

( / ) 1
m m

j i j i
j j

p P Y y x
 

     

 خʦاص عامة:

  ـــــان ــــʛʱك  Yو  Xإذا ؗــ ــع الʺʷـــ ــــ ـــــا الʨʱزȄـ ـــلʧʽ، ولهʺــ ــــʨائʧʽʽ مʻفʸــــ ــــʨلʧʽ عʷـــ مʴʱـــ
 ,f x y  ادثʴال Șقʴال تʺʱفإن احiX x وjY y :ȑاوʶǽ ًمعا  

( , ) [ , ] [ ]. [ / ]i j i j i j if x y P X x Y y P X x P Y y X x        
  أȑ أن: 

     ( , ) / 19 7i j i j if x y f x P y x    
  ومʻها نʙʳ أن:

 /

( , )
( / ) 20 7

( ) .
i j ij

j i j i
i

f x y p
p y x p

f x pi
     

  كʺا ʧȞʺǽ حʶاǼه Ǽالعلاقة: 
 ( , ) [ , ] [ ]. [ / ] 21 7i j i j j i jf x y P X x Y y P Y y p X x Y y         
  ومʻها نʙʳ أن:

 /

( , )
( / ) 22 7

( ) .
i j ij

i j i j
j

f x y p
p x y p

f y p j
     

  مʨʴʱلʧʽ مʱʶقلʧʽ فإن: Yو  Xأما إذا ؗان 

.[ / ] ( )j i j jP Y y X x P Y y p      
   .[ / ] 23 7i j i iP X x Y y P X x p       

) ʧʽʱح العلاقॼʸالي تʱالȃالي:21-7) و(19-7وʱل الȞʷالǼ (  
 ( , ) ( ). ( ) 24 7i j i jf x y P X x P Y y     

.أȑ أن:                                                      ..ij i jp p p  
 :ʥلʚ   وؗ
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 
. .

( , ) ( ). ( ) 25 7

.

j i

ij j i

f x y P Y y P X x

p p p

   


  

  مʨʴʱلʧʽ مʱʶقلʧʽ، فإنه ʖʳǽ أن ʨȞǽن لʙيʻا: Yو  Xومʻه نʱʻʱʶج، إذا ؗان 
 

. .

( , ) ( ). ( ) 26 7

.ij i j

f x y f x f y

p p p

 


  

 ʧل عـــʨنقـــ ،ʛـــى آخـــʻعʺǼ أوX  وY  ـــةǼاʱؗ اʻعʢʱقلان إذا اســـʱـــʶلان مʨـــʴʱأنهʺـــا م
قانʨن الʨʱزȄع الاحʱʺالي الʺʛʱʷك لهʺا  ,f x y ع ʧʽعǼاء تـاʙل جـȞلـى شـf(x)  بــf(y)  

  ).26-7كʺا في العلاقة (
  ؗʺا يلي: ʧȞʺǽX حʶاب الاحʱʺالات الʺʱʵلفة والʺʱعلقة ǼالʨʱزȄع الʡʛʷي لـ 

  
1 1

( / ) ( / ) / 27 7
t t

t j i j i
i i

P X x y P x Y y P j
 

       

 :ʘʽ1,2,3:ح...j m  

 
1 1

/
1 1

( / ) ( / )
t t

t j i j i j
i i

P X x y P x Y y P
 

 

      

 :ʘʽ1,2,3:ح...j m  

 /( / ) ( / )
n n

t j i j i j
i t i t

P X x y P x Y y P
 

      

  أو Ǽالعلاقة:
 ( / ) 1 ( / )t j t jP X x y P X x y      

 /
1 1

( / ) ( / )
t t

s t j i j i j
i s i s

P x X x y P x y P
   

      

 
1 1

/( / ) ( / )
t t

s t j i j i j
i s i s

P x X x y P x y P
 

 

      

 Yأما Ǽالॼʶʻة لعʺلॽة حʶاب الاحʱʺالات الʺʱʵلفـة والʺʱعلقـة ǼـالʨʱزȄع الʷـʡʛي لــ 
  فهي ؗʺا يلي:

  /
1 1

( / ) ( / ) 28 7
k k

k i j i j i
j j

P Y y x P y X x P
 

       

 :ʘʽ1,2,3:ح...i n  



- 370  -  

 
1 1

/
1 1

( / ) ( / )
k k

k i j i j i
j j

P Y y x P y X x P
 

 

      

 /( / ) ( / )
m m

k i j i j i
j k j k

P Y y x P y X x P
 

      

  أو Ǽالعلاقة:
     ( / ) 1 ( / )k i k iP Y y x P Y y x     

 /
1 1

( / ) ( / )
l l

k l i j i i i
j k j k

P y Y y x P y x P
   

      

 
1 1

/( / ) ( / )
l l

k l i j i j i
j k j k

P y Y y x P y x P
 

 

      

  ):3-7مʰال (
) ʦال رقʲʺات الॽʢاداً على معʺʱا يلي: 1اعʺॽɾ ʘʴǼا (  

  .Xلـ إʳǽاد الʨʱزȄعات الॽʡʛʷة  - 1
  .Yإʳǽاد الʨʱزȄعات الॽʡʛʷة لـ  - 2
 مʱʶقلY .ʧʽو  Xبॽɾ ʧʽʺا إذا ؗان  - 3

 احʖʶ الاحʱʺالات الʱالॽة: - 4
(20 25 / 5) , ( 22 / 6) , ( 20 / 4) , ( 5 / 20)

(4 6 / 25) , (4 6 / 25) , ( 5 / 22)

P Y P X P X P Y

P Y P Y P Y

    
    

 

  الʲل:
  هي: Xـ الʨʱزȄعات الॽʡʛʷة لـ  1

.: 18 20 22 25

4 5 3 1
( / 3) :

13 13 13 13
10 4 4 5

( / 4) :
23 23 23 23
9 6 5 7

( / 5) :
27 27 27 27
5 6 7 6

( / 6) :
24 24 24 24
4 3 2 4

( / 7) :
13 13 13 13

X

P X y

P X y

P X y

P X y

P X y










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  .YأǼ ȑعʙد X  ʦॽʀوهʚȞا نلاحȎ أنه يʨجʙ خʺʶة تʨزȄعات شॽʡʛة لـ 
 هي: Yات الॽʡʛʷة لـ الʨʱزȄع -2

: 3 4 5 6 7

4 10 9 5 4
( / 18) :

32 32 32 32 32
5 4 6 6 3

( / 20) :
24 24 24 24 24
3 4 5 7 2

( / 22) :
21 21 21 21 21
1 5 7 6 4

( / 25) :
23 23 23 23 23

Y

P Y x

P Y x

P Y x

P Y x











  

  .XأǼ ȑعʙد Y  ʦॽʀوهʚȞا نلاحȎ أنه يʨجʙ أرȃعة تʨزȄعات شॽʡʛة لـ 
  مʱʶقلʧʽ نȘʰʢ العلاقة الʱالॽة: Yو  Xـ لʺعʛفة ॽɾʺا إذا ؗان  3

. .

11 1. .1

0.04 0.32 0.13

ij i jp p p

p p p

 

 
 

  

  حʙ الʵلاǽا.مʨʴʱلان غʛʽ مʱʶقلʧʽ لأن الʙʳاء غʛʽ مʴقȘ لأ Yو Xوȃالʱالي فإن 
  ـ حʶاب الاحʱʺالات: 4

10 4 14
( 20 / 4)

23 23 23
7 6 13

( 22 / 6)
24 24 24

6 5 11
(20 25 / 5)

27 27 27
5 4 6 15

( 5 / 20)
24 24 24 24
3 4 7

( 5 / 22)
21 21 21

5 7 6 18
(4 6 / 25)

23 23 23 23
7

(4 6 / 25)
23

P X

P X

P X

P Y

P Y

P Y

P Y

   

   

    

    

   

     

  
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  ):4-7مʰال (
مʴʱـــʨلان عʷـــʨائॽان مʻفʸـــلان ولهʺـــا قـــانʨن الʨʱزȄـــع الاحʱʺـــالي  Yو Xإذا ؗـــان 

  الʺʛʱʷك الʺعʢى Ǽالʙʳول الʱالي:

 1 0 
Y 
X 

1

2
 

1

4
 

1

4
 0 

1

2
 

1

4
 

1

4
 1 

1 
1

2
 

1

2
  

  مʨʴʱلان مʱʶقلان. Yو  Xوالʺʢلʨب: إثॼات أن 
  نȘʰʢ العلاقة الʱالॽة:الʲل: 

. .

11 1. .1 1

,

1 1 1 1 1 1
. . ....

2 2 4 2 2 4

ij i j

a

p p p i j

p p p p

  

     
  

مʨʴʱلʧʽ مʱʶقلʧʽ، وʧȞʺȄ الʛʰهان على ذلǼ ʥأخʚ الʨʱزȄع الʡʛʷي  Yو  Xوȃالʱالي فإن 
ـــ  ــــ ــــ ــــ ـــ  Xلــ ــــ ــــ ــــ ــــʡʛي لــ ــــ ـــ ــــ ــع الʷـ ــــ ــــ ــــ ــــY ʧأو الʨʱزȄــ ــــ ـــ ــــ ــــʙ مـ ــــ ـــ ــــ . والʱأكـ   /f X Y f x  أو

   /f Y X f Y.  
  ):5-7مʰال (

ان قانʨن الʨʱزȄـع الʺʷـʛʱك لهʺـا  Yو Xإذا ؗان  مʨʴʱلان عʨʷائॽان مʻفʸلان وؗ
:ȑاوʶǽ  

: 0,1, 2,3, 1, 2,3i jx y  ( )
( , )

0
i i

ij

A x y
p f x y


  


 

ʥا ذلʙع 

  والʺʢلʨب:
1-  ʗابʲة الʺॽʀ ادʳǽإA  نʨȞǽ ىʱح( , )f x y .اليʺʱع احȄزʨت  
)ʛʱʷك إʳǽاد قانʨن الʨʱزȄع الاحʱʺالي الʺ -2 , )f x y.  
  مʱʶقلان. Yو  Xهل  -3
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  الʲل:
)Ǽʺا أن:                                              - 1 )ij i jp A x y   

 :ʘʽ0,1,2,3ح, 1,2,3i j   
  وȃالʱالي نʖʱؔ الȋʛʷ الʲاني ؗʺايلي:

0 1 2 3
,

01 02 03 11 12 13 21 22 23 31 32 33

1 ( ) 1

1

.(1 2 3 2 3 4 3 4 5 4 5 6) 1

1
42. 1

42

ij j j j j
i j j

p p p p p

p p p p p p p p p p p p

A

A A

     

            

           

  

 

  

)إن الʨʱزȄع الʺʛʱʷك  - 2 , )f x y :ȑاوʶǽ 

 

  

.ip 3 2 1 
Y 

X    

6

42
 

1 2 3

42 42 42
  0 

=( , )f x y  

9

42
 

2 3 4

42 42 42
  1 

12

42
 

3 4 5

42 42 42
  2 

15

42
 

4 5 6

42 42 42
 3 

1 
10 14 18

42 42 42
 . jp 

  ـ لإثॼات اسʱقلالॽة الʺʨʴʱلʧʽ نȘʰʢ العلاقة: 3

. . 01 0. .1. .ij i jp p p p p p    

1                        فʙʳʻ أن:                           6 10
.

42 42 42
  

.ʧʽقلʱʶم ʛʽغ ʧʽلʨʴʱʺالي فإن الʱالȃو  
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  :f(x,y): الʤॻɿ العʗدǻة الʚʻʸʸة للʦʯزȂع 6- 2- 7

  : الʦʯقع الȂʙاضي:7-2-6-1
ʶʴǽـــॼان بـــʻفʝ الأســـلʨب فـــي حالـــة  Yوالʨʱقـــع الȄʛاضـــي لــــ  Xــــ إن الʨʱقـــع الȄʛاضـــي لــــ 

:ȑأ ʙاحʨل الʨʴʱʺال  

 .
1

.
1

( ) . ( ) 29 7

( ) . ( )

n

i i
i

m

j j
j

E X p x x

E Y p y y









  

 




  

 ȑʛʰʳع الʨʺʳʺاضي للȄʛقع الʨʱـ إن الX Y :ȑاوʶǽ  

1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

. .
1 1

( ) ( , ).( )

.

. . .

. .

n m

i j i j
i j

n m n m

i ij j ij
i j i j

n m m n

i ij j ij
i j j i

n m

i i j j
i j

E X Y f x y x y

x p y p

x p y p

x p y p

 

   

   

 

  

  

 

 



 

   

 

  

 ( ) ( ) ( ) 30 7E X Y E X E Y     
  :xالʦʯقع الȂʙاضي الʟʙʵي لـ 

jYعʙʻما  XوʛȄمʜ للʨʱقع الȄʛاضي لـ  y  ʜمʛالǼ / jE X y y  ʜمʛالǼ أو/x j 

  وȄعʢى Ǽالعلاقة:

 / . .
1 1

( / ) . ( / ). 31 7
n n

j i j i i j i
i i

E X y y p x p x y x
 

      

 ʘʽ1,2,3ح...j m 

  ؗʺايلي: ǼYعʙد X  ʦॽʀتʨقعاً شॽʡʛاً لـ  mوȃالʱالي فإنʻا نʸʴل على 
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 

1 /1 /1
1

2 / 2 / 2
1

/ /
1

( / ) .

( / ) . 32 7

.................................................

( / ) .

n

x i i
i

n

x i i
i

n

m x m i i m
i

E X Y y x p

E X Y y x p

E X Y y x p













  

   

  







  

علـــى شـــȞل سلʶـــلة  Yمقارنـــة مـــع ʀـــX  ʦॽوȞʺȄـــʧ أن نʱؔـــʖ الʨʱقعـــات الʷـــॽʡʛة لــــ 
  ارتॼاॽʡة ؗʺايلي:

 1 2

1 2

( / ) : ( / ) ( / ) ..... ( / ) ( / ) 33 7

: .................... ..................

j j m

j m

E X y E X y E X y E X y E X y

Y y y y y


  

 ʧʽراســـة العلاقـــة بـــʙول / jE X y وY ʧـــة مـــॽʢهʺـــا خʻʽض أن العلاقـــة بʛـــʱنف ،

  الȞʷل:
   

0/ 34 7j jE X y a ay    

 ʘــʽ0ح,a a عʙوضــة، وتـــʛالʺعادلـــة الʺف ʗابـــʨار ثʙـــʴعلاقـــة انǼ ه العلاقــةʚى هـــX 
  ȌʵǼ مXoY .ʦॽʁʱʶوʧȞʺȄ تʺʽʲل هʚه العلاقة في الʺY  ȑʨʱʶعلى 

  :Yالʦʯقع الȂʙاضي الʟʙʵي لـ 
iXعʻــʙما:  Yلـــ  الȄʛاضــيوʛȄمــʜ للʨʱقــع  x  ʜمʛــالǼ / iE Y X x  ʜمʛــالǼ أو

/y i:العلاقةǼ ىʢعȄو .  

 /
1 1

( / ) . ( / ). 35 7
m m

i j i j j i j
j j

E Y X x p y p y x y
 

      

 ʘʽ1,2,3:ح...i n.  
  ، ؗʺايلي:X، وذلǼ ʥعʙد Y ʦॽʀتʨقعاً شॽʡʛاً لـ nوȃالʱالي فإنʻا نʸʴل على 
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 

1 /1 /1
1

2 / 2 / 2
1

/ /
1

( / ) .

( / ) . 36 7

.................................................

( / ) . .

m

y j j
j

m

y j j
j

m

n y n j j n
j

E Y X x y p

E Y X x y p

E Y X x y p













  

   

  







  

ة علــى شــȞل سلʶــل Xمقارنــة مــع ʀــX  ʦॽوȞʺȄــʧ أن نʱؔــʖ الʨʱقعــات الʷــॽʡʛة لـــ 
  ارتॼاॽʡة ؗʺايلي:

 1 2

1 2

( / ) : ( / ) ( / ) ..... ( / ) ( / ) 37 7

: ............... ...............
i i n

i n

E Y x E Y x E Y x E Y x E Y x

X x x x x

  

 ʧʽراســـة العلاقـــة بـــʙول / jE Y x  وY ʧـــة مـــॽʢهʺـــا خʻʽض أن العلاقـــة بʛـــʱنف ،
  الȞʷل:

   0/ 38 7i iE Y x b bx    
ʘʽ0ح,b b  ʙـʴعلاقـة انǼ ه العلاقـةʚعى هʙوضة وتʛا الʺعادلة الʺفʱار هʺا ثابY  علـىX 

 ȑʨʱʶʺه العلاقة في الʚل هʽʲʺت ʧȞʺȄوXoY.ʛآخ ʦॽʁʱʶم ȌʵǼ ،  
  ):Y .Xالʦʯقع الȂʙاضي لـ (

  وȄعʛف Ǽالعلاقة الʱالॽة:

 
1 1

1 1

( . ) ( , ) 39 7

( . )

n m

i j i j
i j

n m

i j ij xy
i j

E X Y x y f x y

E X Y x y p 

 

 

 

 

 

 
  

  ):6-7مʰال (
) ʦال رقʲʺات الॽʢمع ʧفادة مʱالاسǼ7-5:ادʳǽب إʨلʢʺوال (  

  .Xفʛده، والʨʱقع الʡʛʷي لـ X ʺǼالʨʱقع الȄʛاضي لـ  - 1
 .ǼYʺفʛده، والʨʱقع الʡʛʷي لـ Yالʨʱقع الȄʛاضي لـ  - 2

Xالʨʱقع الȄʛاضي لـ - 3 Y. 
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  الʲل:

.Ǽʺفʛده:                    Xالʨʱقع الȄʛاضي لـ  - 1
1

( )
n

i i
i

E X p x


  

6 9 12 15 78
0. 1. 2. 3. 1.86

42 42 42 42 42
       

  لعلاقة:وȄعʢى Ǽا Xالʨʱقع الʡʛʷي لـ 

. / /
1

/1

/ 2

/ 3

( / )

1 2 3 4 20
( / 1) 0. 1. 2. 3. 2

10 10 10 10 10
2 3 4 5 26

( / 2) 0. 1. 2. 3. 1.86
14 14 14 14 14
3 4 5 6 32

( / 3) 0. 1. 2. 3. 1.78
18 18 18 18 18

n

j i j i x j
i

x

x

x

E X y p x

E X y

E X y

E X y











 

       

       

       



  

  Ǽʺفʛده: Yالʨʱقع الȄʛاضي لـ  - 2

. .
1

10 14 18 92
( ) 1. 2. 3. 2.19

42 42 42 42

m

j j
j

E Y p y


        

  وȄعʢى Ǽالعلاقة: Yالʨʱقع الʡʛʷي لـ 

. / /
1

/ 0

/1

/ 2

/ 3

( / )

1 2 3 14
( / 0) 1. 2. 3. 2.33

6 6 6 6
2 3 4 20

( / 1) 1. 2. 3. 2.22
9 9 9 9
3 4 5 26

( / 2) 1. 2. 3. 2.17
12 12 12 12
4 5 6 32

( / 3) 1. 2. 3. 2.13
15 15 15 15

m

i j i j y i
j

y

y

y

y

E Y x p y

E Y x

E Y x

E Y x

E Y x













 

      

      

      

      



  

  : وȄعʢى Ǽالعلاقة:X.Yالʨʱقع الȄʛاضي لـ  -3
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1 1

( . ) . .

1 2 3 2 3
0.1. 0.2. 0.3. 1.1. ... 2.10 .........

42 42 42 42 42
4 5 6

...... 3.1. 3.2. 3.3.
42 42 42

168
( . ) 4

42

n m

i j ij
i j

xy

E x y x y p

E x y 

 



      

  

  

 

  

  : العʚوم:7-2-6-2
 اʗʯوم الابʚة العॻة ئॼتʛʺال ʧم(t,s) هي  t sE x y:  

 ʜمʛالǼ ًاʹǽلها أ ʜمʛȄو( . )ts x y:العلاقةǼ ىʢوتع ،  

 
1 1

( . ) ( . ) . . ( , ) 40 7
n m

t s t s
ts i j i j

i j

E x y x y x y p x y
 

    

  أو Ǽالعلاقة:

 
1 1

( . ) ( . ) . .
n m

t s t s
ts i j ij

i j

E x y x y x y p
 

   

 ʘʽحt,s .أنه ʙʳهʺا نʻوم ،ʧʽʰسال ʛʽان غʴॽʴدان صʙع  
0عʙʻما  , 0t s                        :0فإن 0

00( . ) ( . ) 1E x y x y   

1وعʙʻما  , 0t s        :1فإن 0
10 .

1

( . ) ( . ) . ( )
n

i i
i

E x y x y x p E x


    

)1مع العلʦ أن:  ) ( ) ( )E x x x    

,0عʙʻما  1t s   :0فإن 1
01 .

1

( . ) ( . ) . ( ) ( )
m

j j
j

E x y x y y p E y y 


                          

,1عʙʻما  1t s               :11فإن
1 1

( . ) ( . ) . .
n m

i j ij
i j

E x y x y x y p
 

    

  وهʚȞا نʱاǼع حʶاب ॽʁǼة العʜوم الابʙʱائॽة مʧ الʺʛاتʖ الʺʱʵلفة.
  ةȂʚ ʙؕʸوم الʚة العॼتʛʺال ʧم(t,s) ةॽائʻʲلل  ,X Y:  

 ʛʺال ʧمــ ȑʜــ ʛؗʺم الʜــالعǼ فʛعــǽ ــةॼتs وt  ـــ Ǽالعلاقــة  Yو  XللʨʱزȄــع الʺʷــʛʱك ل
  الʱالॽة:
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 
1 1

( . ) [( ) ( ) ]

( . ) [( ) ( ) ] 41 7

t s
ts x y

n m
t s

ts ij i x j y
i j

M x y E x y

M x y p x y

 

 
 

  

   
  

 :ʘʽحs,t :أنه ʙʳها نʻوم .ʧʽʰسال ʛʽان غॼجʨان مʴॽʴدان صʙع  
,0عʙʻما  0t s                                :00     فإن ( . ) 1M x y   
,0عʙʻما  0t s                :1فإن 0

10 ( . ) [( ) ( ) ]x yM x y E x y                                      
,0عʙʻما  1t s                :0فإن 1

01( . ) [( ) ( ) ]x yM x y E x y                                

01( . ) [ ] 0yM x y E y     
,1عʙʻما  1t s                  :11فإن( . ) [( ).( )]x yM x y E x y     

Ȅʜة مʧ الʺʛاتʖ الʺʱʵلفة. ʛؗʺوم الʜة العॽʁॼة لॼʶʻالǼ عǼاʱا نʚȞوه  
 :ومʚللع ʗلʦʸع الǺاʯال  

  لعلاقة الʱالॽة:Ǽʺفʛده Ǽا ǽXعʛف الʱاǼع الʺʨلʙ للعʜوم للʺʨʴʱل العʨʷائي 

 .
1

( ) [ ] . 42 7i

n
txtx

x i
i

t E e e p


     

  Ǽʺفʛده Ǽالعلاقة الʱالॽة: YوȄعʛف الʱاǼع الʺʨلʙ للعʜوم للʺʨʴʱل العʨʷائي 

 .
1

( ) [ ] . 43 7j

m
tyty

y j
j

t E e e p


     

أما الʱاǼع الʺʨلʙ للعʜوم لʺʨʺʳع مʨʴʱلʧʽ عʨʷائʧʽʽ مʱʶقلॽɾ ʧʽعʢى Ǽالعلاقة 
  الʱالॽة:

   ( ) [ ] [ ] [ ] 44 7t x y tx ty
x y t E e E e E e
      

7-2-6-3:ʥايॺʯال :  
ʶʴǽـʖ بـʻفʝ الأسـلʨب فـي حالـة الʺʴʱـʨل  Yوللʺʴʱـʨل   Xإن الॼʱايʧ للʺʴʱـʨل 

:ȑأ ʙاحʨال  
     
   

2 2 2 2
2 1

2 2 2 2
2 1

( ) ( ) ( ) 45 7

( ) ( ) ( )

x E x E x x x

y E y E y y y

  

  

    

   
  

  ك لـʙʯʵʸال ʥايॺʯال(X,Y):  
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 ʜمʛــالǼ كʛʱــʷʺال ʧــايॼʱلل ʜمــʛيcov(X,Y)  ،هʺــاʻʽب ȌǼاʛــʱم الʜــاً بـــ عــʹǽعى أʙــȄو
  وȄعʢى Ǽالعلاقة:

 
1 1

cov( , ) [( )( )]

( )( ) 46 7

x y

n m

ij i x j y
i j

x y E x y

p x y

 

 
 

  

    
  

Ǽʺـــا أن  cov ,X Y  ʧʽبـــ) ȌǼاʛـــʱم الʜل علـــى عـــʙيـــY وX ʚأخـــǽ ـــالي فإنـــهʱالȃو (
 ʧʽقة العلاقة بॽʁح ʝȞعॽة لॼة أو سالॼجʨة مʺॽʀX,Y  .ةॽـʶȞة أو عǽدʛʡ أنها ʘʽح ʧم

 ʧʽالعلاقة ب ʗأما إذا ؗانX  وY  ومة، فإنʙمعX  وY              :نʨȞǽ هاʙʻوع ʧʽقلʱʶنان مʨȞǽ                     

 cov , 0X Y   
y,لʛʻمʜ بـ  x   لـ ʧʽʽاضȄʛال ʧʽقعʨʱللX  وY .دانʛفʻʺال  

  ) ʧȞʺǽ أن نʖʱؔ الॼʱايʧ الʺʛʱʷك ؗʺايلي:41-7مʧ العلاقة (

  
cov( , ) [ . ] ( ) ( )

[ . ] [ . ]

x y x y

x y y x x y x y

x y E x y E y E x

E x y E x y

   

       

   

     
  

  ومʻه فإن:
 ( . ) cov( , ) 47 7x yE X Y x y      

مʨʴʱلʧʽ مʱʶقلʧʽ فإن:  Yو  X وȂذا ؗان cov , 0X Y   
  وȃالʱالي ʨȞǽن:

 ( . ) 48 7x yE X Y     
  لـ ȏʙʮʱع الʦʸʱʸال ʥايॺت( )X Y :  

  وȄعʢى Ǽالعلاقة:

 

2 2

2

2 2

( ) [( ) ( )]

[( ) ( )] 49 7

( ) ( ) 2 ( )( )

x y

x y

x y x y

x y E X Y

E X Y

E X E Y E X Y

  

 

   

    

    

      

  

 2 2 2( ) ( ) ( ) 2cov( , ) 50 7x y x y x y        
فإن مʨʴʱلʧʽ مʱʶقلY  ʧʽو  XوȂذا ؗان  cov , 0X Y .  

 ʧايॼالي فإن تʱالȃو( )X Y :اليʱل الȞʷح على الॼʸǽ  
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 2 2 2( ) ( ) ( ) 51 7X Y x y       
  اءʗʱال ʥايॺت X Y:  

  وȄعʢى Ǽالعلاقة الʱالॽة:
 

 

2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2

( . ) [( . ) )] 52 7

. 2 . . . 2 ( . )

[ . ] 2 .[ . cov( , )]

( . ) [ . ] 2 . . 2 .cov( , ) 53 7

xy xy

xy

xy

xy

xy xy

xy x y

xy x y xy

x y E x y

E x y x y E x y E x y

E x y x y

x y E x y x y

 

   

   

     

  

          
   

    

  

فإن: مʨʴʱلʧʽ مʱʶقلY  ʧʽو  XوȂذا ؗان  cov , 0x y  :نȂو  

2 2 2 2
2 2

( . ) .

( . ) ( ). ( ) ( ). ( )

xy x yE x y

E x y E x E y x y

  

 

 

 
  

  ) نǼ7 -53:ʙʳالʱعʠȄʨ في العلاقة (

   
 

2 2
2 2

2 2 2 2
2 2

2 2 2
2 2

( . ) ( ). ( ) 2 . . .

( ). ( ) . 2 .

( . ) ( ). ( ) . 54 7

xy x x y y

x y x y

x y

x y x y

x y

x y x y

       

     

    

  

  

  

  

) ȞʷǼل آخʛ أȑ بʙلالة تʨقع وتॼايʧ ؗل مʧ 54- 7وʧȞʺȄ أن تʖʱؔ العلاقة (
  الʺʨʴʱلʧʽ لأنه لʙيʻا:

2 2 2 2
2 2

2 2 2 2
2 2

( ) ( ) . ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) . ( ) ( ) ( ) ( )

x x x x x x

y y y y y y

     

     

    

    
  

  ) نʙʳ:54- 7العلاقة ( ǼالʱعʠȄʨ في
2 2 2 2 2 2 2( . ) [ ( ) ( )] [ ( ) ( )] .x yx y x x y y            

:ʙʳاء الإصلاحات نʛإجǼ  
 2 2 2 2 2 2 2

( )( . ) ( ) ( ) ( ). ( ) ( ). 55 7xx y x y x y y            
  ي لـʟʙʵال ʥايॺʯالX :  

jYعʙʻما  XوʛȄمʜ للॼʱايʧ الʡʛʷي لـ  y  :ʜمʛالǼ2 ( / )jX y فʛعȄو ،
  Ǽالعلاقة الʱالॽة:

 2 2 2
/( / ) [ ( / )] [ ] 56 7j j x jX y E X E X y E X       
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 : ʘʽ1ح, 2,3...j m  

 

2 2

1

2 2
/ /

1

( / ) [ ( / )] ( / )

( / ) [ ] 57 7

n

j i j i j
i

n

j i j i x j
i

X y x E X y p x y

X y p x



 





  

  




  

 : ʘʽ1ح, 2,3...j m  
  .YوذلǼ ʥعʙد X  ʦॽʀتॼايʻاً شॽʡʛاً لـ   mوȃالʱالي نʸʴل على 

  ي لـʟʙʵال ʥايॺʯالY :  
iXعʙʻما  YوʛȄمʜ للॼʱايʧ الʡʛʷي لـ  x:ʜمʛالǼ 2 ( / )iY x العلاقةǼ فʛعȄو ،

  الʱالॽة:
 2 2 2

/( / ) [ ( / )] [ ] 58 7i i y iY x E Y E Y x E Y       
: ʘʽ1,2,3:ح...i n   

 

2 2

1

2 2
/ /

1

( / ) [ ( / )] . ( / )

( / ) [ ] . 59 7

m

i j i i
j

m

i j y i j i
j

Y x y E Y x p y x

Y x y p



 





 

  




  

: ʘʽ1,2,3:ح...i n   
  .XوذلǼ ʥعʙد Y  ʦॽʀتॼايʻاً شॽʡʛاً لـ  nوȃالʱالي نʸʴل على 

  ) :7-7مʰال (
  ) والʺʢلʨب إʳǽاد مايلي:5-7دة مʧ معॽʢات الʺʲال رقǼ) ʦالاسʱفا

)الʱاǼع الʺʨلʙ للعʜوم  -1 ), ( )y xt t   
2- 2 2( ), ( )y x  
3- 2 2( / ), ( / )i jY x X y  

  الʲل:
)نعلʦ أن  - 1 )x t :العلاقةǼ ىʢعǽ  
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0. 1. 2. 3.
.

1

2 3

6 9 12 15
( ) [ ] . . . . .

42 42 42 42

3
( ) (2 3. 4. 5. )

42

i

n
txtx t t t t

x i
i

t t t
x

t E e e p e e e e

t e e e



      

    


  

)كʺا أن  )y t :العلاقةǼ ىʢعǽ  
2. 3.

.
1

2

10 14 18
( ) . . . .

42 42 42

2
( ) (5 7. 9. )

42

j

m
ty t t t

y j
j

t t t
y

t e p e e e

t e e e



     

   


  

2لإʳǽاد  - 2 2( ), ( )y x  :أن Ȏنلاح  
2 2 2

2 2 2 2 2 2
.

1

2

( ) ( ) ( )

6 9 12 15
( ) . (0) . (1) . (2) . (3) .

42 42 42 42

192
( ) 4.57

42

n

i i
i

x E x E x

E x x p

E x





 

    

 

  

2ومʻه:                                      2192 78
( ) ( ) 1.12

42 42
x     

ʚلʥ نʙʳ أن:                                     )       وؗ ) 1.06x   

 
 2 2 2

2 2 2 2 2

1

( ) ( )

10 14 18 228
( ) . . (1) (2) . (3) .

42 42 42 42

m

j j
j

y E y E y

E y y p





 

    
  

2ومʻه:                                      2228 92
( ) ( ) 0.63

42 42
y     

 ( ) 0.79y   
2لإʳǽاد  - 3 2( / ), ( / )i jY x X y  :ةॽالعلاقة الآت Șʰʢن  

2 2
/ /

1

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2

( / ) .[ ]

1 2 3 4 10
( /1) [0 2] [1 2] [2 2] [3 2] 1

10 10 10 10 10
2 3 4 5

( / 2) [0 1.86] [1 1.86] [2 1.86] [3 1.86] 1.12
14 14 14 14
3 4 5 6

( / 3) [0 1.78] [1 1.78] [2 1.78] [3
18 18 18 18

n

j i j i x j
i

X y p x

X

X

X

 









 

         

        

       



21.78] 1.18
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  .ǼYعʙد ʻX  ʦॽʀا على ثلاثة تॼايʻات شॽʡʛة لـ وهʚȞا حʸل

2ثʦ العلاقة الآتॽة:                       2
/ /

1

( / ) .[ ]
m

i j i j y i
j

Y x p y 


   

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

1 2 3
( / 0) [1 2.33] [2 2.33] [3 2.33] 0.556

6 6 6
2 3 4

( /1) [1 2.22] [2 2.22] [3 2.22] 0.617
9 9 9

3 4 5
( / 2) [1 2.17] [2 2.17] [3 2.17] 0.64

12 12 12
4 5 6

( / 3) [1 2.13] [2 2.13] [3 2.13] 0.65
15 15 15

y

y

y

y









      

      

      

      

  

7-2-6-4:ȉاॺمعامل الارت :  
ʧʽلʨʴʱʺال ʧʽب ȋاॼلʺعامل الارت ʜمʛيX  وY  ʜمʛالǼ( , )X Y العلاقةǼ فʛعȄو ،

  الʱالॽة:

 cov( , )
( , ) 60 7

( ). ( )

X Y
X Y

X Y


 
   

1ـ ومʧ خʨاصه إن:  ( , ) 1x y    
ـــــان  ــــ ـــــ إذا ؗــ ــــ ــ ـــــإن  Yو  Xـ ــــ ــــʱقلʧʽ فــ ــــ ــــʨلʧʽ مʶـــ ــــ مʴʱـــ cov , 0x y  :ʘــــ ــــ ـــ ʽʴǼ 

( ) 0, ( ) 0y x    فإن ، ,x y  
)أمـــا العȞـــʝ إذا ؗـــان  , ) 0x y   فـــإنX  وY  ʝॽهʺـــا لـــʻؔول ،ʧʽʢॼتʛمـــ ʛـــʽنـــان غʨȞǽ

.ʧʽقلʱʶنا مʨȞǽ ورة أنʛʹالǼ  
ـــــان  ـــــ إذا ؗـ ــــʨن  Yو  Xــ ــــȞǽ ʘــ ــ ʽʴǼ ًـــا ـــهʺا تʺامـــ ــــʛتʧʽʢॼ بॼعʹـــ ــــʨلʧʽ مــ ـــــإن  X=Yمʴʱــ فـ

( , ) 1x y .  

  : الʦʯزȂع الʯʸعʗد:7-3
 ,Cأن وهʨ تعʺʦॽ الʨʱزȄع الʻʲائي وȘʰʢȄ على عʙة حʨادث مʻʱاॽɾة. فإذا فʛضʻا   

B, A  مʙوع Șقʴت) Ȍها وجهان فقʻان لؔل م حʨادث مʻʱاॽɾة وتȞʷل مʨʺʳعة ؗلॽة، وؗ
 Șقʴال تʺʱان اح  Cواحʱʺال تʴقʶǽ2P  ȘاوB  ȑ، واحʱʺال ʶǽ1PاوA  ȑتʴقȘ)، وؗ

 ȑاوʶǽ3P:أن ʘʽح ،  
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1 2 3 1P P P    
 ʨادث هʨʴه الʚاة على هʛʳʺارب الʳʱد الʙفإذا ؗان عN .ةȃʛʳت  

:فإن:  Aلعʙد مʛات تʴقX  ȘوȂذا رمʜنا بـ  0,1, 2...X N  
:فإن:  Bلعʙد مʛات تʴقY  Șورمʜنا بـ  0,1, 2...Y N  

:فإن:  Cلعʙد مʛات تʴقZ  ȘوȂذا رمʜنا بـ  0,1, 2...Z N  
Xتʨؔن مʛتʢॼة بـ   Zو Yو  Xفإن الʺʨʴʱلات  Y Z N    

  سʜʳʱʽأ (سʨʱʽزع) على الʨʴادث الʲلاثة Nوȃʺا أن عʙد الʳʱارب 
A وB وC:اʻيʙن لʨȞǽ ماʙʻة عȃʛʳʱه الʚة لهʻȞʺʺق الʛʢد الʙفإن ع ،  

 1 2 2 1, ,Z N m m Y m X m     :ȑاوʶǽ  

 
 

1 2 1 2

!
61 7

! ! !

N

m m N m m


 
  Ȅʛʡقة 

      ʛهʤǽ ال أنʺʱا أن احʺȃوA  ارʙقʺǼ1m ة، وʛمB  ارʙقʺǼ2mو ،C  ارʙقʺǼ

1 2N m m  :ȑاوʶǽ قةǼاʶئة الʜʳʱق الʛʡ ʧقة مȄʛʡ مقابل لؔل ʥة، وذلʛم  
 1 2 1 2

1 2 3 62 7m m N m mP P P      
ʧʽعǼ ʚما نأخʙʻارب  وعʳʱد الʙزع عʨʱة لʻȞʺʺق الʛʢد الʙار عॼʱالاعN  ʥعلى تل

:ȑاوʶǽ بʨلʢʺال الʺʱأن الاح ʙʳة نॽعة ؗلʨʺʳم ʧة مॽɾاʻʱʺادث الʨʴال  
 

 
 1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 3
1 2 1 2

, ,

!
63 7

! ! !
m m N m m

P X m Y m Z N m m

N
P P P

m m N m m
 

     

    
 

  

1مع العلʦ أن الاحʱʺالات في تʴقȘʽ العلاقة:  2 3 1P P P    
، والʱي ȋʛʱʷǽ فʽها أن تʨؔن (X,Y,Z)ت وهʨ دسʨʱر الʨʱزȄع الʺʱعʙد لʲلاثة مʨʴʱلا

  مʻʱاॽɾة، وتȞʷل مʨʺʳعة ؗلॽة ومʻقʢعة وتأخॽʀ ʚʺاً صʴॽʴة وغʛʽ سالॼة.
مʨʴʱلاً عʨʷائॽاً. حʘʽ نʙʳ أنه لn  ʨوʧȞʺȄ تعʺʦॽ دسʨʱر الʨʱزȄع الʺʱعʙد على 

1كانʗ لʙيʻا  2 3, , ... nA A A A الʺʱان اح تʴقȘ  حʨادث مʻʱاॽɾة وتȞʷل مʨʺʳعة ؗلॽة وؗ

 ʨها هʻ1كل م 2 3, , ... nP P P P  ان على الʛʱتʖʽ، وؗ
1

1
n

i
i

P


.  
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  تȃʛʳة مʱʶقلة ورمʜنا  NوȂذا أجʻȄʛا على هʚه الʨʴادث   
1بـ  2 3, , ... nX X X X  أن ؗل ʙʳا نʻفإن ،ʖʽتʛʱادث على الʨʴال ʥتل Șقʴات تʛد مʙلعiX 

  ʧȞʺǽ أن ǽأخʚ الʦॽʁ الآتॽة:
1,2,3... ....i iX m N  

  ولʻؔها جʺॽعاً مʛتʢॼة Ǽالعلاقة:
 

1 2 3 ... 64 7nX X X X N       
سʨʱʽزع (سʜʳʱʽأ) على الʨʴادث، فإن عʙد الʛʢق  Nوȃʺا أن عʙد الʳʱارب 

1الʺʺʻȞة لهʚه الʜʳʱئة عʙʻما تأخʚ الʺʨʴʱلات  2 3, , ... nX X X X ʁة:الॽدة الآتʙʴʺال ʦॽ  
1

1 1 2 2 3 3
1

, , ,...
n

n n i
i

X m X m X m X m m




      

:ȑاوʶǽ  
 

1

1 2 3 1
1

!
65 7

! ! !... ! !
n

n i
i

N

m m m m N m






  
 


  Ȅʛʡقة 

 ʛهʤǽ ال أنʺʱن احȂ1وX  ارʙقʺǼ1m  2وX  ارʙقʺǼ2m ة....وʛمiX  ارʙقʺǼim 

Ǽʺقʙار  nXمʛة، وȃالʱالي 
1

1

n

i
i

N m




  
 

  قʛʡ ʧقة مȄʛʡ مقابل ؗل ʥة، وذلʛم

:ȑاوʶǽ قةǼاʶئة الʜʳʱال  

 
1

3 11 2
1 2 3 ..... 66 7

n

i
i

N m
mm m

nP P P P






    

على  ʨʱNزع عʙد الʳʱارب وعʙʻما نأخǼ ʚعʧʽ الاعॼʱار جʺॽع الʛʢق الʺʺʻȞة ل
  تلʥ الʨʴادث نʸʴل على الʙسʨʱر الآتي:

 

1

1
31 2

1

1 1 2 2
1

1

1 2 31
1

1 2 3
1

, ,... 67 7

!
..... 1

! ! ! !

n

i
i

n

n i
i

N mn
mm m

in
i

i
i

P X m X m X N m

N
P P P P

m m m N m









 
   
 






       
 

          
 






  

1ذلʥ لأن الاحʱʺالات تʴقȘ العلاقة  2 3 ... 1nP P P P   :الي فإنʱالȃو ،  
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1

1

1
n

n i
i

P P




   

وهʨ دسʨʱر الʨʱزȄع الʺʱعʙد للʺʨʴʱلات الʺʻʱاॽɾة  1 2 3, , ... nX X X X  ʧم
  مʨʺʳعة ؗلॽة، والʱي تأخॽʀ ʚʺاً صʴॽʴة غʛʽ سالॼة.

  ملاحʢة:
) ماهʨ إلا الʙʴ العام لʺفʨؔك 67- 7نلاحȎ أن الʛʢف الأʧʺǽ مʧ العلاقة (

الʺقʙار  1 2 ...
N

nP P P  :د أنʙعʱʺع الȄزʨʱة للǽدʙات العʜʽʺʺال ʧوم .  
 
   
 

 2 1 68 7

,

i i

i i i

i j i j

E X NP

X NP P

Cov X X nPP




  
  

  

ʛمʜ وʛȄمʜ له عادة Ǽال 1 2 3, .. nM N PP P P:  
  ):8-7مʰال (

  صʻف إنʱاج مʻʸع خلال فʛʱة مʙʴدة إلى خʺʶة أصʻاف على الȞʷل الآتي:
انʗ نʱʰʶها    .1A%، ونॽʺʶه الʻʸف 10قʢع مʺʱازة وؗ

انʗ نʱʰʶها    .2A%، ونॽʺʶه الʻʸف 20قʢع جʙʽة جʙاً وؗ
انʗ نʱʰʶها    .3A%، ونॽʺʶه الʻʸف 30قʢع جʙʽة فقȌ وؗ

انʗ نʱʰʶها      .4A%، ونॽʺʶه الʻʸف 30قʢع مʨʱسʢة الʨʳدة وؗ
انʗ نʱʰʶها الʺॽʁॼʱة     .5A%، ونॽʺʶه الʻʸف 10قʢع رديʯة الʨʳدة وؗ

ل أن قʢعة ȞʷǼل عʨʷائي. فʺا هʨ احʱʺا 100ولʻفʛʱض أنʻا نʙȄʛ اخॽʱار 
مʨʱسʢة،  30جʙʽة و 20جʙʽة جʙاً و 20قʢعة مʺʱازة و 15تʧʺʹʱ هʚه الʸفقة على 

  وماتॼقى مʧ الʻʸف الʛدȑء.
  الʲل:

لعʙد الʺʛات الʱي ʧȞʺǽ أن تʤه5X  ʛوȃـ  4Xوȃـ 3Xوȃـ  2Xوȃـ  1Xلʛʻمʜ بـ 
5فʽها الأصʻاف  4 3 2 1, , , ,A A A A A .رةʨؗʚʺفقة الʸفي ال ʖʽتʛʱعلى ال  

:ȑاوʶǽ بʨلʢʺال الʺʱأن الاح ʙʳن ʥلʚȃو  
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 
         

1 2 3 4 5

15 20 20 30 15

15, 20, 20, 30, 15

100!
0.10 0.20 0.30 0.30 0.10

15!20!20!30!15!

P X X X X X     

 
  

  وهʨ الاحʱʺال الʺʢلʨب.
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  تȂʙʸʹات
 Ǽع ʲؗافʱهʺا معʢى Ǽالعلاقة:مʨʴʱلʧʽ عʨʷائʧʽʽ مʻقʢعʧʽ تا Yو  Xإذا ؗان  - 1

1,2,3 , 0,1i jx y  ( )
( , )

0

i jA x y
f x y


 


 
ʥا ذلʙع 

  والʺʢلʨب:
 ʗابʲة الʺॽʀ ادʳǽـ إA  نʨȞǽ ىʱح( , )f x y .كʛʱʷالي مʺʱع احȄزʨت  

 ـ إʳǽاد الʨʱزȄع الاحʱʺالي الʺʛʱʷك وادرس خʨاصه.

 مʱʶقلان. Yو Xـ بॽان ॽɾʺا إذا ؗان 

 ʧايॼقع وتʨاد تʳǽـ إX وY .ʧديʛفʻم 

)ـ إʳǽاد  ), ( )y xt t  

للــʛقʦ الــʤǽ ȑʚهــX  ʛنʛمــي حʳــȑʛ نــʛد مــʛة واحــʙة ومــʧ لــʨنʧʽ مʱʵلفــʧʽ ونʛمــʜ بـــ  - 2
  للʛقʦ الʤǽ ȑʚهʛ على الʛʳʴ الʲاني والʺʢلʨب: Yعلى الʛʳʴ الأول ونʛمʜ بـ

  ـ إʳǽاد جʙول الʨʱزȄع الاحʱʺالي الʺʛʱʷك.
 .yوالʨʱزȄع الهامʷي لـ  Xـ الʨʱزȄع الاحʱʺالي الهامʷي لـ 

)ـ إʳǽاد  ), ( . ), ( ), ( )E x y E x y E y E x. 

)covـ إʳǽاد  , ), ( ), ( )x y y x . 

 .yوالʨʱزȄعات الॽʡʛʷة لـ  xـ الʨʱزȄعات الॽʡʛʷة لـ 

)ـ إʳǽاد  , )f x y .ةʳॽʱʻال ʛʶوف 

  ائʧʽʽ مʻقʢعʘʽʴǼ ʧʽ أن:مʨʴʱلʧʽ عY  ʨʷو  Xإذا ؗان  - 3
X=0,1,2  
Y=0,1,2,3  

 ʧʽلʨʴʱʺافة للʲؔع الǼوأن تاX,Y :العلاقةǼ ىʢمع  
  

1,2,3 , 0,1, 2,3i j  (2 )
( , )

0

i jc x y
x y


 


 
ʥا ذلʙع 
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  والʺʢلʨب:
 ʗابʲة الʺॽʀ ادʳǽـ إC ʖʶاح ʦث .P(x=1,y=3).  

)ـ إʳǽاد  1, 2)P X Y  

  الʨʱزȄع الاحʱʺالي الʺʛʱʷك. ـ إʳǽاد جʙول
  مʱʶقلY .ʧʽو Xـ بॽان ॽɾʺا إذا ؗان 

)ـ إʳǽاد  ), ( ), ( , )y xt t f x y   
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)، الȄʛاضॽات الاقʸʱادǽة، جامعة تʧȄʛʷ، 1992د. العلي، إبʛاʦॽʂ مʙʺʴ، ( ـ 9

ȋ2 .  
)، "نȄʛʤة ʙʺ1985، د. ؗابʨس، أمل، د. حلاق، عʺʛ (د. العلي، إبʛاʦॽʂ مʴ ـ 10

  الاحʱʺالات" جامعة حلʖ، سʨرȄة.
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  . ʨʴǼ ،(2ث العʺلॽات، جامعة ت2003ȋ ،ʧȄʛʷد. العلي، إبʛاʦॽʂ مʙʺʴ، ( ـ 11
)، نȄʛʤــة الاحʱʺــالات والإحʸــاء الȄʛاضــي، مʨســʨȞ، 1979كاراســʧʽ، أ.ȑ. ( ـ 12

  الإحʸاء (Ǽاللغة الʛوسॽة).
ــالات، دار 1974لʷॼʽـــــʜʱ، ســـــʨʺॽر ( ـ 13 ) ، سلʶـــــلة ملʸʵـــــات شـــــʨم فـــــي الاحʱʺـــ

.ʝॽأن ʦॽʤالع ʙʰاجعة: عʛجʺة: سامح داوود، ومʛت ،ʛʷʻل للʽوهʛʳماك  
ـــغʙȄʛʽ، غ.ب. ( ـ 14 ــــ ــــ ــــॽȞفȑ ،ʞʱʽ. ب، سـ ــــ ـــ ـــالات 1993ماتʶـ ــــ ــــ ــــة الاحʱʺـ ــــ )، نȄʛʤــــ

  والإحʸاء الȄʛاضي، مʥʶʻʽ، الʺʙرسة العلॽا (Ǽاللغة الʛوسॽة).
نȄʛʤـة الاحʱʺـالات والإحʸـاء  )، "مॼـادȏ فـي1979مʙني دسʨقي، مʢʸفى ( ـ 15

  الȄʛاضي" دار الʻهʹة العॽȃʛة، القاهʛة.
ــــادȏ فــــي الاحʱʺــــالات والإحʸــــاء، جامعــــة 1998د. الهʨشــــي، مʴʺــــʙ ( ـ 16 ॼم ،(

.ʧȄʛʷت  
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1- Fellerw. An Introduction tro Probability Theory and Its 
Applications, 2nd ed. Vols. I and II, Willey, New York, 1967. 

2- Lapin, Lawrence, Statistics Meaning and Methods, NewYork, 
Harcourt Brace Jorauovich Inc, 1980. 

3- Lapin, Lawrence, “Statistics For Modern Business Decisions”. 
Harcourt Brace Jovanovich, Inc. New-York. 1973 

4- Mendenhall, William, Introduction to Probability and Statistics, 
North Scituate : Duxbury Press, 1980. 
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6- Springer M. D., The Algebra of Random Variables, Wiley, 
New York, 1979. 

 ب ـ Ǻاللغة الʙوسॻة:
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  الʠʶʸلʲات العلॻʸة
 إنؒلȏʚʻ  فʙنʴي عȁʙي

 ـ أ ـ

 Réunion Union اجʱʺاع

 Probabilité probability احʱʺال

 Probabilité احʱʺال شʡʛي
Conditionelle 

Conditional probability 

Șلʢال مʺʱاح Probabilité absolute Absolute probability 

 Probabilité marginale Marginal probability احʱʺال هامʷي

 Test Test اخॼʱار

 Test d’indépendence Test of independence اخॼʱار الاسʱقلالॽة

 Test de conformité Test of conformity اخॼʱار الʢʱابȘ (الʱʺاثل)

Șافʨʱار الॼʱاخ Test d’ajustement Test of goodness of fit 

 Test of linéarité Test of linearity اخॼʱار الॽʢʵة

 Test of d’hypothéses Test of hypothesis اخॼʱار الفʛضॽات

 test de significantion  Significant test اخॼʱار الʺعȄʨʻة

ȋاॼارت corrélation correlation 

ȌॽʶǼ ȋاॼارت Corrélation simple Simple correlation 

 ȏʜج ȋاॼارت Corrélation partielle Partial correlation 

 Corrélation pineaire  Linear correlation ارتॼاȋ خʢي

 Autocorrélation Auto correlation ارتॼاȋ ذاتي

 Corrélation Multiple  Multiple correlation ارتॼاȋ مʱعʙد

 Induction inference اسʙʱلال

 Induction Statistique inference اسʙʱلال إحʸائي
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ʛالأصغ ȑʨʻق الʺعʛالف La plus petite 
difference significant 

Least significant 
difference 

 Latin square Latin square الʺȃʛع اللاتʻʽي

 الʺȃʛعات الʸغȐʛ (الأقل)
Moindres carrés 

 
Least square “L.S.” 

 Régression Regression انʙʴار

 Déviation Deviation انʛʴاف

Ȍسʨʱاف مʛʴان Deviation moyenne Mean deviation 

 ȑارॽɻاف مʛʴان deviation type 
(Standard) 

Standard deviation 

  ـ ت ـ

 Function Function تاǼع 

 function de distribution Distribution function تاǼع تʨزȄع

ʜʽʺع مǼتا function 
Caractéristique 

Characteristic function 

 Function génératrice تاǼع مʨلʙ للعʜوم
des Moment 

Moment generating 
function 

ʧايॼت Variance Variance 

 Covariance Covariance تॼايʧ مʛʱʷك (عʜم ارتॼاʡي)

 Interaction Interaction تॼايʧ خارجي (تفاعل داخلي)

 ȏʜʳت Partition Partition 

 Essai Trial تȃʛʳة

ʧايॼل تʽلʴت Analyse de variance Analysis of variance 

 ȑأحاد ʧايॼل تʽلʴت
ʅॽʻʸʱال 

Analyse de la variance 
à un critére de 
classification 

One way Analysis of 
variance 

تʴلʽل تॼايʧ ثʻائي 
ʅॽʻʸʱال 

Analyse de la variance 
à deux critére de 
classification 

Two way Analysis of 
variance 

 analysis de la تʴلʽل الॼʱايʧ الʺʛʱʷك
covariance  

Covariance analysis 
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 Transformations Transformations تȄʨʴلات

ʜʽʴت Biais Bias 

 Convergence Convergence تقارب

 Intersection Intersection تقاʡع

ʛيʙتق estimation estimation 

 Estimation pontuelle Point estimation تقʙيʛ نقʢي

 Estimation par تقʙيʛ مʳالي
intervalle 

Interval estimation 

 Fréquency Frequency  تʛؔار

ʛʣاʻت  Symétrie Symmetry 

ʕʰʻت  Prévision Prediction (foreasting) 

 distribution distribution  تʨزȄع

 Distribution de  تʨزȄع احʱʺالي
Probabilité 

Probability distribution 

 Distribution  تʨزȄع أسي
Exponentielle 

Exponential distribution 

(ʧايॼʱال ʖʶن) ع أفȄزʨت  Distribution F F distribution 

 ȑارʛؔع تȄزʨت  Distribution de 
Fréquences 

Frequency distribution 

 Distribution binomiale Pinomial distribution  تʨزȄع ثʻائي

ʗʻديʨʱع سȄزʨت  Distribution de Student 
“S” 

Student’s distribution 

 Distribution Normale Normal distribution  تʨزȄع ॽʰʡعي

 Distribution Normale  تʨزȄع ॽʰʡعي ثʻائي
deux dimensions 

Bivariate normal 
distribution 

 ȑارॽɻعي مॽʰʡ عȄزʨت  Distribution Normale 
type 

Standard normal 
distribution 

 Distribution Gamma  تʨزȄع غاما
Gamma normal 
distribution 

distribution  de 2  تʨزȄع ؗاȑ مȃʛع  Ghi-squared distribution  

 Distribution d’ Sampling distribution  تʨزȄع الʺعايʻة
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échentillonnage 

 distribution à deux  تʨزȄع مʜدوج
dimensions 

Bivariate distribution 

 Distribution Marginale Marginal distribution  تʨزȄع هامʷي

 Distribution  تʨزȄع هʙʻسي
Géomvétrique 

Geometrical distribution 

 Espérance  تʨقع رȄاضي
Mathématicque 

Mathematical expectations 

  ـ ث ـ 

ʗثاب  Constant Constant 

ʧايॼʱات الॼث  Homoscedasticité Homoscedasticity 

 Binôme Binomial  ثʻائي

ʧتʨʽائي نʻث  Binôme de Newton Binomial of Newton 

 ـ ج ـ 

 ȑارʛؔول تʙج  table de Fréquences Frequency table 

  ـ  ـ ح

 Limites de Confiance Confidence limit  حʙا الʲقة

  ـ   ـ خ 

  خȌ الʱقʙيʛ (الانʙʴار)
  (الاتʳاه العام)

line  de Régression  Regression line 

 Erreur Error  خʢأ

 ȑارॽɻأ مʢخ  Ecart-type Standard error 

 Linéaire Linear  خʢي

  
  

 ـ د ـ
 Degrées de liberté Degrees of freedom  درجات الȄʛʴة

 Degrées de Confiance Degrees of Confidence  درجة الʲقة
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 ـ س ـ  

ʨف  Chaine de Markov  Markov chain  سلʶلة مارؗ

سॽاقات (عʺلॽات) 
  عʨʷائॽة

processus  Stochastics  Stochastics processus 

  ـ  ش ـ  

  انʷʱارشȞل 
Nuage statistique 

(diagramme de 

dispersion) 

Scatter diagram 

  dispersion Diagram  شȞل بॽاني

 ـ ص ـ

 Forme quadratique Quadratic form  صॽغة تॽɻॽȃʛة

 ـ ȉ ـ

  Ȅʛʡ  Méthod  Methodقة

-Ȅʛʡ  Method de vraissemقة الإمȞانॽة العʤʺى

balance 

Maximum likelihood 

method 

ʛيʙقʱقة الȄʛʡ  Method d’ Estimation Estimation method 

 Ȑʛغʸعات الȃʛʺقة الȄʛʡ
  (الأقل)

Méthod des moindres 

carrés 
Method of least squares 

ʜايǼ قةȄʛʡ  méthod  de Bayes Bayes’ method 

 ـ ع ـ

ʛʣاʻʱم الʙع  Asymetrie Asymmetry 

ʧايॼʱات الॼم ثʙع  Héteroscedasticité Heteroscedasticity 

 Moment Moment  عʜم

 ʨʷ  aléatoire Randomائيع

 Echantillon aléatoire Random sample  عʻʽة عʨʷائॽة
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 ـ غ ـ

 Non-linéare Nonlinear  غʛʽ خʢي

ʜʽʴʱم ʛʽغ  San bias Unbiased 

 ـ ف ـ

 suppostion Assumption  فʛض

 Hypothésis Hypothesis  فʛضॽة

 Hypothésis Statisticque Statistical Hypothesis  فʛضॽة إحʸائॽة

  فʛضॽة ابʙʱائॽة 
  (فʛضॽة العʙم)

Hypothésis Null Null Hypothesis 

 Hypothésis Alternative Alternative Hypothesis  فʛضॽة بʙيلة

 ȑʛهʨج ʛʽق غʛف  différence Insignificant e Insignificant difference 

 Espace Space  فʹاء

 Efficace Efficient  فعال

 ـ ق ـ

 Loi des grande  قانʨن الأعʙاد الʛʽʰؔة

numbers 
Law of large number 

 ॽʀ  Measure Measureاس

 ـ م ـ

(ʛʽغʱم) لʨʴʱم  Variable Variable 

 Variable Dépendente Dependent Variable  مʨʴʱل تاǼع

ʛʺʱʶائي مʨʷل عʨʴʱم  Variable aléatoire Continuous Variable 

  

 Variable aléatoire  مʨʴʱل عʨʷائي مʻقʢع

discontinue 
Discrete Variable 

 Variable Indépendente Independent Variable  مʨʴʱل مʱʶقل

ʜʽʴʱم  Biaisé Biased 
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 Convergent Convergent  مʱقارب

 Intervalles de confinace Confidence intervals  مʳالات الʲقة

 ȑارʛؔرج تʙم  Histogram de 

Fréquences 
Frequency histogram 

 Niveau de signification Significance level  مȐʨʱʶ الʙلالة

  معادلة الاتʳاه العام
  (معادلة الانʙʴار)

(ʛيʙقʱمعادلة ال  
Equation de Régression Regression equation 

 Coefficient Coefficient  معامل

 Coefficient de  يمعامل الارتॼاȋ الʜʳئ

Corrélation 
Correlation Coefficient 

 Coefficient de  معامل الارتॼاȋ الʺʱعʙد

Corrélation Partialle 

Partial Correlation 

Coefficient 

معامل الارتॼاȋ ثʻائي 
  الʻقʢة.

Coefficient de 

Corrélation Multiple  

Multiple Correlation 

Coefficient 

معامل الارتॼاȋ الʻقʢي 
  (معامل الاقʛʱان)

Coefficient de 

Corrélation de point 

Fourfold point Correlation 

Coefficient 

ʙيʙʴʱمعامل ال  Coefficient  de 

Détermination 
Determination Coefficient  

 Coefficient de cofiance Confidence Coefficient  معامل الʲقة

 Coefficient de  ل الʛتʖمعام

Corrélation de Rank  

Rank Correlation 

Coefficient 

 Echantillonnage Probability sampling  معايʻة احʱʺالॽة

  Criterére Criterion  مॽɻار

 Estimateur Estimator  مقʙر

ʠفʛقة الʢʻم  Region critique Critical region 
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 Region d’acceptance Acceptance region  مʢʻقة القʨʰل

ʛشʕم  Paraméter Parameter 

 ـ ن ـ

ʛيʙقʱة الȄʛʤن  Théorie d’ Estimation Estimation theory 

Ȅʜة ʛؗʺة الǽهاʻة الȄʛʤن  théorém limit Centrale Central limit theorem 

(ʜايǼ) ةȄʛʤن  théorém Bayes Bayes’ theorem 

Ȅʜة ʛؗعة مʜن  Tendence Centrale Central tendency 
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  لجنة التقويم 
  

  
  الدكتور   

 أسʱاذ في قʦʶ الإحʸاء
    الدكتور 

 أسʱاذ في قʦʶ الإحʸاء
  الدكتور  

 حʸاء أسʱاذ مʶاعʙ في قʦʶ الإ
 
 

  
  
  

  المدقق اللغوي
  

  الʨʱؗʙر  
  أستاذ في قسم اللغة العربية ـ كلية الآداب

 

 

 

 

 

 حقʦق الॺʠع والʙʯجʸة والʯألʃॻ مʲفʡʦة 
 لȎʗ مʗيȂʙة الʔʯؒ والʦʮʠʸعات الʱامॻɹة
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